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1 UVOD

1 Uvod

Na samom pocetku ovog rada, bice govora o reprezentacijama i F'G-modulima. Prethodno ¢e biti
primjenjeno da uvedemo karaktere, na koje je usmjereno teZiste ovog rada.

U dijelu o karakterima, sem uvodenja novih pojmova i opisivanja svojstava koje karakteri imaju,
bi¢e navedeni neki od nacina za nalaZenje ireducibilnih karaktera. Nakon toga, navedeno e biti
primjenjeno za nalaZenje tabele karaktera simetri¢ne grupe S7. Tabela karaktera je matrica u koju
su unijete vrijednosti ireducibilnih karaktera odredene grupe. Naravno, govoricemo o karakterima
konacne grupe. Karakteri su konstantni na klasama konjugacije grupe, Sto nam dodatno olakSava
njihov zapis i ¢ini ga preglednijim. Samim tim, dosta je jednostavnije ponovo pronaci neku vrije-
dnost koja nam je potrebna za neka dalja raCunanja.

U karakterima se kriju razne osobine F'G-modula, reprezentacija i grupa, pa se mnogi problemi iz
teorije reprezentacija mogu rijesiti koriste¢i ono $to je poznato za karaktere. Zbog jednostavnijeg
zapisa u odnosu na reprezentacije i zbog toga sto je umjesto Cuvanja cijelih matrica, dovoljno Cuvati
njihov trag, Sto 1 predstavlja karakter, utoliko su oni bolji 1 jednostavniji pristup rjeSavanju nekih
problema.

Kompletan rad usmjeren je ka pronalazenju kompletne tabele karaktera grupe S7, pa su i definicije
i tvrdnje koje se nalaze u radu, birane tako da se ta ideja moZe realizovati. Samo neke od tvrdnji
bice dokazane, a za dokaze teorema koje nisu dokazane u radu mogu se koristiti knjige navedene u
literaturi.

Ovo je vrlo zanimljiva oblast, ¢ija primjena moZe da se nade ne samo u rjeSavanju nekih problema
u oblasti matematike, nego 1 u fizici, hemiji 1 dr.

Jedna od najpoznatijih primjena teorije reprezentacija je za dokazivanje Bernsajdove teoreme koja
tvrdi da, ako su p i g prosti brojevi, a i b pozitivni cijeli brojevi takvi da je a+ b > 2, nijedna grupa
reda p®gP nije prosta.

Vrseci proracune sa vrijednostima karaktera dobijaju se odredene konstante koje sadrze informacije
0 mnoZenju u grupi, a koje se mogu koristiti za dobijanje informacija o podgrupama grupe G.
Teorija reprezentacija se intenzivno koristi u fizici. Svaki fizicki sistem sadrZi grupu simetrija G,
a za izvjesne vektorske prostore povezane sa sistemom cesto se ispostavi da su RG-moduli. Na

primjer, vibracija molekula je opisana razliitim diferencijalnim jednacinama, a grupa simetrija
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molekula djeluje na prostoru rjeSenja ovih diferencijalnih jednacina.
Teorija reprezentacija se primjenjuje 1 pri izu€avanju kvarkova, elementarnih Cestica koje saci-

njavaju protone, neutrone i sve ostale sloZene Cestice tj. hadrone, nukleone, mezone itd.



2 REPREZENTACIE

2 Reprezentacije

Kako linearna algebra radi sa konkretnijim strukturama od apstraktne teorije grupa, cilj teorije
reprezentacija je povezati elemente grupe sa matricama. Neformalno, reprezentacije su nacin da se
zapiSu elementi grupe kao matrice.

Neka je G grupa, a F polje realnih ili kompleksnih brojeva. Sa GL(n,F) ozna¢imo grupu inverti-

bilnih # X n matrica sa elementima iz F.

Definicija 2.1 Reprezentacija grupe G nad poljem F je homomorfizam p iz G u GL(n,F), za neko

n. Stepen reprezentacije p je prirodan broj n.

Funkcija ¢e uglavnom biti primjenjivana s desne strane, odnosno za sliku od g u odnosu na p
pisacemo gp umjesto pg. Takode, zapis je skraden izostavljanjem zagrada koje se obicno piSu oko
elementa g. Zagrade su koriStene kod sloZenijih izraza da bi bilo jasno na koji izraz se funkcija

primjenjuje.
Primjer 1 Nekaje G=Cy = {1,g,8%,8°}, gdje je g* = 1. Posmatrajmo matrice

10 0 -1 5 -1 0 3 0 1
I = M= . M?= . M3 =

Y

0 1 1 0 0 -1 -1 0
Kako je M* = I, to ove matrice formiraju cikli¢ku grupu reda 4. Funkcija p : G — GL(2,F) koja

je definisana sa
pig— M (0<i<3),
je reprezentacija grupe G nad F. Stepen ove reprezentacije je 2.
|

Neka je p : G — GL(n,F) reprezentacija i T invertibilna n X n matrica nad poljem F. Za sve n X n
matrice AiB je

(T'AT)(T'BT) =T~ (AB)T.

Koriste¢i ovu Cinjenicu moZemo dobiti novu reprezentaciju 6 iz p definiSuéi je na sljedeci nacin:
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g6 =T "'(gp)T zasve g € G. Kako za sve g,h € G, iz

(gh)o=T""((gh)p)T
=T"'((gp)(hp))T
— 7 (ep)T T (hp)T

= (g0)(ho),
slijedi da je © reprezentacija.

Definicija 2.2 Neka sup:G — GL(m,F)ic:G — GL(n,F) reprezentacije grupe G nad poljem
F. KaZemo da je p ekvivalentna sa G, ako je n = m i ako postoji invertibilna n X n matrica T, takva

da je za svako g € G, go =T~ (gp)T.

Jezgro reprezentacije sadrzi elemente grupe G za koje je gp jediniCna matrica, odnosno Ker p =

{g € G:gp=1,} iono je normalna podgrupa grupe G.

Definicija 2.3 Reprezentacija p : G — GL(1,F) koja je definisana sa gp = (1) za sve g € G,

naziva se trivijalna reprezentacija grupe G.
Za nas su znacajne vjerodostojne reprezentacije koje se definiSu na sljedeci nacin.

Definicija 2.4 Reprezentacija p : G — GL(n,F) je vjerodostojna ako je Ker p = {1}, tj. ako je

Jjedinicni element grupe G jedini element za koji je gp = I,,.
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3 FG-moduli

Postoji bliska veza izmedu reprezentacija i FG-modula, pa éemo se upoznati sa njima i nekim

njihovim bitnim svojstvima.

Definicija 3.1 Neka je V vektorski prostor nad F i neka je G grupa. Tada je V' F G-modul ako
je mnoZenje vg, (v € V,g € G) definisano i zadovoljava sljedeée uslove, za sve u,v € V, L€ F i

g,heG:
1. vgeV,
2. v(gh) = (vg)h,
3. vl=y,
4. (AW)g =A(vg),
5. (u+v)g=ug+vg.

U nazivu F' G-modul koristimo slovo F' da oznacimo da je V vektorski prostor nad F', a G je grupa

iz koje uzimamo elemente g, da bi formirali proizvod (vg,v € V).

Definicija 3.2 Nekaje V FG-moduli B baza odV. Za svaki element g € G, g oznacava matricu

endomorfizma v — vg od 'V, u odnosu na bazu ‘B.

Sljedeca tvrdnja ukazuje na blisku vezu izmedu F G-modula i reprezentacija, a bi¢e navedena bez

dokaza.

Teorema 3.1

1. Ako je p : G — GL(n,F) reprezentacija grupe G nad poljem F i V = F", tada V postaje
FG-modul, ako definisemo mnoZenje vg sa vg = v(gp), v € V, g € G. Postoji baza B od V
takva da je gp = [g| za sve g € G.

2. Pretpostavimo da je V FG-modul i B baza od V. Tada je funkcija g — [g|s, g € G,

reprezentacija grupe G nad F.
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U nastavku Ce biti definisane joS neke znacajne vrste F G-modula.

Definicija 3.3

1. Trivijalan F G-modul je jednodimenzionalan vektorski prostor V nad F takav da je vg = v za

sveveV, geG.

2. FG-modul V je vjerodostojan ako je jedinicni element, jedini element g, za koji je vg = v za

svev eV,

Definicija 3.4 Neka je G podgrupa od S,. F G-modul sa bazomvy,va,...,v,, takvomda je vig = vie
za sve g € G, naziva se permutacioni modul grupe G nad F. Bazu vi,vy,...,v, zovemo prirodna

baza od V.

Kada je rije¢ o permutacionom modulu, specifi¢no je da matrica [g], gdje je B neka baza tog pe-
rmutacionog modula, ima po jednu jedinicu i sve ostale nule u svakoj svojoj vrsti 1 koloni. Ovakvu
matricu nazivamo permutacionom matricom.

FG-modul daje veliki broj reprezentacija i sve su one predstavljene oblikom g — [g]3, g € G za
neku bazu B. MoZe se dokazati da su sve ove reprezentacije ekvivalentne jedna drugoj i da svake
dvije ekvivalentne reprezentacije grupe G proizilaze iz istog F'G-modula.

Za nas su znacajni ireducibilni FG-moduli, a da bi mogli govoriti o njima, potrebno je uvesti

narednu definiciju.

Definicija 3.5 Neka je V F G-modul. Podskup W odV je F G-podmodul od V, ako je W potprostor

iwg €W zasvakow € W isve g € G.

MozZemo ovo shvatiti i drugacije. Ustvari, F G-podmodul od V je vektorski potprostor koji je takode

1 FG-modul.

Definicija 3.6 FG-modul V je ireducibilan, ako nije nula i ako nema drugi F G-podmodul, osim
samog sebe i nula modula {0}.

Ako 'V ima F G-podmodul razli¢it od {0} i samog sebe, tada je V reducibilan.
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Reprezentacija 6 : G — GL(n, F) je ireducibilna ako je odgovarajuéi FG-modul F” dat sa
vg=v(gp),vEF", g€G

ireducibilan. Ako je F" reducibilan isto je i sa reprezentacijom p.

Sljedeca teorema je navedena bez dokaza.

Teorema 3.2 Neka je G konacna grupa i V CG-modul. Ako g € G, tada postoji baza B od V takva
da je matrica [g|g dijagonalna. Ako g ima red n, tada su elementi na dijagonali matrice [g]3, n-ti

korijeni iz jedinice.

Funkcije koje Cuvaju strukturu grupa i vektorskih prostora su homomorfizmi grupa i linearne

transformacije, redom. Za F'G-module takvu ulogu imaju ¥ G-homomorfizmi.

Definicija 3.7 Neka su Vi W FG-moduli. Za funkciju 8 :V —— W kaZemo da je F G-homomorfi-

zam, ako je linearna transformacija i ako vrijedi
(vg)d=(v8)gzasveveViged.

Drugim rijecima ako ¥ slika v u w, onda slika i vg u wg.
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4 Pomocna tvrdenja i definicije

U ovom poglavlju bi¢e navedene neke od definicija, tvrdnji i ¢injenica koje ¢e nam trebati kasnije,
za odredivanje tabele karaktera. To je uglavnom vezano za simetrine grupe i permutacije, jer je
rad usmjeren ka rjeSavanju problema nalaZenja tabele karaktera simetri¢ne grupe S7.

Neka je S, simetri¢na grupa reda n i neka je x € S, proizvoljna permutacija. Tip permutacije x je
uredena n-torka

type(X) - <C17C27 e 7Cn)’

gdje je ¢; broj ciklusa duZine i u razlaganju permutacije x na proizvod disjunktnih ciklusa.
Teorema 4.1 Dvije permutacije su konjugovane ako i samo ako su istog tipa.

To znaci da se u jednoj klasi konjugacije nalaze sve one permutacije koje su istog tipa.

Broj permutacija u odredenoj klasi konjugacije u S,, moZe se odrediti uz pomo¢ naredne teoreme.

Teorema 4.2 Broj permutacija tipa (c1,c2,...,cp) U Sy je

n!
11y 1:2°2-¢cy!-...onln-cpy ! *

Centralizator grupe Ce igrati bitnu ulogu u pronalazenju tabele karaktera. Slijedi njegova definicija.

Definicija 4.1 Neka je x € G. Centralizator od x u grupi G, u oznaci Cg(x), je skup elemenata

grupe G koji komutiraju sa x, tj.

Co(x) ={g € G:xg=gx}

Sljedecu teoremu mozemo iskoristiti da izraCunamo broj elemenata centralizatora od x u grupi G,

ako znamo broj elemenata u klasi konjugacije ¢iji je predstavnik element x.

Teorema 4.3 Neka je x € G, gdje je G konacna grupa. Tada je veli¢ina klase konjugacije x° data

X =G : Co(x)| = Gl/|Co(x)|.

Specijalno x| dijeli |G|.
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Dokaz. Uo¢imo da za g,h € G vrijedi

1 1

g xg=h"xho hg 'x=xhg™

A hg_l € CG(x)7

< Cg(x)g = Cg(x)h.

Na osnovu ovoga, moZemo definisati injektivnu funkciju f sa x® u skup desnih koseta od Cg(x) u

G sa
f:8 xgr— Cs(x)g, g€ G.

Jasno je da je f sirjektivna, pa je i bijekcija. Time je dokazano da je [x°| = |G : Cg(x)|.
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5 Karakteri

Karakteri imaju jednostavniji i pregledniji zapis od reprezentacija, a u njima se kriju razna svojstva
reprezentacija i samih grupa. U nastavku rada ¢e biti viSe govora o karakterima, kako bi se upoznali

sa njima i njithovim svojstvima. Krenimo od definicije.

Definicija 5.1 Pretpostavimo da je V CG-modul sa bazom ‘B. Tada je karakter modula V funkcija

data sa

x(g) =trlgls g €G,

gdje je sa tr|g|g oznacen trag matrice [g|p.

Karakter modula V ne zavisi od baze B. Zbog toga, karakter reprezentacije p : G — GL(n,C)

definiSemo kao karakter y, odgovaraju¢eg CG-modula C", sa
x(g) =1r(gp).g €G.

Definicija 5.2 KaZemo da je (| karakter grupe G ako je X, karakter nekog CG-modula.
KaZemo da je 7 ireducibilan karakter grupe G, ako je Y, karakter ireducibilnog CG-modula, a | je

reducibilan ako je karakter reducibilnog CG-modula.

Teorema 5.1 Ako su x i y konjugovani elementi grupe G, tada je

za sve karaktere Yy, grupe G.

Dokaz. Pretpostavimo da su x i y konjugovani elementi grupe G. Tada je x = g~ 'yg zaneko g € G.

Neka je V CG modul i neka je B baza od V. Tada je

s =g vgls = [8]5' Dslg)s.

Odavde je tr[x|g = tr]y]s, pajeiy(x) =x(y), gdje je x karakter od V.

U nastavku uvodimo jo$ neke nove pojmove u vezi sa karakterima.

10
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Definicija 5.3 Ako je )y karakter CG-modula V, tada dimenziju od V nazivamo stepen karaktera .

Definicija 5.4 Ako je x karakter grupe G, tada je jezgro od ¥, sto oznacavamo sa Ker Y, definisano

sa
Kerxy={geG:x(g) =x()}
Karaktere stepena 1 nazivamo linearni karakteri. Linearni karakteri su ireducibilni.

Primjer 2 Karakter trivijalnog CG-modula je linearan karakter, koji se naziva trivijalni karakter

grupe G. Oznacavamo ga sa 1. Tako je
lg:8 — 1zasvako g € G.

Trivijalni karakter je ireducibilan karakter svake grupe, pa u formiranju tabele karaktera, uvijek

imamo za pocetak jedan ireducibilan karakter.

5.1 Permutacioni karakter

Kada je grupa G podgrupa simetri¢ne grupe S,, lako moZemo doci do jednog karaktera, ali za njega
ne mora da vazi da je ireducibilan. Taj karakter se naziva permutacioni karakter, a u nastavku ce
biti nesto vise rijeci o njemu.

Neka je G podgrupa od S,,. Tada su elementi grupe G permutacije skupa {1,2,...,n}. Permutacioni
modul V' (vidjeti definiciju 3.4), za grupu G nad poljem C ima bazu vy,vy,...,v,, koju éemo ozna-

Citi sa B, gdje je za svako g € G
Vig = Vig, 1 <i<n.

Kako nas, zbog karaktera, zanima trag matrice [g]g, to su nam interesantni samo elementi na
glavnoj dijagonali te matrice. Ako je ig # i, tada je element na poziciji ii u matrici [g] jednak

0, a inace je jednak 1. Zbog toga za permutacioni karakter vrijedi
n(g) = |fix(g)l. s € G, (D)

gdjeje fix(g)={i:1<i<niig=i}.

Vazna nam je i naredna tvrdnja, na osnovu koje moZe da se izrauna joS$ jedan karakter.

11
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Teorema 5.2 Neka je G podgrupa simetricne grupe S,. Funkcija

V(g) = fix(g)| -1, ¢€G

je karakter grupe G.

5.2 Skalarni proizvod karaktera

Za dalje izuCavanje karaktera, upoznaéemo se sa operacijom skalarnog mnoZenja karaktera, a zatim
vidjeti za Sta bi nam to moglo koristiti u okviru teorije karaktera.

Karakteri kona¢ne grupe G su funkcije iz G u C. Ako za neko A € C i takve dvije funkcije 9 i
¢ definifemo 9+ ¢ : G — Csa (O+¢)(g) =0(g) +0(g), g€ GiAd: G — Csard(g) =
AMB(g)), g € G, tada skup svih funkcija iz G u C ¢ini vektorski prostor nad C. Tako ove funkcije
moZemo posmatrati i kao vektore.

U ovom vektorskom prostoru moZe se formirati i skalarni proizvod.

Definicija 5.5 Pretpostavimo da su § i ¢ funkcije iz G u C. DefinisSemo

(0,0) = &7 L 9(8)0(g).

geG

Ovo je skalarni proizvod jer zadovoljava naredne uslove:

e (9,0) = (0,0) za sve 9,0,
o (A% +22072,0) = A1 (01,0) + A2 (D2, 0) za sve A, A, € C i sve vektore B1,9,,0,
o (0,9) >0akojed#0.
Teorema 5.3 Pretpostavimo da G ima tacno | klasa konjugacije sa predstavnicima g1,82,...,8I.

Neka su i  karakteri grupe G.

L

Lwx) =) =g L x(&)w(s™)

‘g
l Y(e:
2. (y,%) i;%

Dokaz. Dokazacemo samo drugo tvrdenje.

Kako su karakteri konstantni na klasi konjugacije imamo da je

12
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L x(&)w(e) = Igf (s w(si).

gegl

gdje glG oznacava klasu konjugacije grupe G koja sadrzi g;. Dalje je

[
G=Ug’ils7|=1Gl/ICalg).
=

na osnovu teoreme 4.3 i Cinjenice da je svaka grupa unija klasa konjugacije, a razli¢ite klase ko-

njugacije su disjunktne. Tako je

1 !
<x,\|f>=|—G,Zx Egec

ad

!

= Z, ﬁ%(gi)“f(gi)
n
)3

Moze se pokazati da ireducibilni karakteri grupe G formiraju ortonormiran skup vektora u ve-

ktorskom prostoru funkcija iz G u C, tj. moZe se dokazati naredna teorema.

Teorema 5.4 Neka su U i V neizomorfni ireducibilni CG-moduli sa karakterima 7y, i y, redom.

Tada je

x) =11
W) =

Koristeéi ovu teoremu, mozZe se dokazati i naredna.

Teorema 5.5 Neka su Y1,%2,---, Xk ireducibilni karakteri grupe G. Ako je ¥ neki karakter grupe
G, tada je

Y =dix1 +dyx2+ - +diXk

za neke nenegativne cijele brojeve dy,ds, ... ,d;. Takode,

di=)zal <i<k i

13



5 KARAKTERI

k
(vow) = X d7.

Kako tabelu karaktera Cine samo ireducibilni karakteri, pri konstrukciji ¢esto se koristi naredna

teorema da bi se provjerilo da li je neki karakter ireducibilan ili nije.

Teorema 5.6 Neka je V. CG-modul sa karakterom . Tada je V ireducibilan ako i samo ako je

<W>W> = L.

5.3 Relacije ortogonalnosti

Relacije ortogonalnosti su u izvjesnom smislu, veza izmedu elemenata tabele karaktera. Zato éemo
prvo uvesti pojam tabele karaktera, ali prije toga uvedimo pojam klasne funkcije i neke tvrdnje

vezane za nju.

Definicija 5.6 Klasna funkcija na grupi G je funkcija y : G — C, takva da je y(x) = y(y) kad

god su x iy konjugovani elementi grupe G (sto znaci da je  konstantna na klasi konjugacije).
Teorema 5.7 Broj ireducibilnih karaktera grupe G jednak je broju klasa konjugacije grupe G.

Teorema 5.8 [reducibilni karakteri }1,X2, ..., Xk grupe G formiraju bazu vektorskog prostora svih
klasnih funkcija na grupi G. Ako je Y klasna funkcija, tada je
k
v=Y ki
i=1

gdjeje hi = (Y, xi) za 1 <i<k

Definicija 5.7 Neka suy1,X2,-.., Xk ireducibilni karakteri grupe G i neka su g1,g>, ..., gk predsta-

vnici klasa konjugacije grupe G. Matrica dimenzije k x k Ciji je i j-ti element (g ), za sve i, j gdje

je 1 <i<k 1< j<k naziva se tabela karaktera grupe G.

Vrste u tabeli su indeksirane po nazivima ireducibilnih karaktera grupe G, dok su kolone nazvane

po klasama konjugacije grupe G, ili Sto je ¢esce, po predstavnicima klasa.

Teorema 5.9 Neka su X1,X2,--.,Xk ireducibilni karakteri grupe G i neka su gi1,82,...,8k pre-

dstavnici klasa konjugacije grupe G. Tada vaZe sljedece relacije za svako r,s € {1,2,... k}.

14



5 KARAKTERI

:)m) 8rs-

1. Relacije ortogonalnosti za vrste: Z Xr\cﬁ -

k -
2. Relacije ortogonalnosti za kolone: Y. %i(gr)xi(gs) = Ors|Cc(gr)|-
i=1

Dokaz. Dokaza¢emo samo drugu tvrdnju teoreme.

Za 1 < s < k, neka je Y linearna kombinacija od X1, %2, - - -, Xk, DPL.
k
vy =Y Aixis i € C.
i=1
Znamo da je (Xi,%,) = 9ij, paje

7\« %) S
W Xi) = 17 g§G"’

Sada je y,(g) = 1 ako je g konjugovano sa gs, a Ws(g) = 0 ako nije. Takode na osnovu teoreme 4.3,

imamo da je broj elemenata grupe G koji su konjugovani sa g, |G|/|Cs(gs)|- Tada je

) Xi(gs)
)\'l |G| géY WY Xl( ) |CG(8s) s

paje
. -
=, (gr) kaz gr) Z )

iz Cega slijedi tvrdnja.

5.4 Linearni karakteri simetri¢ne grupe S,
U narednom dijelu bi¢e pokazano da simetri¢na grupa S, za n > 2, ima ta¢no dva linearna karaktera.

Definicija 5.8 Za grupu G, neka je G' podgrupa grupe G koja je generisana elementima oblika
ghg™'h~!, g.h € G. Podgrupa G' se naziva komutatorska podgrupa grupe G.

Element ghg~'h~! naziva se komutator elemenata g,4 € G. Ako elementi g i 4 komutiraju, tada
je njihov komutator ghg™'h~! jednak jedini¢nom elementu. Ova podgrupa, u izvjesnom smislu,
mjeri koliko grupa odstupa od toga da bude Abelova.

Umjesto zapisa
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5 KARAKTERI

1 2 n
T =
n(l) =(2) n(n)
za permutaciju T € S, koristi¢emo naredni zapis T = ,i=1,2,...,n. Primijetimo joS jedno

n(i)

svojstvo permutacija, odnosno kako je prp~! dobijeno iz permutacije 7. Vrijedi

omp! — i i P\ _ [ P _ 2
p(i) ) \=() i p7(i)

To znadi da, ako je permutacija T = (aj...ay,)(b1...in(i)...by,)...(c1...cy,), onda pup~! =

(p(ar)...plax,))(p(b1)...p(H)pm(i)...p(bk,)) ... (p(c1)...p(ck,)). Na osnovu toga zakljucujemo

da je duZina ciklusa u prp~! jednaka onim u 7.
Teorema 5.10 A, je komutatorska podgrupa od S,,. Svaki element od A,, je i sam komutator.

Dokaz. Komutator u S, je element oblika mpn—!'p~!. Kakoje sgn t =sgnn ' isgnp =sgn p~!
svaki komutator je sadrZan u A,,. To znali da je komutatorska podgrupa S/, od S,, koja je generisana
svim ovim elementima, takode sadrZana u A, tj. S;l <A,

Treba jo§ dokazati da je i A, < S,.

Primijetimo da za svako i takvo da je 2i +1 < n imamo da je
(I,....20+1)=(1,...,i+ 1)(i+1,...,2i+1)

pa je tako (1,...,2i4 1) oblika pop~'c~! gdje je p :=(1,...,i+ 1), a 6 odgovarajuéi element

grupe S»;41 (primijeniti jednakost 2). Isto tako, za i < j je
(1,...,20)(2i+1,...,2i4+2j) = (1,...,i+j+ 1)(2i,i+ j+1,...,2i+2j),

pa su ovi elementi komutatori u S;12;.

Sli¢na tvrdnja vaZi za proizvoljni ciklus neparne duZine i za svaki par disjunktnih ciklusa sa parnom
duZinom.

Parna permutacija moZe da sadrZi cikluse neparne duZine, za koje smo dokazali da su oblika
pop~'o~!, paran broj ciklusa parne duZine ili oboje. Ukoliko permutacija sadrZi parne cikluse,

kako ih je paran broj, njih moZemo upariti, pa je i ona oblika pop~'c~!, tj. komutator.
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5 KARAKTERI

Za svaku kona¢nu grupu G i njenu komutatorsku podgrupu G’, faktor grupa G/G’ je izomorfna
grupi jednodimenzionalnih karaktera grupe G nad C ([4], Poglavlje 1). U prethodnoj teoremi 5.10,
pokazano je da vrijedi S), = A,. Imamo onda da je S, /S, = {A,, An(12)} = C5, pa G ima tano dva
jednodimenzionalna, tj. linearna karaktera.

Ti linearni karakteri su

X1 =1s,1

1 ako g € A,,
x2(8) =

—1 ako g ¢ A,.

Uz pomo¢ linearnih karaktera grupe G, se na jednostavan nacin mogu dobiti novi ireducibilni

karakteri grupe G, od ve¢ postojecih.

Teorema 5.11 Pretpostavimo da je Y karakter od G i A linearni karakter od G. Proizvod YA dat sa
xMg) = x(g)A(g), g € G je karakter od G. Ako je  ireducibilan, tada je i Y\ takode ireducibilan

karakter.

5.5 Tenzorski proizvod i njegove primjene

MoZemo mnoZiti bilo koja dva karaktera grupe G, a njihov proizvod ¢e ponovo biti karakter. Nara-
vno, taj novodobijeni karakter, ne mora biti ireducibilan, ¢ak i ako smo mnozili ireducibilne kara-
ktere. MnoZeci karakter sa samim sobom, odredeni broj puta, dobijamo odredene stepene tog
karaktera.

Neka su V i W vektorski prostori nad C sa bazama vy, vy, ..., v, i wi,wa,...,w, redom. DefiniSimo
simbol v; @w; za sve i i j, takve daje 1 <i<m, 1 < j <n. Tenzorski prostor V @ W definiSimo

tako da predstavlja mn-dimenzionalni prostor nad C, sa bazom datom sa
{viow;j:1<i<m,1<j<n}.
ZaveViweW gdjeje

m n
V= Z?»,—vi iw= Z,ujwj, (Ai,uj € C)
i=1 j=1
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5 KARAKTERI

definiSemo
VW = Zkiyj(vi Qw;).
iJ
Za tenzorski proizvod vrijede naredna svojstva.

Teorema 5.12

1. AkosuveV,weWikeC, tada

v () =) @w=AVvew).

2. Ako suxy,x2,...,.x, €V iy, y2,....yp €W, tada je

a b
Zx,- ® yi | = Zx,-@yj.
i=1 j=1 i,j

Konstrukcija V ® W je zavisila od izbora baza od V i W, ali naredna teorema govori o tome da

mogu biti uzete i druge baze.

Teorema 5.13 Ako je e,er,...,ep bazaodV i fi, fa,...,fn €W, baza od W, tada elementi u
{eixfi:1<i<m,1<j<n}

cine bazu od V@ W.

Dokaz. vi = Y]" | Mivex, wj = X i1 f1, gdje su Ay, uj; € C. Na osnovu 5.12 imamo da je
vi@w; =Y Aauji(er ® fi).
k.1

Kako elementi v; @ w; gdjeje 1 <i<m, 1 < j<n,Cine bazuod V®W, onda mn elemenata ¢; ® f;
razapinju V @ W. Kako je V @ W dimenzije mn, slijedi da su elementi ¢; ® f; takode i baza od
VoW.

Kako je definisan tenzorski proizvod dva vektorska prostora, sada isto moZemo uraditi i za dva

CG-modula.
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5 KARAKTERI

Neka je G konacna grupa i neka su V i W CG-moduli sa bazama vi,vy,..., vy, 1 wi,wo, ..., Wy,

redom. Vidjeli smo da elementi
{viow;:1<i<m,1 <j<n}

Cine bazu od V @ W. Prvo definiSemo mnoZenje baznih elemenata v; ® w; elementima grupe G, pa

onda linearno proSirujemo do mnoZenja bilo kog elementa iz V ® W elementima grupe G.
Definicija 5.9 Neka je g € G. Za sve i, j definisemo
(vi®wj)g=vig@w;g
[ uopstenije (Zi,j Aij(viow;)) g = Y jAij(vig ®wjg) za proizvoljan kompleksan broj A;;.
Teorema 5.14 Za svev e V,.w € W isve g € G, imamo da je
(vew)g=vg@we.

Dokaz. Nekasuv=Y" Aviiw= Y'i_yujw;. Tada

(veaw)g= (Z Ain(vi ®Wj)> g [na osnovu teoreme 5.12]
iJ

=Y Ahiwj(vigow;g)
i,j

= (Z 7»,v,-g> ® (Zy jw jg) [na osnovu teoreme 5.12]

J

=vgRwg.

MnoZenje koje je dato u definiciji 5.9, vektorski prostor V @ W pretvara u CG-modul.

Vratimo se karakterima.

Teorema 5.15 Neka su V i W CG-moduli sa karakterima 7 i J, redom. Karakter CG-modula
V ®@W je proizvod karaktera X\, gdje je

xv(g) =x(g)w(g), zasve g €G.
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5 KARAKTERI

Dokaz. Neka je g € G. Po teoremi 3.2, moZemo izabrati bazu ey, ez,...,e,, 0d Vi f1, f2,..., f, od
W takvu da je e;g = Aje; gdjeje 1 <i<mi fjg =u;f; gdjeje 1 < j<n,zaneke A;,u; € C. Tada
je

x(©) =Y Aw(g) = Y ui
.

Sadaimamodajezasve ] <i<mil < j<n,
(ei®fj)g =eig® fig = Niuj(e; @ f),

a po teoremi 5.13 vektori e; ® f; formiraju bazu od V @ W. Odatle slijedi da, ako je ¢ karakter od
V®W, tada je

0(g) = Y A = <Z7w> (Zuj) =x(8)w(g)-
L] 1 J

¢ime je tvrdnja dokazana.

Kao posljedica navedenog, vrijedi i naredno tvrdenje.
Teorema 5.16 Proizvod dva karaktera grupe G je karakter grupe G.

U narednom dijelu ¢emo vidjeti kako stepenujemo karaktere i koliko su stepeni karaktera korisni
za izraCunavanje tabele karaktera neke konacne grupe.

Vidjeli smo da je poizvod dva karaktera opet karakter. Ako karakter ¥ mnoZimo samim sobom
dobijamo karakter %>. Proces moZemo nastaviti, mnoZeéi dobijeni karakter %2, ponovo sa kara-
kterom i na taj na¢in dobiti karakter >, itd. Za nenegativan cijeli broj n definiemo 3" sa x"*(g) =

(x(2))" za sve g € G. Imamo da je x° = 1.

Teorema 5.17 Neka je 7 vjerodostojan karakter grupe G i pretpostavimo da (g) uzima tacno r

razlicitih vrijednosti kako g prolazi kroz grupu G. Tada je svaki ireducibilni karakter grupe G

r—1

sabirak u zbiru koji predstavlja neki od karaktera °,x',...,x

Dokaz. Neka r vrijednosti koje y uzima budu ay,as,...,a,,1za 1 <i <r, definiSemo

Gi={gcG:x(g) =ai}.
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Uzmimo da je a; = x(1), pa je G; = Ker (. Kako je y, vjerodostojan, G| = {1}. Neka je sada ¢
ireducibilan karakter grupe G. Trebamo pokazati da je ()/,y) # 0 za neko j takvo da je 0 < j <
r—1.

Zal <i<r,nekaje

= Y wle)

g€G;

i primijetimo da je B; = y(1) # 0. Tada je za sve j > 0,
.
|G| Z Z al JBl
geG i=1

Neka je A, r X r matrica sa ij-tim elementom (a,-)j_1 1 neka je b vektor vrsta, koji je dat sa b =
(B1,B2,---,Br)- Sada je matrica A invertibilna kao Vandermondova matrica, a b # 0 jer je B #
0. Tada je i bA # 0. Imamo da je (j+ 1)-vi element u vektor vrsti bA jednak |G|(x/,¥), pa je

(x/,y) # 0 zaneko j, gdje je 1 < j < r— 1, kao $to je i trebalo dokazati.

Sada ¢ée biti pokazano kako se moZe izvrsiti dekompozicija karaktera 2.
Ako je V CG-modul sa karakterom ¥, tada modul V ® V ima karakter 2. Defini§imo linearnu

transformaciju7 : V@V — V&V sa
(vi®v))T =v;®v;zasveli,j,

gdje je vi,va,...,v, baza od V. Ovu definiciju moZemo linearno prosiriti i do¢i do zakljucka da za
svako v,w € V imamo da je (v®w)T = w®v. Samim tim T ne zavisi od izbora baze.

DefiniSimo podskupove od V ® V na sljedeci naCin:

S(VeV)={xeVaV:xT =x},

AVRV)={xeVV:xT =—x.}

Kako je T linearno, to su S(V®@V) i A(V ®V) potprostori od V ® V. Potprostor S(V ® V) se zove
simetri¢ni diood V®V, a A(V ® V) antisimetri¢ni dio od V& V.

Teorema 5.18 Potprostori S(V @V ) i A(V®V) su CG-podmoduli od V @V . Takode
VRV =SVaV)sAVaV).
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Dokaz. Za sve Ajj € Ci g € G vrijedi

<Z}\'ij(vi®\/j>> Tg = Z?uij(\/jg@vl-g)

i, i,

=Y Aij(vig®v;g)T
i,J

= (Z?yij(vi ®Vj)> gT.

i,j
Slijedi da je T CG-homomorfizam sa V ® V na samog sebe. Tako zax € S(V@V)iyc A(V®V)i
g € G, imamo
(xg)T = (\T)g = xg i
(ve)T = (yT)g = —ve,
pajexgeS(VRV)iyg e A(V®V). Odatle su S(VRV)iA(V®V) CG-podmoduliod VR V.

Akojex € S(VRV)NA(V®V) tada je x = xT = —x, odakle je x = 0. Dalje imamo, za x € V

1 1
x= E(x—l—xT) + E(x—xT).
Kako je 72 identitet, vrijedi 3 (x+xT) € S(V®@V) i 3(x—xT) € A(V ®V). Odatle je

VRV =SVaV)sA(VaV).

Teorema 5.19 Neka je vi,va,...,v, baza odV.

1. Vektori vi@vj+v;®v;, 1 <i < j<n dine bazu od S(V®V). Dimenzija od S(V®V) je
n(n+1)/2.

2. Vektori vi®@vj—v;®v;, 1 <i< j<n fine bazu od A(V ®V). Dimenzija od A(V QV) je
nn—1)/2.

Dokaz. Vektori v ®vj+vj®v;, 1 <i< j<nsu linearno nezavisni elementi u S(V ® V'), a vektori

vi®v;—vj®v;, 1 <i< j<nsulinearno nezavisni u A(V ® V). Tada je
dimS(VeV)>nn+1)/2,dimA(V®V)>nn—1)/2.
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Na osnovu teoreme 5.18 je
dim S(V@V)+dim A(VRV)=dimV eV =n’.

MozZemo zakljuciti da su obje gornje nejednakosti ustvari jednakosti, na osnovu ¢ega su tvrdnje

dokazane.

Definisemo g da je karakter od CG-modula S(V ®V), a y4 da je karakter od CG-modula A(V ®V).

Na osnovu teoreme 5.18 je
1= As +Aa-

Pogledajmo kako se racunaju ti karakteri.

Teorema 5.20 Za g € G vrijedi

Dokaz. Na osnovu teoreme 3.2 moZemo izabrati bazu ej, ez, ..., e, od V tako da je e;g = Aje;, gdje

je 1 <i < n za neke kompleksne brojeve A;. Tada je
(e,-®ej —ej®e,~)g = kikj(e,-@)ej —ej®e,-),
pa na osnovu teoreme 5.19 pod 2, imamo da je

xa(g) = Y Nk,

i<j

Sada je e;g> = Me;, paje x(g) = Yihiix(g%) = LiA?. Znadi

() = (1(8))* = LA7 +2 ) hikj =x(8%) +2xa(8)-

i<j
Tada je
xa(e) = 5 (0C(8) ~x(s°).
Takode
X =XAs+Xa-

Sto imlicira da je
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5.6 Neki ireducibilni karakteri simetricne grupe S,

Neka je Q skup. Oznacimo sa Sym(Q) grupu svih permutacija od Q. Specijalno, ako je Q =
{1,2,...,n}, tada je Sym(Q) = S,,.

Definicija 5.10 Neka je G grupa i Q skup. Akcija grupe G na skup Q je homomorfizam ¢ : G —
Sym(Q). Kazemo takode, da G dejstvuje na Q sa 0.

Da bi pojednostavili zapis, ako je ¢ : G — Sym(Q) akcija, za ® € Q i g € G piSemo samo g
umjesto ®(gd). Sa ovom notacijom, ako Zelimo reci da je ¢ homomorfizam, piSemo ®(gh) = (mg)h
zasve W€ Qighed.

Defini$imo relaciju ~ na skupu Q. Za svako o, € Q, imamo da je o ~ 3 ako i samo ako postoji
g € G takvo da je ag = B. Relacija ~ je relacija ekvivalencije na Q. Klase ekvivalencije se zovu
orbite grupe G na €, a Q je disjunktna unija orbita od G. Broj orbita grupe G na Q oznacavamo sa
orb(G,Q). Grupa G je tranzitivna ako je orb(G,Q) = 1.

Za o € Q, sa ®° oznatavamo orbite grupe G koje sadrZe o, tj.
o’ ={og: g€ G},
a sa G, stabilizator grupe G, odnosno
Go={g€G:0g=0n}.

Teorema 5.21 Stabilizator od G, je podgrupa grupe G. Velicina orbite ®° je jednaka indeksu od
GouG, 1.
(0% = |G : Gg|.

Oznacimo sa CQ vektorski prostor nad C za koji je Q baza, tj. neka CQ sadrZi sve izraze oblika

Z Ao gdje je A € C,

0e

sa sabiranjem i skalarnim mnoZenjem. DefiniSuci

(L ow) g = Y Ao(ws),

moZemo od CQ formirati CG-modul, koji nazivamo permutacioni modul. Ako je & karakter permu-

tacionog modula, tada za svako g € G, vrijedi da je

T(g) = | fixe(8)l,
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gdje je fixy(g) = {® € Q : wg = o}. Karakter @ nazivamo permutacioni karakter grupe G na Q.

Teorema 5.22 Neka je G grupa koja dejstvuje na konacni skup Q, i neka je ®© permutacioni kara-
kter. Tada je

TClG

Z |fixe(g)| = orb(G,Q).

|G| geG

Kao posljedica vrijedi 1 naredna teorema.
Teorema 5.23 G je tranzitivna na Q ako i samo ako je (n,1G) = 1.

Neka je sada G grupa koja dejstvuje na dva skupa Q1 1 £, sa odgovaraju¢im permutacionim kara-
kterima 7 1 T, redom. MoZemo definisati akciju grupe G na Dekartov proizvod Q1 x £, uzimajuci
da je

(01,2)g = (@18, 8)
zasve ®] € Q, wp € Q, g € G. Vrijedi fixg, xq,(g) = fixq, X fixq, za svako g € G. Ako je T

permutacioni karakter grupe G na 1 x €, tada je

zasve g €G.

Teorema 5.24 Neka G dejstvuje na skupove Q1 i Qy sa odgovarajuéim permutacionim karakte-

rima Ty i T, redom. Tada je

<7E1 ,7'[32) = Orb(G,.Q] X .Qz).

Dokaz. Imamo da je

751,7[2

Z ’flxwl Hflx(nz |G| Z ’flx(l)1><0)2 )

|G| geG geG

$to je jednako orb(G, Q1 x ) na osnovu teoreme 5.22.

Definicija 5.11 Broj orbita grupe G na Q x Q, zove se rang grupe G na £, a oznacavamo ga sa
r(G,Q). Pisemo
r(G,Q) = orb(G,Q x Q).
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Naredna teorema je direktna posljedica teoreme 5.24.

Teorema 5.25 Neka G dejstvuje na C, permutacionim karakterom . Tada je
r(G,Q) = (n, ).
Definicija 5.12 Neka je G tranzitivna na Q. KaZe se da je G 2-tranzitivna na Q ako je r(G,Q) = 2.
Teorema 5.26 Ako je G 2-tranzitivna na £, sa permutacionim karakterom T, tada je
t=1c+Y
gdje je x ireducibilan karakter grupe G.

Na osnovu teoreme 5.7, znamo da je broj ireducibilnih karaktera grupe G jednak broju klasa ko-
njugacije grupe G. Ve¢ je pomenuto i da se u jednoj klasi konjugacije simetricne grupe, nalaze
sve one permutacije koje su istog tipa. Znaci da je broj klasa konjugacije, pa samim tim i broj ire-
ducibilnih karaktera simetri¢ne grupe S, jednak broju permutacija razli¢itog tipa. Tip permutacije
mozemo vidjeti i kao particiju broja n. Kao S$to je ranije pomenuto, tip permutacije x € S,, je ure-
dena n-torka rype(x) = (c1,c2,...,ck), gdje je ¢x broj ciklusa duZine k u razlaganju permutacije x

na proizvod disjunktnih ciklusa. Imamo da je ¢; +2¢2 + - - - +nc, = n, tj. tada je

(nyny...ony...,2,200..2 1, 1,...,1)

N

-~ -~

¢ putan coputa2  cjputal
particija broja n. MoZemo zakljuciti da je broj razlicitih ireducibilnih karaktera od §,, jednak broju
particija broja n. MozZe se, za svaku particiju A, konstruisati karakter x* koji joj odgovara, a u radu
¢e biti govora samo o onim koji odgovaraju particijama broja n na dva dijela.
Nekaje G=S,i1=1{1,2,...,n}. Za svaki cijeli broj k < n/2, defini§imo J; da je skup koji sadrZzi
sve podskupove od I veli¢ine k. MoZemo definisati akciju grupe G na [ na sljedeci nacin. Za bilo

koji podskup A = {ij,i,...,ix} € I} i bilo koje g € G, neka je

Ag ={i1g,ixg,...,ik8}-

Neka je m; permutacioni karakter grupe G u njenoj akciji na I. Tada je

ml) =il = ()
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5 KARAKTERI

Teorema 5.27 Ako jel <k <n/2, tada je (m;,m;) =1+ 1.

Dokaz. Po teoremi 5.24 je (my, ;) = orb(G, I x I;). Orbite od G = Sy, na Iy X I; su Jy,Jy,...J;, gdje
jeza0 <s </,

Jy = {(A,B) el x1I: |AﬂB‘ = S},
paje orb(G,Iy x I;) = 1+ 1, iz Cega slijedi tvrdnja.

Teorema 5.28 Neka je m = n/2, ako je n parno i m = (n—1)/2, ako je n neparno. Tada S, ima
razlicite ireducibilne karaktere X(”) =lg, x("*l’l), X(”*zg), ...,x(”*m’m), takve da, za svako k < m

vrijedi

n—1,1) (n—k,k)

=2 x4y R,

n—k.,k)

Specijalno, X( =T — k1.

Dokaz. Dokazujemo indukcijom po k. Tvrdnja vrijedi za k = 1 na osnovu teoreme 5.26.
Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za sve vrijednosti manje od k. Tada postoje ireducibilni karakteri

n—1,1) . (n—22) n—k+1k—1)

x ™, LDy (=22 ,

takvi da je
T = x(”) +X(n_171) +--- +X(Vl—i,i)’

za sve i < k. Dalje, na osnovu teoreme 5.27 je

<7‘Ck, 1(;> =1, <TCk,TCI> =2, ..., <7'Ck,7'l:k_1> =k, <7T,k,7l',k> =k+1.

n—k,k)

Slijedi , = m;_1 + % za neki ireducibilan karakter . Ako napiSemo x = X( , dokaz je zavrsen.
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6 TABELA KARAKTERA SIMETRICNE GRUPE §,

6 Tabela karaktera simetri¢ne grupe S

U ovom poglavlju, bi¢e prikazan jedan od nacina kako moZemo do¢i do tabele karaktera grupe S7,
a naravno, to je moguce uraditi i na druge nacine.

Da bismo odredili tabelu karaktera grupe S7, prvo ¢emo odrediti koliko ireducibilnih karaktera
ona ima, tj. koliko ima klasa konjugacije. RazliCite klase konjugacije su one, ¢iji predstavnici su

sljedeéi elementi, odnosno permutacije:

g1 =(1)(2)3)(4)(5)(6)(7) = 1, g2 = (12)(3)(4)(5)(6)(7),
g3 = (12)(34)(5)(6)(7). g4 = (12)(34)(56)(7), g5 = (123)(4)(5)(6)(7),
= (123)(45)(6)(7), g7 = (123)(45)(67), g5 = (123)(456)(7),
= (1234)(5)(6)(7), g10 = (1234)(56)(7), g11 = (1234)(567),
g12 = (12345)(6)(7), g13 = (12345)(67), g14 = (123456)(7), g15 = (1234567).

Radi lakSeg zapisa, klasu konjugacije ¢iji je predstavnik g, u daljem tekstu ¢emo oznacavati sa
(1), a sve ostale ¢emo zapisivati tako, da ¢e u zagradi biti navedene duZine ciklusa koji nisu ciklusi
duzine 1. Npr. za klasu ¢iji predstavnik je permutacija g5 = (123)(4)(5)(6)(7) pisaéemo (3), a
onu Ciji je predstavnik permutacija g1; = (1234)(567) oznaci¢emo sa (4,3). Sve razli¢ite klase

konjugacije grupe S7 su prikazane u narednoj tabeli.

Tabela 1: Klase konjugacije

Klase | (1) | (2) | (2,2) | (2,22) | 3) 1 (3,2) [ (3,22) | (33) | (4 | (42) | 43) [ (5) | (52)](6) | (7)

Kao $to vidimo, postoji 15 razli€itih klasa konjugacije, pa samim tim ima i 15 ireducibilnih kara-
ktera grupe S7, na osnovu teoreme 5.7.

Koristeci teoremu 4.2 moZemo izracunati koliko elemenata ima svaka klasa konjugacije. Npr. za
klasu (3,2) ¢iji je predstavnik g7 = (123)(45)(6)(7), imamo da je rype(g7) = (2,1,1,0,0,0,0).

Ako uvrstimo, dobi¢emo

7! 5040
12.21-2-11-3-11-49.01-50.01-69.01-70.01 ~ 2.2-3

Sto znaci da ova klasa ima 420 elemenata. Analogno moZemo uraditi i za preostale klase konju-

=420,

gacije. Rezultati su prikazani u tabeli 2, u ¢ijoj prvoj vrsti su klase konjugacije, a u drugoj broj
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6 TABELA KARAKTERA SIMETRICNE GRUPE §,

elemenata u svakoj od njih.

Tabela 2: Broj elemenata u svakoj klasi konjugacije
Klase | (1) | (2) | (2,2) | 2,22) | (3) | 3,2) | 322) | B3) | 4 |42 &3 | 5 [ 52 ®6) | ()
Brel. | 1 |21 | 105 105 | 70 | 420 210 560 | 210 | 630 | 420 | 504 | 504 | 840 | 720

Kako imamo brojeve elemenata u svakoj klasi konjugacije, sada mozemo koristeéi teoremu 4.3

naci i broj elemenata u centralizatoru. Npr. bice |Cs,(g7)| = % = 12, a preostale vrijednosti su

prikazane u tabeli 3.

Tabela 3: Vrijednosti centralizatora
Klase M1 12 2222233236322 3B3) | @ |42 @&3) |6 626 | (D
Br.el. 1 21 | 105 105 70 | 420 210 560 | 210 | 630 | 420 | 504 | 504 | 840 | 720
|Cc(gi)| | 5040 | 240 | 48 48 72 12 24 9 24 8 12 10 10 6 7

Na osnovu onoga S§to je zaklju¢eno u poglavlju o linearnim karakterima simetricne grupe 5.4, po-
stoje samo dva linearna karaktera, a to su trivijalni karakter koji ima vrijednost 1 na svakoj klasi
konjugacije, koji ¢emo oznaciti sa ) 1 alternirajuci karakter koji uzima vrijednost 1 ako su permu-
tacije u datoj klasi konjugacije parne, a vrijednost —1 ako su neparne. Njega ¢emo oznaciti sa 5.

Njihove vrijednosti na odredenim klasama konjugacije date su u tabeli 4.

Tabela 4: Linearni karakteri
Klase | (1) | 2) | (2,2) 1 (2,2,2) | 3) | 3,2) 1 322) | 33) | @& | 42| @3 |5)|6B2)]| 6]

X1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
X2 1| -1 1 -1 1 -1 1 1 -1 1 -1 1 -1 -1 71

Za izraCunavanje permutacionog karaktera mozemo koristiti jednakost (1), koja glasi: w(g) =
|fix(g)|, g € Sp. U teoremi 5.2 vidjeli smo da je i ¥ jo§ jedan karakter simetri¢ne grupe, a njegove
vrijednosti moZemo izraCunati na osnovu ¥(g) = |fix(g)| — 1, g € S,. Vrijednosti ova dva kara-

ktera bice prikazane u tabeli 5, gdje ¢e karakter ¥/ biti oznacen sa 3.

Tabela 5: Permutacioni karakter
Klase | (1) | 2) | (2,2) 1 (2,22) | 3) | 3,2 1 (322) | 33) | @ | 42| @3 |0B)|6B2)]|®6](

e 715 3 1 4 2 0 1 3 1 0 2 0 1 0
x3 6 | 4 2 0 3 1 -1 0 2 0 -1 1 -1 0| -1
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Na osnovu teoreme 5.3 pod 2, moZemo izraCunati skalarni proizvod dva karaktera. Imamo da

je

gy = 86 A4 22000 33 11 (Z1):(=1) 00
X3X3) = 35040 T 240 T 48 48 72 T 12 24 9
2.2 0.0 (=1)-(=1) 1-1 (=1)-(=1) 0.0 (=1)-(=1)
w T s T 0 10 Tt 7
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

e T T M
140+15+12+8+12+24+6+12+10+10 7

Kako je (x3,%3) = 1, to je na osnovu teoreme 5.6 karakter y3 ireducibilan, $to ne vazi za karakter 7.

Pomnozimo sada karakter y(3 sa linearnim karakterom %,. Na osnovu teoreme 5.16 znamo da
je njihov proizvod karakter, a da je ireducibilan moZemo provjeriti skalarno mnoZeci taj proizvod
sa samim sobom. Drugi nacin da zaklju¢imo da je ovaj proizvod ireducibilan karakter je pozivajuci

se direktno na teoremu 5.11. Karakter 33> ¢emo oznaciti sa x4.

Izracunajmo dalje karaktere (s i 4 iz teoreme 5.20. Podsjetimo se da za g € §7 vrijedi

xa(8) = 5 (% (g) —x(e"). i
xs(8) = 500 () + (&)
Neka je u naSem slucaju x = x3.
Imamo npr., da za g = g1 = 1 vrijedi
xa() = 301 ~2(1%) = 5(6~6) = 15,
As(1) = 3021 +x(1%) = 5 (6 +6) =21,

azag=gr=(12)(3)(4)(5)(6)(7), kako je g3 = 1 = g1, vrijedi

1

X(82) = 5 (2 (2) ~2(3)) = 54— 6) = 3

2

Xs(82) = 5 (3 (e2) +1(3)) = 5 +6) = 1.

(16—6)=5

il N9}

Analogno se raCunaju 1 ostale vrijednosti koje se mogu vidjeti u tabeli 6.

IzraCunavajuéi skalarni proizvod ()4,%4) 1 dobijajuci da je (x4,x4) = 1, vidimo da je karakter
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Tabela 6: Karakteri x4 1 ¥s
Klase | (1) | () | (2,2) | (2,22) [ (3) 1 (3,2) 1 (322) | 33) | D |42 1 43| D|G2) 6|
XA 15| 5 -1 -3 3 -1 -1 0 1 -1 1 0 0 0|1
xS 21 | 11 5 3 6 2 2 0 3 1 0 1 1 010

ireducibilan. Skalarni proizvod ()s,xs) = 3, pa ovaj karakter nije ireducibilan.

Na isti nacin na koji smo dobili ireducibilni karakter x4 kao proizvod karaktera %3 i (2, moZe se
pokazati da je proizvod x5)> takode ireducibilan karakter grupe S7.

U tabeli 14 karakter x4 bie oznaCen sa (s, a karakter x4X> sa ). Karakter s nije ireducibilan, ali

nam mozda moze biti od koristi. Provjerimo to mnoZenjem sa ve¢ postojecim karakterima. Vrijedi

(xs.x1) =1, (xs,x2) =0, (xs,x3) =1,

(xs,x4) =0, (xs,%x5) =0, (Xs,%6) = 0.

Iz toga moZemo zakljuciti da je karakter xs jednak zbiru karaktera (1, X3 i nekog karaktera koji

¢emo oznaciti sa (7. Vrijednosti karaktera 7 ¢emo dobiti oduzimanjem karaktera, tj.

X7 =As— X1 —X3-

Vrijednosti ovog karaktera se nalaze u tabeli 7, kao i narednog koji ¢emo oznaciti sa xg. Pro-
vjeravajuéi da je (x7,%7) = 1, zakljucujemo da je karakter (7 ireducibilan. Karakter g dobijamo

primjenjujuci teoremu 5.11 da zakljucimo da je 1 (72 takode ireducibilan karakter.

Tabela 7: Karakteri 7 1 Xg
Klase | (1) | (2) | (22) | (222) | (3) | (32) | (322 |33 | |42 (43| (B |52 ©®) | (D
X7 14| 6 2 2 2 0 2 -1 0 0 0 -1 1 -1 0
A8 14 | -6 2 -2 2 0 2 -1 0 0 0 -1 -1 1 0

Pogledajmo sada kako se traze karakteri koji odgovaraju permutacijama koje se sastoje od dva
ciklusa, o kojima je bilo rijeci u poglavlju 5.6.

Pogledajmo prvo kako se ra¢una karakter x*3. Na osnovu teoreme 5.28 imamo da je

(n—k,k)

X =T — T—1.
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U naSem slucaju to je

(IM@)B)H(S)(6)(7) =
13((1)(2)(3)(4)(5)(6)(7)) —m2((1)(2)(3)(4)(5)(6)(7)) =

7 7
L —|hL| = — =35-21=14.
- 1nl= () - (3) =33

Pogledajmo sada §ta je x(*?)(g2), gdje je g2 = (12)(3)(4)(5)(6)(7).

LV ((12)(3)(4)(5)(6)(7)) =
3((12)(3)(4)(5)(6)(7)) —m2((12)(3)(4)(5)(6)(7)) =
| ((12)(3)(4)(5)(6) (7)) | — | fix, ((12)(3)(4)(5) (6) (7))

Skup 15 je

I = {123,124,125,126,127,134,135,136, 137,145, 146, 147, 156, 157, 167,
234,235,236,237,245,246,247,256,257,267, 345,346,347, 356,357,367,
456,457,467,567}.

Elementi skupa I3 koje fiksira permutacija (12)(3)(4)(5)(6)(7) su:
123,124, 125,126, 127,345,346, 347, 356,357,367, 456,457,467, 567. Ima ih 15, pa je

|fix ((12)(3)(4)(5)(6)(7))] = 15.
Skup I, Cine
L =1{12,13,14,15,16,17,23,24,25,26,27,34,35,36,37,45,46,47,56,57,67}.

Elementi skupa I, koje fiksira permutacija (12)(3)(4)(5)(6)(7) su:
12,34,35,36,37,45,46,47,56,57,67. Ima ih 11, pa je
| fixs, ((12)(3)(4)(5)(6)(7))| = 11. 1z toga dobijamo da je

(I ((12)(3)(4)(5)(6)(7)) = 15— 11 = 4.
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Sli¢no dobijamo i naredne rezultate:

((12)(34)(5)(6)(7)) = m3((12)(34)(5)(6)(7)) — m2((12)(34)(5)(6)(7)) =
!flx13((12)(34)(5)(6)(7))! = fix, ((12)(34)(5)(6) (7)) =7-5 =2,
A(12)(3)(4)(5)(6)(7)) =

(
3((12)(3)(4)(5)(6)(7)) = m2((12)(3)(4)(5)(6)(7)) =
!fmg((12)(34)(56)(7))| |fixn, ((12)(34)(56)(7))] =3 -3 =0,
D((123)(4)(5)(6)(7)) = m3((123)(4)(5)(6)(7)) = m2((123)(4)(5)(6)(7)) =
|y ((123)(4)(5)(6)(7))| = | fixr, ((123)(4) (5)(6)(7))| = 5 =6 = — 1.

Analogno se dobijaju i ostali elementi koje moZete pogledati u tabeli 8. Kako je <x(473),x(4’3)) =1,
ovaj karakter je ireducibilan. Karakter x(4’3) ¢emo oznaciti sa )9, a ireducibilni karakter koji se

dobije kao proizvod %43y, ozna¢i¢emo sa ¥ 1o.

Tabela 8: Karakteri X9 i %10
Klase | (1) | (2) ] (2,2) | 222) | (3) [ (32) [(322) | B33) | D | 42| 43) | O)|GB2|®6) (D
X9 14| 4 2 0 -1 1 -1 2 -2 0 1 -1 -1 0] 0
X10 14| -4 2 0 -1 -1 -1 2 2 0 -1 -1 1 010

Pogledajmo sada kako se ra¢una x>, Imamo da je:
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(P ((12)(34)(5)(6)(7)) =

m2((12)(34)(5)(6)(7)) =i ((12)(34)(5)(6)(7)) =

|fixr, ((12)(34)(5)(6)(7))| = [ fixr, ((12)(34)(5)(6) (7)) =5 =3 =2,
(P((12)(34)(56)(7)) =

2((12)(34)(56)(7)) — w1 ((12)(3)(45)(67)) =
|fixr; ((12)(34)(56) (7)) — [ fixn, ((12)(34)(56) (7)) =3 — 1 = 2, itd.

Daljim racunanjem dobijemo karakter koji je jednak karakteru 7.

Karakter x(®!) se ratuna sli¢no prethodnim, a ispostavlja se da je jednak karakteru x3.
Preostalo nam je da pronademo jo§ pet karaktera. Pogledajmo kako za nalaZenje novih karaktera
mozemo iskoristiti ono $to je ve¢ nadeno.

Ako pomnoZimo karakter (4 sa g dobicemo karakter prikazan u tabeli 9, koji éemo oznaciti sa .

Tabela 9: Karakter ¥4
Klase | (1) | (2) | (22)[(222)|(3)|(32) (322 |33 || 42| &3 S |G2 | ®) |
|Cc(gi)| | 5040 | 240 | 48 48 721 12 24 9 24 8 12 {10 | 10 6 7
\J 84 24 4 0 6 0 -2 0 0 0 0 -1 -1 0 0

Ovaj karakter nije ireducibilan, jer je (y,y) # 1. Pogledajmo kakav je on u odnosu na druge

karaktere. Vrijedi

(W,x1) =0, (w,x2) =0, (y,%3) = 1, (W, x4) = 0, (W, xs) = 1, (W, x6) =0,

(w,x7) =1, (W,x8) = 0, (¥, %9) = L, (W, %10) =
Iz ovoga zakljucujemo da je
Y =%3+X5+X7+Xo+Xi1,

gdje je %11 neki karakter. Odavde je

X11 =Y —=X3+Xs5s+ X7+ Xo-

Njegove vrijednosti mogu se pogledati u tabeli 10. Mnozeéi skalarno ovaj karakter sa samim

sobom dobijamo rezultat 1, pa je ovo ireducibilan karakter. MnoZeci ovaj karakter sa ) dobijamo
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Tabela 10: Karakteri )11 1%12

Klase @D 1212212223 [G21G22)16C3)| D A2 A3 1OG)|6G2 6D
|Cc(gi)| | 5040 | 240 | 48 48 72 | 12 24 9 24 8 12 | 10| 10 6 | 7
X1 35 5 -1 1 -1 -1 -1 -1 -1 1 -1 0 0 110
X12 35 -5 -1 -1 -1 1 -1 -1 1 1 1 0 0 -1 0

ireducibilan karakter koji ¢emo oznaciti sa )12, ¢ije se vrijednosti mogu vidjeti u tabeli 10.
Pomnozimo sada 4 sa x10. Karakter koji se na taj nacin dobije prikazan je u tabeli 11, a ozna-

¢icemo ga sa .

Tabela 11: Karakter y4)10
Klase (1) 212222213132 [3B22)3B3) | @ |@A2 A3 [ 6BG)|6G2 |G|
|Cc(gi)| | 5040 | 240 | 48 48 72 12 24 9 24 8 12 10 10 6 7
Y 84 16 4 0 -3 1 1 0 -4 0 -1 -1 1 0 0

Provjeravajuci da je (y1,y) # 1, zakljuCujemo da ovaj karakter nije ireducibilan. Pogledajmo

kakav je ovaj karakter u odnosu na druge karaktere. Vrijedi

(Wi,x1) =0, (w1,%2) =0, (y1,%3) =0, (W1,%4) =0,

<W17X5> =0, <‘~|l17X6> =0, <WI>X7> =1, <\V17X8> =0,
(Wi,%9) = 1, (w1,%10) =0, (Wi,%11) = 1, (W1, %12) = 0.

Iz ovoga zakljuCujemo da je

Y1 = X7+ Xo+X11 +X13>

gdje je x13 neki karakter. Odavde je

X13 =VY1 —X7+Xo+X11-

Vrijednosti ovog karaktera mogu se pogledati u tabeli 12. Kako je ()13,%13) = 1, ovo je ireducibilan
karakter. MnoZe¢i ovaj karakter sa ), dobijamo ireducibilan karakter %213, koji éemo oznaciti sa
X14, @ njegove vrijednosti se mogu vidjeti u tabeli 12.

Preostalo nam je da pronademo joS$ jedan karakter. Iskoristi¢emo relacije ortogonalnosti za kolone.

Kao prvo oznacimo traZeni karakter sa (15, a njegove vrijednosti oznacimo kao u tabeli 13, u kojoj
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Tabela 12: Karakteri (131 %14

Klase | (1) | (2) | (22)](222)[3) (B2 |3B22)|G3) B |2 @G} |O) |62 ©® (D
|Cc(gi)| | 5040 | 240 | 48 48 72 | 12 24 9 24 8 12 | 10| 10 6 | 7
X13 21 1 1 -3 -3 1 1 0 -1 -1 -1 1 1 0] 0
X14 21 -1 1 3 -3 -1 1 0 1 -1 1 1 -1 010
Tabela 13: Oznake nepoznatih vrijednosti karaktera x5
Klase M 1212222213132 13B22)3B3) | @A@Y |43 [6G)|6G2 6|0
|Cc(gi)| | 5040 | 240 | 48 48 72| 12 24 9 24 8 12 | 10 | 10 6 7
X1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
X2 1 -1 1 -1 1 -1 1 1 -1 1 -1 1 -1 -1 1
X3 6 | 4| 2 0 31 -1 0 |20 | -1 1] -11]0]-1
X4 6 -4 2 0 3 -1 -1 0 -2 0 1 1 1 0| -1
x5 15 5 -1 -3 3 -1 -1 0 1 -1 -1 0 0 0 1
X6 15 -5 -1 3 3 1 -1 0 -1 -1 -1 0 0 0 1
X7 14 6 2 2 2 0 2 -1 0 0 0 -1 1 -1 10
X8 14 -6 2 -2 2 0 2 -1 0 0 0 -1 -1 1 0
X9 14 4 2 0 -1 1 -1 2 -2 0 1 -1 -1 0 0
X10 14 -4 2 0 -1 -1 -1 2 2 0 -1 -1 1 0 0
X1l 35 5 -1 1 -1 -1 -1 -1 -1 1 -1 0 0 1 0
X12 35 -5 -1 -1 -1 1 -1 -1 1 1 1 0 0 -1 0
X13 21 1 1 -3 -3 1 1 0 -1 -1 -1 1 1 0 0
X14 21 -1 1 3 -3 -1 1 0 1 -1 1 1 -1 0 0
X1s5 X1 X2 X3 X4 X5 | X6 X7 Xg | X9 | X10 | X11 | X12 | X13 | X14 | X15

se nalaze 1 ostali, ve¢ izraCunati karakteri. Sve se nalazi u jednoj tabeli radi bolje preglednosti za

dalje raCunanje.

Na osnovu teoreme 5.9 pod 2, imamo da je

HM»

gr Xl gs

6rs|CG(gr)|,

Sto predstavlja relacije ortogonalnosti za kolone. Zar =115 = 1 imamo da je

1-1+1-146-64+6-6+15-15+15-15+14- 14+ 14- 14+ 14- 14+

14-14435-35+35-35+21-21 42121 4 x1 - x1 = 5040.

Na osnovu navedenog imamo da je x1

5040 — 4640 = 400, pa je x; = 20.
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6 TABELA KARAKTERA SIMETRICNE GRUPE §,

Zar=1is=2je

1141 (=1)+6-446-(—4)+15-5+15-(=5) + 14-6+ 14 (—6)+

144414 (—4)+35-5435-(=5)+21 - 1421 (1) +x -x, =0.

Imamo da je x; - xo = 0, a kako je x; = 20 dobijamo da je x, = 0.

Za dobijanje naredne vrijednosti moZemo uzetidajer =1is=3ilir =215 =31 sumu proizvoda
izjednaciti sa 0, ili uzeti da je r = 3 1 s = 3 1 sumu proizvoda izjednaciti sa 48. U svakom slucaju,
dobi¢emo rezultat x3 = —4.

Na slican nacin dobijamo i ostale vrijednosti karaktera (15 koje se mogu naéi u tabeli 14.

U tabeli 14 su prikazani svi ireducibilni karakteri grupe S7 Cime je zadatak zavrSen.

Tabela 14: Kompletna tabela karaktera grupe S7

Klase | () | 2 22222 |3)[3G2]G22)|3G3)|@ |42 |@3) | 6G) |62 |6 | 7
ICo(gi)| | 5040 240 | 48 | 48 | 72| 12 | 24 9 |24| 8 | 12 10| 10 |6 |7
X1 1 1 1 1 1|1 1 1 | 1] 1 1 |11 |1]1
%2 1| -1 ] 1 -1 1| -1 1 1 [ -1] 1 S5 T IS S T S T
X3 6 | 4| 2 0 3] 1 -1 0 2] 0 1 | 1] -1 ]0]-1
X4 6 | 4| 2 0 3 -1 -1 0 |2] 0 1 [ 1 1 |0/
Xs 15 |5 | -1 3 3] -1 -1 0 | 1] -1 1 0] 0 [0]1
X6 15 | 5| -1 3 31 -1 0 |-1| -1 ] -1]0]| o0 0]1
X7 4 |6 | 2 2 21 0 2 10 0 0 |-1| 1 |-1]0
X3 14 | 6| 2 2 |21 0 2 10 o0 0 |-1| -1 ]1]0
X9 4 | 4| 2 0 |-1] 1 -1 2 | 2] 0 1 |1 -1]01]0
X10 14 | 4| 2 0 | -1 -1 -1 2 121] o0 1|1, 1 ][00
A1 35 | 5| -1 1 1| - -1 111 1000 |10
x12 35 | 5 -1 I S T -1 1011 1 o] 0 |-1]0
x13 21 | 1 1 3 03] 1 1 0 |-1| -1 | -1 ]1] 1 l0]0
X14 210 | -1 ] 1 3 3] -1 1 0 | 1] -1 1 1] -1]01]0
x1s 20 | 0| -4 0 21 0 2 2 10| o 00| 0 |o0]-1

Napomenimo da se tabela karaktera moZe dobiti uz pomo¢ funkcije u GAP-u.
GAP je skracenica od Groups, Algorithms and Programming. GAP je besplatni softverski paket
za proracune u diskretnoj, apstraktnoj algebri. On je otvoren za izmjene i u njemu se mogu pisati

sopstveni programi, koji se mogu koristiti na isti nacin kao oni koji ¢ine dio sistema.
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6 TABELA KARAKTERA SIMETRICNE GRUPE §,

Ako u GAP-u kucamo:

C := CharacterTable(”Symmetric”,7);,

a zatim:

Irr(C);,

dobijamo tabelu karaktera kao Sto je prikazano na slici 1.

&l| /proc/cygdrive/C/gapdr/bin/i 686-pc-cygwin-gec-default32/gap.exe -1 /proc/cygdrive/C/gapdr8
GAP 4. : 17, build of MT!

(=
[=
[=
[=
[=
(=
e
(=
[=
e
(=
[=
[=

Slika 1: Izgled tabele karaktera grupe S7 u GAP-u
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7 ZAKLJUCAK

7 Zakljucak

Postoji viSe nacina da se izraCuna tabela karaktera neke konacne grupe. Postoje joS neke metode i
pristupi koji se mogu koristiti za rjeSavanje ovog problema, a koji nisu navedeni u ovom radu. Vise
o tome moZe se naci u knjigama navedenim u literaturi.

Kada pokuSavamo naci tabelu karaktera neke konacne grupe, prvo upotrebimo teoreme i formule
koje nam direktno uvrstavajuci odredene vrijednosti daju karaktere. Naravno linearni karakteri su
ireducibilni, a za ostale moZemo vrlo lako provjeriti da li su ireducibilni, traZeci skalarni proizvod
karaktera sa samim sobom. Ako je vrijednost skalarnog proizvoda 1, karakter je ireducibilan i
mozemo ga dodati kao joS jednu vrstu u tabeli karaktera, a ako nije, onda moZemo pokusati da iz
njega dobijemo neki ireducibilni karakter, oduzimajuéi od njega neke od ve¢ poznatih karaktera.
Da bi znali koje karaktere oduzimamo i koliko puta, koristimo ponovo skalarni proizvod karaktera,
a broj koji dobijemo kao rezultat skalarnog mnoZenja, daje nam odgovor na ovo pitanje.

Sto je tabela popunjenija i $to nam je poznato vise ireducibilnih karaktera, lak$e nam je naéi pre-
ostale. Koristimo tenzorski proizvod karaktera da dobijemo nove od ve¢ postojeéih karaktera,
zatim ispitujemo njihovu ireducibilnost i u slucaju da dobijeni karakter nije ireducibilan, tada kao u
prethodnom sluc¢aju od njega oduzimamo neke ve¢ poznate karaktere na osnovu podataka koje nam
daje skalarni proizvod novodobijenog karaktera i ve¢ postojecih. Tim procesom, uz malo srece,
moZemo dobiti karakter koji je ireducibilan. MoZe se desiti da je taj dobijeni ireducibilni karakter,
jednak nekom ve¢ poznatom, pa u tom slucaju proces ponavljamo za neke druge karaktere i njihov
tenzorski proizvod u potrazi za novim karakterom, razli¢itim od ve¢ izraCunatih.

Kada kompletiramo tabelu karaktera, moZemo je koristiti za dobijanje mnogih svojstava grupe Cija

je ona tabela karaktera.
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Hpuor 3.
M3jaBa 1

HN3JABA O AYTOPCTBY

M3jaBipyjem pa je
MacTep/MarucTapcKu pajx

Haciio pama 340\\130J\!k\7'\€ ‘{\3 %8 M\Y\’\ ATWMWA IQ‘Z\)‘T\O\/

Hacnos paga Ha €HIVIECKOM jE3UKY C,\l\o\\‘ acte¥s o& X‘m\&e é\gou‘ys

O pe3yJITaT COICTBEHOT HCTPaXKUBAUKOT Paja,

U Ja MacTep/MaruCTapcKdl pal, y ILjeJMHH MM Y IUjelIOBHMa, HHje OHO INpelioxeH 3a
nobujarbe OWIO KOje JUINIOME IpeMa CTYIHjCKUM MporpamMuMa APYTHX BHCOKOIIKOJICKHX
YCTaHORBA,

00 Oa Cy pe3yiIraTy KOPEKTHO HaBEICHU U

O Jia HHCaM KpIIHo/lia ayTOPCKA [PaBa B KOPUCTHO UHTEIICKTYaHY CBOjUHY APYTUX JHLA.

V Bamoj Jlymu 2. H. 20A . QJ‘.\) ) TloTmHC KaHHIaTa

K’&&M




H3jasa 2

W3jaBa xojoM ce opiaamhyje 1M @ daxynrer/ AkageMuja yMjeTHOCTH

Yuusepsnrera y bBamoj JIyuu a Macrep/MarucTapeku pax y9uHH jaBHO JOCTYIHEM

Ognamtyjem M (b daxynrer/ AxaneMujy yMjeTHocTH YHHUBep3uTeTa y bamoj
JIyum ma MOj MacTep/MarucTapcKku pajf, I1oj] HacIOBOM

jéo\r\m}wvt\e fa qunxwx E(\\VBRK
1
KOJH je MOje ayTOpCKO [jelto, YYHHH jaBHO JOCTYITHHM.

MacTep/MariucTapck paj ca CBHM IIPUIIO3HMa TIpeiao/lna caM y eleKTPOHCKoM (opmary,
TIOTO/THOM 32 TPajHO apXUBHpPaIsE.

Moj MacTep/MarucTapcku paj, TIOXpakheH y TUTHTAIHU P €I O3 U T O P M j yM YHUBEp3UTETA
y Bamoj Jlyum, Mory aa KOpHCTe CBH KOjH HOUITYjy ofpeade canpkaHe y oqabpaHoM THILY JHIEHIE
Kpeatusne 3ajenuuue (Creative Commnions), 3a Kojy caM ce OJUIyIno/Ja.

1. Aytopctso

2. AYTOpPCTBO - HEKOMEPIIHjaITHO

3. AyTopcTBO - HEKOMepIIHjanHo - 63 npepane
@ AyTopcTBO - HEKOMEPLMJAITHO - JUjEIATH NOJ HCTHM yCIIOBHMA
5. Ayropcto - 6e3 pepane

6. AyTOPCTBO - JHjENUTH ITOX HCTHM YCIIOBHMA

(MONHMO J1a 320KPYKHTE CAMO JeHY O IIeCT HOHYeHMX JTHIICHIM, KpaTaK ONUC JIHLIEHIH JaT je
Ha noneljunm mHcTa).

V Bamoj JTymm L. H. 204D, Tou, TMoTIHe KaHEIaTa
[{)




HzjaBa 3

M3jaBa 0 HAEHTHYHOCTH IITAMIAHE U eJeKTPOHCKE Bep3uje
MacTep/MarHcTapcKor pajga

Hme u npesumMe ayTopa V&OL O\M\A o v’\,}:\é\y\,\é«%ﬁ

Hacnos pana :\40\? O‘&L\T\Q/(\‘ 2 >VLM” W U (\“’)\(}‘7\ A

MenTop Rc»\r\'xg. ap &»\\AA&S @J\\ N V\%\
NV [\ Q

P

UsjaBibyjeM Jia je mraMIiaHa Bep3rja MOr MacTep/MarucTapekor pajia HISHTHYHA €NeKTPOHCKO]
BEP3MJU KOJy CaM mpejiao/fa 3a TUCHTATHY PEIO3HTOpHjyM YHuBep3utera y bamoj Jlymmu.

V Bamoj Jlymm 2. 4, 201, OA) TTortruc xaHmMaaTa
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THYRH DAKVATEY
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Bavym: /J )ﬁ 520/?%%

BA
Komucuja 3a nperJief, oujeny u oxopany macrep paaa na Il umcnycy c*rymua

Ip Oymxo Jojuh, Banpenuu mpodpecop [IM®-a Vausepsutera y bamoj JIynm, IPeJICjeTHUK
Ilp Jymxo Bormanuh, Barpenuu npodecop IIM®-a Yausepsutera y bamoj JIyuu, MeHTOp
Jlp Munan Jamwuh, pexosau npodecop IIM®-a Yrusepsurera y bawoj Jlymu, wian

Onnyxom Hacrasno-mayusor sujeha IIpuponno-maremarnukor dakynrera y bamwoj Jlyrm 6poj--
19/3.2472/17 on 13.09.2017. ronune uMeHoBaHu cMo y KoMucujy 3a mperien, omjeny u
onGpany Mactep pana kannunara Jopanke Dykanosuh moa HacioBoM “KapakTepy KOHa4HHX
rpyna”. HakoH mperiesa JoCTaB/LEHOr MacTep pajia HOAHOCHMO

BHJERY CTYAHUJCKOI ITPOI'PAMA
MATEMATHUKA 1 THOOPMATHUKA

HACTABHO-HAYYHOM BUJERY
INPUPOJTHO-MATEMATHUYKOI' ®PAKYJITETA
YHUBEP3UTETA Y BAILOJ JIYIIA

MN3BJEIITAJ

o onjeHn ypahenor macrep pana “Kapakrepn xoHa9HuX rpyna” KaH M JaTKHEbE JoBanke
‘Bykanoswuh.

Macrep paz KanaunaTkume Jopanke Byxarosuh je ypaljen y oxsupy Il mukiyca cryauja Ha
CTyamjcKoM nporpamy Maremaruka 1 nHbopMaTHKa, cMjep Anrebpa u reometpuja. Paz je
Hamucal Ha 42 crpanuie A4 ¢opMara ITaMIIaHUX JEAHOCTPAHO M YKOPUYCHUX Y TBPJU HOBES.

Ananuza MacTep paaa no norjas/buUMa

Y “VBomy”, NmpBoj INABH paja, KaHIUIATKHEA HA JBHje CTPaHMLE TOBOPH O 3HAYa]y
penpeseHTanyja ¥ KapakTepa KOHAYHWX rpyna U O HHXOBHM MpUMjeHaMa y MaTeMaTHIM M
duznnm.

Jpyra riasa ”Penpe3eHTanHJe HMa JIBHje CTpaHHILE. VY TOM HOINIaBJbY KaHAUJATKHIHA onncyje
OCHOBHE I10jMOBE U3 TEOPHje penpe3eHTauHJa (pempeseHTIHMj€e, EKBUBAICHTHE PEIpe3eHTall]e,
TpUBHjaIHE pENpe3eHTAalH]e, BjePOXOCTOjHE PETpe3eHTalje) KOji Ce KOpHMCTIEe y OBOM pany.
JlaTi Cy ¥ IpEMjepU KOjH HITyCTIPYjy YBEAEHE II0jMOBE.



Y tpehoj rrnasu "FG-Momynu”, Ha TPM CTpaHHIE je yBelieH 11ojaM MOJIyJia Ha/l TPYIHOM
anre6pom FG, raje je G KoHauHa TPpyTa, a F MPOK3BOJEHO MOJBE, U JATE CY IHCroBe OCHOBHO
ocobuse. O6jammena je Beza u3Mehy mojmosa penpeseHTalyje 4 Moayia. PasMarpany cy 1
1ojMoBH XoMoMOp(¥3Ma MOZLYTIa, UPEyHOUTHIX MOy A, Bj€POIOCTOJHUX M TPUBH]jaJIHIX
MOJTyJ1a.

Y yerBproj rnasu ~Tlomohna TBphemna 1 neunungje”, Ha IBHj€ CTPAHUIIC Cy H3TIOKEHE
neduHnIHje U TBpherba U3 eeMeHTapHe anredpe, OXHOCHO TeopHje Tpyna i JuHeapHe anrebpe,
Koja ¢y noTpebHa Ipy AedMHHECAILY U padyHamby KapakTepa KOHaqHUX TPyIa. Hebunucas je
THII epMyTaIlHje, NEeHTPAIN3aTop eEMEHTa, a [aTa je i Te0peMa 0 OpGHTH ¥ LICHTPAIM3aTOPy
elleMEHTa y KOHa4HO] IPyIIH.

“Kapakrepu” je Ha3HB IETe ITIABE KOja AMa CEIaMHACCT CTPAaHHIIA. YV 0BOj IJ1aBU Ce HABOJE
6pOjHH pe3yJITaTH KOjU HaM CIIyXKe 33 KOHCTPYHCabe upenyUOHIHNX KapakTepa 3a
cuMerpuuHe Tpyre. JlepUHUCAHH Cy NEpMYTAIMOHN KAPAKTEPH 33 IIPOU3BOJbHY CUMETPIUHY
rpymy. YBeeH je CKaTapHu IPOU3BOJ Ha IIPOCTOPY KiIacHHUX dyHKIHja, ¥ CIIENHjalHO, Ha CKYILY
kapakTepa. [I0TOM Cy yBeJIeHE Pellalije OPTOrOHATHOCTH Koje Cy jellaH 0l OCHOBHMX ajlaTa 3a
noIyIbaBamke Tabene KapakTepa, OJHOCHO 38 KOMILICTHPAE:E KOJIOHA WM PE/ioBa Tabene
xapaxTtepa. Ore HaM Jajy Be3y u3Mely pasiMYHTHX BPCTA U KOJIOHA tabese Kkapakrepa. 3aTuM Cy
OTVCAHY JMHEAPHY KApaKTepH CUMETPHYHHX IpyIa, u3mMehy ocTarnor, TPUBHjAIHHU H
anreprupajyhn xapaxtep. Ha kpajy mornasiba je KOHCTPYHCAH TEH30PCKH IPOU3BOJL KapaKiepa
¥ 0Gjalmen je 3Hauaj 0Be KOHCTPYKIHje, T Cy KOHCTPYHCAHH HEKH UpeAyIHOUIHA KapaKTepy
3a CUMETPUYHE I'PYIIe IPOU3BOJEHOT pela.

»Tabena KapakTepa CAMETPHYHE Ipyme S;” je HasKB MOCILEMIHE TIIaBe KOja MMa jeJaHaeCT
crpanura. Y oBOj IVIaBH Cy IIPHMHjEHbEHH CBH METOMH 32 PatyHarbe KapaKTepa NPE3CHTOBAMM ¥
IIPETXOHAM TIOTJIABbMMA. Y TIOTIYHOCTH j& H3pavyHaTa talesa KapakTepa CUMETPHYHE TpyTie
wax 7 ciosa. Oa Tabena je gopmara 15 myra 15, ma je yKyIHO H3pa4yHaTO 15 mpocTux
KapaKTepa Ha 15 Kiaca KOHjyramuje.

Ha xpajy paza ce Haja3u “3aKiby4aK’ ¢a KPaTKHM IIPETIe/IOM nmjenor pana, u ”Jlureparypa” ca
10 pedepennu.

Oujena Hay4He BpHjeIHOCTH paja

Komrcuja KOHCTATYyj€ 1a je MacTep paji HCILyHHO CBE [UIBEBE MOCTABJHCHE [IPHUITMKOM
npyjaB/buBaa TeMe. KaHauaaTkuba je mokasana CIIOCOBHOCT Ja pasyMuje U yCBOJH CaBpEMEHE
u coHECTHIMpate Ueje y TEOpHju penpesenTanuja KoHayuux rpyna. Kopucrehn Haj HOBH]Y
JIATEpaTypy KAHIAIAT MOXKE Jja IPaTH KaKo Ce HOBE H/Igje MOTY HCKOPHCTHTH Y pjemaBamy
TEIKHX ¥ TI03HATHX pobnema. Kanunar Jopanka Dykanosuh je yCIjenisHo ypaiuia Mactep
pa ca HacioBoM “KapakTeps KOHaYHUX Tpyma”.



3ak/py4ak M npujenior

Komucuja npenaxe Hacraro-nayusom ujelly [Tpuponao-mMaremMaTuukor dakynrera y bamoj
Jlynwu ia yCBOjH OBaj M3BjeIlTaj U IIO3UTHBHY OILjeHy MacTep paja, u Ja Iio mpeasuleHoj
IPOIEyPH 3aKaXe jaBHY 00paHy jep Cy ce 3a TO CTEKJIH CBH NOTPEOHU HAYIHHU M 3aKOHCKH
YCIIOBH.

V bamwoj Jlynu, KOMUCHIA
16.3.2018. rogume
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Hp I[ymx&.[éjnh{ﬁaﬁpeﬁﬂﬂ nipodecop [IMD-a
VYuusepsurera y bamoj Jlynu, nmpeacjemaux
yxa HayuyHa obnact: Anrebpa u ['eomerpuja

Jlp Jymfko Boraanuh, Banpemuu npodecop [IMd-a
Yuusepsurera y bamoj Jlynu, mentop
yxa Hay4Ha objact: Anrebpa u ['eomeTpuja
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Ip Munan Jamuh, pegoan npogpecop [IM®-a

Yausepsurera y bamoj Jlynu, wian

yXa Hay4dHa oOnact: Anrebpa u I'eomerpuja




