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rativnim postupkom (u jednom koraku). Izvršeni su eksperimenti poredenja sposobnosti
takve mreže po pitanju brzine i preciznosti obučavanja (regresije), kao i generalizacije, sa
nekoliko standarno korǐstenih aproksimatora/klasifikatora i pokazano je da nova mreža
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mjerenja, tako i u prisustvu šuma.
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4.3 Teorija regularizacije . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70
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Bibliografija 112

Prilozi 121



Tabele

2.1 Zigler-Nikolsov metod sa zatvorenom petljom . . . . . . . . . . . . . . . 19
2.2 Zigler-Nikolsov metod sa otvorenom petljom . . . . . . . . . . . . . . . . 19

5.1 Specifikacija skupova podataka za regresiju . . . . . . . . . . . . . . . . . 92
5.2 Srednja vrijednost i standardna devijacija srednjekvadratne greške i vremena
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2.15 Osnovna struktura MPC . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29

3.1 Blok-dijagram ljudskog nervnog sistema . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37
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5.3 Osjetljivost vremena izvršavanja na promjenu parametra ni . . . . . . . . 95
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mjerenja; (a) Protok tečnosti kroz prvu pumpu Q1; (b) Protok tečnosti
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1. Uvod

Od postanka čovjek je imao tendenciju da utiče na okolinu i procese oko
sebe da bi ostvario neku korist, tako da se može reći da je upravljanje, iako je
kao zasebna naučna disciplina relativno mlado, zapravo staro koliko i čovjek. Do
industrijske revolucije upravljanje je uglavnom bilo izvodeno direktno od strane
čovjeka, a tad je počeo razvoj naprava koje bi smanjile ili potpuno isključile
potrebu za ljudskom intervencijom u upravljanju procesima. Tako je započeo razvoj
automatskog upravljanja. Kako se automatsko upravljanje uključivalo u sve vǐse
poslova sa daljim razvojem industrije, tako se pojavila i potreba za formalizacijom
koja je rezultovala u razvoju nauke o automatskom upravljanju.

Prvi upravljački sistemi - kontroleri, su bili potpuno mehanički i njihova
realizacija je zavisila prevashodno od samog objekta upravljanja, tj. za svaki sistem
se posebno projektovao kontroler. Nauka o automatskom upravljanju je, izmedu
ostalog, dala i neke opštije principe projektovanja kontrolera koji su mogli biti
primijenjeni na vǐse različitih sistema koji pokazuju slične karakteristike. Postavljeni
su matematički temelji za takvo projektovanje, kao i za utvrdivanje karakteristika
samih procesa. U skladu sa kompleksnošću prirodnih procesa, osnovne varijante
kontrolera su omogućavale postizanje željenih performansi sistema za relativno
mali skup radnih uslova. Logična potreba da kontroleri postanu otporniji na
promjene uslova, koje se u praksi prirodno dešavaju, dovela je do razvoja adaptivnih
kontrolera, odnosno kontrolera koji imaju mogućnost promjene svoje strukture
ili svojih parametara, u svrhu prilagodavanja promjenama radnih uslova cijelog
sistema.

Još jedna od naprednih tehnika u upravljanju je prediktivno upravljanje na
bazi modela. Ideja kod ovakvog načina upravljanja je da se na osnovu matematičkog
modela samog procesa utvrdi buduće ponašanje tog procesa, a odatle da se izvede
zakon upravljanja, najčešće optimalan u skladu sa nekom funkcijom cilja. Kao i
kod adaptivnog upravljanja, i za ovaj metod razvijeno je vǐse različitih pristupa.

Kako je pokazano u Poglavlju 2, za razvoj uspješnog kontrolera jako je važno
poznavanje samog procesa kojim se upravlja. Najpoznatiji način formalizacije tog
znanja je matematičko modelovanje. Dat je poseban pregled strategija upravljanja
koje su bazirane upravo na modelu sistema (adaptivno i prediktivno upravljanje).
Ovo poglavlje sadrži i opis linearnih i nelinearnih sistema, načina ispitivanja
stabilnosti svake od tih vrsta sistema, te načine upravljanja njima.

Paralelno sa željom da upravlja, čovjek je oduvijek imao i želju da saznaje, kako
o svijetu oko sebe, tako i o samom sebi. U toj želji za samospoznajom, čovjek se bavio
i pojmovima učenja i inteligencije. Kao i kod mnogih drugih nauka, postojala je
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potreba dokazivanja znanja kroz reprodukciju prirodnih procesa, te je tako započet
razvoj vještačkih sistema koji bi imitirali učenje (ili imali sposobnost učenja),
pa čak i inteligenciju, što je dovelo do razvoja nauke o vještačkoj inteligenciji.
Iako ni danas ne postoji jedinstvena definicija same inteligencije, pa ni sistema
koji bi se smatrao inteligentnim, i uz konstantne polemike o moralnosti pokušaja
stvaranja takvih sistema, nauka o vještačkoj inteligenciji se stalno razvija i daje
doprinose. Jedan od sistema koji je nastao kao pokušaj imitacije ljudskog mozga
su vještačke neuralne mreže. Po nastanku su izazvale visoka očekivanja, ali već
rani radovi nastali kao rezultat istraživanja vještačkih neuralnih mreža su pokazali
velike nedostatke u odnosu na inspiraciju iz prirode, što je tako drastično uticalo
na prvobitnu popularnost da je skoro ugušilo dalji razvoj. Nakon početnog zatǐsja,
naučnici su se vratili proučavanju i razvoju vještačkih neuralnih mreža, i iako to
nije dovelo do sistema koji bi imitirali ljudski mozak, pokazano je dosta korisnih
svojstava takvih mreža. Jedno od njih je sposobnost aproksimacije funkcija, što je
posebno zanimljivo u teoriji automatskog upravljanja. Naime, iako se nauka stalno
razvija, a s njom i znanje o raznim procesima, i dalje je mnogo procesa o kojima se
ne zna dovoljno da bi se napravio dobar matematički model, a česta je i situacija da
postoji znanje, ali je sam proces takav da se dobija vrlo kompleksan model. U tim
situacijama se pribjegava modelovanju tipa crne kutije (eng. black-box modelling)
kod kojeg je važno samo utvrditi način na koji promjena ulaza sistema utiče na
promjenu izlaza sistema, bez saznanja o fizikalnim i ostalim aspektima procesa
koji dovodi do tog uticaja. U Poglavlju 3 je, pored istorijskog pregleda, te pregleda
različitih struktura vještačkih neuralnih mreža, pokazana i sposobnost neuralnih
mreža da se koriste za takvo modelovanje, kao i načini da mreže steknu takvo znanje,
tj. da budu obučene. Načini obučavanja su uglavnom iterativni metodi, koji su
uprkos predstavljenim pobolǰsanjima po pitanju brzine i sigurnosti konvergencije, i
dalje relativno spori i računski kompleksni. Nakon toga je u Poglavlju 4 dat pregled
jedne posebne klase vještačkih neuralnih mreža, mreža sa funkcijama radijalne
baze, koje pokazuju odredene prednosti upravo pri aproksimaciji funkcija.

Korǐstenje vještačkih neuralnih mreža u upravljanju je prvi put predstavljeno
u [1]. Otad se izučavanjem upravljanja pomoću neuralnih mreža bavio veliki broj
istraživača. Početkom XXI vijeka može se reći da su neuralne mreže postale sastavni
dio teorije upravljanja kao prirodno proširenje adaptivnog upravljanja sistemima
koji su nelinearni preko svojih podesivih parametara. Stanje upravljanja pomoću
neuralnih mreža u tom periodu je detaljno opisano u [2]. Pregled pionirskih radova
u upravljanju pomoću neuralnih mreža je dat u [3] i [4], gdje su istaknuti mnogi
problemi sa kojima se treba izboriti upravljanje u zatvorenoj petlji. Primjena
neuralnih mreža u zatvorenoj petlji je fundamentalno drugačija od primjena u otvo-
renoj petlji (npr. klasifikacije ili obrade slika). Osnovna strategija za podešavanje
osnovne vǐseslojne neuralne mreže je propagacija greške unazad. Osnovni problemi
koje treba riješiti pri upravljanju pomoću neuralnih mreža u zatvorenoj petlji
uključuju inicijalizaciju težina koja obezbjeduje stabilnost, odredivanje gradijenta
za uspješno podešavanje propagacijom greške unazad, razmatranje početnog off-line
obučavanja, efikasnija propagacija greške unazad i sl. Otad su razvijeni mnogi
pristupi rješavanju ovih problema.

Inicijalni radovi na primjeni neuralnih mreža u upravljanju su bili vezani za
identifikaciju sistema i za indirektno upravljanje na bazi identifikacije. U primjenama
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u zatvorenoj petlji neophodno je pokazati stabilnost greške identifikacije, kao i
ograničenost težina veza same mreže. Ovi dokazi, kao i garancija performanse i
robustnosti nisu bili dio prvih radova. Nesigurnost oko inicijalizacije težina je dovela
do potrebe za početnim off-line podešavanjem koje može dati značajne strukturalne
informacije, a što je formalizovano u [5]. Modeli na bazi neuralnih mreža se mogu
izvesti na osnovu mjerenih podataka sa ulaza i izlaza sistema. Naročito je povoljno
to što se, uglavnom, u procesu već nalazi kontroler (u industriji je to najčešće i
dalje neki tradicionalni kontroler, npr. P/PI/PID kontroler) koji stabilizuje objekat
upravljanja i daje neko osnovno, iako ponekad ne baš efikasno, upravljanje. Podaci
koji se prikupljaju sa takvog sistema koji ima linearno upravljanje se pokazuju kao
bolji za obučavanje neuralne mreže jer su izlazi mnogo sličniji onima koji će se postići
sa boljim upravljanjem, nego izlazima u otvorenoj sprezi [6, 7, 8, 9, 10, 11, 12].

Dalji radovi na primjeni neuralnih mreža u upravljanju su se pozabavili
problemima strukture sistema sa zatvorenom petljom i stabilnosti. U [13] i [14] su
predstavljeni važni koraci u odredivanju osobina sistema sa neuralnim mrežama,
poput minimalnosti i jedinstvenosti idealnih težina veza, kao i opservabilnosti
dinamičkih neuralnih mreža. U [15] i [16] je dat naglasak na pronalaženju gradijenata
potrebnih za podešavanje neuralne mreže propagacijom greške unazad. Te mreže,
kad se uključi i dinamika procesa postaju rekurentne, pa gradijenti zadovoljavaju
diferencne ili diferencijalne jednačine sistema, pa ih je teško pronaći. U [17] je
pokazano da je poznavanje Jakobijana procesa često dovoljno za garantovanje
odgovarajućih performansi u zatvorenoj petlji.

Nastavak razvoja primjene neuralnih mreža u upravljanju je doveo do kombi-
novanja sa drugim pristupima u upravljanju. U sprezi sa dinamičkom inverzijom, u
[18, 19, 20] su neuralne mreže korǐstene za upravljanje letjelicama i raketama. Linea-
rizacija u povratnoj petlji pomoću neuralnih mreža je korǐstena u [21, 22]. Neuralne
mreže su korǐstene i sa koračanjem unazad (eng. backstepping) u [23, 24, 25, 26].

Medutim, kako je rečeno ranije, aproksimacione sposobnosti neuralnih mreža
su osnova njihove primjene u upravljanju. Na osnovu ovoga i analize dinamike
greške, predstavljene su razne modifikacije algoritma propagacije greške unazad
koje garantuju stabilnost u zatvorenoj petlji, kao i ograničenost težina. Ovo je
srodno uslovima dodanim u adaptivno upravljanje koji čine algoritme robustnim po
pitanju visokofrekventne nemodelovane dinamike. U [27] su korǐstene RBF mreže
u upravljanju i pokazano je kako izabrati aktivacione funkcije mreže. U [28] i [29]
je korǐsten projekcioni metod za korekciju težina. U [30] je korǐstena propagacija
greške unazad sa e-mod uslovom, predstavljenim u [31]. Ovakve neuralne mreže
su linearne po pitanju nepoznatih parametara, a u [32] je pokazano da takve

mreže imaju ograničenje preciznosti aproksimacije do reda L−
2
n , gdje je L broj

skrivenih slojeva, a n broj ulaza. Ovo ograničenje prevazilaze neuralne mreže koje
su nelinearne po pitanju nepoznatih parametara, a koje su prvi put korǐstene u
[33]. Dinamičke/rekurentne neuralne mreže su u različitim varijantama korǐstene u
upravljanju u [34, 35, 36, 37].

Mane korǐstenja neuralnih mreža su u algoritmima obučavanja. Najčešće kori-
štene varijante algoritama obučavanja su zasnovane na iterativnim, gradijentim
metodama koje su i računski i vremenski zahtjevne, uz prilično striktne uslove
za konvergenciju. Ukoliko se neuralna mreža koristi kao unaprijed obučena, tj.
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samo za modelovanje u prediktivnom upravljanju, pa se samo obučavanje vrši
prije uključivanja u upravljačku petlju, ovaj problem i nije tako značajan, jer se
smatra da je off-line priprema kontrolera jednokratan proces, te je njegovo trajanje
zanemarivo u odnosu na trajanje korǐstenja u upravljanju. Sama arhitektura sistema
koja omogućava prilagodbu parametara neuralne mreže tokom rada je jednostavna,
jer neuralna mreža je inherentno spremna za dodatni trening ukoliko se njena
struktura ne mijenja. Stoga se problem adaptacije ovakvog kontrolera svodi na
brzinu dodatnog obučavanja. Iako su razvijeni mnogi brzi metodi za prevazilaženje
problema sa visokim brojem iteracija (samim tim i većim trajanjem obučavanja),
te sa sigurnošću konvergencije, kao i mnoge varijacije arhitektura neuralnih mreža
koje se koriste kao adaptivno-prediktivni kontroleri, i dalje su važna istraživanja
koja će eliminisati te probleme [38, 39, 40, 41, 42, 43].

Istraživanja takve arhitekture neuralne mreže koja omogućava brzo i efikasno
obučavanje, naročito ako bi se eliminisala potreba za iterativnim postupkom koji
bi bio zamijenjen postupkom koji se izvršava u jednom koraku, što bi povećalo
sposobnost adaptacije, ali i smanjilo vrijeme preprocesiranja, mogu značajno da
doprinesu na polju adaptivno-prediktivnog upravljanja. Štavǐse, takva mogućnost
adaptacije, koja bi vršila doobučavanje neuralne mreže u svakom koraku dodavanjem
novog znanja u istom koraku kada se ono i stekne, bi omogućila da se i samo
modelovanje sistema obavlja u realnom radu, tako da bi se off-line treniranje
značajno smanjilo ili potpuno eliminisalo.

Sve ovo je poslužilo kao motivacija za istraživanje koje je rezultovalo u dopri-
nosu predstavljenom u ovom radu u Poglavljima 5, 6 i 7 gdje je dokazana radna
hipoteza: Za upravljanje procesima moguće je projektovati adaptivno-prediktivni
kontroler na bazi vǐseslojne neuralne mreže sa takvom strukturom koja obezbjeduje
brzu i efikasnu adaptaciju dodavanjem novostečenog znanja u istom koraku kad se
novo znanje i stekne, bez iterativnih postupaka i bez neophodnosti za poznavanjem
modela objekta upravljanja.
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2. Automatsko upravljanje

Upravljanje je naučna disciplina koja je bavi razumijevanjem i rukovodenjem
segmentima okoline, koji se najčešće nazivaju sistemima, radi postizanja unapred
definisanih ciljeva [44, 45, 46, 47, 48, 49, 50, 51]. Razumijevanje i rukovodenje su
komplementarni ciljevi jer je za uspješno upravljanje potrebno da sistemi budu
shvaćeni i modelovani, mada je često potrebno upravljati i sistemima koji se slabo
razumiju (npr. hemijski procesi).

Upravljački sistem je skup medusobno povezanih komponenata koje formiraju
konfiguraciju koja će proizvesti željeni odgovor sistema. Osnova za analizu sistema
je preuzeta iz teorije linearnih sistema koja podrazumijeva uzročno-posljednične
odnose komponenti sistema. U skladu s tim, komponenta ili proces kojim se
upravlja može se predstaviti blok-dijagramom kao na Slici 2.1. Odnos ulaz-izlaz
predstavlja uzročno-posljedičnu prirodu procesa, koji zauzvrat predstavlja obradu
(procesiranje) ulaznog signala koja rezultuje izlaznim signalom.

Ulaz Proces Izlaz

Slika 2.1 Blok-dijagram procesa kojim se upravlja

Upravljački sistem sa otvorenom petljom (eng. open-loop) je sistem bez po-
vratne sprege i koristi kontroler ili izvršnu jedinicu (upravljački aktuator) za
postizanje željenog odziva, kako je prikazano na Slici 2.2.

Proces Izlaz
Izvršna
jedinica

Željeni izlaz

Slika 2.2 Blok-dijagram upravljačkog sistema sa otvorenom petljom

Za razliku od sistema sa otvorenom petljom, sistem sa zatvorenom petljom
(eng. closed-loop) koristi dodatno mjerenje stvarnog izlaza za poredenje sa željenom
vrijednošću izlaza. Mjerenje izlaza daje mjereni signal (eng. feedback signal). Jed-
nostavan sistem sa zatvorenom petljom (povratnom spregom) je prikazan na Slici
2.3. Upravljački sistemi sa zatvorenom povratnom spregom su upravljački sistemi
koji teže da održe unapred definisan odnos sistemskih promjenljivih poredenjem
tih promjenljivih i korǐstenjem njihove razlike kao sredstva upravljanja, a u svrhu
stalnog smanjivanja te razlike. Koncept povratne sprege je osnova za analizu i
sintezu sistema upravljanja.
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Kontroler Proces

Mjerenje

Željeni izlaz Izlaz
Greška

Povratna vezaRezultat mjerenja

+

_

Izvršna
jedinica

Slika 2.3 Blok-dijagram upravljačkog sistema sa zatvorenom petljom

Upravljanje u zatvorenoj petlji ima mnoge prednosti u odnosu na upravljanje u
otvorenoj petlji, poput sposobnosti smanjivanja uticaja spoljašnjih uticaja (smetnji),
te šuma mjerenja koji su neizbježni u realnim primjenama i na koje se mora obratiti
pažnja u praktičnom razvoju sistema upravljanja. Smetnje i šum mjerenja se u
blok-dijagramu prikazuju kao ulazi, kako je prikazano na Slici 2.4.

Kontroler Proces

Mjerenje

Željeni izlaz Izlaz
Izvršna
jedinica

Poremećaj

Šum
mjerenja

Greška

Povratna vezaRezultat mjerenja

+

+

+

+

+

_

Slika 2.4 Blok-dijagram upravljačkog sistema sa zatvorenom petljom u prisustvu
spoljašnjih smetnji i šuma mjerenja

2.1 Kratka istorija automatskog upravljanja

Jedna od prvih primjena upravljanja sa zatvorenom petljom je regulacioni
mehanizam sa plovkom za upravljanje vodenim satovima u antičkoj Grčkoj [52].
Sličan sistem Grci su koristili i za održavanje nivoa ulja u uljanim lampama. Heron
iz Aleksandrije je u prvom vijeku nove ere objavio knjigu naziva Pneumatica u
kojoj je iznio nekoliko primjera mehanizama sa plovkom.

Prvi upravljački mehanizam sa povratnom petljom u modernoj Evropi je
Drebelov temperaturni regulator. Papin je izumio prvi regulator pritiska za parne
bojlere, sigurnosni mehanizam sličan ventilu ekspres-lonca.

Kao prvi automatski sistem upravljanja sa povratnom petljom korǐsten u
industrijskom procesu se univerzalno smatra centrifugalni regulator (regulator sa
kuglicama, eng. centrifugal flyball governor) koji je 1788. godine izumio Džejms
Vat za kontrolu brzine parne mašine. Potpuno mehanički uredaj čiji je šematski
prikaz dat na Slici 2.5 je mjerio brzinu izlazne osovine i koristio kretanje kuglica
za podešavanje ventila za paru, a samim tim i količinu pare koja je dolazila u
mašinu. Kad se brzina okretanja poveća, kuglice se podižu i povlače sistem veza
koji zatvara ventil i usporava rad mašine.

U narednom vijeku su razvijani različiti sistemi automatskog upravljanja
kroz intuitivno i inovativno razmǐsljanje onih koji su se bavili razvojem. Pokušaji
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Slika 2.5 Vatov centrifugalni regulator

da se na taj način dode do preciznijih sistema su doveli do otkrića prelaznih
oscilacija u odzivu sistema, te nestabilnih sistema. Zbog toga se pojavila potreba
za razvojem teorije automatskog upravljanja. Sredinom XIX vijeka Maksvel je
formulisao matematičku teoriju u upravljanju korǐstenjem diferencijalnih jednačina
[53]. U istom periodu je Vǐsnjegradski formulisao matematičku teoriju regulatora
[54].

U periodu izmedu dva Svjetska rata značajan doprinos dali su Bode [55],
Nikvist i Blek [56] radeći za Belovu laboratoriju. Tokom Drugog svjetskog rata je
dodatno do izražaja došla potreba za upravljanjem i teorijom koja stoji iza njega,
tako da je u tom periodu automatsko upravljanje i postalo zasebna inženjerska
disciplina.

2.2 Matematički modeli sistema

Za razumijevanje kompleksnih sistema i upravljanje njima potrebno je doći
do kvantitativnih matematičkih modela tih sistema koji opisuju veze izmedu
promjenljivih u tom sistemu. S obzirom da su razmatrani sistemi po prirodi
dinamički, uobičajen način opisivanja je pomoću diferencijalnih jednačina.

Tipičan primjer je RLC električno kolo, prikazano na Slici 2.6.

R L C
+

-

Slika 2.6 RLC električno kolo
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Na osnovu Kirhofovih zakona dobija se

v(t)

R
+ C

dv(t)

dt
+

1

L

∫ t

0

v(t)dt = i(t). (2.1)

Ako je struja strujnog izvora konstantna, onda napon na kondenzatoru ima oblik

v(t) = Ke−αt sin(βt+ θ), (2.2)

gdje su K, α, β i θ konstante koje zavise od vrijednosti parametara u kolu.

Do ovakvog rješenja je moguće doći klasičnim metodama ili primjenom Lapla-
sove transformacije.

U praksi, zbog kompleksnosti realnog sistema, ali i nepoznavanja svih faktora
koji utiču na njegovo ponašanje, neophodno je uvesti pretpostavke o radu samog
sistema. Većina realnih sistema nije linearna, što znatno otežava proces modelo-
vanja, kao i rješavanja diferencijalnih jednačina koje se dobiju pri modelovanju,
ali su ti sistemi uglavnom linearni u nekom opsegu vrijednosti njihovih promjenlji-
vih. Poznato je da je sistem linearan ako za njega važi princip superpozicije, te
homogenosti.

Tipičan primjer je klatno sa kuglicom, prikazano na Slici 2.7.

Dužina
L

Masa
M

Slika 2.7 Klatno

Moment sile kuglice je
T = MgL sin θ, (2.3)

gdje je g gravitaciono ubrzanje Zemlje.

Zavisnost momenta od ugla je očito nelinearna, medutim može se pokazati da
je u okolini ravnotežne tačke ova zavisnost skoro pa linearna.

Proces linearizacije sistema se zasniva na razvoju funkcije f(x) u Tejlorov red
u okolini neke tačke x0 prema

f(x) = f(x0) +
df

dx

∣∣∣∣
x=x0

x− x0
1!

+
d2f

dx2

∣∣∣∣
x=x0

(x− x0)2

2!
+ · · · . (2.4)

Tangenta u okolini tačke x0 je dobra aproksimacija krive na malom opsegu (x−x0),
tako da se zanemarivanjem članova sume iz (2.4) koji sadrže izvode vǐseg reda
dobija

f(x) ≈ f(x0) +
df

dx

∣∣∣∣
x=x0

(x− x0). (2.5)
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Ako se ovo primijeni na moment sile kuglice u okolini ravnotežnog stanja θ0 = 0◦,
dobija se

T = T0 +MgL
∂ sin θ

∂θ

∣∣∣∣
θ=θ0

(θ − θ0). (2.6)

Kako je moment sile za θ0 jednak nuli, tj. T0 = 0, dobija se

T = MgL cos θ0(θ − θ0) = MgLθ. (2.7)

Ovo je prihvatljiva aprkosimacija jer je za njihanje od ±30◦ greška manja od 5%.

U skladu sa ovim, modelovanje sistema se izvodi u nekoliko koraka:

1. Definǐsu se sistem i njegove komponente,

2. Pomoću osnovnih principa fizike i prihvatljivih pretpostavki utvrduju se
zakonitosti i vrši linearizacija,

3. Na osnovu prethodnog formulǐsu se diferencijalne jednačine koje predstavljaju
matematički model,

4. Korǐstenjem matematičkih alata, poput Laplasove transformacije, dolazi se
do rješenja koje opisuje ponašanje sistema.

Ukoliko se koristi Laplasova transformacija, te odredi odnos Laplasovih trans-
formacija izlaza i ulaza sistema, dobija se funkcija prenosa sistema. Za RLC kolo
opisano jednačinom (2.1) se na taj način dobija

H(s) =
V (s)

I(s)
=

RLs

RLCs2 + Ls+R
. (2.8)

Funkcija prenosa sistema se može smatrati načinom modelovanja sistema u smislu
da daje informaciju o vezi ulaza i izlaza, ali ne daje nikakav opis unutrašnje
strukture i ponašanja sistema. Često se u predstavljanju sistema blok-dijagramima
(poput onih sa Slika 2.1, 2.2, 2.3 i 2.4) unutar samog bloka koji opisuje odredeni
sistem upisuje upravo prenosna funkcija tog sistema.

Stotinjak godina nakon uvodenja diferencijalnih jednačina za opisivanje pona-
šanja sistema, razvijen je način modelovanja sistema kod kojeg se jedna ili vǐse
komponenata mijenja tokom vremena - model u prostoru stanja. Stanje sistema je
skup promjenljivih čije vrijednosti zajedno sa vrijednostima ulaznih signala, a na
osnovu jednačina koje opisuju dinamiku, odreduju buduće stanje sistema i njegovih
izlaza. Uobičajeno je da se stanja sistema označavaju sa xk(t), a da se jednačine u
prostoru stanja zapisuju u matričnom obliku

ẋ = Ax+Bu, (2.9)

gdje je x vektor promjenljivih stanja, ẋ vektor prvih izvoda promjenljivih stanja, a u
vektor ulaznih signala sistema. MatricaA se naziva matrica sistema. Karakteristične
(sopstvene) vrijednosti te matrice predstavljaju polove sistema, a karakteristični
polinom te matrice p(λ) = det (A− λI), gdje je I jedinična matrica istog reda kao
matrica A, je ujedno i karakteristični polinom sistema. Polovi sistema odreduju
dinamičke karakteristike sistema, o čemu će biti riječi u nastavku.

Jednačina izlaza u prostoru stanja je data sa

y = Cx+Du, (2.10)
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gdje je y vektor izlaznih signala sistema.

Primjenom Laplasove transformacije na jednačine u prostoru stanja, lako se
dolazi do prenosne funkcije sistema

H(s) = C (sI −A)−1B +D, (2.11)

gdje je I jedinična matrica istog reda kao matrica A. Iz (2.11) se vidi da je nazivnik
prenosne funkcije sistema karakteristični polinom tog sistema.

2.3 Linearni sistemi

Na početku poglavlja je rečeno da upravljački sistem služi za dobijanje željenog
izlaza sistema. U skladu s tim, specifikacija dizajna upravljačkog sistema se najčešće
zadaje na osnovu željenog vremenskog odziva, odnosno ponašanja izlaza sistema
tokom vremena i to u prelaznom režimu (efekat koji prolazi tokom vremena), te
u ustaljenom režimu (uglavnom u vidu preciznosti). Rijetko su te specifikacije
striktno odredene jer bez detaljnog poznavanja ponašanja sistema nije moguće ni
znati da li je takve zahtjeve moguće ispuniti. Zato se specifikacije daju kao spisak
željenih performansi, uz dovoljno prostora za kompromis u postizanju što bližih
rezultata.

Za potrebe upoznavanja ponašanja sistema pri različitim signalima na ulazu,
pri čemu treba voditi računa i o tome da stvarni ulazni signal nekad i nije unapred
poznat, koriste se tehnike proučavanja odziva sistema na standardne testne signale
na osnovu kojih se može doći do zaključka o odzivu sistema na proizvoljne signale.
Pored toga, često su stvarni signali slični tim standardnim testnim ili su neka
njihova kombinacija.

Prvi od tih često korǐstenih testnih signala je jedinični impulsni signal. Taj
signal je baziran na pravougaonoj funkciji

fε(t) =

{
1
ε
, − ε

2
< t < ε

2

0, inače
(2.12)

gdje je ε > 0. Kako se ε približava nuli, funkcija fε(t) se približava jediničnoj
impulsnoj funkciji δ(t), koja se često naziva i Dirakova funkcija, koja ima sljedeće
osobine ∫ ∞

−∞
δ(t)dt = 1 (2.13)

i ∫ ∞
−∞

δ(t− a)g(t)dt = g(a). (2.14)

Neka je prenosna funkcija sistema G(s), a Laplasova transformacija ulaznog signala
R(s). Tada je izlaz sistema odreden sa

y(t) = L −1 {G(s)R(s)} =

∫ t

−∞
g(t− τ)r(τ)dτ. (2.15)
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Ako je na ulazu impulsni signal, odnosno ako je r(t) = δ(t) tada je

y(t) =

∫ t

−∞
g(t− τ)δ(τ)dτ = g(t), (2.16)

odakle se može zaključiti da je inverzna Laplasova transformacija prenosne funkcije
sistema zapravo impulsni odziv sistema. Iz (2.15) je jasno da se na osnovu impulsnog
odziva može odrediti odziv na proizvoljan ulazni signal.

Ostali standardni testni signali su oblika

r(t) =

{
tn, t ≥ 0
0, t < 0

(2.17)

pa je Laplasova transformacija oblika

R(s) =
n!

sn+1
. (2.18)

Najčešće korǐsten je odskočni signal, često nazivan i Hevisajdova funkcija sa oznakom
h(t), za koji važi n = 0. Kada je n = 1 riječ je o funkciji rampe, a ponekad se
koristi i parabolička funkcija (n = 2).

Sistem prvog reda ima prenosnu funkciju

G(s) =
K

Ts+ 1
. (2.19)

Odskočni odziv takvog sistema je dat sa

y(t) = K
(

1− e−
t
T

)
. (2.20)

Vrijednost odziva u ustaljenom režimu je K.
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u(t)
y(t) za T = 0.1
y(t) za T = 1.0
y(t) za T = 5.0

Slika 2.8 Odskočni odziv sistema prvog reda za različite vremenske konstante

Na Slici 2.8 prikazan je odskočni odziv sistema prvog reda za 3 različite
vremenske konstante. Sa Slike 2.8 se vidi da se povećanjem vremenske konstante
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T smanjuje brzina odziva, tj. potrebno je vǐse vremena da se dostigne vrijednost
odziva u ustaljenom režimu. Pol sistema je s = − 1

T
, pa je jasno da je pol bliži

imaginarnoj osi za veće T . Polovi koji su bliži imaginarnoj osi se često nazivaju
spori, a ukoliko su dovoljno sporiji od drugih (najmanje 4 puta bliže imaginarnoj
osi), onda se nazivaju i dominantni. Ukoliko sistem ima vǐse polova, uticaj onih
koji su nedominantni na brzinu se može zanemariti, ali pri tom treba voditi računa
da se ne može zanemariti njihov uticaj na vrijednost odziva u ustaljenom režimu.

Sistem drugog reda sa kompleksnim polovima ima prenosnu funkciju

G(s) =
ω2
n

s2 + 2ζωns+ ω2
n

, (2.21)

gdje je ωn prirodna frekvencija sistema, a ζ faktor relativnog prigušenja. Odskočni
odziv takvog sistema je dat sa

y(t) = 1− 1

β
e−ζωnt sin (ωnβt+ θ), (2.22)

gdje je β =
√

1− ζ2, θ = arccos ζ i 0 < ζ < 1. Vrijednost odziva u ustaljenom
režimu je 1.
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Slika 2.9 Odskočni odziv sistema drugog reda sa kompleksnim polovima za različite
vrijednosti faktora relativnog prigušenja

Na Slici 2.9 prikazan je odskočni odziv sistema drugog reda sa kompleksnim
polovima za različite vrijednosti faktora relativnog prigušenja. Isprekidanom linijom
su označeni odzivi za neregularne vrijednosti faktora relativnog prigušenja (0.0,
1.0 i 2.0). U prvom slučaju sistem ima čisto imaginarne polove, te nema prigušenja
oscilacija, odnosno odziv je periodičan. U drugom slučaju sistem ima dvostruki
realan pol u −1. U poredenju sa prethodno opisanim odzivom sistema prvog reda
sa istim polom (T = 1.0), vidljivo je da je odziv sporiji, tj. da se dodavanjem još
jednog pola koji nije nedominantan usporava odziv sistema. U trećem slučaju sistem
ima dva različita realna pola od kojih nijedan nije dominantan, pa je rezultujući
odziv sporiji nego sa pojedinačnim polovima.
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Standardno mjere performanse koje se mogu dobiti iz odskočnog odziva su:

• vrijeme porasta Tr (eng. rise time) koje opisuje brzinu odziva sistema, a radi
se o vremenu potrebnom da odziv dostigne vrijednost odziva u ustaljenom
režimu (ponekad se koristi i vrijeme potrebno odzivu da dostigne od 10% do
90% svoje konačne vrijednosti).

• vrijeme maksimuma Tp (eng. peak time) koje predstavlja vrijeme kad odziv
ima maksimalnu vrijednost. Ukoliko je odziv negativan, onda se radi o
minimumu. Dobija se iz

Tp =
π

ωn
√

1− ζ2
. (2.23)

• preskok (kod negativnog odziva podbačaj ) definisan kao razlika izmedu mak-
simalne (minimalne) vrijednosti odziva Mp i vrijednosti odziva u ustaljenom
režimu. Ponekad se daje i u vidu procenta. Odreduje se na osnovu

Π = e
− ζπ√

1−ζ2 . (2.24)

• vrijeme smirenja Ts (eng. settling time) koje predstavlja vrijeme potrebno
da se odziv smiri unutar odredenog opsega [1− δ, 1 + δ] (najčešće ±2% oko
vrijednosti odziva u ustaljenom režimu). Obično se uzima da je

Ts = 4Td =
4

ζωn
, (2.25)

gdje je sa Td označena dominantna vremenska konstanta sistema.

Sve navedene vrijednosti su prikazane na Slici 2.10.

↑

↓

Mp

1.0

1.0 + δ

1.0− δ

Tr Tp Ts

Π

0

Slika 2.10 Standardne mjere performanse na odskočnom odzivu sistema drugog
reda sa kompleksnim polovima

Razlog za razmatranje sistema prvog i drugog reda je što mnogi realni sistemi
imaju ili dominantne realne polove ili dominantan par konjugovano-kompleksnih
polova što, uz uvažavanje rečenog za nedominantne polove, omogućava da se izvrši
jako dobra aprokimacija sistema upravo sistemom prvog, odnosno drugog reda.
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2.3.1 Stabilnost linearnih sistema

Pri razmatranju analize i sinteze sistema upravljanja sa povratnom petljom,
stabilnost je jedna od najvažnijih stavki. Stabilan sistem rezultuje u ograničenoj
vrijednosti izlaza kad je na odgovarajućem ulazu signal ograničene vrijednosti. Ovo
je poznato kao princip stabilnosti ograničen ulaz - ograničen izlaz.

Iako postoje izuzetne situacije kada je od interesa dobiti nestabilan sistem,
većina realnih situacija kao zahtjev ima stabilan sistem. Mnogi fizički sistemi
su inherentno nestabilni u otvorenoj petlji, a neki su čak i dizajnirani da budu
takvi, npr. moderni borbeni avioni. Bez aktivne povratne petlje takvi sistemi su
nefunkcionalni. Dakle, prvi način stabilizacije sistema je povratna petlja.

Pored karakterizacije stabilnosti u smislu da neki sistem ili jeste ili nije stabilan
(u tom slučaju riječ je o apsolutnoj stabilnosti), može se govoriti i o stepenu
stabilnosti, tj. o relativnoj stabilnosti. Pioniri razvoja letjelica su bili upoznati sa
tim pojmom - što je stabilnija letjetlica, teže je manevrisati njom. Zato su borbeni
avioni manje stabilni od komercijalnih.

Stabilnost sistema je direktno povezana sa lokacijom polova sistema u s-ravni.
Ovo slijedi iz osobine Laplasove transformacije (tzv. pomijeranje u frekvenciji): Ako
je F (s) transformacija signala f(t), onda je F (s− a) transformacija signala eatf(t).
Prema tome, ako je pol u lijevoj poluravni, u funkciji prenosa sistema postoji
član oblika F (s+ a), gdje je a > 0, pa će inverzna Laplasova transformacija imati
faktor oblika e−at koji se smanjuje prolaskom vremena. U skladu s tim, postojanje
pola u lijevoj poluravni za posljedicu ima odziv koji se smanjuje tokom vremena.
Analogno tome, postojanje pola u desnoj poluravni znači da će se odziv povećavati
tokom vremena. Polovi sa imaginarne ose rezultuju u neutralnom odzivu, tj. nema
faktora koji slabi odziv, niti faktora koji pojačava odziv tokom vremena. Odavdje
se može zaključiti da stabilni sistemi imaju polove u lijevoj poluravni s-ravni.

Razvijeno je nekoliko metoda za ispitivanje stabilnosti sistema koji se mogu
svrstati u dvije glavne grupe: metodi zasnovani na položaju polova u s-ravni i
metodi zasnovani na frekvencijskim karakteristikama.

Jedan od najpoznatijih kriterijuma iz prve grupe je Raus-Hurvicov kriterijum
stabilnosti. Krajem XIX vijeka, nezavisno jedan od drugog, Hurvic [57] i Raus [58]
su objavili radove na temu stabilnosti linearnih sistema. Pomenuti kriterijum se
zasniva na odredivanju broja nula polinoma u desnoj poluravni bez odredivanja
samih nula. Koeficijenti karakterističnog polinoma sistema datog sa

f(s) = ans
n + an−1s

n−1 + an−2s
n−2 + · · ·+ a2s

2 + a1s+ a0 (2.26)

se slažu u tzv. Rausovu tabelu. Prva dva reda su ispunjena koeficijentima, a
elementi ostalih redova se izračunavaju na osnovu elemenata iz prethodna dva
reda. Broj redova u tabeli je za jedan veći od stepena karakterističnog polinoma,
odnosno od reda sistema. U prvi red se upisuju koeficijenti počev od koeficijenta
uz najveći stepen u polinomu (an), pa koeficijent uz stepen za 2 manji od najvećeg
(an−2) i tako dalje. Drugi red se popunjava analogno tome, pri čemu se počinje od
koeficijenta uz stepen za 1 manji od najvećeg (an−1). Element u proizvoljnom redu
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poslije drugog se računa po formuli

el = − D

el−1
, (2.27)

gdje je D determinanta reda 2 u čijoj prvoj koloni su elementi prve kolone iz dva
reda koji prethode redu elementa koji se odreduje, a druga kolona iz kolone desno
od kolone elementa koji se odreduje, a iz dva reda koji prethode redu elementa
koji se odreduje; a el−1 element iz prve kolone reda koji prethodi redu elementa
koji se odreduje. Uobičajeno je da se redovi označavaju redom sn, sn−1, sn−2, . . . ,
s0. U skladu sa prethodno opisanim, Rausova tabela je data u nastavku.

sn an an−2 an−4 · · ·
sn−1 an−1 an−3 an−5 · · ·
sn−2 b1 b2 b3 · · ·
sn−3 c1 c2 c3 · · ·
· · · · · · · · · · · · · · ·
s2 ∗ ∗ · · ·
s1 ∗ · · ·
s0 ∗ · · ·

gdje je

b1 = − 1

an−1

∣∣∣∣ an an−2
an−1 an−3

∣∣∣∣ ,
b2 = − 1

an−1

∣∣∣∣ an an−4
an−1 an−5

∣∣∣∣ ,
c1 = − 1

b1

∣∣∣∣ an−1 an−3
b1 b2

∣∣∣∣
i tako dok se ne popuni prva kolona posljednjeg reda.

Prema Raus-Hurvicovom kriterijumu, broj korijena polinoma f(s) sa pozitiv-
nim realnim dijelom jednak je broju promjena znaka u prvoj koloni Rausove tabele.
Stabilan sistem, dakle, ima karakteristični polinom za koji Rausova tabela nema
promjena znaka u prvoj koloni.

Iz druge grupe se izdvaja Nikvistov kriterijum stabilnosti [59]. Ovaj kriterijum
je zasnovan na Košijevoj teoremi vezanoj za crtanje konture u kompleksnoj s-ravni
i broj obilazaka takve konture oko kritične tačke (−1, 0). Pomenuta kontura je
skup tačaka u kompleksnoj ravni dobijenih iz prenosne funkcije sistema u otvorenoj
petlji W (s) kada važi s = jω, gdje se ω mijenja od 0 do ∞. Ta kontura predstavlja
amplitudsko-faznu frekvencijsku karakteristiku poznatiju kao Nikvistov dijagram,
prikazan na Slici 2.11. Nikvistov kriterijum glasi: Da bi sistem sa povratnom
petljom bio stabilan, potrebno je i dovoljno da se, pri promjeni učestanosti ω od 0
do ∞, vektor, čiji se početak nalazi u tački (−1, j0), a vrh na amplitudsko-faznoj
frekvencijskoj karakteristici W (jω) sistema u otvorenoj petlji, obrne suprotno od
kretanja kazaljke na časovniku za ugao od Pπ, gdje je P broj polova funkcije
povratnog prenosa sistema W (s), koji imaju pozitivne realne dijelove, tj. da
amplitudsko-fazna frekvencijska karakteristika W (jω) obuhvati kritičnu tačku
(−1, j0) u pozitivnom smjeru P/2 puta.
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Slika 2.11 Primjer Nikvistovog dijagrama

2.3.2 Upravljanje linearnim sistemima

U prethodnim potpoglavljima je pokazano da i stabilnost i performanse sistema
zavise od položaja polova u s-ravni. S obzirom na to da je cilj upravljačkog
mehanizma da proizvede takav ulazni signal za sistem, pa da sistem ima željene
performanse (uobičajeno date kroz brzinu odziva, veličinu preskoka i grešku u
ustaljenom stanju), logičan pristup je podešavanje polova spregnutog sistema
(najčešće u formi kao na Slici 2.3). Jedan od metoda sa takvim pristupom je
metod zasnovan na geometrijskom mjestu korijena [60] (eng. root locus method).
Geometrijsko mjesto korijena je skup tačaka u s-ravni koje predstavljaju korijene
karakterističnog polinoma za različite vrijednosti jednog parametra (najčešće nekog
pojačanja K). Takav grafički prikaz daje uvid i u relativnu stabilnost sistema (za
koje vrijednosti parametra su svi polovi u lijevoj poluravni, te kolika promjena
parametra može biti, pa da sistem ostane stabilan), kao i u performanse samog
sistema (polovi koji su bliži imaginarnoj osi vǐse utiču na vrijeme odziva, kompleksni
polovi znače da će postojati preskok i oscilacije u odzivu i sl.), a ujedno daje uvid u
to kakav kontroler treba dodati sistemu, pa da spregnuti sistem ima željene polove.

Geometrijsko mjesto korijena sistema sa n polova i m nula ima n grana
koje polaze od polova sistema u otvorenoj sprezi, od čega n−m grana odlazi u
beskonačnost, a m grana završava u nulama sistema u otvorenoj sprezi. Grane
koje odlaze u beskonačnost imaju asimptote koje zajedno čine pramen polupravih
čiji je centar odreden direktno položajem polova i nula sistema u otvorenoj sprezi,
pri čemu date asimptote dijele krug sa centrom u njihovom centru na jednake
dijelove. Neke od grana mogu da imaju zajedničke tačke i te tačke se nazivaju tačke
razdvajanja. One se takode odreduju na osnovu polova i nula sistema u otvorenoj
sprezi. Za svaki pol moguće je odrediti i vektor promjene, odnosno ugao tangente
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grane koja prolazi kroz taj pol.

Projektovanje kontrolera metodom geometrijskog mjesta korijena se svodi
na podesan izbor parametara kaskadnog kompenzatora (povezuje se u kaskadu,
odnosno serijski) čija je prenosna funkcija

Gc(s) = K
s+ a

s+ b
, (2.28)

tako da grane geometrijskog mjesta korijena kompenzovanog sistema prolaze kroz
željene polove. Ukoliko za parametre kompenzatora važi |a| < |b| kompenzator se
naziva diferencijalnim, ovo je zbog činjenice da tačka koja je dalja od imaginarne
ose manje utiče na dinamiku procesa, pa se može reći da je dominantno množenje
sa s u odnosu na dijeljenje, što odgovara Laplasovoj transformaciji operatora
diferenciranja. Analogno tome, kada je |a| > |b|, kompenzator se naziva integralnim.

Postoje dva pristupa u odredivanju parametara K, a i b. Prvi i matematički
jednostavniji je metod skraćivanja polova, kod kojeg se a bira tako da bude jednako
jednom od polova sistema u otvorenoj sprezi (otud naziv skraćivanje), a onda se
K i b računaju na osnovu željenog karakterističnog polinoma. Izbor pola koji će se
skratiti se vrši na osnovu analize geometrijskog mjesta korijena kojom se utvrduje
kako grane geometrijskog mjesta korijena treba da budu pomjerene, pa da prolaze
kroz željene polove. Drugi princip ne vrši direktno skraćivanje pola, već se parametar
a bira tako da bude blizu nekog od polova, tako da grana geometrijskog mjesta
korijena koja potiče iz tog pola završi u toj nuli, čime se efektivno ponǐstava uticaj
tog pola. Ovaj metod, iako matematički kompleksniji, ne zavisi od subjektivne
procjene koji pol treba biti skraćen, već ima potpuno definisan postupak i formule
za odredivanje svih parametara. S praktične strane gledǐsta, jako je teško realizovati
savršeno skraćivanje polova, pa je to još jedan razlog za korǐstenje drugog pristupa.

Postoji i sličan pristup projektovanju kaskadnog kompenzatora kad se ne vrši
direktno podešavanja polova kompenzovanog sistema, već kad je traženo upravljanje
dato u vidu parametara vidljivih na frekvencijskim karakteristikama.

Medutim, u upravljanju industrijskim procesima najzastupljenija vrsta kon-
trolera je PID kontroler. Akronim je nastao od riječi Proporcionalno, Integralno
i Diferencijalno, odnosno atributa koji opisuju vrstu djelovanja tri dijela ovog
kontrolera. U skladu sa rečenim, prenosna funkcija takvog kontrolera je

Gc(s) = Kp +
KI

s
+KDs, (2.29)

gdje je Kp pojačanje proporcinalnog dejstva, KI pojačanje integralnog dejstva, a
KD pojačanje diferencijalnog dejstva kontrolera. U praktičnoj izvedbi, diferencijalni
član zapravo ima prenosnu funkciju oblika

Gd(s) =
KDs

τds+ 1
, (2.30)

gdje je τd uobičajeno mnogo manje od vremenske konstante samog procesa.

Ako je KD = 0, radi se od PI kontroleru, a ako je KI = 0, radi se od PD
kontroleru.
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Proporcionalno dejstvo je dobilo ime po činjenici da je proporcionalno ulaznom
signalu kontrolera (najčešće je to signal greške). Što je veće pojačanje Kp, to je
sistem osjetljiviji na grešku, ali preveliko pojačanje može da uzrokuje nestabilnost
sistema, o čemu će biti riječi u nastavku. Proporcionalno dejstvo uglavnom uzrokuje
grešku u ustaljenom režimu.

Integralno dejstvo je proporcionalno sa sumom trenutnih grešaka tokom vre-
mena i ono ubrzava odziv sistema, te eliminǐse grešku u ustaljenom režimu, ali
može da uzrokuje preskok i pojavu oscilacija u odskočnom odzivu.

Diferencijalno dejstvo je proporcionalno sa brzinom promjene greške, pa na
osnovu predvidanja ponašanja sistema popravlja vrijeme smirenja i stabilnost
sistema. Prema [61] oko 25% kontrolera sadrži diferencijalno dejstvo. Ovo je
posljedica ranije pomenute praktične izvedbe.

Činjenica da PID kontroleri imaju izuzetno veliku primjenu u industriji je
posljedica toga da imaju dobre performanse u širokom opsegu radnih uslova, kao i
toga da su funkcionalno jednostavni što omogućava inženjerima lakše projektovanje
i rad. Projektovanje se svodi na odredivanje tri parametra samog kontrolera Kp,
KI i KD. Ta procedura se često naziva podešavanje PID kontrolera (eng. PID
tuning). Postoji mnogo načina za takvo podešavanje, a medu najpoznatijim su
ručno podešavanje (pojačanja PID kontrolera se odreduju metodom pokušaja i
promašaja, bilo u simulaciji, bilo na stvarnom sistemu, bez mnogo analitičkog
istraživanja, najčešće bazirano na iskustvu i posmatranju) i Zigler-Nikolsov metod
[62] (vǐse analitički pristup koji ima nekoliko varijacija).

Jedan od načina ručnog podešavanja je da se postavi KI = 0 i KD = 0, a
da se Kp polako povećava dok se sistem ne dovede na granicu stabilnosti, tj. do
pojave neprigušenih oscilacija u odzivu. Nakon toga se Kp smanji tako da u odzivu
amplituda oscilacija smanji na četvrtinu (eng. quarter amplitude decay). Neko
empirijsko pravilo je da se za te potrebe Kp smanji na pola svoje vrijednosti za
koju je sistem na granici stabilnosti, i odatle vrši fino podešavanje. Nakon toga se
KI i KD ručno mijenjaju dok se ne postigne željeni odziv.

Dva pristupa u Zigler-Nikolsovom metodu su pristup sa zatvorenom petljom i
pristup sa otvorenom petljom.

Pristup sa zatvorenom petljom razmatra odziv sistema na odskočni ulazni
signal, pri čemu je PID kontroler već u petlji. Slično ručnom podešavanju, inici-
jalno se isključuju integralno i diferencijalno dejstvo, a proporcionalno dejstvo se
povećava dok odziv ne postane periodičan. Pojačanje koje sistem dovodi do granice
stabilnosti se naziva krajnje pojačanje (eng. ultimate gain) i označava sa KU . Period
neprigušenih oscilacija TU se naziva krajnji period (eng. ultimate period). Nakon
odredivanja ovih vrijednosti, na osnovu formula se računaju vrijednosti pojačanja
PID kontrolera (postoje formule i za P, odnosno PI i PD kontrolere). Sve formule
su date u tabeli 2.1. Ovaj metod je razvijen da pruži najbolje uklanjanje smetnji,
ali proizvodi veći preskok nego ručno podešavanje, pa se ne koristi tamo gdje su
zahtjevi za preskok strožiji.

Pristup sa otvorenom petljom koristi krivu reakcije koja se dobije kad se konto-
ler isključi, a na ulaz objekta upravljanja dovede odskočni signal. Ovo je uobičajeno
korǐsten pristup primjenjivan u procesnom upravljanju. Izmjereni odziv predstavlja
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Tabela 2.1 Zigler-Nikolsov metod sa zatvorenom petljom

Tip kontrolera Kp KI KD

P 0.50KU - -

PI 0.45KU
0.54KU

TU
-

PD 0.80KU - 0.10KUTU

PID 0.60KU
1.20KU

TU
0.075KUTU

krivu reakcije. Ako kriva reakcije ima oblik sličan odskočnom odzivu sistema prvog
reda sa transportnim kašnjenjem ili ako je objekat upravljanja linearan i letargičan,
može se doći do prihvatljivo dobrog PID kontolera na osnovu pristupa sa otvorenom
petljom. Kriva reakcije je karakterisana transportnim kašnjenjem Td i brzinom
reakcije R (koeficijent pravca prave koja najbolje aproksimira krivu reakcije za
vrijeme prelaznog režima). Nakon odredivanja ovih vrijednosti, na osnovu formula
se računaju vrijednosti pojačanja PID kontrolera (postoje formule i za P, odnosno
PI i PD kontrolere). Sve formule su date u tabeli 2.2.

Tabela 2.2 Zigler-Nikolsov metod sa otvorenom petljom

Tip kontrolera Kp KI KD

P
1.0

RTd
- -

PI
0.9

RTd

0.27

RT 2
d

-

PID
1.2

RTd

0.60

RT 2
d

0.6

R

Nijedan od tri opisana metoda neće dovesti do željenih performansi za baš
sve situacije, ali svakako predstavljaju dobre početne pretpostavke za vrijednosti
pojačanja PID regulatora koje se daljim iterativnim postupkom mogu dovesti do
vrijednosti koje će omogućiti ispunjavanje traženih zahtjeva.

2.4 Nelinearni sistemi

Iako je, kako je istaknuto u prethodnom izlaganju, često moguće, a i vrlo
korisno, nelinearne sisteme linearizovati u okolini neke radne tačke, ponekad to
nije dovoljno [63, 64]. Postoje dva glavna ograničenja linearizacije. Kao prvo,
linearizacija je aproksimacija modela u okolini radne tačke, što znači da se na
osnovu takvog modela može predvidjeti samo lokalno ponašanje sistema u okolini
te tačke, ne i ponašanje u nekoj tački udaljenoj od te tačke, a naročito ne globalno
ponašanje na cijelom prostoru stanja. Drugo, dinamika nelinearnih sistema je
mnogo bogatija od dinamike linearnih sistema. Postoje tzv. isključivo nelinearni
fenomeni koji se dešavaju samo u prisustvu nelinearnosti, te se nikako ne mogu
opisati ili predvidjeti pomoću linearnih modela. Neki primjeri takvih fenomena su:
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• Konačno vrijeme bježanja. Stanje nestabilnog linearnog sistema teži u bes-
konačnost kako vrijeme teži u beskonačnost, za razliku od nelinarnih sistema
kod kojih stanje može da teži u beskonačnost za konačno vrijeme.

• Vǐse izolovanih ravnotežnih tačaka. Linearan sistem može da ima samo jednu
izolovanu ravnotežnu tačku, pa samim tim može da ima jednu radnu tačku
ustaljenog stanja kojoj konvergiraju stanja sistema bez obzira na početno
stanje. Nelinearan sistem može da ima vǐse ravnotežnih tačaka, pa u zavisnosti
od početnog stanja, stanja sistema mogu da konvergiraju u svaku od tih
ravnotežnih tačaka.

• Ograničeni ciklusi. Da bi linearan vremenski invarijantan sistem oscilovao
mora da ima par konjugovano-kompleksnih polova na imaginarnoj osi, što
je nerobustan uslov koji se teško održava u prisustvu smetnji. Čak i kad se
postigne održavanje, amplituda oscilacija zavisi od početnog stanja. Postoje
nelinearni sistemi koji osciluju sa fiksnom amplitudom i fiksnom frekvencijom,
bez obzira na počeno stanje. Ova vrsta oscilacija je poznata kao ograničeni
ciklus.

• Podharmonijske, harmonijske i skoro-periodične oscilacije. Stabilan linearan
sistem na čiji ulaz se dovede periodičan signal na izlazu daje periodičan
signal iste frekvencije kao kod ulaznog. Nelinearni sistemi sa periodičnom
eksitacijom daju izlaze čija frekvencija je dio ili umnožak frekvencije ulaznog
signala, a moguće je da se dobije i skoro-periodičan signal (npr. suma signala
sa frekvencijama koje nisu umnožak iste).

• Haos. Nelinearan sistem može imati komplikovanije ustaljeno stanje koje nije
ni ravnotežno, ni periodično, ni skoro-periodično. Takvo stanje se uobičajeno
naziva haos i manifestuje se u haotičnim kretanjima sa karakteristikama
neodredenosti (slučajnosti), uprkos determinističkoj prirodi sistema.

• Vǐse različitih režima ponašanja. Nije neuobičajeno da jedan nelinearan sistem
pokazuje vǐse različitih režima ponašanja, a sve u zavisnosti od početnog
stanja ili promjene ulaza.

S obzirom na potrebu analize nelinearnih sistema, neophodan je i matematički
alat za modelovanje takvog sistema. Najčešća varijanta tog modela je proširenje
(2.9) za nelinearne sisteme.

ẋ = f (t,x,u) , (2.31)

gdje je, kao i ranije, x vektor promjenljivih stanja, ẋ vektor prvih izvoda promjen-
ljivih stanja, a u vektor ulaznih signala sistema. Slično je i

y = h (t,x,u) , (2.32)

gdje je y vektor izlaznih signala sistema.

Često se sreće i varijanta
ẋ = f (t,x) , (2.33)

gdje se ne navodi eksplicitno ulaz sistema, što ne znači da nije prisutan. Moguće je
da je ulaz funkcija nekog od stanja ili jedno od stanja sistema.

U slučaju kad f i h ne zavise od eksplicitno od neke nezavisne promjenljive,
riječ je o autonomnim sistemima. Ukoliko je ta nezavisna promjenljiva vrijeme t,
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tj. zavisnost izvoda stanja i izlaza sistema od stanja i ulaza sistema se ne mijenja
tokom vremena, riječ je o vremenski invarijantnim sistemima. U suprotnom, riječ
je o neautonomnim, odnosno vremenski promjenljivim sistemima.

Važan koncept kod jednačina stanja je koncept ravnotežnih tačaka. Tačka
x = x∗ je ravnotežna tačka sistema opisanog sa (2.33) ako ima osobinu da kad je
početno stanje sistema upravo u toj tački, stanje ostane u toj tački u svim budućim
trenucima. Kod vremenski invarijantnih sistema ravnotežne tačke su realna rješenja
jednačine (sistema jednačina)

f (x) = 0. (2.34)

Ravnotežna tačka može biti izolovana, tj. u njenoj okolini nema drugih rav-
notežnih tačaka, a moguće je i da ravnotežne tačke čine kontinualnu oblast.

2.4.1 Stabilnost nelinearnih sistema

Kod nelinearnih sistema postoji vǐse vrsta stabilnosti, ali se najčešće proučava
stabilnost ravnotežnih tačaka. Temelje ove teorije postavio je ruski matematičar i
inženjer Ljapunov, pa ta teorija i nosi njegovo ime [65, 66, 67, 68].

Neka je dat autonoman sistem

ẋ = f (x) , (2.35)

gdje je f : D → Rn lokalno Lipšicovo preslikavanje iz domena D ⊂ Rn na Rn. Neka
je x∗ ravnotežna tačka sistema (2.35), odnosno neka je f (x∗) = 0. Bez gubitka
opštosti može se uzeti da je x∗ = 0, jer je moguće uvesti smjenu pomijeranjem
osnovne promjenljive x za x∗, odnosno y = x− x∗.

Ravnotežna tačka x je stabilna ako za svako ε > 0 postoji δ = δ(ε) > 0 takvo
da važi

‖x(0)‖ < δ ⇒ ‖x(t)‖ < ε,∀t ≥ 0. (2.36)

Ravnotežna tačka x je asimptotski stabilna ako se može izabrati δ takvo da

‖x(0)‖ < δ ⇒ lim
t→∞

x(t) = 0. (2.37)

Ravnotežna tačka x je nestabilna ako nije stabilna.
Teorema 2.1. (Teorema Ljapunova) Neka je x = 0 ravnotežno stanje sistema
(2.35) i neka je D ⊂ Rn domen koji sadrži x. Neka je V : D → R neprekidna
diferencijabilna funkcija takva da je

V (0) = 0 i V (x) > 0,∀x ∈ D\{0}, (2.38)

V̇ (x) ≤ 0,∀x ∈ D. (2.39)

Tada je x stabilna ravnotežna tačka. Ako važi

V̇ (x) < 0,∀x ∈ D\{0}, (2.40)

ravnotežna tačka x je asimptotski stabilna.
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Dokaz. Za neko ε > 0 se bira r ∈ (0, ε] tako da

Br = {x ∈ Rn | ‖x‖ ≤ r} ⊂ D.

Neka je α = min‖x‖=r V (x). Tada je, na osnovu (2.38), α > 0. Za neko β ∈ (0, α)
definǐse se

Ωβ = {x ∈ Br | V (x) ≤ β} .

Tada je Ωβ u unutrašnjosti Br što se može pokazati kontradikcijom. Skup Ωβ ima
osobinu da bilo koja putanja koja počinje u Ωβ u trenutku t = 0 ostaje u Ωβ za
svako t ≥ 0. Ovo slijedi iz (2.39). S obzirom da je skup Ωβ kompaktan, slijedi da
sistem (2.35) ima jedinstveno rješenje za svako t ≥ 0 kad god x(0) ∈ Ωβ. Kako je
V (x) neprekidna i V (0) = 0, postoji δ > 0 takvo da

‖x‖ < δ ⇒ V (x) < β.

Tada je
Bδ ⊂ Ωβ ⊂ Br

i
x(0) ∈ Bδ ⇒ x(0) ∈ Ωβ ⇒ x(t) ∈ Ωβ ⇒ x(t) ∈ Br.

Na osnovu toga je

‖x(0)‖ < δ ⇒ ‖x(t)‖ < r ≤ ε,∀t ≥ 0

što pokazuje da je ravnotežna tačka stabilna.

Neka važi i (2.40). Za dokazivanje asimptotske stabilnosti treba pokazati da
x(t)→ 0 kad t→ 0, odnosno da za svako a > 0 postoji T > 0 takvo da ‖x(t)‖ < a
za svako t > T . Ponavljanjem prethodnih argumenata dolazi se do zaključka da
za svako a > 0 postoji b > 0 takvo da je Ωb ⊂ Ba. Dakle, dovoljno je pokazati
da V (x(t))→ 0 kad t→∞. Kako je V (x(t)) monotono opadajuća i ograničena
odozdo nulom, važi

V (x(t))→ c ≥ 0 za t→∞.

Za dokazivanje da je c = 0 koristi se kontradikcija. Zbog neprekidnosti V (x)
postoji d > 0 takvo da je Bd ⊂ Ωc. Ograničenje V (x(t)) → c > 0 implicira da
putanja x(t) leži izvan Bd za svako t ≥ 0. Neka je γ = −maxd≤‖V (x)‖≤r V̇ (x),

što sigurno postoji jer neprekidna funkcija V̇ (x) ima maksimum na kompaktnom
skupu {d ≤ ‖V (x)‖ ≤ r}. Iz (2.40) slijedi γ > 0, a odatle

V (x(t)) = V (x(0)) +

∫ t

0

V̇ (x(τ))dτ ≤ V (x(0))− γτ.

Kako desna strana nejednakosti sigurno mora da postane negativna, javlja se
kontradikcija se pretpostavkom da je c > 0. �

Funkcija V (x) koja zadovoljava (2.38) i (2.39) se naziva Ljapunovljeva funkcija.
Površ V (x) = c, za neko c > 0, se naziva Ljapunovljeva površ. Korǐstenjem
Ljapunovljevih funkcija teorema postaje intuitivno jasna. Iz uslova V̇ ≤ 0 slijedi
da kad putanja ude u jednu Ljapunovljevu površ, nikad ne izade iz nje. Ako je još
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i V̇ < 0, onda putanja ulazi u površi sa sve manjim c, što teži ishodǐstu kako se
vrijeme povećava.

Funkcija V (x) koja zadovoljava uslove V (0) = 0 i V (x) > 0, za x 6= 0, se naziva
pozitivno odredenom, a ako zadovoljava slabiji uslov V (x) ≥ 0, za x 6= 0, onda se
naziva pozitivno poluodredenom. Funkcija V (x) je negativno odredena, odnosno
negativno poluodredena, ako je funkcija −V (x) pozitivno odredena, odnosno
pozitivno poluodredena, respektivno. Ukoliko funkcija nije nijedno od navedenog,
onda je neodredena. U skladu sa tim, teorema Ljapunova se može parafrazirati
tako da glasi: Ishodǐste je stabilno ako postoji neprekidna diferencijabilna pozitivno
odredena funkcija V (x) takva da je V̇ (x) negativno poluodredena, i asimptotski je
stabilno ako je V̇ (x) negativno odredena.

Ne postoji sistematičan metod za pronalaženje Ljapunovljevih funkcija. Pone-
kad je prirodan kandidat funkcija energije, a ponekad se svodi na metod pokušaja i
promašaja. Treba uzeti u obzir i sljedeće - uslovi teoreme su dovoljni, ne i neophodni.
Ako neka kandidatska Ljapunovljeva funkcija ne ispunjava uslove stabilnosti ili
asimptotske stabilnosti, ne znači da ishodǐste nije stabilno ili asimptotski stabilno,
već samo da pokušaj ne vodi ka odgovoru, te da je potrebno dalje ispitivanje.

Neka je dat neautonoman sistem

ẋ = f (t,x) , (2.41)

gdje je f : [0,∞)×D → Rn dio-po-dio neprekidno u vremenu, te lokalno Lipšicovo
preslikavanje iz domena [0,∞)×D i D ⊂ Rn na Rn. Ishodǐste je ravnotežna tačka
sistema (2.41) u trenutku t = 0 ako je

f (t, 0) = 0, ∀t ≥ 0. (2.42)

Slično autonomnim sistemima, ravnotežna tačka u ishodǐstu može biti transforma-
cija ishodǐsta u proizvoljnu tačku.

Principi razmatranja stabilnosti i asimptotske stabilnosti ravnotežnih tačaka
neautonomnih sistema su praktično isti kao i oni kod autonomnih sistema. Razlika
je u tome što rješenje autonomnog sistema zavisi samo od (t − t0), dok kod
neautonomnog može da zavisi i od t i od t0.

Ravnotežna tačka x = 0 sistema (2.41) je:

• stabilna ako za svako ε > 0 postoji δ = δ(ε, t0) > 0 takvo da važi

‖x(t0)‖ < δ ⇒ ‖x(t)‖ < ε,∀t ≥ t0 ≥ 0, (2.43)

• uniformno stabilna ako za svako ε > 0 postoji δ = δ(ε) > 0, nezavisno od t0
takvo da važi (2.43),

• nestabilna ako nije stabilna,

• asimptotski stabilna ako je stabilna i ako postoji konstanta c = c(t0) takva
da x(t)→ 0 kad t→∞ za sve ‖x(t0)‖ < c,

• uniformno asimptotski stabilna ako je uniformno stabilna i ako postoji
konstanta c nezavisna od t0 takva da x(t)→ 0 kad t→∞ za sve ‖x(t0)‖ < c,
uniformno u t0, odnosno da za svako η > 0 postoji T = T (η) > 0 takvo da

‖x(t)‖ < η,∀t ≥ t0 + T (η),∀‖x(t0)‖ < c, (2.44)
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• globalno uniformno asimptotski stabilna ako je uniformno stabilna, ako se
može izabrati δ(ε) tako da važi limε→∞ δ(ε) =∞ i ako za svaki par pozitivnih
brojeva η i c postoji T = T (η, c) > 0 takvo da

‖x(t)‖ < η,∀t ≥ t0 + T (η, c),∀‖x(t0)‖ < c. (2.45)

Poseban slučaj uniformne asimptotske stabilnosti je eksponencijalna stabilnost.
Ravnotežna tačka x = 0 sistema (2.41) je eksponencijalno stabilna ako postoje
pozitivne konstante c, k i λ takve da važi

‖x(t)‖ < k‖x(t0)‖e−λ(t−t0),∀‖x(t0)‖ < c (2.46)

i globalno eksponencijalno stabilna ako je (2.46) ispunjeno za bilo koje početno
stanje x(t0).

Teorema Ljapunova se može proširiti i na neautonomne sisteme.
Teorema 2.2. Neka je x = 0 ravnotežno stanje sistema (2.41) i neka je D ⊂ Rn

domen koji sadrži x. Neka je V : [0,∞) × D → R neprekidna diferencijabilna
funkcija takva da je

W1(x) ≤ V (t,x) ≤ W2(x), (2.47)

∂V

∂t
+
∂V

∂x
f (t,x) ≤ 0 (2.48)

za sve t ≥ 0 i x ∈ D, gdje su W1(x) i W2(x) neprekidne pozitivno odredene funkcije
na D. Tada je x = 0 uniformno stabilna ravnotežna tačka.

2.4.2 Upravljanje nelinearnim sistemima

Kompleksnost upravljanja nelinearnim sistemima predstavlja izazov naučnici-
ma za razvijanje sistematskih procedura dizajna kontrolera kojim će se ispuniti
upravljački ciljevi i specifikacije zadataka. Jasno je da ne treba očekivati da se
jedna konkretna procedura može primijeniti na sve nelinearne sisteme, niti da se
kompletan dizajn kontrolera može zasnivati na jednom alatu. To znači da inženjeri
koji realizuju upravljanje treba da odaberu pogodan alat za problem na kojem
rade. Postoji mnogo takvih alata, a u nastavku će biti predstavljeni samo neki:
upravljanje u kliznom režimu (eng. sliding mode control), Ljapunovljev redizajn i
koračanje unazad (eng. backstepping).

Upravljanje u kliznom režimu je nelinearan metod upravljanja kojim se mijenja
dinamika nelinearnog sistema primjenom upravljačkog signala sa prekidima čime
se sistem primorava na klizanje po granicama normalnog ponašanja sistema. Zakon
upravljanja se bazira na povratnoj sprezi po stanju, nije neprekidna funkcija,
tj. mijenja se iz jedne u drugu neprekidnu strukturu u zavisnosti od trenutnog
položaja sistema u prostoru stanja. Te vǐsestruke upravljačke strukture se realizuju
tako da putanja uvijek vodi prema susjednom regionu sa drugom strukturom,
pa zato konačna putanja ne leži u samo jednoj upravljačkoj strukturi, već kliže
po granicama vǐse upravljačkih struktura. Geometrijsko mjesto tih granica se
naziva klizna (hiper)površ. Upravljanje u kliznom režimu se mora primjenjivati
sa vǐse opreza nego drugi oblici nelinearnog upravljanja koji imaju umjerenije
upravljačko djelovanje. Naime, zbog kašnjenja aktuatora i drugih nesavršenosti,
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ovakvo upravljanje može dovesti do podrhtavanja, gubitka energije, kao i oštećenja
objekta upravljanja.

Ljapunovljev redizajn je tehnika dizajna povratne sprege po stanju za stabili-
zaciju sistema zasnovan na poznavanju Ljapunovljeve funkcije V . Za sistem

ẋ = f(t,x) +G(t,x)[u+ δ(t,x,u)], (2.49)

gdje je x ∈ Rn vektor stanja, a u ∈ Rp vektor ulaza. Funkcije f , G i δ su definisane
za (t,x,u) ∈ [0,∞] × D × Rp, gdje je D ⊂ Rn domen koji sadrži ishodǐste.
Nominalan model sistema je

ẋ = f(t,x) +G(t,x)u, (2.50)

dok je δ nepoznata funkcija koja uključuje razne neodredenosti, poput greške ili
pojednostavljenja modela i sl. Na osnovu poznavanja Ljapunovljeve funkcije V je
moguće dizajnirati upravljački zakon

u = ψ(t,x) + v, (2.51)

kojim se stabilizuje dati sistem u prisustvu neodredenosti, a tehnika odredivanja v
se naziva Ljapunovljev redizajn.

Koračanje unazad je tehnika dizajna stabilizujućeg kontrolera za specijalne
klase nelinearnih sistema koji se sastoje od podsistema koji se razvijaju od jed-
nostavnih podsistema (ne mogu se dalje redukovati) koji mogu biti stabilizovani
nekom drugom metodom. Zbog ove rekurzivne strukture, inženjer može započeti
proces dizajna od poznatog stabilnog stanja i praviti korake unazad dizajnom novih
kontrolera koji progresivno stabilizuju svaki vanjski podsistem. Proces se završava
kad se postigne konačno vanjsko upravljanje. Matematički model pomenute klase
sistema se dat sa

ẋ = fx(x) + gx(x)z1
ż1 = f1(x, z1) + g1(x, z1)z2
ż2 = f2(x, z1, z2) + g2(x, z1, z2)z3
...
żi = fi(x, z1, z2, . . . , zi−1, zi) + gi(x, z1, z2, . . . , zi−1, zi)zi+1
...

˙zk−1 = fk−1(x, z1, z2, . . . , zk−1) + gk−1(x, z1, z2, . . . , zk−1)zk
żk = fk(x, z1, z2, . . . , zk) + gk(x, z1, z2, . . . , zk)u

(2.52)

gdje je

• x ∈ Rn, n ≥ 1;

• z1, z2, . . . , zk su skalarne funkcije;

• u je ulazni skalar;

• fx, f1, f2, . . . , fk ǐsčezavaju u ishodǐstu, tj. fi(0, 0, . . . , 0) = 0;

• gx, g1, g2, . . . , gk ne prolaze kroz nulu na domenu od interesa.

Pretpostavka je da je podsistem

ẋ = fx(x) + gx(x)ux(x) (2.53)
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stabilizovan poznatim upravljačkim signalom ux(x) i da je poznata Ljapunovljeva
funkcija Vx za taj stabilan podsistem. Proces koračanja unazad se svodi na stabili-
zaciju podsistema x pomoću z1, pa se nakon toga odreduje način kako da pomoću
z2 upravljati sa z1 tako da se postigne ta stabilizacija i tako do zk.

2.5 Adaptivno upravljanje

U svakodnevnom izražavanju, adaptacija je proces promjene ponašanja zarad
prilagodenja novim okolnostima. Ne postoji usaglašena definicija, ali intuitivno,
adaptivni kontroler [69, 70, 71, 72] je kontroler sa promjenljivim parametrima i sa
mehanizmom za promjenu tih parametara. Sistem sa adaptivnim upravljanjem se
može posmatrati kao sistem sa dvije petlje. Jedna petlja je standardna povratna
petlja kojom se izlaz procesa dovodi na ulaz kontrolera. Druga petlja je petlja
za prilagodavanje parametara kontrolera. Blok-dijagram sistema sa adaptivnim
upravljanjem je prikazan na Slici 2.12. Petlja za prilagodavanje je uobičajeno sporija
od standardne povratne petlje.

Mehanizam

adaptacije

Kontroler
Objekat

upravljanja

Referentni

ulaz      

Parametri

kontrolera

Upravljački

signal      

    Izlaz

sistema  

Slika 2.12 Blok-dijagram sistema sa adaptivnim upravljanjem

U nastavku će biti opisana 3 tipa adaptivnih sistema: sistemi sa rasporediva-
njem po pojačanju (eng. Gain Scheduling - GS ), sistemi sa referentnim modelom
[73, 74] (eng. Model-Reference Adaptive Systems - MRAS ) i sistemi sa samo-
podešavajućim regulatorima [75, 76] (eng. Self-Tuning Regulators).

2.5.1 Sistemi sa rasporedivanjem po pojačanju

U mnogim slučajevima moguće je utvrditi mjerljive vrijednosti koje imaju
dobru korelaciju sa promjenama u dinamici procesa. Te vrijednosti se mogu koristiti
za promjenu parametara kontrolera. Ovaj pristup se naziva rasporedivanje po
pojačanju, jer je ta šema prvobitno korǐstena za mjerenje pojačanja, nakon čega bi
se mijenjali, odnosno rasporedivali, parametri kontrolera da kompenzuju promjene
u pojačanju procesa. Sam proces promjene parametara se zasniva na mapiranju
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parametara procesa na parametre kontrolera, a može se implementirati kao funkcija
ili kao uporedna tabela (eng. lookup table).

Koncept rasporedivanja po pojačanju vodi porijeklo iz razvoja sistema za
upravljanje letom, pri čemu su brzina i visina aviona korǐstene kao vrijednosti za
rasporedivanje. U upravljanju industrijskim procesima, često se stopa produktivno-
sti može koristiti kao veličina za rasporedivanje.

Istorijski, bilo je rasprava o tome da li je ovaj način upravljanja adaptivan
ili ne, ali u skladu sa neformalnom definicijom datom ranije, definitivno se može
smatrati adaptivnim.

2.5.2 Sistemi sa referentnim modelom

Adaptivno upravljanje na bazi referentnog modela je prvobitno predloženo kao
rješenje problema u kojem su sprecifikacije performansi date kroz referentni model.
Model daje informaciju kakav bi u idealnom slučaju trebao da bude izlaz sistema
na zadati ulaz. Blok-dijagram sistema je dat na Slici 2.13. Prva petlja, kako je
ranije opisano je standardna povratna petlja, dok druga petlja služi za podešavanje
parametara kontrolera tako da greška, odnosno razlika izmedu stvarnog izlaza
procesa (y) i izlaza modela (ym) bude što manja.

Kontroler Proces

Model

Mehanizam

adaptacije

Parametri kontrolera

Slika 2.13 Blok-dijagram sistema sa adaptivnim upravljanjem na bazi referentnog
modela - MRAS

Kao i prethodni pristup, MRAS je nastao u razvoju upravljanja letom, a
referentni model je opisivao željeni odziv aviona na pokrete upravljača.

Ključni problem kod MRAS je odredivanje mehanizma adaptacije tako da se
dobije stabilan sistem koji smanjuje grešku na nulu. Taj problem nije trivijalan. U
originalnoj varijanti MRAS korǐsten je sljedeći princip, poznat kao MIT pravilo1:

dθ

dt
= −γe∂e

∂θ
, (2.54)

gdje je e = y− ym greška u odnosu na model, a θ parametar kontrolera. Vrijednost
∂e
∂θ

predstavlja osjetljivost greške na promjenu parametra θ. Parametar γ odreduje

1Originalno MRAS pristup je razvijen na univerzitetu MIT (Massachusetts Institute of
Technology) oko 1960. godine.
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stopu prilagodenja. U praksi je neophodno vršiti aproksimacije za odredivanje
osjetljivosti. MIT pravilo se može smatrati gradijentnim pristupom minimizaciji
kvadrata greške.

2.5.3 Sistemi sa samopodešavajućim regulatorom

Prethodno opisane adaptivne šeme spadaju u direktne metode, jer mehanizam
adaptacije daje pravila za izmjenu parametara kontrolera. Drugačija šema se dobija
kad se prilagodavaju procjene parametara procesa, a parametri kontrolera dobijaju
kao rješenja problema sinteze regulatora na osnovu tih procjena. Blok-dijagram
takvog sistema je dat na Slici 2.14. Kao i ranije, u sistemu postoje dvije petlje,
standardna povratna petlja i petlja za podešavanje parametara regulatora, koja se
ovdje sastoji od rekurzivnog estimatora parametara procesa i sistema za sintezu
kontrolera. Ovako konstruisan kontroler se naziva samopodešavajući regulator.

S obzirom da se za sintezu regulatora koriste procjene parametara procesa, u
zavisnosti od stepena sigurnosti tih procjena (nekad je moguće mjerenjima utvrditi
tačnost procjena) moguće su različite specifikacije načina sinteze regulatora.

Kontroler Proces

Parametri
kontrolera

Parametri procesa

Estimacija
Sinteza

regulatora

Samopodešavajući regulator

Referenca

Specifikacija

Ulaz Izlaz

Slika 2.14 Blok-dijagram sistema sa samopodešavajućim regulatorom - STR

2.6 Prediktivno upravljanje

Prediktivno upravljanje na bazi modela (eng. Model Predictive Control - MPC )
[77, 78, 79, 80, 81, 82, 83] je nastalo u sedamdesetim godinama XX vijeka i otad
se znatno razvilo. Ne radi se o jedinstvenoj strategiji upravljanja, već o širokom
opsegu metoda, a ideje koje se u manjem ili većem stepenu pojavljuju u svim
familijama prediktivnog upravljanja su:

• eksplicitno korǐstenje modela procesa za predvidanje izlaza procesa u budu-
ćnosti (horizont),

• računanje upravljačke sekvence minimizacijom neke funkcije cilja,
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• strategija povlačenja, po kojoj se u svakom odmjerku vremena horizont
pomijera u budućnost primjenom prvog upravljačkog signala iz prethodno
izračunate sekvence.

Osnovna struktura MPC sistema je data na Slici 2.15.

Model

Optimizator

Predikcija izlaza

Prethodni ulazi
i izlazi

Budući
ulazi

Buduće greške

Referentna
putanja

Ograničenja
Funkcija

cilja

+

-

Slika 2.15 Osnovna struktura MPC

Različite varijante MPC algoritama se razlikuju u modelu koji koriste za
opisivanje procesa, te šumova i funkcija cilja koje treba minimizovati.

Prednosti MPC pristupa u odnosu na druge metode su brojne, a medu njima
se ističu:

• može se koristiti za upravljanje mnogim vrstama procesa, od onih sa jed-
nostavnom dinamikom, do onih sa kompleksnom, poput sistema sa velikim
kašnjenjima, te neminimalno faznim i nestabilnim sistemima,

• lako se prilagodava multivarijabilnim sistemima,

• interno kompenzuje mrtva vremena,

• uvodi direktno upravljanje na prirodan način da kompenzuje mjerljive po-
remećaje,

• rezultujući kontroler je linearan i relativno jednostavan za implementaciju,

• jednostavno se proširuje da uključi ograničenja,

• vrlo je korisno znati buduće vrijednosti izlaza procesa,

• radi se o potpuno otvorenoj metodologiji zasnovanoj na bazičnim principima
što omogućava proširenja i pobolǰsanja u budućnosti.

Očekivano, postoje i neke mane. Jedna od njih je to što je, uprkos činjenici
da je rezultujući zakon upravljanja jednostavan i lak za implementaciju, njegovo
izvodenje kompleksnije od onog za standardne PID regulatore. Najčešće je potrebno
to izvodenje izvršavati u svakom odmjerku vremena. Kad se uključe i ograničenja,
ovaj proračun postaje još kompleksniji. Iako su današnji računari na visokom
nivou računarske moći, pa se ovaj problem može smatrati manjim, treba uzeti
u obzir da su u industrijskim procesima u upotrebi ipak nešto manje razvijeni
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računari, a i to da isti moraju da obavljaju i druge važne aktivnosti (komunikacija,
skladǐstenje podataka, interakcija sa operaterom i sl.). Druga, znatno veća mana,
je neophodnost postojanja odgovarajućeg modela procesa. S obzirom da se razvoj
kontrolera bazira na modelu, očigledno je da će netačnost modela znatno uticati
na kvalitet kontrolera.

2.6.1 Modeli za predikciju

Model je kamen temeljac za MPC i zato je neophodno da bude najbolji moguć,
što znači da bi trebalo da potpuno obuhvati dinamiku procesa, te da omogući
izračunavanje predikcija, a bilo bi poželjno i da bude intuitivan i da omogući
teoretsku analizu. Model može da bude razdvojen na dva dijela: model procesa i
model smetnji. Model smetnji opisuje ponašanje koje nije obuhvaćeno modelom
procesa: uticaj nemjerljivih ulaza, šuma i greške modela.

2.6.1.1 Model procesa

Pored ranije opisanih načina modelovanja (funkcija prenosa i model sistema
u prostoru stanja), često korǐsteni načini modelovanja u MPC su bazirani na
impulsnom, odnosno odskočnom odzivu sistema. Impulsni odziv sistema je odziv
na jedinični impulsni signal (često nazivan Dirakov impuls), dok je odskočni odziv
sistema odziv na jedinični odskočni signal (često nazivan Hevisajdov signal).

Ako je poznat impulsni odziv sistema, moguće je izračunati odziv sistema na
proizvoljan ulaz u(t) prema

y(t) =
∞∑
i=1

giu(t− i), (2.55)

gdje je gi i-ti odmjerak impulsnog odziva sistema.

Ako je poznat odskočni odziv sistema, moguće je izračunati odziv sistema na
proizvoljan ulaz u(t) prema

y(t) =
∞∑
i=1

hi∆u(t− i), (2.56)

gdje je hi i-ti odmjerak odskočnog odziva sistema, a ∆u(t) = u(t)− u(t− 1).

Postoji i veza izmedu impulsnog i odskočnog odziva

gi = hi − hi−1, (2.57)

odnosno

hi =
i∑

j=1

gj. (2.58)

Prednost u odnosu na druge vrste modela je to što nikakve prethodne informa-
cije o procesu nisu potrebne, tako da je postupak identifikacije pojednostavljen, a
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istovremeno se kompleksna dinamika lako opisuje. Mane su to što su ovakvi modeli
primjenjivi samo na stabilne sisteme bez integratora, te prilično zauzeće memorije,
čak i kad se pamti samo N odmjeraka odziva, jer je taj broj uobičajeno oko 40, 50.

Predikcija za trenutak t + k izračunata u trenutku t na osnovu impulsnog
odziva je data sa

ŷ (t+ k| t) =
N∑
i=1

giu (t+ k − i| t) , (2.59)

a na osnovu odskočnog sa

ŷ (t+ k| t) =
N∑
i=1

hi∆u (t+ k − i| t) . (2.60)

2.6.1.2 Model smetnje

Najčešće korǐsten model je upravljani autoregresivni sa integrisanim pomijera-
njem prosjeka (eng. Controlled Auto-Regressive and Integrated Moving Average -
CARIMA) u kojem se smetnje, odnosno razlike izmedu izmjerenog izlaza i izlaza
izračunatog na osnovu modela, računaju preko

n(t) =
C (z−1) e(t)

D (z−1)
, (2.61)

gdje je D (z−1) polinom koji eksplicitno sadrži ∆ = 1− z−1, e(t) je bijeli šum sa
nultom srednjom vrijednošću, a polinom C (z−1) je uobičajeno jednak 1.

Ovakav model se smatra pogodnim za dvije vrste smetnji: kad se slučajne
promjene dešavaju u slučajnim trenucima vremena, te Braunovo kretanje.

Korǐstenjem Diofantske jednačine

1 = Ek
(
z−1
)
D
(
z−1
)

+ z−kFk
(
z−1
)

(2.62)

dobija se

n(t) = Ek
(
z−1
)
e(t) + z−k

Fk (z−1)

D (z−1)
e(t), (2.63)

odnosno
n(t+ k) = Ek

(
z−1
)
e(t+ k) + Fk

(
z−1
)
n(t), (2.64)

pa je predikcija
n̂ (t+ k| t) = Fk

(
z−1
)
n(t). (2.65)

2.6.2 Funkcija cilja

Uobičajeno je da se traži da budući odziv (y) prati odredeni referentni signal
(w) i da se istovremeno promjena upravljačkog signala (∆u) potrebna da se to
postigne drži što manjom. Uopšteni izraz za takvu funkciju cilja je

J(N1, N2, Nu) =
N2∑
j=N1

δ(j) [ŷ (t+ j| t)− w(t+ j)]2 +

Nu∑
j=1

λ(j) [∆u(t+ j − 1)]2 .

(2.66)
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U nekim varijantama MPC drugi sabirak koji se odnosi na promjene upra-
vljačkog signala se izostavlja, dok se kod nekih ne razmatraju promjene, već
direktno vrijednosti upravljačkog signala.

Parametri N1 i N2 predstavljaju minimalan i maksimalan horizont funkcije
cilja i prilično su intuitivni jer označavaju granice vremenskih instanci u kojima je
poželjno praćenje reference. Ako se postavi velika vrijednost N1, onda se smatra da
nije važno da li postoji greška u početnim trenucima. Ako postoji mrtvo vrijeme d,
nema potrebe da N1 bude manje od d, jer svakako ne postoji odziv za to vrijeme.
Ako je proces neminimalno fazni, onda će ovaj parametar omogućiti eliminaciju
prvih odmjeraka inverznog odziva.

Parametar Nu je upravljački horizont.

Koeficijenti δ(j) i λ(j) su sekvence koje se odnose na buduće ponašanje.
Uobičajeno su konstantne ili eksponencijalne sekvence. Neka je, npr. δ(j) dato sa

δ(j) = αN2−j (2.67)

i ako α ima vrijednost izmedu 0 i 1, onda se strožije kažnjavaju greške koje su dalje
od vremenskog trenutka t, što rezultuje u glatkijim promjenama upravljanja, dok
za α > 1 veći značaj dobijaju greške u trenucima bližim trenutku t, što rezultuje u
strožijem upravljanju.

U praksi svi procesi uključuju i odredena ograničenja, poput minimalnog ili
maksimalnog nivoa tečnosti u rezervoaru, ugla okrenutosti ventila itd. Ovo čini
uvodenje ograničenja i u funkciju cilja. Neki algoritmi MPC uključuju ograničenja
interno, dok ih neki uključuju naknadno. Uobičajena su ograničenja vrijedno-
sti upravljačkog signala, kao i njegove promjene, te vrijednosti izlaznog signala.
Uvodenje ograničenja čini minimizaciju funkcije cilja kompleksnijom, često toliko
da se rješenje ne može dobiti eksplicitno, kao kod problema minimizacije bez
ograničenja.

2.6.3 Izvodenje zakona upravljanja

Za odredivanje upravljačkih vrijednosti u (t+ k| t) neophodno je minimizovati
funkciju J iz (2.66). Da bi se ovo postiglo, računaju se procjene vrijednosti izlaza
ŷ (t+ k| t) kao funkcije prethodnih vrijednosti ulaza i izlaza, te budućih vrijednosti
upravljačkog signala dobijenih na osnovu modela. Ovaj zadatak je kvadratičan
ako je model linearan i ako nisu uključena ograničenja, i u tom slučaju postoji
analitičko rješenje. U suprotnom, koristi se neki iterativni optimizacioni metod.
Koji god metod da se koristi, problem nije jednostavan jer je u pitanju N2−N1 + 1
nezavisnih promjenljivih, što je uobičajeno veliki broj (10 do 30). Za smanjivanje
reda problema, često se uvode odredene pretpostavke i aproksimacije u zakon
upravljanja. Sve ove različitosti definǐsu pojedine MPC algoritme. U nastavku je
dat pregled nekih od najpoznatijih algoritama.
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2.6.3.1 Upravljanje na bazi dinamičke matrice

Upravljanje na bazi dinamičke matrice (eng. Dynamic Matrix Control - DMC )
koristi model zasnovan na odskočnom odzivu sistema ograničen na N odmjeraka,
čime se pretpostavlja da je proces stabilan i da nema integratora. Po pitanju
smetnji, njihova vrijednost se uzima da je jednaka kao u trenutku t duž cijelog
horizonta, odnosno jednaka razlici stvarnog izlaza ym i procjene izlaza ŷ (t| t).

n̂ (t+ k| t) = n̂ (t| t) = ym(t)− ŷ (t| t) , (2.68)

pa je procjena izlaza

ŷ (t+ k| t) =
k∑
i=1

hi∆u(t+ k − i) +
N∑

i=k+1

hi∆u(t+ k − i) + n̂ (t+ k| t) , (2.69)

gdje prvi sabirak sadrži buduće upravljačke akcije koje treba izračunati, drugi
sadrži poznate prethodne vrijednosti upravljačkog signala, a posljednji predstavlja
smetnje.

Jedna od karakteristika ovog metoda je uključivanje ograničenja, što ga čini vrlo
popularnim u industriji. Uvode se tako što se u minimizaciju uključuju nejednakosti
tipa

N∑
i=1

Cj
yiŷ (t+ k| t) + Cj

uiu(t+ k − i) + cj ≤ 0, (2.70)

gdje je j = 1, 2, . . . , Nc, a Nc broj ograničenja.

Optimizacija (koja je numerička u slučaju korǐstenja ograničenja) se izvodi u
svakom odmjerku.

Nepogodnosti ovog metoda su ranije pomenuta veličina modela, te nemogu-
ćnost rada sa nestabilnim procesima.

2.6.3.2 Algoritamsko upravljanje na bazi modela

Algoritamsko upravljanje na bazi modela (eng. Model Algorithmic Control -
MAC ) je slično prethodnom metodu. Koristi se model na bazi impulsnog odziva, ne
odskočnog, a ne koristi se ni horizont za upravljanje. Uvodi se referentna putanja
koja se mijenja od stvarnog izlaza do definisane tačke kao sistem prvog reda sa
odredenom vremenskom konstantom. Smetnje se mogu posmatrati kao kod DMC
[77].

2.6.3.3 Prediktivno funkcionalno upravljanje

Prediktivno funkcionalno upravljanje (eng. Predictive Functional Control -
PFC ) se koristi kod brzih procesa. Koristi model u prostoru stanja i dozvoljava rad
i sa nelinarnim, te sa nestabilnim linearnim sistemima. PFC ima dvije specifičnosti:
podudarajuće tačke (eng. coincidence points) i funkcije baze (eng. basis functions).
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Koncept podudarajućih tačaka se koristi za pojednostavljivanje proračuna tako
što se razmatra samo podskup tačaka iz predikcionog horizonta. Željeni i predvideni
odziv treba da se podudaraju samo u tim tačkama, ne na cijelom horizontu.

Upravljački signal se predstavlja kao linearna kombinacija odredenih unapred
odabranih funkcija baza

u(t+ k) =
n∑
i=1

µi(t)Bi(k), (2.71)

pri čemu se najčešće koriste polinomske funkcije baze B0 = 1, B1 = k, B2 = k2,
itd.

Funkcija cilja koja se minimizuje je data sa

J =

nH∑
j=1

[ŷ(t+ j)− w(t+ j)]2 . (2.72)

2.6.3.4 Samoadaptivno upravljanje s produženom predikcijom

Samoadaptivno upravljanje s produženom predikcijom (eng. Extended Pre-
diction Self Adaptive Control - EPSAC ) se implementira drugačije od prethodno
opisanih metoda. Proces se modeluje jednačinom

A
(
z−1
)
y(t) = B

(
z−1
)
u(t− d) + v(t), (2.73)

gdje je d kašnjenje, a v(t) smetnja.

Karakteristika ovog metoda je to što je zakon upravljanja jednostavan, jer se
smatra da će upravljački signal ostati konstantan od trenutka t, odnosno da je
∆u(t+ k) = 0 za k > 0. Ukratko, upravljački horizont je skraćen na 1, a samim
tim proračun sveden na računanje jedne vrijednosti - u(t). Koristi se funkcija cilja

J =
N∑
k=d

γ(k)
[
P
(
z−1
)
ŷ (t+ k| t)− w(t+ k)

]2
, (2.74)

pa se upravljački signal može izračunati analitički (prednost u odnosu na prethodne
metode)

u(t) =

N∑
k=d

gkγ(k) [w(t+ k)− P (z−1) ŷ (t+ k| t)]

N∑
k=d

γ(k)g2k

. (2.75)

2.6.3.5 Adaptivno upravljanje s proširenim horizontom

Adaptivno upravljanje s proširenim horizontom (eng. Extended Horizon Adap-
tive Control - EHAC ) koristi modelovenje funkcijom prenosa bez razmatranja
smetnji

A
(
z−1
)
y(t) = B

(
z−1
)
u(t− d). (2.76)
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Minimizira se razlika izmedu izlaza modela i reference u trenutku t+N , odnosno
ŷ (t+N | t)− w(t+N), gdje je N ≥ d. Rješenje je jedinstveno samo za N = d, pa
se razmatraju različite strategije za nalaženje rješenja. Jedna je korǐstenje pristupa
iz EPSAC

∆u(t+ k − 1) = 0, 1 < k ≤ N − d, (2.77)

a druga je minimizacija upravljačkog opterećenja

J =
N−d∑
k=0

u2(t+ k). (2.78)

Postoji i inkrementalna varijanta EHAC kod koje se minimizuje

J =
N−d∑
k=0

∆u2(t+ k). (2.79)

Za ovakvu formulaciju se koristi prediktor sa N koraka

ŷ (t+N | t) = y(t) + F
(
z−1
)

∆y(t) + E
(
z−1
)
B
(
z−1
)

∆u(t+N − d), (2.80)

gdje su E (z−1) i F (z−1) polinomi koji zadovoljavaju jednačinu

1− z−1 = A
(
z−1
)
E
(
z−1
) (

1− z−1
)

+ z−NF
(
z−1
) (

1− z−1
)
, (2.81)

pri čemu je stepen polinoma E jednak N − 1.

Kao kod EPSAC, postoji analitičko rješenje problema

u(t) = u(t− 1) +
α0 (w(t+N)− ŷ (t+N | t))

N−d∑
k=0

α2
k

, (2.82)

gdje je αk koeficijent koji mijenja faktor koji stoji uz ∆u u (2.80).

Zakon upravljanja tako zavisi samo od parametara procesa i lako može biti
pretvoren u samopodešavajući dodavanjem on-line identifikacije. Jedini parametar
za podešavanje je horizont predikcije N što pojednostavljuje korǐstenje, ali i
ograničava slobodu u razvoju.

2.6.3.6 Uopšteno prediktivno upravljanje

Uopšteno (generalizovano) prediktivno upravljanje (eng. Generalized Predictive
Control - GPC ) koristi CARIMA model za predikciju

A
(
z−1
)
y(t) = B

(
z−1
)
z−du(t− 1) + C

(
z−1
) e(t)

∆
, (2.83)

gdje su nemjerljive smetnje opisane bijelim šumom obojenim sa C (z−1).

Izvodenje optimalne predikcije se svodi na rješavanje Diofantske jednačine, za
šta postoje efikasni rekurzivni algoritmi.

GPC koristi kvadratičnu funkciju cilja (2.66).
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3. Vještačke neuralne mreže

Prvi talas interesovanja za vještačke neuralne mreže [84, 85, 86, 87, 88, 89,
90, 91, 92, 93] (uobičajeno nazivane skraćeno neuralne mreže) se pojavio nakon
predstavljanja pojednostavljenih modela neurona u [94]. Ti neuroni su predstavljeni
kao modeli bioloških neurona i kao konceptualne komponente za električna kola koja
bi mogla izvršavati zadatke izračunavanja. Nedostaci modela peceptrona su pokazani
u [95], što je dovelo do privremenog napuštanja istraživanja i preusmjeravanja
finansiranja istraživanja na druga polja, uz rijetke izuzetke naučnika poput T.
Kohonena [96] ili K. Fukušime [97]. U ranim osamdesetim godinama XX vijeka,
nakon postizanja nekoliko važnih teoretskih rezultata (ponajvǐse pronalaskom
propagacije greške unazad) obnavlja se interes za istraživanje neuralnih mreža,
što se ogleda u povećanom broju naučnika koji su se okrenuli istraživanju tog
polja, prilivom značajnih finansijskih sredstava u ta istraživanja, te formiranju
brojnih naučnih konferencija i časopisa vezanih za neuralne mreže. Danas mnogi
univerziteti imaju grupe za neuralne mreže unutar svojih odjeljenja za psihologiju,
fiziku, biologiju ili računarske nauke.

Neuralne mreže se vrlo adekvatno mogu opisati kao modeli sa osobinama
poput sposobnosti prilagodavanja, odnosno učenja, generalizacije ili grupisanja,
odnosno organizacije podataka, i čiji se rad zasniva na paralelnom procesiranju.
Medutim, ove osobine posjeduju i drugi modeli. Intrigantno pitanje je do koje se
mjere neuralni pristup pokazuje bolji od tih modela za odredene aplikacije. Još
uvijek nije dat univerzalan odgovor na to pitanje. Motivacija za rad sa neuralnim
mrežama, od samog nastanka ideje, je u činjenici da mozak (najčešće se ovo
odnosi na ljudski, ali nije ograničeno na to) izvršava razne operacije na potpuno
drugačiji način od konvencionalnog digitalnog računara. Mozak je vrlo kompleksan,
nelinearan i paralelan računar (sistem za procesiranje informacija). Ima sposobnost
organizacije svojih strukturalnih činilaca - neurona, tako da izvodi procesiranja
(npr. prepoznavanje uzoraka, upravljanje kretanjem i sl.) mnogo brže od najbržih
dostupnih računara. Naravno, još uvijek se jako malo zna, čak i na najnižem nivou,
ćelijskom, o biološkim sistemima, tako da su modeli vještačkih neuralnih sistema
zapravo značajno pojednostavljenje njihovih bioloških uzora. Iako ne postižu ni
sposobnosti, ni performanse bioloških sistema, neuralne mreže su aktuelan predmet
istraživanja ponajvǐse zbog važne osobine preuzete iz bioloških sistema - sposobnost
korisnog procesiranja na osnovu naučenog. Za postizanje dobrih performansi, u
neuralnim mrežama se koristi veliki broj medusobno povezanih jednostavnih ćelija
za procesiranje koje su nazvane, u skladu sa biološkim sistemom koji modeluju,
neuroni (otud i ime samih mreža). U skladu s ovim, može se dati definicija neuralne
mreže kako slijedi.
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Definicija 3.1. Neuralna mreža je masivno paralelno distribuiran procesor sa-
činjen od jednostavnih procesnih jedinica koje imaju prirodnu sklonost čuvanju
iskustvenog znanja i činjenju istog dostupnim za korǐstenje. Slične su mozgu na
dva načina: znanje se stiče od okruženja učenjem i snage meduneuronskih veza,
poznatih kao sinaptičke težine, se koriste za čuvanje stečenog znanja.

Procedura koja se koristi u procesu učenja se naziva algoritam obučavanja.
Funkcija algoritma obučavanja je modifikacija sinaptičkih težina mreže na takav
način da postigne željeni cilj. Ova modifikacija je tradicionalan metod dizajniranja
neuralnih mreža. Medutim, moguće je da neuralna mreža sama modifikuje svoju
topologiju, što je motivisano činjenicom da neuroni u mozgu mogu da odumru, kao
i da se mogu razviti nove sinaptičke veze.

3.1 Ljudski mozak

Ljudski nervni sistem se može posmatrati kao sistem sa tri podsistema [93],
kao na Slici 3.1. Centralni u sistemu je mozak koji kontinualno prima informa-
cije, obraduje ih i donosi odgovarajuće odluke. Strelice koje idu slijeva nadesno
označavaju kretanje signala nosilaca informacija unaprijed kroz sistem (eng. feed-
forward). Strelice koje idu zdesna nalijevo ukazuju na postojanje povratnih veza
u sistemu (eng. feedback). Receptori pretvaraju stimuluse iz ljudskog tijela ili iz
okoline u električne impulse koji prenose informacije do mozga. Efektori pretvaraju
električne impulse koje generǐse mozak u odgovarajuće odzive.

Receptori EfektoriPodražaj Reakcija
Neuralna

mreža

Slika 3.1 Blok-dijagram ljudskog nervnog sistema

Borba za razumijevanjem rada mozga je olakšana pionirskim radom [98], koji
je uveo ideju neurona kao strukturnog činioca mozga. Zanimljivo je da su neuroni
5 do 6 redova veličine sporiji od silikonskih logičkih kola - dogadaji u silikonskim
čipovima se dese u nanosekundama (10−9 s), pa čak i brže, a neuralni dogadaji se
obave u milisekundama (10−3 s). Medutim, mozak nadoknaduje relativno malu
brzinu rada neurona time što ima zapanjujuće veliki broj neurona koji su masovno
medusobno povezani. Procijenjeno je da u ljudskom korteksu ima oko 10 milijardi
neurona sa oko 60 biliona sinaptičkih veza medu njima [99].

Sinapse su elementarne strukturne i funkcionalne jedinice koje obezbjeduju
interakciju izmedu neurona. Najčešća varijanta su hemijske sinapse koje funkci-
onǐsu na sljedeći način: Presinaptički proces oslobada emitujuću supstancu koja se
difuzijom prostire kroz sinaptičke čvorove izmedu neurona i tamo djeluje na postsi-
naptički proces. Tako sinapsa pretvara presinaptički električni signal u hemijski i
onda nazad u postsinaptički električni. U skladu s tim, sinapsa se posmatra kao
jednostavna veza koja može da uzrokuje pojačanje (eng. excitation) ili slabljenje
(eng. inhibition), ali ne oboje, na neuron prijemnik. Mozak se mijenja na dva načina:
stvaranjem novih, odnosno odumiranjem starih sinaptičkih veza ili modifikacijom
postojećih.
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Tipičan neuron se sastoji od tri komponente: tijela ćelije (some), aksona i
dendrita. Jedan neuron ima jedan akson i uobičajeno veći broj dendrita. Akson
je glatke površine, mnogo duži od dendrita i ima manji broj grana i to samo na
jednom od krajeva, dok je dendrit razgranat na skoro cijeloj svojoj dužini. Glavna
razlika je da akson služi za prenos impulsa od tijela ćelije, a dendriti prenose
impulse do tijela ćelije. Neuroni imaju različite oblike i veličine u zavisnosti od
položaja u mozgu. Najčešći oblik je piramidalna ćelija, kao na Slici 3.2. Piramidalna
ćelija može primiti preko 10000 sinaptičkih kontakata, i emitovati prema hiljadama
drugih ćelija.

Tijelo

ćelije

Akson

Dendriti

Slika 3.2 Neuron - piramidalna ćelija

Većina neurona daje izlaz u vidu niza kratkih naponskih impulsa. Ovi impulsi,
poznatiji kao akcioni potencijali ili udari, nastaju u ili blizu tijela ćelije i propa-
giraju duž neurona konstantnom brzinom. Akson karakterǐsu velika otpornost i
kapacitivnost, tako da se može posmatrati kao RC transmisioni vod, pa se jednačina
kabla (3.1) uobičajeno koristi za opisivanje propagacije signala kroz akson.

∂V

∂t
=
∂2V

∂x2
(3.1)

Rješavanjem ove jednačine se dobija

V (x) = V0e
−x. (3.2)

Na osnovu (3.2) se zaključuje da se napon koji se dovede na jedan kraj
aksona eksponencijalno smanjuje sa udaljenošću, tj. tokom propagacije kroz akson,
dostižući zanemarljivo male vrijednosti dok stigne na drugi kraj aksona. Zato se ovaj
model može smatrati adekvatnim samo za kratke aksone. Akcioni potencijali, kao
način komunikacije izmedu neurona, pružaju način zaobilaženja ovog transmisionog
problema.
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3.2 Vještački neuron

Vještački neuron je jedinica za procesiranje informacija koja je fundamentalna
za rad neuralne mreže. Na Slici 3.3 je prikazan model neurona, na kojem se mogu
identifikovati tri osnovna elementa:

1. Skup sinapsi, od kojih svaku karakterǐse težina ili snaga. Ovo znači da se
signal xj na ulazu sinapse j povezane sa neuronom k množi sa težinom wkj.
Za razliku od sinapsi mozga, sinaptičke težine vještačkih neurona mogu biti
u opsegu koji obuhvata i negativne vrijednosti;

2. Sabirač (sumator) za sabiranje ulaznih signala, pomnoženih odgovarajućim
težinama. S obzirom da se formira linearna kombinacija ulaznih signala,
ovakva operacija dati element čini linearnim kombinatorom;

3. Aktivaciona funkcija za ograničavanje amplitude izlaza neurona. Aktivaciona
funkcija se takode naziva i funkcija prigušenja (eng. squashing function), jer
prigušuje pomenutu amplitudu. Uobičajeno je da se radi o normalizovanom
opsegu izlaza, bilo [0, 1], bilo [−1, 1].

Model neurona često uključuje i vanjski pomjeraj (eng. bias), označen sa bk, koji
služi za povećanje ili smanjenje ukupnog ulaza aktivacione funkcije.

Sabirač

Aktivaciona
funkcija

Pomjeraj

Izlaz
.
.
.

.

.

.

Sinaptičke
težine

Ulazni
signali

Slika 3.3 Model vještačkog neurona

Matematički, model neurona se može opisati parom jednačina:

uk =
m∑
j=1

wkjxj, (3.3)

yk = ϕ(uk + bk), (3.4)

gdje su x1, x2, . . . , xm ulazni signali; wk1, wk2, . . . , wkm sinaptičke težine k-tog neu-
rona; uk izlaz linearnog kombinatora; bk pomjeraj; ϕ(·) aktivaciona funkcija; i yk
izlazni signal neurona. Korǐstenje pomjeraja ima efekat primjene afine transforma-
cije (eng. affine transformation) na signal uk koja daje signal vk.

vk = uk + bk (3.5)

Konkretno, u zavisnosti od znaka pomjeraja, odnos izmedu indukovanog
lokalnog polja (aktivacionog potencijala) vk i izlaza linearnog kombinatora uk je
prikazana na Slici 3.4.
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Slika 3.4 Uticaj pomjeraja na indukovano lokalno polje

Model sa Slike 3.3 se može transformisati tako da se pomjeraj posmatra kao
težina dodatne sinapse na čiji ulaz je doveden signal fiksne amplitude 1, kako je
prikazano na Slici 3.5.

Sabirač

Aktivaciona
funkcija

Izlaz
.
.
.

.

.

.

Sinaptičke
težine

Ulazni
signali

Slika 3.5 Alternativni model vještačkog neurona

3.2.1 Tipovi aktivacionih funkcija

Kako je ranije rečeno, aktivaciona funkcija, označena sa ϕ(v), definǐse izlaz
neurona u zavisnosti od indukovanog lokalnog polja v. Ovdje su identifikovana tri
osnovna tipa aktivacionih funkcija:

1. Funkcija praga. Ova funkcija prikazana na Slici 3.6a, matematički je opisana
sa

ϕ(v) =

{
1, v ≥ 0
0, v < 0

(3.6)

Ova funkcija se često naziva i Hevisajdova. Neuron sa ovakvom aktivacionom
funkcijom se često naziva i MekKaloh-Pits model, po naučnicima koji su
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predstavili takav model u svom pionirskom radu. Taj model je poznat po
svojoj sve-ili-nǐsta osobini, u skladu sa aktivacionom funkcijom.

2. Dio-po-dio linearna funkcija. Ova funkcija prikazana na Slici 3.6b, mate-
matički je opisana sa

ϕ(v) =


1, v ≥ 1

2

v, −1
2
< v < 1

2

0, v ≤ −1
2

(3.7)

Ovdje se za pojačanje u linearnoj oblasti uzima 1. Ovaj oblik funkcije se
može posmatrati kao aproksimacija nelinearnog pojačavača. Funkcija zadržava
vrijednost linearnog kombinatora dok god isti nije u zasićenju, inače se svodi
na funkciju praga.

3. Sigmoidalna funkcija. Ovo je najčešće korǐstena aktivaciona funkcija u kon-
struisanju neuralnih mreža. Definisana je kao striktno rastuća funkcija koja
ispoljava odredenu ravnotežu izmedu linearnog i nelinearnog ponašanja. Pri-
mjer sigmoidalne funkcije je logistička funkcija, definisana sa

ϕ(v) =
1

1 + e−av
, (3.8)

gdje je a parametar strmine (eng. slope). Promjena tog parametra je ilu-
strovana na Slici 3.6c. Kako se parametar nagiba približava beskonačnosti,
logistička funkcija postaje funkcija praga. Za razliku od funkcije praga sa
dvije diskretne vrijednosti 0 i 1, logistička funkcija preslikava na cijeli interval
[0, 1], a takode je i diferencijabilna.

-2 -1 0 1 2

1

(a) Funkcija praga

-2 -1 0 1 2

1

0.5-0.5 1.5-1.5

0.5

(b) Dio-po-dio linearna funkcija

1

0.5

-8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8

Povećanje

(c) Sigmoidalna funkcija za različite vrijednosti parametra nagiba

Slika 3.6 Osnovni tipovi aktivacionih funkcija
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Aktivacione funkcije iz (3.6), (3.7) i (3.8) preslikavaju na interval [0, 1]. Ponekad
je poželjno da aktivaciona funkcija preslikava na interval [−1, 1]. Tad se formiraju
neparne funkcije, simetrične u odnosu na ishodǐste.

U tom slučaju funkcija praga je data sa

ϕ(v) =


1, v > 0
0, v = 0
−1, v < 0

(3.9)

Ovakva funkcija se često naziva i funkcija znaka (signum).

Odgovarajući oblik sigmoidalne funkcije je hiperbolička tangens funkcija,
definisana sa

ϕ(v) = tanh(v) =
ev − e−v

ev + e−v
. (3.10)

3.3 Topologije neuralnih mreža

U zavisnosti od načina povezivanja neurona unutar mreže, te toka podataka
kroz mrežu, razlikuju se dva tipa topologije neuralnih mreža: neuralne mreže bez
povratnih veza (eng. feedforward) i rekurentne neuralne mreže. Uobičajeno je
da su neuroni organizovani u slojeve. Neuroni čiji su ulazi povezani direktno sa
ulazima mreže pripadaju ulaznom sloju mreže. Oni čiji su izlazi povezani direktno
sa izlazima mreže pripadaju izlaznom sloju mreže. Treba naglasiti da je moguće da
postoji samo jedan sloj koji je onda istovremeno i ulazni i izlazni. Ukoliko postoje
neuroni koji nisu ni iz ulaznog, ni iz izlaznog sloja, onda oni pripadaju jednom
od proizvoljnog broja skrivenih (unutrašnjih) slojeva mreže. Često se unutrašnji
slojevi numerǐsu posmatrano od ulaznog prema izlaznom sloju. Konkretno, prvi
unutrašnji sloj čine neuroni čiji ulazi su povezani sa izlazima neurona ulaznog sloja,
itd.

3.3.1 Neuralne mreže bez povratnih veza

Kod neuralnih mreža bez povratnih veza tok podataka od ulaznog do izlaznog
sloja je isključivo unaprijed, tj. nema veza izmedu izlaza neurona jednog sloja i
ulaza neurona istog, niti nekog od prethodnih slojeva. Na Slici 3.7 je prikazana
jedna takva mreža.

Često se ovakve mreže označavaju na osnovu broja neurona u svakom od
slojeva. Ako mreža ima 4 sloja (ulazni, dva skrivena i izlazni) koji imaju redom m,
h1, h2 i q neurona, tada se ta mreža označava sa m− h1 − h2 − q. U skladu s tim,
mreža sa Slike 3.7 je 10− 4− 2 mreža.

Ukoliko su svi izlazi neurona jednog sloja (izuzev izlaznog) povezani sa svim
ulazima neurona sljedećeg sloja, tada se takva mreža naziva potpuno povezanom
(eng. fully connected). Takva je mreža sa Slike 3.7. Ukoliko neka od veza nedostaje,
mreža je djelimično povezana (eng. partially connected).
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Slika 3.7 Neuralna mreža sa jednim skrivenim slojem bez povratnih veza

3.3.2 Rekurentne neuralne mreže

Za razliku od prethodno opisanih mreža, rekurentne mreže imaju bar jednu
povratnu vezu (eng. feedback), tj. vezu izlaza neurona jednog sloja sa ulazima
neurona istog ili nekog od prethodnih slojeva. Ukoliko je vezan izlaz neurona sa
ulazom upravo tog neurona, radi se o samopovratnoj petlji (eng. self-feedback loop).
Povratne veze uglavnom uključuju i posebne elemente koji se nazivaju elementi
za jedinično kašnjenje (eng. unit-delay elements), koji se označavaju sa z−1. Ti
elementi rezultuju u nelinearnom dinamičkom ponašanju mreže.

Na Slici 3.8 je prikazana jedna vǐseslojna rekurentna mreža sa povratnim
vezama koje potiču i iz skrivenog i iz izlaznog sloja, bez samopovratnih petlji.

3.4 Obučavanje neuralnih mreža

Neuralne mreže treba da budu podešene tako da primjena odredenog skupa
ulaznih vrijednosti rezultuje željenim skupom izlaznih vrijednosti. Postoje različiti
načini da se podese težine sinaptičkih veza, ali najčešći je obučavanje (trening), za
vrijeme kojeg se mreži zadaju odredeni uzorci, te se težine mijenjaju u skladu sa
nekim pravilom učenja.

Obučavanje se može podijeliti na dvije vrste (paradigme):

1. Nadgledano ili asocijativno učenje kod kojeg se mreža obučava tako što joj
se zadaju uzorci ulaza i odgovarajućih izlaza. Ovi uzorci se mreži zadaju
od strane vanjskog učitelja, ili od strane samog sistema koji sadrži mrežu
(samonadgledano učenje).

2. Nenadgledano učenje ili Samoorganizacija u kojem mreža sama prepoznaje
uzorke u ulaznim signalima.
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Slika 3.8 Rekurentna neuralna mreža

Obje paradigme rezultuju u podešavanju težina veza na osnovu nekog pravila.
Skoro sva pravila se mogu smatrati varijacijom Hebovog pravila obučavanja [100].
Osnovna ideja je da, ako su jedinice j i k aktivne istovremeno, njihova medusobna
veza treba da bude pojačana. Ako j prima signal od k, najjednostavnija verzija
Hebovog pravila preporučuje da se modifikuje težina wjk za

∆wjk = γyjyk, (3.11)

gdje je γ pozitivna konstanta koja predstavlja brzinu obučavanja (eng. learning
rate).

Drugo često pravilo ne koristi samu aktivaciju k-te jedinice, već razliku izmedu
stvarne i željene aktivacije, za korekciju težine

∆wjk = γyj(dk − yk), (3.12)

gdje je dk željena aktivacija koju zadaje učitelj. Ovo se često naziva delta pravilo.

3.5 Perceptron i Adaline

U ovom potpoglavlju opisane su neuralne mreže sa jednim slojem, kao i neki
klasični pristupi neuralnom računanju i problemima obučavanja, i to u vidu pregleda
dva istorijski značajna modela: Perceptron [101, 102] i Adaline [103].

3.5.1 Jednoslojne mreže sa funkcijama praga

Jednoslojna mreža bez povratnih veza se sastoji od jednog ili vǐse izlaznih
neurona o, od kojih je svaki povezan sa svakim od ulaza i vezom težine wio. U
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najjednostavnijem slučaju, mreža ima samo dva ulaza i jedan izlaz (u tom slučaju
može da se izostavi indeks o). Ulaz neurona je težinska suma ulaza plus pomjeraj.
Izlaz mreže se formira na osnovu aktivacione funkcije izlaznog neurona prema

y = F

(
2∑
i=1

wixi + θ

)
. (3.13)

Aktivaciona funkcija F može biti linearna ili nelinearna. Neka je, u ovom
slučaju, aktivaciona funkcija jedna varijanta funkcije praga

F =

{
1, v ≥ 0
−1, v < 0

(3.14)

Iz (3.14) je jasno da je izlaz mreže 1 ili -1. Ovakva mreža se može koristiti za
zadatak klasifikacije: može da odluči kojoj od dvije klase ulazni uzorak pripada.
Ako je ukupan ulaz pozitivan, uzorku će biti dodijeljena klasa 1, a ako je ukupan
ulaz negativan, uzorku će biti dodijeljena klasa -1. Ono što razdvaja dvije klase u
ovom slučaju je prava linija, definisana jednačinom

w1x1 + w2x2 + θ = 0. (3.15)

+
+

+

+

+

+

+

Slika 3.9 Linearno razdvajanje dvije klase

Dakle, jednoslojna mreža je linearno diskriminantna, a ovakve dvije klase se
nazivaju linearno separabilne. Geometrijska reprezentacija linearne jednoslojne
neuralne mreže sa funkcijama praga je data na Slici 3.9. Jednačina (3.15) se može
zapisati (kad je w2 6= 0, što je očekivano, jer bi inače funkcija zavisila samo od
jednog ulaza, što je trivijalno) i u obliku

x2 = −w1

w2

x1 −
θ

w2

, (3.16)

odakle se vidi da težine veza odreduju nagib prave, a uz pomjeraj odreduju i
udaljenost prave od ishodǐsta.
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U nastavku su opisana dva načina obučavanja (odredivanja težina i pomjeraja)
ovakvih mreža: pravilo obučavanja perceptrona i delta pravilo. Oba metoda su
iterativne procedure koje podešavaju težine na osnovu uzorka za obučavanje. Kako
je opisano u Potpoglavlju 3.4, kod oba ova metoda nove vrijednosti težina se
računaju dodavanjem korekcije na staru vrijednost. Isto važi i za pomjeraj.

wi(t+ 1) = wi(t) + ∆wi(t) (3.17)

θi(t+ 1) = θi(t) + ∆θi(t) (3.18)

3.5.2 Pravilo obučavanja perceptrona i teorema konver-
gencije

Neka je dat skup obučavajućih uzoraka koji se sastoje od ulaznog vektora x
i željenih izlaza d(x). Za zadatak klasifikacije d(x) je uobičajeno 1 ili -1. Pravilo
obučavanja perceptrona je jednostavno i može se napisati kako slijedi:

1. Težinama veza se daju proizvoljne početne vrijednosti;

2. Bira se ulazni vektor x iz skupa obučavajućih uzoraka koji se dovodi na ulaz
mreže, te se računa izlaz mreže y;

3. Ako je y 6= d(x) (perceptron daje pogrešan odgovor), modifikuju se sve težine
wi u skladu sa ∆wi = d(x)xi;

4. Povratak na 2. dok se ne produ svi uzorci.

Treba primijetiti da je procedura slična Hebovom pravilu; jedina razlika je
to što nema korekcija težina ako je izlaz mreže korektan. Takode, potrebno je
modifikovati i pomjeraj θ. Ako se pomjeraj posmatra kao težina veze w0 lažnog
ulaza koji ima konstantu vrijednost 1, kako je opisano u Potpoglavlju 3.2, onda se
u skladu sa prethodno opisanom procedurom pomjeraj modifikuje u skladu sa

∆θ =

{
0, perceptron daje tačan odgovor
d(x), inače

(3.19)

Za pravilo obučavanja perceptrona postoji i sljedeća teorema konvergencije:
Teorema 3.1. Ako postoji vektor težina veza w∗ koji omogućava transformaciju
y = d(x), pravilo obučavanja perceptrona će konvergirati nekom rješenju (koje
može, a ne mora biti w∗) u konačnom broju koraka za bilo koju početnu vrijednost
težina.

Dokaz. S obzirom na činjenicu da je aktivaciona funkcija neurona zapravo funkcija
znaka, skaliranjem svih težina nekim pozitivnim brojem neće se promijeniti znak
težinske sume svih ulaza, pa samim tim ni rezultat klasifikacije. Zato se može

uzeti da je ‖w∗‖ = 1, gdje je ‖ · ‖ Euklidska norma vektora ,tj. ‖a‖ =

√
n∑
i=1

ai2,

gdje je a =
[
a1 a2 · · · an

]
. Dalje, kako je w∗ takav vektor težina veza da

mreža sa takvim težinama vrši dobru klasifikaciju, tada je |w∗ · x| > δ, δ > 0, za
svako x, gdje je · skalarni proizvod vektora. Neka je w početna vrijednost vektora
težina veza i neka sa takvim težinama mreža ne vrši korektnu klasifikaciju za ulazni
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vektor x. Tada je prva modifikacija, u skladu sa pravilom obučavanja perceptrona,
w′ = w + ∆w = w + d(x)x. Odatle slijedi

w′ ·w∗ = w ·w∗ + d(x)w∗ · x

Kako je klasifikacija pogrešna, sigurno je d(x) = − sgn(w · x) = sgn(w∗ · x). Tada
je

w′ ·w∗ = w ·w∗ + sgn(w∗ · x)w∗ · x = w ·w∗ + |w∗ · x| > w ·w∗ + δ

Takode važi i sljedeće

‖w′‖2 = ‖w + d(x)x‖2 = ‖w‖2 + 2d(x)w ·x+ ‖x‖2 < ‖w‖2 + ‖x‖2 = ‖w‖2 +M

Ukoliko se radi o t modifikacija, važi

w(t) ·w∗ > w ·w∗ + tδ

‖w′‖2 < ‖w‖2 + tM

Neka je α ugao izmedu w i w∗. Tada je, na osnovu skalarnog proizvoda

cos(α(t)) =
w(t) ·w∗

‖w(t)‖2
>

w ·w∗ + tδ√
‖w‖2 + tM

Ako bi bilo moguće da t→∞, onda bi bilo i cos(α(t))→∞, što je nemoguće, pa
slijedi da je broj modifikacija t ograničen, tj. konačan. Ukoliko je početna vrijednost
težina w = 0, onda je

tmax =
M

δ2

�

3.5.3 Adaptivni linearni element - Adaline

Važna generalizacija algoritma perceptrona je procedura zasnovana na metodi
najmanjih kvadrata, poznata i kao delta pravilo. Glavna funkcionalna razlika u
odnosu na pravilo obučavanja perceptrona je način korǐstenja izlaza mreže pri
obučavanju. Takvo obučavanje je primijenjeno na adaptivni linearni element, poznat
i po akronimu Adaline1. U jednostavnoj fizičkoj implementaciji, prikazanoj na Slici
3.10, uredaj se sastoji od skupa podesivih otpornika povezanih na kolo koje može
da sabere struje nastale pod uticajem ulaznih napona. Obično je centralni blok,
sabirač, praćen kvantizerom koji kao izlaz daje 1 ili -1 u zavisnosti od polariteta
sume.

Treba naglasiti da je u primjeru prikazana izvedba sa jednim izlazom, ali se
korǐstenjem vǐse takvih jedinica može dobiti sistem sa vǐse paralelnih izlaza.

1ADALINE je prvobitno uzeto od ADAptivni LInearni NEuron, ali je zbog gubitka popularnosti
neurona promijenjeno na ADAptivni LINearni Element. Naravno, obje varijante su izvedene od
zapisa na engleskom jeziku, ali kako su odgovarajuća slova ista, izabran je navedeni zapis.
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Slika 3.10 Adaline

Neka su ulazne provodnosti označene sa wi, i = 0, 1, 2, . . . , n, a ulazni i izlazni
signali sa xi i y respektivno. Tada je izlaz centralnog bloka definisan sa

y =
n∑
i=0

wixi =
n∑
i=1

wixi + θ, (3.20)

gdje je θ ≡ w0. Svrha ovakvog uredaja je da se dobije željeni izlaz y = dp kada
je skup vrijednosti xpi , i = 0, 1, 2, . . . , n primijenjen na ulaze. Problem je odrediti
koeficijente wi, i = 0, 1, 2, . . . , n na takav način da je odziv dobar za veliki broj
proizvoljno izabranih skupova signala. Ako tačno mapiranje nije moguće, prosječna
greška treba da bude minimizovana, na primjer u smislu najmanjih kvadrata.
Operacija adaptacije znači da postoji mehanizam na osnovu kojeg se podešavaju
wi, obično iterativni, da se postignu dobre vrijednosti. Za Adaline, uvedeno je delta
pravilo koje je opisano u nastavku.

3.5.4 Mreže sa linearnim aktivacionim funkcijama i delta
pravilo

Za jednoslojnu mrežu sa jednim izlaznim neuronom sa linearnom funkcijom,
izlaz je jednostavno definisan sa

y =
∑
j

wjxj + θ, (3.21)

Takva jednostavna mreža može da predstavi linearnu zavisnost vrijednosti
izlazne jedinice od vrijednosti ulaznih jedinica. Dodavanjem funkcije praga na
izlaznu vrijednost (kao kod Adaline-a) moguće je konstruisati klasifikator, ali
ovdje je dat fokus linearnoj zavisnosti i korǐstenju mreže za zadatak aproksimacije
funkcije. U visokodimenzionalnom prostoru ulaza mreža predstavlja hiper-površ.
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Neka je potrebno obučiti mrežu za aproksimaciju hiper-površi na osnovu
obučavajućih uzoraka koji se sastoje od ulaznih vrijednosti xp i željenih izlaznih
vrijednosti dp. Za svaki zadati uzorak, izlaz mreže yp se razlikuje od željene
vrijednosti za (dp − yp). Delta pravilo koristi funkciju koštanja ili funkciju greške,
zasnovane na toj razlici, za podešavanje težina veza.

Funkcija greške, kako se vidi iz imena najmanji kvadrati, je suma kvadrata
grešaka, tj. ukupna greška E je definisana sa

E =
∑
p

Ep =
1

2

∑
p

(dp − yp)2 , (3.22)

gdje indeks p uzima vrijednosti tako da pokrije sve ulazne uzorke. Metoda najmanjih
kvadrata je procedura koja nalazi vrijednosti težina veza tako da funkcija greške
bude minimalizovana pomoću gradijentnog spuštanja. Ideja je da se težine mijenjaju
proporcionalno negativnoj vrijednosti izvoda greške izračunate za svaki od uzoraka,
po svakoj od težina

∆pwj = −γ ∂E
p

∂wj
, (3.23)

gdje je γ konstanta proporcionalnosti. Za izvod važi

∂Ep

∂wj
=
∂Ep

∂yp
∂yp

∂wj
. (3.24)

Iz (3.21) važi
∂yp

∂wj
= xj, (3.25)

a iz (3.22)
∂Ep

∂yp
= − (dp − yp) , (3.26)

pa je, konačno,
∆pwj = γδpxj, (3.27)

gdje je δp = (dp − yp).

Delta pravilo modifikuje težine za željene i stvarne izlaze bilo kog polariteta,
kao i za obje vrste signala - kontinualne i binarne. Ova osobina otvara vrata
mnoštvu novih primjena.

3.6 Propagacija greške unazad

Kako je opisano u prethodnom potpoglavlju, jednoslojne mreže su veoma
ograničene po pitanju zadataka koje mogu obaviti (npr. klasifikacija je moguća
samo za linearno separabilne klase). U ovom potpoglavlju dat je pregled vǐseslojnih
neuralnih mreža bez povratnih veza.

Pri pokazivanju ograničenja modela perceptrona u [95], autori su pokazali da
dvoslojna mreža može da prevazide mnoga od tih ograničenja, ali nisu predstavili
rješenje problema podešavanja težina veza od ulaznog do skrivenog sloja. Odgovor
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na to pitanje je predstavljen u [104], ali slična rješenja su objavljena i ranije
[105, 106, 107].

Glavna ideja ovog rješenja je da su greške za neurone u skrivenom sloju
odredene propagacijom grešaka neurona izlaznog sloja unazad. Zbog toga se metoda
i zove pravilo obučavanja propagacijom greške unazad. Propagacija greške unazad
se može smatrati uopštenjem delta pravila za vǐseslojne mreže sa nelinearnim
aktivacionim funkcijama2.

3.6.1 Vǐseslojne mreže bez povratnih veza

Struktura vǐseslojnih mreža bez povratnih veza je opisana u Potpoglavlju 3.3.
Uobičajeno je da ulazni neuroni imaju aktivacionu funkciju koja samo preslikava
(propušta) ulaz na izlaz.

Iako se propagacija greške unazad može primijeniti na mreže sa proizvoljnim
brojem slojeva, pokazano je [108, 109, 110] da je samo jedan skriveni sloj neurona
dovoljan za aproksimaciju proizvoljne funkcije sa konačnim brojem prekida, do
proizvoljne preciznosti, pod uslovom da su aktivacione funkcije neurona skrivenog
sloja nelinearne. U većini aplikacija koriste se mreže bez povratnih veza sa jednim
skrivenim slojem, sa sigmoidalnim aktivacionim funkcijama.

3.6.2 Uopšteno delta pravilo

Aktivaciona funkcija je diferencijabilna funkcija ukupnog ulaza neurona k-tog
sloja

ypk = F (spk) , (3.28)

gdje je

spk =
∑
j

wjky
p
j + θk. (3.29)

Generalizacija delta pravila iz (3.23) je data sa

∆pwjk = −γ ∂E
p

∂wjk
. (3.30)

Greška Ep je definisana kao ukupna srednjekvadratna greška za uzorak p u neuro-
nima izlaznog sloja, u skladu sa (3.22)

E =
∑
p

Ep =
1

2

∑
p

(dpo − ypo)
2 , (3.31)

gdje je dpo željeni izlaz neurona o za uzorak p. Analogno delta pravilu za jednoslojne
mreže, važi

∂Ep

∂wjk
=
∂Ep

∂spk

∂spk
∂wjk

, (3.32)

2Ako bi se koristile linearne funkcije kod vǐseslojnih mreža, ne bi bilo nikakvog unapredenja u
odnosu na jednoslojne, jer bi izlaz i dalje bio linearna kombinacija ulaza
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te
∂spk
∂wjk

= ypj . (3.33)

Ako se definǐse

δpk = −∂E
p

∂spk
, (3.34)

dobija se pravilo za korekciju ekvivalentno delta pravilu za jednoslojne mreže, koje
predstavlja gradijentno spuštanje po površi greške

∆pwjk = γδpky
p
j . (3.35)

U nastavku je pokazano da je moguće jednostavno rekurzivno računanje δ
faktora na osnovu propagacije greške unazad kroz mrežu.

Za računanje δpk primjenjuje se i ranije primijenjeno pravilo ulančavanja izvoda
u vidu proizvoda dva faktora, pri čemu su u ovom slučaju ta dva faktora izvodi
koji pokazuju promjenu greške u funkciji izlaza datog neurona, te promjenu tog
izlaza u funkciji ulaza tog neurona. To se može zapisati kao

δpk = −∂E
p

∂spk
= −∂E

p

∂ypk

∂ypk
∂spk

. (3.36)

Iz (3.28) se dobija
∂ypk
∂spk

= F ′ (spk) , (3.37)

što je jednostavno izvod aktivacione funkcije F k-tog neurona, izračunat kad je
ulaz tog neurona spk.

Za računanje prvog faktora iz (3.36) razmatraju se dva slučaja. Prvi je kad se
radi o neuronima izlaznog sloja. Tada je iz definicije greške

∂Ep

∂ypk
= − (dpk − y

p
k) , (3.38)

što je rezultat koji se dobija i kod standardnog delta pravila. Ako se ovo i (3.37)
uvrsti u (3.36), dobija se

δpk = (dpk − y
p
k)F

′ (spk) , (3.39)

za svaki od izlaznih neurona.

Drugi slučaj podrazumijeva neurone skrivenih slojeva za koje nije očigledan
doprinos grešci izlaza mreže. Medutim, mjera greške se može napisati kao funkcija
ukupnih ulaza od skrivenog do izlaznog sloja Ep = Ep

(
sp1, s

p
2, . . . , s

p
j , . . .

)
i može se

koristiti pravilo ulančavanja izvoda

∂Ep

∂ypk
=

No∑
o=1

∂Ep

∂spo

∂spo
∂ypk

=
No∑
o=1

∂Ep

∂spo

∂
∂ypk

Nk∑
j=1

wkoy
p
j

=
No∑
o=1

∂Ep

∂spo
wko = −

No∑
o=1

δpowko.

(3.40)
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Uvrštavanjem ovoga u (3.36) dobija se

δpk = F ′ (spk)
No∑
o=1

δpowko. (3.41)

Jednačine (3.39) i (3.41) odreduju rekurzivnu proceduru za računanje δ faktora
za sve neurone u mreži, koji se dalje koriste za računanje promjena težina na osnovu
(3.30). Ova procedura čini uopšteno delta pravilo za mreže bez povratnih veza sa
nelinearnim aktivacionim funkcijama.

Ovdje se može vidjeti i pogodnost izbora sigmoidalne funkcije za aktivacionu
funkciju. Iz (3.39) se vidi da korekcije težina zavise od izvoda aktivacione funckije
(jer delta faktor zavisi od istog). Kako je rečeno u Potpoglavlju 3.2, najčešće
korǐstena varijanta sigmoidalne funkcije je logistička funkcija

yp = F (sp) =
1

1 + e−sp
. (3.42)

U jednačini (3.8) je u eksponentu bio i parametar nagiba. U nastavku će biti
pokazano zašto u (3.42) ne figurǐse taj parametar.

Za izvod jednačine (3.42) važi

F ′ (sp) =
e−s

p

(1 + e−sp)2
=

1

1 + e−sp
e−s

p

1 + e−sp
= yp (1− yp) . (3.43)

Ova karakteristika značajno olakšava/ubrzava računanje izvoda sigmoidalne
funkcije, samim tim i cijeli proces obučavanja propagacijom greške unazad.

3.6.3 Brzina obučavanja i momentum član

Kod osnovnog algoritma gradijentnog spuštanja, koriste se infinitezimalni ko-
raci prema rješenju. Kako je ovo nepraktično za realne potrebe, uvodi se i konstanta
proporcionalnosti - brzina obučavanja γ. Izbor vrijednosti brzine obučavanja nema
jasnu matematičku formulu. Što je veća vrijednost, veća će biti i brzina konvergen-
cije, ali i vjerovatnoća pojavljivanja oscilacija oko stvarnog rješenja. Jedan način
da se izbjegnu oscilacije za velike vrijednosti γ je učiniti vrijednost promjene težine
veze zavisnom od prethodne vrijednosti promjene težine dodavanjem momentum
člana

∆wjk(t+ 1) = γδpky
p
j + α∆wjk(t), (3.44)

gdje t označava broj iteracije, a α je konstanta koja odreduje uticaj prethodne
vrijednosti promjene.

Uloga momentum člana je prikazana na Slici 3.11. Kada se ne koristi momentum
član, a mala je brzina obučavanja, potrebno je mnogo vremena za dostizanje
minimuma, dok se kod velike brzine obučavanja minimum ni ne dostiže zbog
pojave oscilacija. Dodavanjem momentum člana, oscilacije se eliminǐsu, a vrijeme
dostizanja minimuma skraćuje.
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(a)

(b)

(c)

Slika 3.11 Spuštanje u prostoru težina. (a) mala brzina obučavanja; (b) velika
brzina obučavanja (postoje oscilacije); i (c) velika brzina obučavanja i dodat

momentum član

3.6.4 Nedostaci propagacije greške unazad

Uprkos prvobitnom uspjehu obučavanja propagacijom greške unazad, pokazalo
se da postoje odredeni aspekti tog algoritma koji čine da se ne može garantovati
univerzalna primjenljivost. Najproblematičniji je dugotrajnost samog procesa. Ovo
može biti posljedica neoptimalnog izbora brzine obučavanja i momentum člana.
Razvijeni su mnogi napredni algoritmi bazirani na propagaciji greške unazad, koji
imaju neku optimalnu metodu adaptacije brzine obučavanja, što je pokazano u
nastavku. Većina direktnih neuspjeha u obučavanju pak dolazi iz jednog od dva
izvora: paraliza mreže i zaglavljivanje u lokalnom minimumu.

Kako se mreža obučava, težine veza mogu da dostignu jako velike vrijednosti,
pa samim tim ukupni ulaz skrivenih ili izlaznih neurona može dostići jako velike
vrijednosti (po apsolutnoj vrijednosti), što će za posljedicu imati to da mreža sa
sigmoidalnim aktivacionim funkcijama daje izlaz jako blizu 0 ili jako blizu 1. Kako
se pri obučavanju takve mreže koristi (3.43), δ faktor, a samim tim i korekcija
težine, imaju zanemarivo male vrijednosti. Tim se dalje promjene težine praktično
zaustavljaju i taj efekat se naziva paraliza mreže.

Hiperpovrš greške kompleksne mreže je puna tzv. brda i dolina. S obzirom da
se koristi tehnika gradijentnog spuštanja po toj hiperpovrši, obučavanje može da
zaglavi u nekom od lokalnih minimuma, iako postoji neka mnogo dublja dolina u
okolini. Probabilistički metodi mogu pomoći u izbjegavanju ovakvih zamki, ali oni
imaju tendenciju da budu spori. Druga mogućnost je povećanje broja skrivenih
neurona. Ovo povećava dimenzionalnost prostora greške, smanjuje vjerovatnoću
zaglavljivanja, ali ne postoji jasna formula za izbor tog broja, mada se čini da
postoji neka gornja granica broja skrivenih neurona, čijim prelaskom sistem ponovo
povećava mogućnost upadanja u lokalni minimum.

3.6.5 Napredni algoritmi

Mnogi istraživači su razvili pobolǰsanja i proširenja osnovnog algoritma propa-
gacije greške unazad. Ne postoje jasni dokazi da su te tehnike spremne da istisnu
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osnovni algoritam iz upotrebe, ali je pregled nekih od njih dat zbog njihovog
potencijala.

Možda je najočiglednije pobolǰsanje zamjena prilično primitivnog metoda
spuštanja po najvećoj strmini metodom minimizacije skupa putanja, poput mini-
mizacije uparenih gradijenata [111] (eng. conjugate gradient minimisation). Mini-
mizacija duž putanje u dovodi funkciju f do mjesta gdje joj je gradijent okomit
na tu putanju. Umjesto praćenja gradijenta u svakom koraku, skup od n putanja
se konstruǐse tako da sve budu medusobno povezane i tako da minimizacija duž
jedne od tih putanja uj ne pokvari minimizaciju duž neke od ranijih putanja ui.
Na ovaj način jedna minimizacija duž putanje ui je dovoljna, pa da n minimizacija
u sistemu sa n stepeni slobode dovede sistem do minimuma (pod uslovom da je
kvadratičan).

Neka je funkcija koja se minimizuje aproksimirana razvojem u Tejlorov red

f(x) = f(p) +
∑
i

∂f
∂xi

∣∣∣
p
xi +

1

2

∑
i,j

∂2f
∂xi∂xj

∣∣∣
p
xixj + · · ·

≈ 1

2
xTAx− bTx+ c,

(3.45)

gdje je A Hesijan funkcije f u p, tj. [A]ij = ∂2f
∂xi∂xj

∣∣∣
p
, i to je pozitivno odredena

simetrična matrica; b je negativan gradijent funkcije f u p, tj. b = − ∇f |p i
c = f(p). Promjena x dovodi do promjene gradijenta

δ (∇f) = A (δx) . (3.46)

Neka je f minimizovana duž putanje ui do tačke kad je gradijent −gi+1 funkcije
f okomit na ui, odnosno kad je

uT
igi+1 = 0, (3.47)

i da se traži nova putanja ui+1. Za garanciju da kretanje duž nove putanje neće
narušiti minimizaciju duž prethodne putanje potrebno je da novi gradijent funkcije
f ostane okomit na prethodnu putanju, odnosno

uT
igi+2 = 0. (3.48)

Oduzimanjem (3.48) od (3.47) se dobija

0 = uT
i

(
gi+1 − gi+2

)
= uT

i δ (∇f) = uT
iA (δui+1) . (3.49)

Ako za dva vektora ui i ui+1 važi (3.49), kaže se da su upareni.

Neka se polazi od početne tačke p0. Prva putanja minimizacije se uzima da je
u0 = −g0 = ∇f (p0), čime se dolazi do nove tačke p1. Dalje putanje se računaju
prema

ui+1 = gi+1 + γiui, (3.50)

pri čemu se γi bira tako da nova putanja bude uparena sa prethodnom, te da su
uzastopni gradijenti okomiti, npr.

γi =
gTi+1gi+1

gTigi
. (3.51)
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Dalje se računa nova tačka pi+2 = pi+1 + λi+1ui, gdje se λi+1 bira tako da se
minimizuje f

(
pi+2

)
. Ovo nije trivijalan problem [112], ali se pokazuje da postoji

metoda minimizacije sa super-linearnom konvergencijom3.

Za kvadratične sisteme sa n stepeni slobode je potrebno n iteracija, ali se ne
minimizuju uvijek kvadratični sistemi, a prisutna je i greška zaokruživanja, tako da
se n putanja mora preći nekoliko puta, ali i za to postoje pobolǰsanja [113]. Glavna
posljedica je da algoritam ima kompleksnost O(n), što je značajno bolje nego kod
linearne konvergencije metode najstrmijeg spuštanja.

Neka od pobolǰsanja algoritma propagacije greške unazad su bazirana na
nezavisno podesivim brzinama obučavanja za svaku od težina.

U [114] je pokazano da je, za mreže bez povratnih veza i skrivenih slojeva, za
inkrementalnu proceduru za traženje optimalnih vrijednosti matrice W težine veza
potrebna promjena težina u skladu sa

∆W (t+ 1) = γ(t+ 1) (d(t+ 1)−W (t)x(t+ 1))x(t+ 1), (3.52)

gdje γ nije konstantna, već promjenljiva (Ni + 1)× (Ni + 1) matrica koja zavisi
od ulaznog vektora.

U [115] su takode pokazane prednosti korǐstenja nezavisnih brzina obučavanja
za sve težine. Brzina obučavanja se mijenja nakon svakog uzorka prema

γjk(t+ 1) =

{
uγjk(t), ako su ∂E(t+1)

∂wjk
i ∂E(t)
∂wjk

istog znaka

dγjk(t), inače
(3.53)

gdje su u i d pozitivne konstante čije su vrijednosti malo iznad i ispod 1, respektivno.
Ovo je zasnovano na ideji da se umanji brzina obučavanja u slučaju pojave oscilacija.

3.7 Rekurentne neuralne mreže

Iako dodavanjem ciklusa (povratnih veza) neuralna mreža ne dobija bolju
mogućnost aproksimacije, moguće je da se smanji kompleksnost i veličina mreže
za rješavanje istog problema koji je rješavan mrežom bez povratnih veza. Važno
je pitanje šta je zapravo od interesa da rekurentna mreža nauči. Štavǐse, čak nije
ni jednoznačno odredeno kako propagirati vrijednosti sa ulaza prema izlazima -
do beskonačnosti ili do dostizanja stabilne tačke (atraktora). U nastavku će biti
opisane mreže koje su bazirane na atraktorima, tj. propagira se signal sa ulaza
do izlaza do dostizanja atraktora, a nakon toga se vrši adaptacija težina. Opisane
su i rekurentne mreže kod kojih se pravilo obučavanja primjenjuje nakon svake
propagacije (signal propagira preko svake veze jednom), pa se u takvim mrežama
povratne veze mogu posmatrati kao dodatni ulazi mreže koji nisu zadati, već ih
izračunava sama mreža.

3Za metod se kaže da konvergira linearno ako za grešku važi Ei+1 = cEi, uz c < 1. Ako važi
Ei+1 = c (Ei)

m
, uz m > 1, konvergencija je super-linearna.
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3.7.1 Uopšteno delta pravilo u rekurentnim mrežama

Algoritam propagacije greške unazad se lako može koristiti za obučavanje
rekurentnih mreža. Prije razmatranja uopštenog slučaja, dat je pregled mreža kod
kojih su izlazne vrijednosti povratnim vezama dovedene do dodatnog skupa ulaza
(Džordanova mreža) [116] i mreže gdje su vrijednosti izlaza neurona skrivenog sloja
povratnim vezama dovedene na dodatni skup ulaza (Elmanova mreža) [117].

Tipična upotreba takvih mreža je data u nastavku. Neka je potrebno konstrui-
sati mrežu koja treba da generǐse upravljački signal u zavisnosti od vanjskog ulaza
koji je dat u vidu vremenskog niza x(t),x(t − 1),x(t − 2), . . . Sa mrežama bez
povratnih veza postoje dva moguća pristupa za rješavanje tog problema:

1. konstruisati mrežu sa n ulaza koji predstavljaju posljednih n vrijednosti
pomenute serije, čime se postiže da je vremenski prozor ulaznog niza ulaz
mreže;

2. konstruisati mrežu čiji su ulazi prvi, drugi, i vǐsi izvodi signala iz vremenske
serije, čije računanje i nije jednostavan zadatak.

Mana je, očigledno, ta što je dimenzionalnost ulaza pomnožena sa n, što dovodi
do jako velike mreže, koja se sporo i teško obučava. Pomenute rekurentne mreže
pružaju rješenje ovog problema. Zbog postojanja povratnih veza nije neophodno
da vremenski prozor bude ulaz mreže, već mreža treba da nauči uticaj prethodnih
vremenskih koraka.

3.7.1.1 Džordanova mreža

Jedna od najstarijih rekurentnih mreža je Džordanova mreža. Tipičan primjer
topologije Džordanove mreže je dat na Slici 3.12.

Ulazi Izlazi

Jedinice

stanja

Slika 3.12 Džordanova mreža

Kod ove mreže vrijednosti aktivacionih funkcija neurona izlaznog sloja se
povratnim vezama dovode do ulaznog sloja preko skupa dodatnih ulaznih neurona
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koji se nazivaju jedinice stanja. Postoji onoliko jedinica stanja koliko ima neurona
u izlaznom sloju. Pomenute povratne veze imaju fiksnu težinu 1, a obučavanje
se odnosi samo na promjene direktnih veza, tako da se sva pravila obučavanja
vǐseslojnih mreža mogu primijeniti i za Džordanove mreže.

3.7.1.2 Elmanova mreža

Kod Elmanove mreže uvodi se skup kontekstnih jedinica koji predstavlja
skup dodatnih ulaznih neurona koji dobijaju ulaz povratnim vezama od neurona
skrivenog sloja. Topologija ovakve mreže prikazana je na Slici 3.13. Kao i kod
Džordanove mreže, težine povratnih veza su fiksirane na 1.

Izlazni sloj

Skriveni sloj

Ulazni sloj Kontekstni sloj

Slika 3.13 Elmanova mreža

Obučavanje se obavlja na sljedeći način:

1. izlaz kontekstnih jedinica se postavlja na 0, iteracija t = 1;

2. na ulaz se dovodi uzorak xt, propagacija unaprijed se obavlja jednom;

3. primjenjuje se pravilo propagacije greške unazad;

4. t← t+ 1; skok na 2.

Na ovaj način je vrijednost izlaza kontekstnih jedinica u iteraciji t jednaka
vrijednosti izlaza neurona skrivenog sloja u iteraciji t− 1.

3.7.2 Hopfildova mreža

Hopfildova mreža [118] se sastoji od skupa od N medusobno povezanih neurona,
kao na Slici 3.14, za koje se izračunava vrijednost aktivacione funkcije asinhrono
i nezavisno od drugih neurona. Svi neuroni su istovremeno i ulazni i izlazni.
Aktivacione vrijednosti su binarne. Originalno su izabrane vrijednosti 0 i 1, ali,
kako je opisano u nastavku, pokazalo se da postoje odredene prednosti korǐstenja
vrijednosti 1 i −1.

Stanje sistema je dato vektorom izlaza y = (yk). Ukupan ulaz sk(t+ 1) k-tog
neurona u iteraciji t+ 1 je težinska suma

sk(t+ 1) =
∑
j 6=k

yj(t)wjk + θk. (3.54)
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Slika 3.14 Hopfildova mreža

Jednostavna funkcija praga se koristi kao aktivaciona funkcija svakog neurona

yk(t+ 1) =


1, sk(t+ 1) > Uk
−1, sk(t+ 1) < Uk
yk(t+ 1), sk(t+ 1) = Uk

(3.55)

odnosno, yk(t+ 1) = sgn (yk(t+ 1)− Uk). Uobičajeno se uzima Uk = 0.

Za k-ti neuron Hopfildove mreže se kaže da je stabilan u iteraciji t ako je

yk(t) = sgn (sk(t− 1)) . (3.56)

Stanje mreže je stabilno ako su svi neuroni stabilni. Uzorak xp je stabilan ako
dovodenjem tog uzorka na ulaz mreže, mreža bude stabilna.

Ako se uvede dodatni uslov wjk = wkj, ponašanje sistema se može opisati
energetskom funkcijom

ε = −1

2

∑∑
j 6=k

yjykwjk −
∑
k

θkyk. (3.57)

Teorema 3.2. Hopfildova mreža za čije veze važi wjk = wkj i sa aktivacionim
funkcijama datim sa (3.55) ima stabilne granične tačke.

Dokaz. Iz (3.57) se vidi da je data funkcija ograničena odozdo jer su yk ograničeni
odozdo, a wjk i θk konstante. Takode, ε je monotono opadajuća kad se desi promjena
stanja, jer je

∆ε = −∆yk

(∑
j 6=k

yjwjk + θk

)
(3.58)

uvijek negativno. �

Prednost korǐstenja 1/− 1 modela umjesto 1/0 modela je u simetriji stanja
mreže, pa kad je uzorak x stabilan, onda je i njegov inverz stabilan. Takode, uzorak
i njegov inverz imaju istu energiju.
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3.7.2.1 Hopfildova mreža kao asocijativna memorija

Primarna primjena Hopfildove mreže je asocijativna memorija. U tom slučaju se
težine veza izmedu neurona moraju podesiti tako da stanja sistema koja odgovaraju
uzorcima koji se pamte u mreži budu stabilna. Ova stanja se mogu vidjeti kao
padovi u energetskom prostoru. Kad se na ulaz mreže dovede zašumljen ili nepotpun
testni uzorak, mreža će nadoknaditi nekorektne ili nedostajuće podatke iterirajući
prema stabilnom stanju koje je u nekom smislu blizu uzorka na ulazu.

Za pamćenje P uzoraka može se koristiti Hebovo pravilo

wjk =


P∑
p=1

xpjx
p
k, j 6= k

0, j = k

(3.59)

Medutim, čini se da mreža vrlo brzo ulazi u zasićenje i da oko 0.15N uzoraka
može biti zapamćeno prije nego što greške pamćenja postanu prevelike.

Postoje dva problema sa čuvanjem prevelikog broja uzoraka:

1. sačuvani uzorci postaju nestabilni;

2. pojavljuju se lažna stabilna stanja koja ne odgovaraju stabilnim uzorcima.

Prvi problem se može riješiti sljedećim algoritmom [119]:

Neka je data početna vrijednost matrice težina veza W = [wjk]. Za svaki
uzorak xp koji treba pohraniti i za svaki element xpk tog uzorka definǐse se korekcija
εk prema

εk =

{
0, ako je yk stabilno za uzorak xp na ulazu
1, inače

(3.60)

Težina wjk se modifikuje za ∆wjk = yjyk (εj + εk) ako je j 6= k. Proceduru treba
ponavljati dok svi uzorci ne postanu stabilni.

U praksi se pokazuje da ovaj algoritam obično konvergira.

Drugi problem se rješava primjenom Hebovog pravila u obrnutom smjeru za
lažno stabilno stanje, i to sa malom brzinom obučavanja [120].

3.8 Samoorganizujuće mreže

Ranije u ovom poglavlju opisane su razne mreže koje su obučavane da obave
mapiranje F : Rn → Rm pružanjem mreži primjera tog mapiranja - (xp,dp) gdje
je F (xp) = dp. Medutim, postoje i problemi gdje podaci koji sadrže parove ulaza i
željenih izlaza nisu dostupni, već su date samo informacije o skupu ulaznih uzoraka
xp. U takvim situacijama informacije od interesa se moraju naći unutar samih
uzoraka za obučavanje. Neki od primjera takvih problema su:

• grupisanje (klasterizacija): ulazni podaci se grupǐsu u klastere, a obučavanje
treba da nade karakteristične klastere za te ulazne podatke. Izlaz sistema treba
da bude oznaka (labela) klastera kojem pripada ulazni podatak (diskretan
izlaz);
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• kvantizacija vektora: kontinualan prostor treba da bude diskretizovan, a
obučavanje treba da nade optimalnu diskretizaciju ulaznog signala;

• izdvajanje svojstava: sistem treba da izdvoji odredena svojstva iz ulaznog
signala. Ovo je jedna varijanta problema redukcije dimenzionalnosti.

Kako je opisano, pri obučavanju ovih mreža ne postoji učitelj, tj. radi se o nenad-
gledanom obučavanju. Jedan od osnovnih oblika takvog obučavanja je kompetitivno
učenje [121]. Mreža sa sličnim pristupom, ali sa drugačijim neposrednim osobinama
je Kohonenova mreža [122]. Medu ostalim samoorganizujućim mrežama ističe se
ART [123].

3.8.1 Kompetitivno učenje

Kompetitivno učenje je procedura obučavanja koja dijeli skup ulaznih uzoraka
u grupe koje su karakteristične za ulazne podatke. Mreži koja se obučava na ovaj
način se daju samo ulazni podaci. Primjer jednostavne mreže za kompetitivno
učenje je dat na Slici 3.15. Svi izlazni neuroni o su povezani sa svim ulaznim
neuronima i vezama čije su težine wio. Kad se na ulaz dovede uzorak x samo jedan
od izlaza (pobjednik) biva aktiviran. Kod pravilno obučene mreže svi x iz jednog
klastera će imati istog pobjednika. Postoje dva metoda odredivanja pobjednika i
odgovarajuća pravila obučavanja.

Slika 3.15 Mreža za kompetitivno učenje

3.8.1.1 Izbor pobjednika: skalarni proizvod

Za početak, pretpostavka je da su i ulazni vektor x i vektori težina wo

normalizovani na jediničnu dužinu. Svaki izlaz o se računa kao skalarni proizvod
vektora težina i ulaza

yo =
∑
i

wioxi = wT
ox. (3.61)

Zatim se bira neuron sa maksimalnom aktivacijom. Neka je to k-ti neuron. Tada
se na izlaz tog neurona postavlja 1, a na ostale izlaze 0, odnosno yk = 1 i yo 6=k = 0.
Ovo je kompetitivni aspekt mreže i zato se za izlazni sloj kaže da je tipa pobjednik-
uzima-sve (eng. winner-takes-all). Ovo se najčešće implementira softverski, ali
postoje i varijante mreže koja sama bira pobjednika, npr. MAXNET [124].
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Nakon što je pobjednik k izabran, težine se koriguju u skladu sa

wk(t+ 1) =
wk(t) + γ (x(t)−wk(t))

‖wk(t) + γ (x(t)−wk(t))‖
, (3.62)

gdje imenilac u razlomku osigurava da svi težinski vektori budu normalizovani.
Takode, treba primijetiti da se samo težine veza pobjednika koriguju.

Korekcija težina opisana sa (3.62) zapravo predstavlja rotaciju vektora težina
wk prema ulaznom vektoru x. Svaki put kad se neki vektor dovede na ulaz mreže,
vektor težina najbliži tom vektoru se bira i dodatno rotira prema tom ulazu.
Posljedica je da se vektori težina rotiraju prema oblastima gdje se nalazi mnogo
ulaznih vektora - klasterima ulaza.

3.8.1.2 Izbor pobjednika: Euklidova udaljenost

U slučaju kad ulazni vektori i vektori težina nisu normalizovani, prethodno
opisana procedura nije primjenljiva. Za taj slučaj, pobjednički neuron k se bira
kad je njegov vektor težina wk najbliži ulaznom vektoru x razmatrajući Euklidovu
udaljenost izmedu njih.

k : ‖wk − x‖ ≤ ‖wo − x‖ ,∀o. (3.63)

Kad su vektori normalizovani, ovo se svodi na prethodni slučaj.

Umjesto rotacije vektora težina prema ulazu, kako je radeno u (3.62), u ovom
slučaju promjena vektora težina se vrši tako da dode do pomijeranja prema ulaznom
vektoru

wk(t+ 1) = wk(t) + γ (x(t)−wk(t)) . (3.64)

I ovdje se koriguju samo težine veza prema neuronu pobjedniku.

Treba naglasiti da je za obje opisane varijante izbora pobjednika važna inicija-
lizacija težina. Nije teško zamisliti da će se potpuno nasumičnom inicijalizacijom
težina, naročito u visoko-dimenzionalnom prostoru, pojaviti vektori koji nikad
neće biti izabrani kao pobjednici, pa samim tim se nikad neće ni koristiti, ni
pomijerati. Zato je uobičajeno da se vektori težina inicijalizuju upravo vektorima
ulaza odabranih nasumično iz obučavajućeg skupa.

3.8.2 Kohonenova mreža

Kohonenova mreža se može opisati kao proširenje mreža koje se obučavaju
kompetitivnim učenjem, iako bi to hronološki bilo netačno. Pored toga, Kohonenova
mreža ima drugačije primjene.

Kod Kohonenove mreže neuroni izlaznog sloja su poredani u nekom smislu,
često u dvodimenzionalnu mrežu ili niz, mada ovo zavisi od primjene. Poredak,
koji je najčešće odabran od strane korisnika, ali postoje i varijante kod kojih se to
radi automatski [125, 126], odreduje koji izlazni neuroni su susjedni.

Kako se obučavajući uzorci dovode na ulaze mreže, težine veza do izlaznih
neurona se podešavaju tako da se poredak koji postoji u ulaznom prostoru zadrži
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u izlaznom. Ovo znači da se obučavajući uzorci koji su blizu jedni drugima po
nekom kriterijumu udaljenosti koji se koristi za odredivanje pobjednika moraju
mapirati na izlazne neurone koji su takode blizu jedni drugima, odnosno susjedne
neurone. Odatle se vidi da ako su ulazi uniformno rasporedeni u RN i ako poredak
mora biti zadržan, dimenzija izlaznog prostora mora biti bar N . Za mapiranje,
koje predstavlja diskretizaciju ulaznog prostora, se kaže da održava topologiju.

Uobičajeno je da su obučavajući uzorci izabrani slučajno iz RN . U iteraciji t,
uzorak x(t) se generǐse i dovodi na ulaz mreže. Kao i u prethodnom potpoglavlju,
bira se neuron pobjednik k. Za razliku od ranije, podešavaju se težine neurona
pobjednika, ali i njegovih susjeda, prema pravilu

wo(t+ 1) = wo(t) + γg(o, k) (x(t)−wo(t)) ,∀o. (3.65)

Ovdje je g(o, k) opadajuća funkcija udaljenosti neurona o i k takva da je g(k, k) = 1.
Npr. može se koristiti Gausova funkcija g(o, k) = e−(o−k)

2
. Zbog ovakve kolektivne

obučavajuće šeme, ulazni signali koji su bliski će se mapirati na susjedne neurone. Na
taj način će se topologija koja postoji unutar ulaznih signala održati u mapiranju.

Ako se dimenzionalnost izlaza postavi na manje od N , neuroni mreže savijaju
ulazni prostor.

Sposobnost održavanja topologije kod ovakvih mreža ima mnoge paralele u
mozgu. Mozak je na mnogim mjestim organizovan tako da su senzorna okruženja
predstavljena u obliku dvodimenzionalnih mapa. Npr. u vizuelnom sistemu postoji
nekoliko topografskih mapiranja vidljivog prostora na površinu vizuelnog korteksa.
Postoje i organizovana mapiranja površine tijela na korteks i u motornim i somato-
senzornim područjima, te tonotopska mapiranja frekvencije u auditornom korteksu.
Korǐstenje topografskih reprezentacija, gdje su neki važni aspekti senzora povezani
sa fizičkom lokacijom ćelije na površini, su tako česti da to očigledno ima važnu
funkciju u obradi informacija.

3.8.3 Adaptivna rezonantna teorija

Slijedi opis mreže koja se obučava bez nadgledanja, ali je, za razliku od
prethodnih primjera, rekurentna.

U [127] je predstavljen model za objašnjavanje odredenih bioloških fenomena.
Taj model ima tri krucijalne osobine:

1. normalizacija cjelokupne aktivnosti mreže. Biološki sistemi su najčešće vrlo
prilagodljivi velikim promjenama u svom okruženju. Npr. ljudsko oko može
da se prilagodi velikim varijacijama u intenzitetu svjetlosti;

2. pojačanje kontrasta u ulaznim uzorcima. Biti svjestan suptilnih razlika u
ulaznim uzorcima može da znači mnogo u preživljavanju. Npr. razlikovanje
predatora koji se sakriva od onog koji se odmara je vrlo značajno;

3. kratkoročno pamćenje kontrastno-pojačanih uzoraka. Prije nego što se ulazni
uzorak prepozna, mora biti pohranjen u kratkoročnu memoriju (eng. short-
term memory - STM ). Dugoročno pamćenje (eng. long-term memory - LTM )
je zaduženo za mehanizam odziva (npr. klasifikaciju), dok se STM koristi za
postepene promjene u LTM.

62



Sistem se sastoji od 2 sloja, F1 i F2, koji su medusobno povezani preko LTM, kao
na Slici 3.16. Ulazni uzorak se prima preko F1, dok se klasifikacija odvija u F2.
Kako je rečeno ranije, uzorak se ne klasifikuje direktno. Prvo se dešava karakte-
rizacija ekstrakcijom obilježja, čime se aktivira polje za reprezentaciju obilježja.
Očekivanja, sadržana u LTM vezama, prevode ulazni uzorak u kategorizaciju u
polju za reprezentaciju kategorija. Klasifikacija se poredi sa očekivanjem mreže, pa
ako postoji poklapanje, očekivanja se pojačavaju, inače se klasifikacija odbacuje.

Polje za reprezentaciju obilježja

Polje za reprezentaciju kategorija

LTM LTM

STM aktivnost

STM aktivnost

Ulaz

Slika 3.16 ART arhitektura

3.8.3.1 ART1: Pojednostavljeni model

Pojednostavljeni model ART1 se sastoji od dva sloja binarnih neurona (sa
izlaznim vrijednostima 0 i 1) koji se nazivaju sloj poredenja (F1) i sloj prepozna-
vanja (F2), kao na Slici 3.17. Svaki neuron iz F1 je povezan sa svim neuronima iz
F2 preko direktne dugoročne memorije W f , i obratno, preko povratne dugoročne
memorije W b. Ostali moduli su pojačanja G1 i G2, te modul za resetovanje.

Ulaz

Reset

+

++

+ +

+

+

+

_

_

neurona

neurona

Slika 3.17 ART1 neuralna mreža

Svaki neuron u modulu za poredenje ima tri ulaza: komponenta ulaznog uzorka,
komponenta povratnog uzorka i pojačanje G1. Neuron daje izlaz 1 ako i samo ako
su bar dva od ova tri ulaza na visokom nivou (pravilo dvije trećine).
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Neuroni u sloju za prepoznavanje izračunavaju skalarni proizvod svojih težina
veza i uzorka poslatog preko tih veza. Pobjednički neuron onda inhibira ostale
neurone preko lateralne inhibicije.

Pojačanje G2 je logičko ’ili’ svih elemenata ulaznog uzorka x.

Pojačanje G1 je jednako pojačanju G2, osim kad povratni uzorak iz F2 sadrži
bar jedno 1, tada se postavlja na 0.

Konačno, signal za resetovanje se šalje aktivnim neuronima u F2 ako se ulazni
vektor x i izlaz F1 razlikuju za vǐse od nekog nivoa, nazvanog nivo budnosti (eng.
vigilance).

Sistem radi u sljedećim koracima:

1. inicijalizacija:
wbji(0) = 1

wfji(0) = 1
1+N

gdje je N broj neurona u F1, M je broj neurona u F2, 0 ≤ i < N , 0 ≤ j < M .
Takode, bira se prag budnosti ρ takav da je 0 ≤ ρ ≤ 1;

2. na ulaz se dovodi novi uzorak x;

3. izračunavaju se aktivacione vrijednosti y′ neurona u F2

y′i =
N∑
j=1

wfij(t)xi; (3.66)

4. bira se pobjednički neuron k (0 ≤ k < M);

5. provjerava se budnost. Ako je

wb
k(t) · x
x · x

> ρ, (3.67)

gdje je · skalarni proizvod, ide se na korak 7, inače se ide na korak 6. Treba
naglasiti da je wb

k(t) · x zapravo x∗ · x, što će biti veliko ako su x∗ i x bliski;

6. neuronu k se onemogućuje dalja aktivnost i ide se na korak 3;

7. vrši se korekcija težina (0 ≤ l < N)

wbkl(t+ 1) = wbkl(t)xl

wfkl(t+ 1) =
wfkl(t)xl

1
2
+
N∑
i=1

wfki(t)xi

8. omogućava se rad svih neurona u F2 i ide se na korak 2.

3.8.3.2 ART1: Originalni model

Originalna ART1 mreža ima ugraden algoritam za klasterizaciju na principu
praćenja vode (eng. follow-the-leader clustering algorithm) [128]. Ovaj algoritam
pokušava da uklopi svaki novi ulazni uzorak u neku od postojećih klasa. Ako ne
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postoji poklapanje, npr. udaljenost izmedu novog uzorka i svake od postojećih klasa
je veća od nekog praga, kreira se nova klasa koja sadrži dati uzorak. Novitet ovakvog
pristupa je to da se mreža prilagodava novim uzorcima bez narušavanja prethodne
memorije. U većini neuralnih mreža, poput onih obučenih algoritmom propagacije
greške unazad, svi uzorci se uče sekvencijalno, pa učenje novog uzorka može da
pokvari težine veza za sve prethodno naučene uzorke. Mijenjanjem strukture mreže
umjesto težina veza, ART1 prevazilazi ovaj problem.

Svaki neuron k, bilo u F1, bilo u F2, prima ulaz sk i generǐse izlaz yk.

Za uvodenje normalizacije u model, uzima se I =
∑
sk, na osnovu čega se

uvodi relativna vrijednost ulaza Θk = skI
−1.

Model je takav da promjena odziva yk:

• zavisi inhibitorno od svih ostalih ulaza i osjetljivosti samog neurona, odnosno
okolina svakog neurona ima negativan uticaj na taj neuron −yk

∑
l 6=k

sl;

• ima uticaj pojačanja na ulaz neurona Bsk;

• ima uticaj slabljenja za normalizaciju −yksk;

• ima raspad Ayk.

A i B su konstante. Diferencijalna jednačina za neurone oba sloja je

dyk
dt

= −Ayk + (B − yk) sk − yk
∑
l 6=k

sl, (3.68)

gdje je 0 ≤ yk(0) ≤ B, jer inhibitorni efekat ulaza nikad ne može biti veći od
pojačanja.

U ravnotežnom stanju, kad je dyk
dt

= 0, dobija se

yk(A+ I) = Bsk. (3.69)

Uvodenjem relativne vrijednosti ulaza u (3.69), dobija se

yk = Θk
BI

(A+ I)
. (3.70)

S obzirom na uslov poslije (3.68), važi

BI

(A+ I)
≤ B, (3.71)

pa ukupni izlaz nikad nije veći od B, odnosno izlaz je normalizovan.

Da bi F2 bolje reagovao na razlike u izlaznim vrijednostima neurona iz
F1 (ili obratno), primjenjuje se pojačanje kontrasta. Za te potrebe, (3.68) nije
zadovoljavajuća. Za pojačanje kontrasta odbacuju se svi jednaki dijelovi u F1 i F2.
Ovo je moguće uraditi dodavanjem još jednog inhibitorskog ulaza proporcionalnog
ulazima ostalih neurona sa faktorom C

dyk
dt

= −Ayk + (B − yk) sk − (yk + C)
∑
l 6=k

sl, (3.72)
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Ako se postavi B = (n − 1)C, gdje je n broj neurona, u ravnotežnom stanju se
dobija

yk =
nCI

(A+ I)

(
Θk −

1

n

)
. (3.73)

Sada, kad se zada takav ulaz da svi sk budu jednaki, dobija se da su svi yk jednaki
0, tj. efekat dodavanja C je pojačavanje razlika. Ako se postavi B < (n− 1)C doći
će i do još većeg odbacivanja ulaza.
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4. Vještačke neuralne mreže sa fu-
nkcijama radijalne baze

U ovom poglavlju dat je pregled pristupa rješavanju problema aproksimacije
funkcije u visokodimenzionalnom prostoru pomoću neuralnih mreža. U skladu s
tim, obučavanje ovakvih mreža je ekvivalentno pronalaženju hiperpovrši u visoko-
dimenzinalnom prostoru koja najbolje odgovara obučavajućim podacima (najčešće
datih u vidu tačaka), pri čemu se ”najbolje odgovaranje”mjeri u nekom statističkom
smislu. Analogno tome, generalizacija je ekvivalentna korǐstenju takve hiperpovrši
za interpolaciju testnih podataka. Takav pristup je motivacija za rad sa funkcijama
radijalne baze koje su pokazale dobre osobine u istraživanjima tradicionalne stroge
interpolacije u visokodimenzionalnom prostoru. U kontekstu neuralnih mreža, skri-
veni neuroni sadrže skup funkcija koje čine proizvoljnu bazu za ulazne uzorke
(vektore), i ove funkcije se zovu funkcije radijalne baze (eng. Radial Basis Function
- RBF ).

Konstrukcija mreže sa funkcijama radijalne baze, u svom osnovnom obliku,
uključuje tri sloja sa potpuno različitim ulogama. Ulazni sloj je sačinjen od ulaznih
jedinica koje povezuju mrežu sa njenom okolinom. Drugi sloj, jedini skriveni sloj
mreže, služi za primjenu nelinearne transformacije iz ulaznog prostora u skriveni
prostor, koji je u većini primjena visokodimenzionalan. Izlazni sloj je linearan, i
odgovoran je za generisanje konačnog odziva mreže na uzorak doveden na ulaz
mreže. Matematičko opravdanje za uvodenje nelinearne transformacije popraćene
linearnom transformacijom može se naći u ranim radovima, poput [129], gdje je
dato tvrdenje da je problem klasifikacije uzoraka prebačen u visokodimenzionalan
prostor vjerovatnije linearno separabilan nego u niskodimenzionalnom prostoru.
Druga važna stavka je činjenica da je dimenzionalnost skrivenog prostora direktno
povezana sa kapacitetom mreže za aproksimaciju glatkog mapiranja ulaza na izlaz
[130, 131] - što je veća dimenzionalnost, aproksimacija je preciznija.

4.1 Problem interpolacije sa funkcijama radija-

lne baze

Problem interpolacije se svodi na sljedeće: Neka je dat skup od N različitih
tačaka {xi ∈ Rm | i = 1, 2, . . . , N} i njima odgovarajući skup od N realnih brojeva
{di ∈ R | i = 1, 2, . . . , N}. Potrebno je pronaći funkciju F : Rm → R koja ispunjava
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uslov interpolacije dat sa

F (xi) = di, i = 1, 2, . . . , N. (4.1)

Ovo je stroga interpolacija jer je zahtjev da interpolaciona površ (u ovom slučaju
funkcija F ) prolazi kroz sve tačke iz obučavajućeg skupa.

Tehnika zasnovana na korǐstenju funkcija radijalne baze se svodi na izbor
funkcije F u obliku

F (x) =
N∑
i=1

wiϕ (‖x− xi‖) , (4.2)

gdje je {ϕ (‖x− xi‖) | i = 1, 2, . . . , N} skup od N proizvoljnih (obično nelinearnih)
funkcija, poznatih kao funkcije radijalne baze, a ‖·‖ norma vektora, najčešće
Euklidova. Pomenute funkcije radijalnih baza su dobile ime u skladu sa tim što
su to zapravo funkcije udaljenosti (radijusa) od odredene tačke. Te tačke, u ovom
slučaju tačke iz obučavajućeg skupa xi ∈ Rm | i = 1, 2, . . . , N , predstavljaju centre
funkcija radijalnih baza, jer su to funkcije udaljenosti od baš tih tačaka.

Uvrštavanjem uslova interpolacije iz (4.1) u (4.2) dobija se sistem linearnih
jednačina po nepoznatim koeficijentima (težinama) wi

ϕ1,1 ϕ1,2 · · · ϕ1,N

ϕ2,1 ϕ2,2 · · · ϕ2,N
...

...
...

...
ϕN,1 ϕN,2 · · · ϕN,N



w1

w2
...
wN

 =


d1
d2
...
dN

 (4.3)

gdje je
ϕj,i = ϕ (‖xj − xi‖) | i = 1, 2, . . . , N ; j = 1, 2, . . . , N. (4.4)

Neka je d =
[
d1 d2 · · · dN

]T
vektor željenih odziva (izlaza) i neka je w =[

w1 w2 · · · wN
]T

vektor težina, gdje je N , kao i ranije, broj tačaka u obuča-
vajućem skupu. Neka je Φ N ×N matrica čiji su elementi ϕj,i

Φ = [ϕj,i]N×N . (4.5)

Matrica Φ se često naziva i matrica interpolacije.

Jednačina (4.3) se može napisati i u matričnom obliku

Φw = d. (4.6)

Pod pretpostavkom da je Φ nesingularna matrica, te samim tim postoji i njen
inverz Φ−1, moguće je riješiti sistem iz (4.6).

w = Φ−1d (4.7)

Na pitanje koji je uslov potreban da bi matrica Φ bila regularna, za veliki
skup funkcija radijalne baze, odgovor daje sljedeća teorema [132], ovdje data bez
dokaza.
Teorema 4.1. Neka je dat skup od N različitih tačaka {xi ∈ Rm | i = 1, 2, . . . , N}.
Onda je matrica interpolacije Φ, čiji su elementi ϕj,i = ϕ (‖xj − xi‖), regularna.
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Funkcije koje su obuhvaćene ovom teoremom, a koje se često koriste u istraži-
vanju RBF neuralnih mreža, su:

1. Multikvadrična: ϕ(r) =
√
r2 + c2, c > 0;

2. Inverzna multikvadrična: ϕ(r) = 1√
r2+c2

, c > 0;

3. Gausova: ϕ(r) = e−
r2

2σ2 .

Inverzna multikvadrična i Gausova funkcija imaju zajedničke osobine: obje
su lokalizovane u smislu da ϕ(r) → 0 kad r → ∞, i kod obje je interpolaciona
matrica Φ pozitivno odredena. Ono što je vrlo zanimljivo je da funkcije radijalne
baze koje rastu do beskonačnosti, poput multikvadrične, mogu da se koriste za
aproksimaciju glatkog mapiranja ulaza na izlaz sa većom preciznošću od onih sa
pozitivno odredenom interpolacionom matricom.

4.2 Nadgledano učenje kao loše postavljen pro-

blem rekonstrukcije hiperpovrši

Prethodno opisana procedura stroge interpolacije često nije dobra strategija za
obučavanje RBF mreža, naročito za odredene klase zadataka, zbog loše generalizacije
novih podataka iz sljedećeg razloga: Kada je broj podataka za obučavanje mnogo
veći od broja stepeni slobode fizičkog procesa koji se aproksimira, a procedura nalaže
korǐstenje onoliko funkcija radijalne baze koliko ima podataka u obučavajućem
skupu, problem je preodreden. Posljedica je da mreža može da bude obučena za
zavaravajuću količinu varijacija koje su možda posljedica neregularnosti ili šuma, a
ne prirode same funkcije, što dalje dovodi do umanjenih sposobnosti generalizacije.

Da bi se dobro shvatio problem ”prepristajanja”(eng. overfitting) i način kako
ga riješiti, prvo je potrebno vratiti se razmǐsljanju da je dizajniranje neuralne
mreže obučene za izvodenje izlaznog uzorka na osnovu ulaznog ekvivalentno učenju
hiperpovrši (multidimenzionalno mapiranje) koja definǐse izlaz preko ulaza. Drugim
riječima, obučavanje se posmatra kao problem rekonstrukcije hiperpovrši na osnovu
skupa podataka koji može biti prorijeden.

Problem od interesa, prema terminologiji uvedenoj u primijenjenoj matematici,
može biti dobro ili loše postavljen [133, 134]. Neka su domen X i kodomen Y metrički
prostori koji su povezani fiksnim, ali nepoznatim preslikavanjem (mapiranjem) f .
Problem rekonstrukcije preslikavanja f je dobro postavljen (eng. well-posed) ako
su ispunjena tri uslova:

1. Rješenje postoji. Za svaki ulazni vektor x ∈ X postoji izlaz y = f(x) takav
da je y ∈ Y.

2. Rješenje je jedinstveno. Za svaki par ulaznih vektora x, t ∈ X važi f(x) = f(t)
ako i samo ako je x = t.

3. Ponašanje rješenja se mijenja kontinualno sa promjenom početnih uslova.
Preslikavanje je neprekidno, odnosno za svako ε > 0 postoji δ = δ(ε) ta-
kvo da iz ρx(x, t) < δ slijedi ρy (f(x), f(t)) < ε, gdje je ρ(·, ·) udaljenost
izmedu argumenata u odgovarajućem prostoru. Ova osobina se često naziva i
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stabilnost.

Ako bilo koji od ovih uslova nije ispunjen, za problem se kaže da je loše postavljen
(eng. ill-posed). U osnovi, loše postavljen problem znači da vrlo veliki skupovi
podataka mogu da sadrže iznenadujuće malo informacija o traženom rješenju.

Pored ocjene postavljenosti problema, uvodi se i pojam medusobne inverznosti
dva problema, gdje se jedan naziva direktnim, a drugi inverznim, a formulacija
jednog od njih zahtijeva (potpuno ili djelimično) poznavanje drugog.

U kontekstu problema interpolacije, može se reći da je fizički fenomen odgo-
voran za generisanje obučavajućih podataka (npr. govor, slika, signali sa raznih
senzora i sl.) dobro postavljen direktan problem. Medutim, obučavanje na osnovu
takvih fizičkih formi podataka, posmatrano kao problem rekonstrukcije hiperpovrši,
je loše postavljen inverzan problem. Intuitivno je jasno da nijedan od tri uslova nije
garantovano ispunjen, ponajvǐse zbog neizbježne pojave šuma, ali i zbog nedovoljne
količine korisnih informacija u podacima za obučavanje.

Loše postavljeni problemi se mogu prevesti u dobro postavljene pomoću
regularizacije, kako je opisano u nastavku.

4.3 Teorija regularizacije

U [135] predložen je novi metod za rješavanje loše postavljenih problema
nazvan regularizacija. U kontekstu problema rekonstrukcije hiperpovrši, osnovna
ideja regularizacije je stabilizacija rješenja pomoću nekog dodatnog nenegativnog
funkcionala u koji su ugradene ranije informacije o rješenju. Najčešći oblik tih
informacija uključuje pretpostavku da je preslikavanje ulaza na izlaz glatka funkcija,
u smislu da slični ulazi daju slične izlaze.

Neka je skup parova ulaz-izlaz (obučavajućih uzoraka) dostupnih za aproksi-
maciju označen sa:

Ulazni signali: xi ∈ Rm, i = 1, 2, . . . , N
Izlazni signali: di ∈ R, i = 1, 2, . . . , N

Pretpostavka da je izlaz jednodimenzionalan ne ograničava opštu primjenljivost
teorije regularizacije na bilo koji način.

Neka je aproksimirajuća funkcija označena sa F (x), gdje je radi jednostavnosti
prikaza izostavljen vektor težina mreže w iz liste argumenata.

Teorija regularizacije uključuje dva člana:

1. Član standardne greške. Ovaj član, označen sa Es(F ), je mjera standardne
greške (udaljenosti) izmedu željenog odziva di i stvarnog odziva yi za sve
obučavajuće uzorke (i = 1, 2, . . . , N). Konkretno, definǐse se sa

Es(F ) =
1

2

N∑
i=1

(di − yi)2 =
1

2

N∑
i=1

[di − F (xi)]
2 . (4.8)

Ovaj član se još naziva i srednjekvadratna greška.
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2. Regularizacioni član. Ovaj član, označen sa Ec(F ), zavisi od geometrijskih
osobina aproksimacione funkcije F (x). Konkretno, zapisuje se u obliku

Ec(F ) =
1

2
‖DF‖2 , (4.9)

gdje je D linearni diferencijalni operator, a ‖·‖ neka norma. Prethodne infor-
macije o obliku rješenja su ugradene u taj operator što čini izbor operatora
zavisnim od samog problema. Ovaj operator se takode naziva i stabilizator
jer stabilizuje rješenje problema regularizacije, čineći ga glatkim, čime se
ispunjava treći uslov dobro postavljenih problema o neprekidnosti rješenja.
Treba primijetiti da je glatka funkcija neprekidna, dok obratno nije obavezno
tačno.

Analitički pristup za rješavanje situacije opisane sa (4.9) se bazira na konceptu
prostora funkcija, koji se poziva na normirane prostore funkcija. U takvom prostoru
sa mnogo dimenzija, vektori su neprekidne funkcije, čime se uvodi veza izmedu
matrica i linearnih diferencijabilnih operatora, pa se analiza linearnih sistema može
primijeniti za analizu linearnih diferencijalnih jednačina.

U skladu s tim, ‖·‖ iz (4.9) predstavlja normu u prostoru funkcija kojem
pripada DF (x). Uobičajeno je da se koristi prostor L2 koji se sastoji od svih
funkcija realnog argumenta f(x), x ∈ Rm, takve da je ‖f(x)‖2 (L)-integrabilna
[136].

Vrijednost koju treba minimizovati prema teoriji regularizacije je

E (F ) = Es(F ) + λEc(F ) =
1

2

N∑
i=1

[di − F (xi)]
2 +

1

2
λ ‖DF‖2 , (4.10)

gdje je λ pozitivan realan broj koji se naziva regularizacioni parametar. Funkcional
E (F ), koji se naziva funkcional Tikonova, mapira funkcije iz nekog odgovarajućeg
prostora funkcija na realnu krivu. Minimizator funkcionala E (F ), tj. rješenje
regularizacionog problema se označava sa Fλ(x).

Regularizacioni parametar λ se može posmatrati kao indikator da li je dati
skup podataka dovoljan za odredivanje rješenja Fλ(x). Konkretno, granični slučaj
λ→ 0 implicira da problem nije ograničen i da je rješenje Fλ(x) potpuno odredeno
datim primjerima. Drugi granični slučaj λ → ∞ implicira da je ograničenje da
funkcija bude glatka nametnuto diferencijalnim operatorom D dovoljno da se
odredi rješenje Fλ(x), što dalje znači da su primjeri nepouzdani. Na taj način
regularizacioni član Ec(F ) predstavlja funkciju penalizacije kompleksnosti modela
čiji se uticaj na konačno rješenje odreduje regularizacionim parametrom λ.

4.3.1 Frešeov diferencijal funkcionala Tikonova

Suština regularizacije je pronalaženje funkcije Fλ(x) koja minimizira funkcional
Tikonova E (F ) zadat sa (4.10). Za ostvarivanje minimizacije funkcionala E (F )
potrebno je pravilo za odredivanje diferencijala tog funkcionala. Ovo se može
obaviti korǐstenjem Frešeovog diferencijala [137].
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Iz elementarne matematičke analize je poznato da je tangenta na krivu prava
linija koja daje najbolju aproksimaciju krive u okolini tačke dodira tangente sa
krivom. Slično tome, Frešeov diferencijal funkcionala se može interpretirati kao
najbolja lokalna linearna aproksimacija. Frešeov diferencijal funkcionala E (F ) se
definǐse sa [138]

dE (F, h) =

[
d

dβ
E (F + βh)

]
β=0

, (4.11)

gdje je h(x) fiksna funkcija vektora x.

Potreban uslov da funkcija F (x) bude lokalni ekstrem funkcionala E (F ) je taj
da Frešeov diferencijal dE (F, h) mora da bude 0 u F (x) za sve (h ∈H ), odnosno

dE (F, h) = dEs(F, h) + λdEc(F, h) = 0, (4.12)

gdje su dEs(F, h) i dEc(F, h) Frešeovi diferencijali funkcionala Es(F ) i Ec(F ) respek-
tivno.

Pri računanju Frešeovog diferencijala člana standardne greške Es(F ) iz (4.8),
dobija se

dEs(F, h) =
[
d
dβ

Es(F + βh)
]
β=0

=

[
1
2
d
dβ

N∑
i=1

[di − F (xi)− βh (xi)]
2

]
β=0

= −
N∑
i=1

[di − F (xi)− βh (xi)]h (xi)

∣∣∣∣
β=0

= −
N∑
i=1

[di − F (xi)]h (xi)

(4.13)

Za dalje računanje Frešeovog diferencijala može da se iskoristi Risova teorema
reprezentacije [139].
Teorema 4.2. Neka je f ograničen linearan funkcional u Hilbertovom prostoru
(zatvoren prostor u kom je definisan skalarni proizvod vektora) označenom sa H .
Postoji h0 ∈H takav da je

f = (h, h0)H , za sve h ∈H ,

gdje je (·, ·)H skalarni proizvod dvije funkcije u prostoru H . Pored toga, važi i

‖f‖H̃ = ‖ho‖H ,

gdje je H̃ konjugat Hilbertovog prostora H .

U skladu sa Risovom teoremom reprezentacije, jednačina (4.13) se može
zapisati kao

dEs(F, h) = −

(
h,

N∑
i=1

(di − F (xi)) δxi

)
H̃

, (4.14)

gdje δxi označava Dirakovu delta distribuciju od x sa centrom u xi, odnosno

δxi = δ (x− xi) . (4.15)
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Isto se može primijeniti i na računanje Frešeovog diferencijala regularizacionog
člana Ec(F ) iz (4.9).

dEc(F, h) = d
dβ

Ec(F + βh)
∣∣∣
β=0

=
1

2

d

dβ

∫
Rm

(D[F + βh])2 dx

∣∣∣∣∣∣
β=0

=

∫
Rm

D[F + βh]Dhdx

∣∣∣∣∣∣
β=0

=

∫
Rm

DFDhdx

= (Dh,DF )H .

(4.16)

4.3.2 Ojler-Lagranžova jednačina

Na osnovu lineranog diferencijalnog operatora D moguće je pronaći jedno-
značno odreden vezani operator, označen sa D̃, takav da za bilo koji par funkcija
u(x) i v(x) koje su diferencijabilne na dovoljno velikom opsegu i koje ispunjavaju
podobne ograničavajuće uslove, važi∫

Rm

u(x)Dv(x)dx =

∫
Rm

v(x)D̃u(x)dx (4.17)

Jednačina (4.17) se naziva Grinov identitet. Ako se D posmatra kao matrica, vezani

operator D̃ ima sličnu ulogu kao transponovana matrica.

Posmatranjem jednačina (4.16) i (4.17) moguće je postaviti sljedeće veze

u(x) = DF (x),
Dv(x) = Dh(x),

pa se Grinov identitet iz (4.17) može napisati u sljedećem obliku

dEc(F, h) =

∫
Rm

h(x)D̃DF (x)dx =
(
h, D̃DF

)
H
. (4.18)

Povratkom na (4.12) i uvrštavanjem (4.14) i (4.18), dobija se novi izraz za
Frešeov diferencijal

dE (F, h) =

(
h,

[
D̃DF − 1

λ

N∑
i=1

(di − F (xi)) δxi

])
H

. (4.19)

S obzirom da je regularizacioni parametar λ iz intervala (0,∞), Frešeov diferencijal
je 0 za svako h(x) u prostoru H ako i samo ako je ispunjen sljedeći uslov

D̃DFλ −
1

λ

N∑
i=1

(di − F (xi)) δxi = 0, (4.20)
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odnosno

D̃DFλ(x) =
1

λ

N∑
i=1

(di − F (xi)) δ (x− xi) , (4.21)

Jednačina (4.21) je Ojler-Lagranžova jednačina za funkcional Tikonova dE (F ).
Ona definǐse potreban uslov da funkcional Tikonova dE (F ) ima ekstrem u Fλ(x)
[140].

4.3.3 Grinova funkcija

Jednačina (4.21) predstavlja parcijalnu diferencijalnu jednačinu za aprok-
simaciju funkcije F . Za rješenje ove jednačine je poznato da sadrži integralnu
transformaciju desne strane jednačine.

Neka G (x, ξ) označava funkciju kod koje je vektor x parametar, a vektor ξ
argument. Za dati linearni diferencijalni operator L zadaje se funkcija G (x, ξ) koja
ispunjava sljedeće uslove:

1. Za fiksno ξ, G (x, ξ) je funkcija od x koja ispunjava unapred definisane
ograničavajuće uslove;

2. Osim u tački x = ξ, izvodi funkcije G (x, ξ) po x su svi neprekidni, a broj
tih izvoda je odreden redom operatora L;

3. Ako se G (x, ξ) posmatra kao funkcija od x, ona zadovoljava parcijalnu
diferencijalnu jednačinu

LG (x, ξ) = 0, (4.22)

svugdje osim u tački x = ξ, gdje ima singularitet. Ovo znači da funkcija
G (x, ξ) zadovoljava parcijalnu diferencijalnu jednačinu

LG (x, ξ) = δ (x− ξ) , (4.23)

gdje je, kako je ranije definisano, δ (x− ξ) Dirakova delta funkcija pomjerena
u tačku x = ξ.

Ovako definisana funkcija G (x, ξ) se naziva Grinova funkcija za diferencijalni
operator L [141]. Grinova funkcija za linearni diferencijalni operator ima sličnu
ulogu kao inverzna matrica za matričnu jednačinu.

Neka je ϕ(x) neprekidna ili dio-po-dio neprekidna funkcija vektora x ∈ Rm.
Tada je funkcija

F (x) =

∫
Rm

G (x, ξ)ϕ (ξ) dξ (4.24)

rješenje diferencijalne jednačine

LF (x) = ϕ(x). (4.25)

Naime, ako se na (4.24) primijeni linearni diferencijalni operator L, dobija se

LF (x) = L

∫
Rm

G (x, ξ)ϕ (ξ) dξ =

∫
Rm

LG (x, ξ)ϕ (ξ) dξ (4.26)
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Diferencijalni operator vrši diferenciranje samo po x, tj. tretira ξ kao konstantu,
pa se na osnovu (4.23) dobija

LF (x) =

∫
Rm

δ (x− ξ)ϕ (ξ) dξ (4.27)

Konačno, na osnovu osobine prosijavanja Dirakove delta funkcije, odnosno∫
Rm

δ (x− ξ)ϕ (ξ) dξ = ϕ(x), (4.28)

dobija se (4.24).

4.3.4 Rješenje problema regularizacije

Za rješenje Ojler-Lagranžove jednačine (4.21) postavlja se

L = D̃D (4.29)

i

ϕ (ξ) =
1

λ

N∑
i=1

[di − F (xi)] δ (ξ − xi) . (4.30)

Tada je, na osnovu (4.24)

Fλ(x) =

∫
Rm

G (x, ξ)

{
1

λ

N∑
i=1

[di − F (xi)] δ (ξ − xi)

}
dξ

=
1

λ

N∑
i=1

[di − F (xi)]

∫
Rm

G (x, ξ) δ (ξ − xi) dξ.
(4.31)

Konačno, korǐstenjem osobine prosijavanja Dirakove delta funkcije iz (4.28) dobija
se rješenje Ojler-Lagranžove jednačine

Fλ(x) =
1

λ

N∑
i=1

[di − F (xi)]G (x, ξ) . (4.32)

Dobijena jednačina (4.32) pokazuje da je minimizaciono rješenje Fλ(x) regulariza-
cionog problema linearna superpozicija N Grinovih funkcija. Vektori xi predsta-
vljaju centre širenja, a težine [di−F (xi)]

λ
predstavljaju koeficijente širenja. Drugim

riječima, rješenje regularizacionog problema leži u N -dimenzionalnom potprostoru
prostora glatkih funkcija, a skup Grinovih funkcija {G (x, ξ)} sa centrima u xi,
i = 1, 2, . . . , N predstavlja bazu tog potprostora.

4.3.5 Odredivanje koeficijenata širenja

Sljedeći problem koji treba riješiti je odredivanje nepoznatih koeficijenata
širenja. Neka je

wi =
1

λ
[di − F (xi)] , i = 1, 2, . . . , N. (4.33)
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Tada se (4.32) može zapisati kao

Fλ(x) =
N∑
i=1

wiG (x, ξ) . (4.34)

Izračunavanjem vrijednosti jednačine (4.34) za xj, j = 1, 2, . . . , N , dobija se

Fλ(xj) =
N∑
i=1

wiG (xj, ξ) . (4.35)

Ako se uvedu sljedeće oznake:

F λ(x) =
[
Fλ(x1) Fλ(x2) · · · Fλ(xN)

]T
, (4.36)

d =
[
d1 d2 · · · dN

]T
, (4.37)

G =


G (x1,x1) G (x1,x2) · · · G (x1,xN)
G (x2,x1) G (x2,x2) · · · G (x2,xN)

...
...

...
G (xN ,x1) G (xN ,x2) · · · G (xN ,xN)

 , (4.38)

w =
[
w1 w2 · · · wN

]T
, (4.39)

onda se jednačine (4.33) i (4.35) mogu zapisati u matričnoj formi kako slijedi,
respektivno.

w =
1

λ
(d− F λ) (4.40)

F λ = Gw (4.41)

Iz jednačina (4.40) i (4.41) se dobija

(G + λI)w = d (4.42)

gdje je I jedinična N ×N matrica. Matrica G se naziva Grinova matrica.

Diferencijalni operator L je samovezani operator, u smislu da je njegov vezani
operator upravo on sam. Odatle slijedi da je pridružena Grinova funkcija G (x,xi)
simetrična funkcija, odnosno da je

G (xi,xj) = G (xj,xi) , za sve i i j (4.43)

Jednačina (4.43) pokazuje da se pozicije dviju tačaka x i ξ mogu medusobno
mijenjati bez uticaja na Grinovu funkciju. Analogno tome, Grinova matrica G je
simetrična matrica, odnosno

GT = G. (4.44)

U Potpoglavlju 4.1 je opisan problem interpolacije u kontekstu interpolacione
matrice Φ. Može se primijetiti da Grinova matrica G u teoriji regularizacije igra
sličnu ulogu kao interpolaciona matrica Φ u teoriji interpolacije. Obje matrice
su istih dimenzija. U skladu s tim, može se tvrditi da je matrica G, za odredene
klase Grinovih funkcija, pozitivno odredena ako su tačke x1,x2, . . . ,xN različite.
Klase Grinovih funkcija za koje ovo važi, kako je navedeno ranije, su inverzna

76



multikvadrična i Gausova funkcija. U praksi je uvijek moguće izabrati dovoljno
veliko λ da se obezbijedi da je G+λI pozitivno odredena, a samim tim i invertibilna.
To povlači da sistem jednačina (4.42) ima jedinstveno rješenje

w = (G + λI)−1 d. (4.45)

Kao zaključak može se reći da je regularizacija ekvivalentna širenju rješenja
u skladu sa skupom Grinovih funkcija čija karakterizacija zavisi samo od oblika
usvojenog za stabilizator D i pridružene ograničavajuće uslove, te da je broj
korǐstenih Grinovih funkcija jednak broj uzoraka u obučavajućem skupu.

Treba naglasiti da ovakvo rješenje nije potpuno za sve klase Grinovih funkcija
zbog postojanja funkcija iz nula-prostora operatora D (prostor svih funkcija koje
operator D preslikava u 0) na koje član ‖DF‖2 nema efekat. Medutim, ovo ne važi
za Grinove funkcije sa oblikom zvona (eng. bell-shaped), poput Gausove ili inverzne
multikvadrične.

S obzirom da karakterizacija Grinove funkcije zavisi samo od oblika stabiliza-
tora D, ako je izabrani stabilizator invarijantan na translaciju i na rotaciju, onda
Grinova funkcija G (x,xi) zavisi samo od Euklidske norme razlike vektora x i xi,
odnosno

G (x,xi) = G (‖x− xi‖) . (4.46)

Takva Grinova funkcija je zapravo funkcija radijalne baze, pa se rješenje problema
regularizacije može zapisati kao

Fλ(x) =
N∑
i=1

wiG (‖x− xi‖) . (4.47)

Jednačina (4.47) predstavlja rješenje stroge interpolacije, ali je, za razliku od (4.2),
to rješenje regularizovano. Za regularizacioni parametar λ = 0 ta dva rješenja se
svode na isto.

4.3.6 Gausove funkcije vǐse promjenljivih

Primjer Grinove funkcije G (x,xi) čiji je linearni diferencijalni operator D
invarijantan i na translaciju i na rotaciju je Gausova funkcija vǐse promjenljivih
definisana sa

G (x,xi) = e
− 1

2σ2
i

‖x−xi‖2
, (4.48)

gdje xi označava centar funkcije, a σi njenu širinu (varijansu). Samovezani operator

L = D̃D koji odreduje Grinovu funkciju iz (4.48) je dat sa

L =
∞∑
n=1

(−1)nαn∇2n, (4.49)

gdje je

αn =
σ2n
i

n!2n
(4.50)
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i

∇a =
∂a

∂xa1
+

∂a

∂xa2
+ · · ·+ ∂a

∂xam
. (4.51)

Jednačina (4.51) predstavlja iterirani Laplasov operator.

Zbog činjenice da suma u (4.49) ide do beskonačnosti, operator L se naziva
pseudo-diferencijalni operator.

Iz L = D̃D i (4.49) dobija se

D =
∑
n

√
αn

(
∂
∂x1

+ ∂
∂x2

+ · · ·+ ∂
∂xm

)n
=

∑
a+b+···+k=n

√
αn

∂n

∂xa1∂x
b
2···∂xkm

(4.52)

i

D̃ =
∑
n

(−1)n
√
αn

(
∂
∂x1

+ ∂
∂x2

+ · · ·+ ∂
∂xm

)n
=

∑
a+b+···+k=n

(−1)n
√
αn

∂n

∂xa1∂x
b
2···∂xkm

.
(4.53)

Kad se prethodne jednačine uvrste u (4.47) dobija se

Fλ(x) =
N∑
i=1

wie
− 1

2σ2
i

‖x−xi‖2
. (4.54)

U (4.54) svaki Gausov sabirak u sumi ima različitu širinu σi. Često se, radi
pojednostavljenja, a uprkos odredenim ograničenjima koja ipak ne utiču na osobinu
univerzalnog aproksimatora, postavlja σi = σ za sve i.

4.4 Regularizacione mreže

Neuralna mreža sa tri sloja: ulazni sa m neurona za ulazne vektore dimenzije
m, skriveni sa N neurona čije su aktivacione funkcije Grinove funkcije G (x,xi)
sa centrom u xi i izlazni sa jednim neuronom (ovo se potpuno analogno može
proširiti na proizvoljan broj); koja je potpuno povezana, pri čemu su veze izmedu
neurona ulaznog sloja i neurona skrivenog sloja direktne (težina 1), a veze izmedu
neurona skrivenog sloja i izlaza imaju težine wi, prikazana na Slici 4.1, se naziva
regularizaciona mreža.

Težine izlaznog sloja su nepoznati koeficijenti širenja za Grinove funkcije
G (x,xi) i regularizacioni parametar λ koji se odreduju pomoću (4.45). Ovo znači
da se podrazumijeva da je matrica G pozitivno odredena, kao što je u slučaju
korǐstenja Gausovih funkcija.

Iz perspektive aproksimacije regularizaciona mreža ima 3 poželjne osobine:

1. Regularizaciona mreža je univerzalni aproksimator u smislu da može aproksi-
mirati proizvoljno dobro bilo koju funkciju vǐse promjenljivih na kompaktnom
potprostoru prostora Rm uz dovoljan broj skrivenih neurona.
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Slika 4.1 Regularizaciona mreža

2. Regularizaciona mreža daje najbolju aproksimaciju, tj. za proizvoljnu neline-
arnu funkciju f uvijek postoji izbor koeficijenata koji aproksimiraju f bolje
od svih ostalih izbora.

3. Rješenje dobijeno pomoću regularizacione mreže je optimalno u smislu mini-
mizacije funkcionala koji mjeri koliko rješenje odstupa od stvarne vrijednosti
predstavljene obučavajućim podacima.

4.5 Neuralne mreže sa uopštenim funkcijama ra-

dijalne baze

S obzirom da se prethodno opisana mreža formira tako da postoji 1-na-1 pokla-
panje izmedu centara Grinovih funkcija i obučavajućih ulaznih podataka, za jako
veliki broj obučavajućih podataka N regularizaciona mreža može postati računski
vrlo skupa. Tačnije, računanje linearnih težina mreže, odnosno koeficijenata širenja,
zahtijeva invertovanja N ×N matrice, što raste polinomski sa N , približno sa N3.
Dalje, veće matrice imaju i veću vjerovatnoću da budu loše uslovljene (odredeno
odnosom najveće i najmanje sopstvene vrijednosti matrice; kod dobro uslovljenih
matrica taj odnos je manji). Za prevazilaženje ovih računskih problema, komplek-
snost mreže treba da bude smanjena, a to zahtjeva aproksimaciju regularizacionog
rješenja.

Pristup koji se koristi za to uključuje traženje suboptimalnog rješenja u niže-
dimenzionalnom prostoru koje aproksimira regularizaciono rješenje, a zasnovano je
na standardnoj tehnici koja se naziva Galerkinov metod. U skladu sa tim metodom,
aproksimirano rješenje F ∗(x) se širi na konačnoj bazi, što se može zapisati sa

F ∗(x) =

m1∑
i=1

wiϕi(x), (4.55)

gdje je {ϕi(x)|i = 1, 2, . . . ,m1} novi skup baznih funkcija za koje se pretpostavlja
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da su linearno nezavisne bez gubitka opštosti. Uobičajeno je da je broj baznih
funkcija manji od broja obučavajućih podataka, tj. m1 ≤ N , a wi su nove težine.
Uzima se

ϕi(x) = G (‖x− ti‖) , i = 1, 2, . . . ,m1, (4.56)

gdje je skup centara {ti|i = 1, 2, . . . ,m1} nepoznat i treba ga odrediti. Ovaj kon-
kretan izbor baznih funkcija jedini garantuje da se u slučaju da je m1 = N i
ti = xi, i = 1, 2, . . . , N dobije standardno regularizaciono rješenje.

Na osnovu (4.55) i (4.56) se dobija

F ∗(x) =

m1∑
i=1

wiG (‖x− ti‖) . (4.57)

Problem koji treba riješiti je odredivanje novog skupa težina wi tako da se
minimizuje nova funkcija koštanja E (F ∗) definisana sa

E (F ∗) =
N∑
i=1

(
di −

m1∑
i=1

wiG (‖x− ti‖)

)2

+ λ ‖DF ∗‖2 . (4.58)

Prvi član na desnoj strani se može posmatrati kao kvadrat Euklidove norme
‖d−Gw‖2, gdje je

d =
[
d1 d2 · · · dN

]T
, (4.59)

G =


G (x1, t1) G (x1, t2) · · · G (x1, tm1)
G (x2, t1) G (x2, t2) · · · G (x2, tm1)

...
...

...
G (xN , t1) G (xN , t2) · · · G (xN , tm1)

 , (4.60)

w =
[
w1 w2 · · · wm1

]T
. (4.61)

Vektor željenih rješenja d je N -dimenzionalan, kao i ranije, ali matrica Grinovih
funkcija G i vektor težina w imaju drugačije dimenzije: matrica G je N × m1

matrica i vǐse nije simetrična, a vektor w je dimenzije m1.

Iz (4.57) se vidi da je aproksimirajuća funkcija F ∗ linearna kombinacija
Grinovih funkcija za stabilizator D, pa se u skladu s tim, drugi član na desnoj
strani jednačine (4.58) može izraziti kao

‖DF ∗‖2 = (DF ∗,DF ∗)H

=

[
m1∑
i=1

wiG (x, ti) , D̃D
m1∑
i=1

wiG (x, ti)

]
H

=

[
m1∑
i=1

wiG (x, ti) ,
m1∑
i=1

wiδ (ti)

]
H

=
m1∑
j=1

m1∑
i=1

wjwiG (tj, ti)

= wTG0w

(4.62)

gdje je matrica G0 simetrična m1 ×m1 matrica definisana sa

G0 =


G (t1, t1) G (t1, t2) · · · G (t1, tm1)
G (t2, t1) G (x2, t2) · · · G (t2, tm1)

...
...

...
G (tm1 , t1) G (tm1 , t2) · · · G (tm1 , tm1)

 (4.63)
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Konačno, problem minimizacije iz (4.58) se svodi na(
GTG + λG0

)
w = GTd. (4.64)

Kad regularizacioni parametar λ teži 0, vektor težina w teži pseudoinverznom
rješenju preodredenog problema najmanjih kvadrata, datom sa

w = Ginvd, (4.65)

gdje je Ginv pseudoinverzna matrica matrice G dat sa

Ginv =
(
GTG

)−1
GT. (4.66)

Norma koja se koristi u (4.57) je uobičajeno Euklidova norma. Medutim, kad
individualni elementi ulaznog vektora x pripadaju različitim klasama, podobnije
je koristiti opštiju težinsku normu, čija je kvadratna forma definisana sa

‖x‖2C = (Cx)T(Cx) = xTCTCx, (4.67)

gdje je C m×m matrica težinske norme, a m dimenzija ulaznog vektora x.

Na osnovu ove definicije težinske norme, (4.57) dobija opštiji oblik

F ∗(x) =

m1∑
i=1

wiG (‖x− ti‖C) . (4.68)

Težinska norma slijedi direktno iz generalizacije m dimenzionalnog Laplasijana
iz definicije pseudodiferencijalnog operatora D iz (4.52). Gausova funkcija radijalne
baze G (‖x− ti‖C) sa centrom u ti i sa matricom težinske norme C se može zapisati
kao

G (‖x− ti‖C) = e−(x−ti)
TCTC(x−ti) = e−

1
2
(x−ti)TΣ−1(x−ti), (4.69)

gdje je inverzna matrica Σ−1 definisana sa

1

2
Σ−1 = CTC. (4.70)

Jednačina (4.69) predstavlja Gausovu funkciju vǐse promjenljivih sa vektorom
srednjih vrijednosti ti i matricom kovarijansi Σ i kao takva predstavlja uopštenje
jednačine (4.48).

Rješenje problema aproksimacije iz (4.58) predstavlja okvir za neuralne mreže
sa uopštenim funkcijama radijalne baze, čija je struktura prikazana na Slici 4.2.
Kod ove mreže ostavljena je i mogućnost pomjeraja (promjenljiva nezavisna od
ulaza) u izlaznoj jedinici.

Strukturno gledano, mreže sa Slika 4.1 i 4.2 su slične. Medutim, razlikuju se u
dvije važne stavke:

1. Broj neurona u skrivenom sloju mreže sa uopštenim RBF je m1 koje je
uobičajeno manje od N (broja neurona u skrivenom sloju regularizacione
mreže, odnosno broja obučavajućih podataka).

2. Kod regularizacione mreže su nepoznate samo težine veza, dok su kod mreže
sa uopštenim RBF pored toga nepoznati i centri aktivacionih funkcija, kao i
matrica težinske norme.
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Slika 4.2 Neuralna mreža sa uopštenim funkcijama radijalne baze

4.6 Aproksimacione sposobnosti RBF mreža

Neka je G : Rm → R integrabilna ograničena neprekidna funkcija takva da je∫
Rm

G(x)dx 6= 0. (4.71)

Neka je SG familija RBF mreža koje se sastoje od funkcija G : Rm → R predsta-
vljenih sa

F (x) =

m1∑
i=1

wiG

(
x− ti
σ

)
, (4.72)

gdje je σ > 0, wi ∈ R, ti ∈ Rm, i = 1, 2, . . . ,m1.

Na osnovu uvedenih pojmova daje se Teorema o univerzalnoj aproksimaciji za
RBF mreže [142].
Teorema 4.3. Za bilo koju neprekidnu funkciju f(x) postoji RBF mreža sa skupom
centara [ti]

m1

i=1 i zajednička širina σ > 0 takva da je funkcija F (x) realizovana
pomoću te RBF mreže bliska funkciji f(x) u Lp normi, p ∈ [1,∞).

Pored osobine univerzalnog aproksimatora RBF mreža, tu je i pitanje stepena
aproksimacije koji postižu ove mreže. Kompleksnost klase aproksimacionih funkcija
raste eksponencijalno u odnosu m

s
, gdje je m dimenzionalnost ulaza, a s indeks glat-

kosti koji mjeri broj ograničenja nametnutih aproksimacionoj funkciji u datoj klasi.
Belmanovo prokletstvo dimenzionalnosti kaže da, nezavisno od korǐstene tehnike
aproksimacije, ako je indeks glatkosti s konstantan, broj parametara potrebnih da
aproksimaciona funkcija zadrži traženu preciznost se povećava eksponencijalno sa
dimenzionalnošću ulaza m. Jedini način na koji se može postići stepen konvergencije
nezavisan od dimenzionalnosti ulaza m je da se indeks glatkosti s povećava sa
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brojem parametara u aproksimacionoj funkciji da se kompenzuje kompleksnost.
Odavde se može izvući zaključak da prostor aproksimacionih funkcija postaje
ograničeniji povećanjem dimenzionalnosti ulaza m. Ovo važi i za RBF mreže i za
vǐseslojne perceptrone.

Diskusija o aproksimaciji ne može biti kompletna bez razmatranja važne
stavke - greške generalizacije. Greška generalizacije ima dvije komponente: greška
aproksimacije - rezultat ograničene sposobnosti mreže da predstavi željenu funkciju,
dobija se pri testiranju mreže podacima kojima je mreža i obučena; i greška
estimacije - rezultat ograničene količine informacija u obučavajućim podacima,
dobija se pri testiranju mreže podacima koji nisu učestvovali u obučavanju. Kori-
štenjem ovog oblika dekompozicije, izvedena je granica greške generalizacije RBF
mreže sa Gausovim funkcijama, izražena preko veličine skrivenog sloja i veličine
obučavajućeg skupa.

Neka je G klasa RBF mreža sa Gausovim funkcijama sa m ulaznih neurona i
m1 neurona u skrivenom sloju. Neka je f(x) funkcija koja se aproksimira. Neka je
obučavajući skup T = [xi,di]

N
i=1 dobijen slučajnim uzorkovanjem funkcije f(x).

Tada je, za bilo koju vrijednost parametra povjerenja δ ∈ (0, 1], greška generalizacije
koju pravi mreža odozgo ograničena sa

O

(
1

m1

)
+O

(
mm1

N
log (m1N) +

1

N
log

√
1

δ

)
(4.73)

sa vjerovatnoćom većom od 1− δ.

4.7 Poredenje RBF mreža i vǐseslojnih percep-

trona

RBF mreže i vǐseslojni perceptroni su primjeri nelinearnih slojevitih neuralnih
mreža bez povratnih veza. Obje vrste su univerzalni aproksimatori, tako da nije
iznenadenje da postoji mreža jedne vrste koja može tačno da oponaša mrežu druge
vrste. Medutim, ove dvije vrste mreža se razlikuju u nekoliko važnih stavki:

1. RBF mreža ima jedan skriveni sloj, dok vǐseslojni perceptron može da ima
jedan ili vǐse skrivenih slojeva.

2. Neuroni skrivenog ili izlaznog sloja vǐseslojnog perceptrona uobičajeno imaju
isti model (istu aktivacionu funkciju), dok se neuroni skrivenog sloja RBF
mreže razlikuju i služe različitim svrhama od onih u izlaznom sloju.

3. Skriveni sloj RBF mreže je nelinearan, a izlazni linearan, dok su kod vǐseslo-
jnog perceptrona i skriveni i izlazni sloj uobičajeno nelinearni.

4. Argumenti aktivacionih funkcija skrivenih neurona RBF mreže su Euklidske
udaljenosti izmedu ulaznog vektora i centra te funkcije, dok su kod vǐseslojnog
perceptrona to skalarni proizvodi ulaznog vektora i vektora sinaptičkih težina
konkretnog neurona.

5. Vǐseslojni perceptroni realizuju globalnu aproksimaciju nelinearnih funkcija,
dok RBF mreže realizuju lokalnu aproksimaciju nelinearnih funkcija. Ovo

83



znači da će vǐseslojni perceptron vjerovatno imati manje parametara nego
RBF mreža pri istim zahtjevima za preciznost.

Posebno je važno istaći način na koji se vrši izračunavanje sinaptičkih težina,
odnosno obučavanje kod ovih mreža. Kod vǐseslojnog perceptrona to je uobičajeno
iterativni proces (npr. propagacija greške unazad), dok se kod RBF mreža problem
svodi na rješavanje linearnog sistema jednačina. Medutim, kod RBF mreža ostaje i
problem izbora centara aktivacionih funkcija, o čemu će biti riječi u nastavku.

4.8 Strategije obučavanja

Proces obučavanja RBF mreža se može posmatrati kao proces koji se odvija u
dvije faze na dvije različite vremenske skale. Dok aktivacione funkcije skrivenog sloja
polako evoluiraju u skladu sa nekom nelinearnom strategijom optimizacije, težine
izlaznog sloja se prilagodavaju tim promjenama brzo korǐstenjem linearne strategije
optimizacije. S obzirom da slojevi imaju različite svrhe, sasvim je opravdano
razdvojiti optimizaciju po slojevima, pa čak i vremenskim skalama.

Razvijene su različite strategije učenja u zavisnosti od načina izbora centara
funkcija radijalnih baza.

4.8.1 Slučajno izabrani fiksni centri

Najjednostavniji pristup je da se pretpostave fiksne funkcije radijalne baze za
aktivacione funkcije skrivenih neurona. Lokacije centara se mogu izabrati slučajno
iz obučavajućeg skupa podataka. Ovo se smatra smislenim pristupom, pod uslovom
da su obučavajući podaci rasporedeni reprezentativno za problem koji se rješava.
Za same funkcije radijalne baze se dalje može koristiti izotropna Gausova funkcija
čija je standardna devijacija fiksirana u skladu sa rasporedom centara. Konkretno,
ona se definǐse sa

G
(
‖x− ti‖2

)
= e

− m1
d2max

‖x−ti‖2
, i = 1, 2, . . . ,m1, (4.74)

gdje je m1 broj centara, a dmax najveća udaljenost izmedu centara. Time je stan-
dardna devijacija (širina) svih Gausovih funkcija fiksirana na

σ =
dmax√
2m1

. (4.75)

Ovo obezbjeduje da pojedinačne funkcije radijalne baze nisu ni prevǐse oštre, ni
prevǐse zaravnjene, što su dva granična slučaja koje treba izbjegavati.

Umjesto fiksiranja širine, moguće je na osnovu obučavajućih podataka odrediti
oblasti gdje ima manje, odnosno vǐse podataka, pa za funkcije koje imaju centre u
tim oblastima birati veće, odnosno manje širine, respektivno.

Kad su funkcije radijalnih baza fiksirane, jedino obučavanje koje treba obaviti
je odredivanje sinaptičkih težina, a to se može izvesti pomoću (4.65). U ovom
slučaju, elementi matrice G su gji, dati sa

gji = e
− m1
d2max

‖xj−ti‖2
, i = 1, 2, . . . ,m1, j = 1, 2, . . . , N. (4.76)
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4.8.2 Samoorganizujući izbor centara

Glavni problem prethodno opisanog metoda fiksnih centara je činjenica da
bi mogao da zahtijeva veliki skup obučavajućih podataka za zadovoljavajući nivo
performansi. Jedan od načina da se prevazide to ograničenje je da se koristi hibridni
proces obučavanja [143], koji se sastoji od dvije različite faze:

• faza samoorganizujućeg učenja, čija je svrha procjena podobnih lokacija
centara funkcija radijalnih baza skrivenog sloja, i

• faza nadgledanog učenja, koja dovršava dizajn mreže estimacijom linearnih
sinaptičkih težina izlaznog sloja.

Iako postoji vǐse načina za implementaciju ovih faza, preporučuje se iterativni
pristup.

Za samoorganizujući proces je potreban neki algoritam grupisanja (eng. clu-
stering) koji grupǐse dati skup podataka u podgrupe tako da svaka bude koliko god
je moguće homogena. Jedan takav algoritam je k-means clustering algoritam [144],
koji postavlja centre funkcija radijalnih baza samo u one oblasti ulaznog prostora
H gdje su prisutne značajne količine podataka. Neka je m1 broj funkcija radijalne
baze, čija vrijednost se najčešće odreduje na osnovu dovoljnog broja eksperimenata.
Neka je [tk(n)]m1

k=1 skup centara funkcija radijalne baze u n-toj iteraciji algoritma.
k-means clustering algoritam se odvija kako slijedi:

1. Inicijalizacija. Biraju se slučajne vrijednosti za početne centre tk(0) uz jedno
ograničenje - da te vrijednosti budu različite. Često je poželjno da Euklidska
udaljenost centara bude mala.

2. Uzorkovanje. Kao ulazni uzorak se iz ulaznog prostora H uzima vektor x sa
odredenom vjerovatnoćom i uvodi u algoritam u n-toj iteraciji.

3. Pronalaženje sličnosti. Neka je k(x) indeks najsličnijeg (pobjedničkog) centra
za ulazni vektor x. Taj indeks se u n-toj iteraciji odreduje na osnovu kriterijum
najmanje Euklidske udaljenosti

k(x) = arg min
k
‖x(n)− tk(n)‖ , k = 1, 2, . . . ,m1. (4.77)

4. Postavljanje novih vrijednosti. Podešavaju se centri funkcija radijalnih baza
prema pravilu

tk(n+ 1) =

{
tk(n) + η [x(n)− tk(n)] , k = k(x)
tk(n), inače

(4.78)

gdje je η parametar brzine obučavanja za koji važi 0 < η < 1.

5. Razmatranje završetka algoritma. n se uvećava za 1 i prelazi se na korak 2.
Procedura se zaustavlja kad nema primjetnih promjena centara tk.

Ovaj algoritam je poseban slučaj obučavajućeg procesa samoorganizujućih
mreža, opisan u Potpoglavlju 3.8.

Nedostatak ovog algoritma je to što može da postigne lokalno optimalno
rješenje koje je zavisno do početnog izbora centara. Mnogo računskih resursa
može biti potrošeno ako neki od početnih centara ostanu u regionima ulaznog
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prostora H u kojem nema mnogo podataka, zbog čega nikad ne dobiju priliku da
promijene lokaciju. Mogući rezultat je nepotrebno velika mreža. Za prevazilaženje
ovog problema razvijene su varijacije k-means algoritma, poput pobolǰsanog k-means
algoritma [145].

Nakon identifikovanja pojedinačnih centara Gausovih funkcija radijalne baze i
njihove zajedničke širine, prelazi se na drugu fazu. Jednostavan metod za estimaciju
težina izlaznog sloja je npr. metod najmanjih kvadrata.

4.8.3 Nadgledani izbor centara

U ovom pristupu centri funkcija radijalnih baza i svi ostali slobodni para-
metri mreže prolaze nadgledani proces obučavanja. Ovo znači da RBF mreža
ima najopštiji mogući oblik. Prirodan kandidat za takav proces je učenje korekci-
jom greške, što se najpogodnije implementira korǐstenjem procedure gradijentnog
spuštanja koja predstavlja uopštenje metode najmanjih kvadrata, a o čemu je bilo
riječi ranije.

Prvi korak u razvoju takve procedure obučavanja je definisanje trenutne
vrijednosti greške

E =
1

2

N∑
j=1

e2j , (4.79)

gdje je N veličina obučavajućeg skupa, a ej signal greške definisan sa

ej = dj − F ∗ (xj) = dj −
m∑
i=1

wiG
(
‖xj − ti‖Ci

)
. (4.80)

Zahtjev je da se nadu slobodni parametri wi, ti i Σ−1i (povezan sa matricom
težinske norme Ci na osnovu (4.70)) tako da se minimuzuje E .

Linearne težine se u n-toj iteraciji podešavaju na osnovu

∂E

∂wi(n)
= −

N∑
j=1

ej(n)G
(
‖xj − ti(n)‖Ci

)
, (4.81)

wi(n+ 1) = wi(n)− η1
∂E

∂wi(n)
. (4.82)

Pozicije centara se u n-toj iteraciji podešavaju na osnovu

∂E

∂ti(n)
= 2wi(n)

N∑
j=1

ej(n)G′
(
‖xj − ti(n)‖Ci

)
Σ−1i [xj − ti(n)] , (4.83)

ti(n+ 1) = ti(n)− η2
∂E

∂ti(n)
, (4.84)

gdje je G′(·) prvi izvod Grinove funkcije G(·) po njenom argumentu.
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Širine se u n-toj iteraciji podešavaju na osnovu

∂E

∂Σ−1i (n)
= −wi(n)

N∑
j=1

ej(n)G′
(
‖xj − ti(n)‖Ci

)
Qji(n), (4.85)

Qji(n) = [xj − ti(n)] [xj − ti(n)]T , (4.86)

Σ−1i (n+ 1) = Σ−1i (n)− η3
∂E

∂Σ−1i (n)
. (4.87)

U [146] je za zadatak iz [147] izvršeno poredenje performansi RBF mreža sa
fiksnim centrima sa RBF mrežama kod kojih se položaj centara uči nedgledanim
obučavanjem, uz dodatno poredenje sa vǐseslojnim perceptronima, i eksperimenti
su pokazali sljedeće:

• Generalizacija vršena pomoću RBF mreža sa fiksnim centrima nije ni izbliza
dobra kao pomoću vǐseslojnih perceptrona obučenih algoritmom propagacije
greške unazad.

• Neuralne mreže sa uopštenim funkcijama radijalne baze sa pozicijom centara
odredenom nadgledanim učenjem su znatno premašile performanse vǐseslojih
perceptrona.
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5. Brza grupisana vještačka neura-
lna mreža sa Gausovim aktiva-
cionim funkcijama

U ovom poglavlju opisana je nova vještačka neuralna mreža sa tri sloja: ulaznim,
skrivenim i izlaznim. Glavna karakteristika nove mreže je to da postoje veze izmedu
svakog neurona ulaznog sloja sa samo odredenim brojem neurona skrivenog sloja i
da su svi neuroni skrivenog sloja povezani sa samo jednim neuronom ulaznog sloja,
za razliku od potpuno povezanih mreža gdje su svi neuroni ulaznog sloja povezani sa
svim neuronim skrivenog sloja. Svi neuroni skrivenog sloja koji su povezani sa istim
neuronom ulaznog sloja čine jednu grupu neurona nazvanu klaster neurona (eng.
Neuron Cluster). Svi neuroni ulaznog i izlaznog sloja imaju aktivacionu funkciju
a(x) = x. Aktivaciona funkcija neurona skrivenog sloja je funkcija radijalne baze, i

predlaže se korǐstenje Gausove funkcije a(x) = e−(x−cσ )
2

. Broj neurona u svakom
klasteru može da varira, kao i centri c, te širine σ aktivacionih funkcija svakog
neurona. Težine svih veza izmedu ulaznog i skrivenog sloja su jednake 1. Težine veza
izmedu skrivenog i izlaznog sloja se odreduju jednim korǐstenjem metoda najmanjih
kvadrata (eng. Least Squares method - LS ) za rješavanje sistema linearnih jednačina
za svaki od izlaza, što čini brzinu procesa obučavanja vrlo velikom. Zbog svega
navedenog, takva vještačka neuralna mreža je nazvana brza grupisana vještačka
neuralna mreža sa Gausovim aktivacionim funkcijama (eng. Fast Clustered
Radial Basis Function Network - FCRBFN ) [148]. Struktura FCRBFN mreže je
prikazana na Slici 5.1. Proces obučavanja ovakve mreže je opisan u nastavku.

5.1 Odredivanje težina

Neka mreža ima n ulaza i m izlaza. Ovo znači da postoji n klastera neurona,
kako je opisano ranije, jedan za svaki ulaz. Dalje, neka postoji ni neurona u i-tom
klasteru neurona (i = 1, 2, . . . , n). Odavdje se može zaključiti da je ukupan broj

neurona u skrivenom sloju dat sa ntn =
n∑
i=1

ni.

Neka je aktivaciona funkcija j-tog neurona u i-tom klasteru neurona definisana
pomoću svog centra ci,j i svoje širine σi,j i neka je težina veze izmedu j-tog neurona
u i-tom klasteru neurona i k-tog neurona u izlaznom sloju označena sa wi,j,k.

Neka je ulaz mreže dat u vidu n-dimenzionog vektora x =
[
x1 x2 · · · xn

]
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Slika 5.1 Struktura brze grupisane vještačke neuralne mreže sa Gausovim
aktivacionim funkcijama

i neka je izlaz mreže dat u vidu m-dimenzionog vektora y =
[
y1 y2 · · · ym

]
,

gdje je yk (k = 1, 2, . . . ,m) izlaz k-tog neurona izlaznog sloja odreden sa

yk =
n∑
i=1

ni∑
j=1

wi,j,ke
−
(
xi−ci,j
σi,j

)2

. (5.1)

Dalje, neka postoji np poznatih parova ulaznih i željenih izlaznih vektora(
(l)x (l)y

)
(l = 1, 2, . . . , np) za proces obučavanja. Ako se to primijeni na (5.1),

formira se sistem od np linearnih jednačina za svaki od m izlaza. Promjenljive u
ovom sistemu su težine veza izmedu jednog od neurona u izlaznom sloju i svih
neurona u skrivenom sloju. Ovaj sistem sistema linearnih jednačina se može zapisati
u obliku

ΦW = Y. (5.2)
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Φ je np × ntn matrica Φ = [ϕa,b]np×ntn gdje je

ϕa,b = e
−
(

(a)xi−ci,j
σi,j

)2

, (5.3)

uz (i = 1, 2, . . . , n; j = 1, 2, . . . , ni; b = j +
i−1∑
t=1

nt).

W je ntn ×m matrica W = [wa,b]ntn×m gdje je

wa,b = wi,j,b, (5.4)

uz (i = 1, 2, . . . , n; j = 1, 2, . . . , ni; a = j +
i−1∑
t=1

nt).

Y je np ×m matrica Y = [ya,b]np×m gdje je

ya,b = (a)yb. (5.5)

Ovaj sistem sistema linearnih jednačina, ako je rješiv, ima rješenje dato sa

W = ΦinvY, (5.6)

gdje je Φinv pseudo-inverz matrice Φ izračunat pomoću

Φinv = (ΦTΦ)
−1

ΦT. (5.7)

Ako je np = ntn onda je dati sistem kvadratni i (5.7) može biti zapisana u skraćenom
obliku, korǐstenjem standardnog inverza

Φinv = Φ−1. (5.8)

Ovo je ujedno i rješenje problema interpolacije funkcije definisane tačkama(
(l)x (l)y

)
(l = 1, 2, ... . . . , np) korǐstenjem funkcija radijalne baze pomoću metode

najmanjih kvadrata.

Relativno je lako odrediti da li je sistem rješiv na osnovu Kroneker-Kapelijeve
teoreme, tj. računanjem ranga matrica Φ i

[
Φ | Y

]
. Za razliku od toga,

iterativni metodi su zavisni od početne pretpostavke rješenja, kao i od strukture
mreže, što otežava utvrdivanje razloga mogućeg neuspjeha u obučavanju mreže.

5.2 Dodavanje novog znanja

Ovakva vrsta mreže dozvoljava da se novo znanje doda nakon početnog obuča-
vanja bez potrebe za računanjem inverza iz (5.7), što je dio procesa obučavanja
koji zahtijeva najvǐse vremena. To dodavanje se vrši korǐstenjem rekurzivne metode
najmanjih kvadrata (eng. Recursive Least Squares method - RLS ) čiji je skraćeni
opis dat u nastavku.

Dodavanje novog para
(

(∗)x (∗)y
)

u obučavajući skup implicira dodavanje
novog reda u matricu Φ. Neka je novi red označen sa φ.

90



Matrica P je data sa P = (ΦTΦ)
−1

. Nakon obučavanja matrica P ima vrijed-
nost Pt, a matrica W ima vrijednost Wt. Da bi mreža bila obučena i za novi par,
nova vrijednost matrice P, označena sa Pt+1, se računa na osnovu

Pt+1 = Pt +
Ptφ

TφPt

1− φPtφT
. (5.9)

Matrica greške E je data sa

E = (∗)y − φTWt. (5.10)

Matrica korekcije K je data sa

K = Pt+1φ. (5.11)

Konačno, nova vrijednost matrice težina Wt+1 se računa pomoću

Wt+1 = Wt + KE. (5.12)

Ova mogućnost FCRBFN mreže da usvoji novo znanje u jednoj iteraciji, i to za
kratko vrijeme, kvalifikuje takvu mrežu za korǐstenje u vidu adaptivnog kontrolera.

5.3 O izboru parametara klastera neurona

Ne postoji očigledan način za odredivanje vrijednosti parametara centra i širine
aktivacione funkcije svakog od neurona u klasteru neurona, niti postoji precizna
formula za broj neurona u svakom od klastera. Tokom rada na ovom istraživanju,
izvršen je veliki broj testova i provjera koji su rezultovali u preporukama koje su
date u nastavku.

Neka je sa ri označen opseg obučavajućih vrijednosti i-tog ulaza mreže (l)xi
(l = 1, 2, . . . , np, gdje je np, kao i ranije, broj parova za obučavanje), definisan na
osnovu minimalne i maksimalne vrijednosti tog ulaza pri obučavanju.

ri =
[
min
l

(l)xi,max
l

(l)xi

]
(5.13)

Neka je sa wri označena širina opsega ri

wri = max
l

(l)xi −min
l

(l)xi (5.14)

Neka je sa exi označeno dozvoljeno proširenje opsega ri (uobičajeno izraženo u
procentima), koje predstavlja koliko se opseg povećava u odnosu na njegovu širinu,
tako da je prošireni opseg dat sa

eri =
[
min
l

(l)xi − exiwri,max
l

(l)xi + exiwri

]
. (5.15)

Ovo proširenje se procjenjuje u skladu sa očekivanim vrijednostima datog ulaza
pri uobičajenom korǐstenju mreže.

Širina proširenog opsega je

weri = max eri −min eri. (5.16)

91



Kao i ranije, neka postoji ni neurona u i-tom klasteru neurona mreže. Centri
ci,j (j = 1, 2, . . . , ni) aktivacionih funkcija neurona u i-tom klasteru neurona se
pozicioniraju ekvidistantno u proširenom opsegu eri.

Širine σi,j (j = 1, 2, . . . , ni) aktivacionih funkcija neurona u i-tom klasteru
neurona se biraju da budu jednake za sve neurone u tom klasteru.

Neka je sa sri označen odnos pokrivanja, koji predstavlja odnos širine σi,j tih
aktivacionih funkcija i udaljenosti dci izmedu dva susjedna centra tih aktivacionih
funkcija. Kako su centri rasporedeni ekvidistantno, pomenuta udaljenost je data sa

dci = ci,2 − ci,1 =
weri
ni − 1

. (5.17)

Odatle, širina σi,j je data sa
σi,j = sridci. (5.18)

Vrijednosti parametara ni, exi i sri se biraju eksperimentalno u skladu sa
konkretnim problemom. U Potpoglavlju 5.5 detaljno je opisan jedan takav eksperi-
ment.

5.4 Regresija i generalizacija

Za testiranje predložene FCRBFN mreže, izvršeno je poredenje sa standardnom
neuralnom mrežom bez povratnih veza sa jednim skrivenim slojem koja je obučena
algoritmom propagacije greške unazad (u daljem tekstu BP), ekstremnom mašinom
za učenje (eng. Extreme Learning Machine - ELM) i mašinom sa potpornim
vektorima (eng. Support Vector Machines - SVM). Svi sistemi su primijenjeni na
rješavanje zadatka regresije na četiri problema opisana u Tabeli 5.1 (California
housing, Bank domains, Machine CPU i Abalone) [42]. Podaci za ove probleme se
mogu naći na adresi http://www.dcc.fc.up.pt/~ltorgo/Regression/DataSets.
html.

Sve simulacije su vršene u MATLAB R2013a programskom okruženju na
računaru sa 8-jezgrenim procesorom takta 2.4 GHz i 8 GB memorije RAM tipa.

Tabela 5.1 Specifikacija skupova podataka za regresiju

Skup podataka Broj atributa Broj mjerenja Za obučavanje Za testiranje

California housing 8 20460 8000 12460
Bank domains 8 8192 4500 3692
Machine CPU 6 209 100 109
Abalone 8 4177 2000 2177

Za BP i ELM broj neurona u skrivenom sloju je 30 i aktivaciona funkcija
je sigmoidalna a(x) = 1

1+e−x
. Za SVM, parametar koštanja je izabran da bude

C = 21 = 2, a parametar jezgra je izabran da bude γ = 26 = 64. Ove vrijednosti
su izabrane u skladu sa [42].

Kod FCRBFN su korǐstena 2 neurona po klasteru neurona, sa dozvoljenim
proširenjem opsega exi od 50% širine opsega ri i odnosom pokrivanja od sri = 100%.
Ove vrijednosti su dobijene kao rezultat većeg broja eksperimenata.
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Za svaki zadatak, ulazni argumenti su normalizovani na opseg [−1, 1], a izlazni
atribut na opseg [0, 1]. Rezultati su usrednjeni na osnovu 30 testova. Prosječna
trajanja obučavanja i testiranja, te srednje vrijednosti i standardne devijacije
srednjekvadratnih grešaka obučavanja i testiranja za sve aplikacije su prikazani u
Tabelama 5.2, 5.3, 5.4 i 5.5 (jedna tabela za svaki zadatak, sa dva reda po aplikaciji
koja rješava problem, jedan za obučavajuće primjere, jedan za testne primjere).

Kao što se može vidjeti iz rezultata, SVM ima najbolju preciznost regresije
na dva problema regresije pri obučavanju (California housing, Abalone) i najbolju
generalizaciju na jednom problemu generalizacije pri testiranju (California hou-
sing), ELM ima najbolju preciznost regresije na jednom problemu regresije pri
obučavanju (Machine CPU), dok FCRBFN ima najbolju preciznost na jednom
problemu regresije pri obučavanju (Bank domains) i najbolju generalizaciju na tri
problema generalizacije pri testiranju (Bank domains, Machine CPU, Abalone).
Treba primijetiti i to da FCRBFN ima drugi najbolji rezultat u svim primjenama
gdje nema najbolji rezultat. SVM i FCRBFN imaju najbolju stabilnost u svim
primjenama, sa nultom standardnom devijacijom srednjekvadratne greške. Što se
tiče vremena obučavanja i testiranja, FCRBFN je najbolja u svim kategorijama
(tamo gdje nije najbrža, ima bolju stabilnost).

Tabela 5.2 Srednja vrijednost i standardna devijacija srednjekvadratne greške i
vremena izvršavanja svih aplikacija za obučavajuće i testne primjere - California

housing

Srednjekvadratna greška(×10−1) Vrijeme izvršavanja (×10−3s)

Model
Srednja

vrijednost
Standardna

devijacija
Srednja

vrijednost
Standardna

devijacija

SVM
1.1544 0.0000 2268.8381 13.2966
1.2274 0.0000 787.5148 3.8949

ELM
1.2656 0.0112 31.7202 18.2298
1.3338 0.0126 21.8401 28.0801

BP
1.6924 0.2549 337.4112 6.9884
1.7376 0.2453 31.5232 0.4704

FCRBFN
1.2442 0.0000 11.6447 0.1974
1.3106 0.0000 34.6456 0.2542

Tabela 5.3 Srednja vrijednost i standardna devijacija srednjekvadratne greške i
vremena izvršavanja svih aplikacija za obučavajuće i testne primjere - Bank

domains

Srednjekvadratna greška(×10−2) Vrijeme izvršavanja (×10−3s)

Model
Srednja

vrijednost
Standardna

devijacija
Srednja

vrijednost
Standardna

devijacija

SVM
7.0212 0.0000 415.4703 2.2944
9.6518 0.0000 135.8010 0.7799

ELM
5.3435 0.2288 21.8401 25.3471
5.5173 0.2426 3.1200 12.3493

BP
15.6450 1.9371 239.8690 11.2740
15.8480 1.9163 25.7729 0.4551

FCRBFN
4.2987 0.0000 7.7812 2.3495
4.6345 0.0000 10.4522 0.1094
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Tabela 5.4 Srednja vrijednost i standardna devijacija srednjekvadratne greške i
vremena izvršavanja svih aplikacija za obučavajuće i testne primjere - Machine

CPU

Srednjekvadratna greška(×10−2) Vrijeme izvršavanja (×10−3s)

Model
Srednja

vrijednost
Standardna

devijacija
Srednja

vrijednost
Standardna

devijacija

SVM
4.8831 0.0000 0.2131 0.0685
9.4833 0.0000 0.0860 0.0549

ELM
1.6294 0.1137 1.5600 8.4005

10.4860 4.2943 1.7012 3.1547

BP
6.3354 1.4313 97.1831 2.4645
11.757 3.2363 22.5431 0.2108

FCRBFN
3.1299 0.0000 0.1652 0.2127
4.5981 0.0000 0.1489 0.0746

Tabela 5.5 Srednja vrijednost i standardna devijacija srednjekvadratne greške i
vremena izvršavanja svih aplikacija za obučavajuće i testne primjere - Abalone

Srednjekvadratna greška(×10−2) Vrijeme izvršavanja (×10−3s)

Model
Srednja

vrijednost
Standardna

devijacija
Srednja

vrijednost
Standardna

devijacija

SVM
6.6005 0.0000 99.8450 1.0303
7.9311 0.0000 19.3354 0.3534

ELM
6.8346 0.0310 8.8400 16.4521
7.7433 0.0275 2.0800 7.7826

BP
10.4430 2.3409 153.5502 4.2737
11.0490 2.2384 24.8397 0.3970

FCRBFN
6.7921 0.0000 2.7118 0.2241
7.6782 0.0000 4.9341 0.1273

Ukratko, FCRBFN sa mnogo jednostavnijom strukturom i kompaktnijom
mrežom od onih sa kojima je poredena postiže dobru preciznost regresije, gene-
ralizaciju, performanse, stabilnost i ponovljivost na većini funkcija, pa se može
smatrati efektivnim alatom za mašinsko učenje.

5.5 Analiza osjetljivosti na izbor parametara kla-

stera neurona

Da bi se pokazala osjetljivost FCRBFN na izbor parametara klastera neurona:
broj neurona po klasteru ni, maksimalno dozvoljeno proširenje opsega exi i odnos
pokrivanja sri; sprovedeno je nekoliko eksperimenata, svi na skupu podataka Bank
domains iz prethodnog potpoglavlja.

U prvom eksperimentu parametri exi i sri su postavljeni na fiksne vrijednosti
50% i 100% respektivno, a parametar ni je variran od 2 do 20. Rezultati tog
eksperimenta su prikazani na Slikama 5.2 i 5.3.

Kao što se može vidjeti sa tih slika, broj neurona po klasteru ne utiče značajno
na srednjekvadratnu grešku u obučavanju, što je i očekivano. Ovo znači da je za sve
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rezultujuće arhitekture FCRBFN sistem (5.2) saglasan. Medutim, očigledno je i da
povećanje broja neurona po klasteru negativno utiče na srednjekvadratnu grešku
u testiranju. To je efekat prefitovanja. Očekivano, povećanje broja neurona po
klasteru rezultuje u povećanju vremena izvršavanja i pri obučavanju i pri testiranju,
kao posljedica povećanja matrica u (5.2).
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Slika 5.2 Osjetljivost srednjekvadratne greške na promjenu parametra ni
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Slika 5.3 Osjetljivost vremena izvršavanja na promjenu parametra ni

Drugi eksperiment je sproveden da bi se testirala osjetljivost na promjenu
dozvoljenog proširenja opsega exi koje je mijenjano u opsegu [10%, 200%], dok su
parametri ni i sri bili fiksirani na 2 i 100% respektivno. Rezultati tog eksperimenta
su prikazani na Slikama 5.4 i 5.5.

Ovaj rezultat pokazuje da promjena tog parametra ne utiče značajno na bilo
koji od indikatora. Ovo je očekivan rezultat jer su ulazne vrijednosti pri obučavanju
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dobro rasporedene po odredenom opsegu, pa s obzirom na činjenicu da su ulazne
vrijednosti pri testiranju iz istog opsega, proširenje opsega nema značajan efekat.
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Slika 5.4 Osjetljivost srednjekvadratne greške na promjenu parametra exi
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Slika 5.5 Osjetljivost vremena izvršavanja na promjenu parametra exi

U trećem eksperimentu je provjeravana osjetljivost na promjenu parametra
sri, koji je za te potrebe variran u opsegu [10%, 200%], dok su parametri ni i
exi fiksirani na 2 i 50% respektivno. Rezultati tog eksperimenta su prikazani na
Slikama 5.6 i 5.7.

Posljednji test pokazuje da povećanje parametra sri rezultuje u pobolǰsanju
srednjekvadratne greške, a ne utiče značajno na brzinu izvršavanja. Prva posljedica
je zbog činjenice da veći odnos znači bolje pokrivanje prostora izmedu centara tako
da dvije susjedne aktivacione funkcije (funkcije čiji su centri najmanje udaljeni)
imaju veće preklapanje što povećava sposobnost regresije.
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Ova analiza pokazuje da je izbor parametara klastera neurona prilično intui-
tivan. Pored toga, svi parametri mogu biti izabrani u relativno velikim opsezima
bez značajnog uticaja na performanse mreže, što smanjuje vrijeme potrebno za
pronalaženje pogodne konfiguracije mreže.
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šk
a
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Slika 5.6 Osjetljivost srednjekvadratne greške na promjenu parametra sri
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Slika 5.7 Osjetljivost vremena izvršavanja na promjenu parametra sri
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6. Prediktivno upravljanje na bazi
modela sa FCRBFN

Na Slici 6.1 je prikazan funkcionalni blok-dijagram sistema sa prediktivnim
upravljanjem na bazi modela, pri čemu je za modelovanje objekta upravljanja,
odnosno kao prediktor korǐstena FCRBFN. U prediktor je ugraden i mehanizam
adaptacije koji vrši dodavanje novog znanja kako je opisano u Potpoglavlju 5.2.

Objekat

upravljanja

FCRBFN

+

+

+

_

_

...
...

+
+

+

Slika 6.1 Blok-dijagram sistema sa FCRBFN za prediktivno upravljanje na bazi
modela

U spregnutom sistemu postoje dva kontrolera Q1 i Q2 (u literaturi se sreću
različite strukture, ali se sve mogu svesti na ovakvu). Prvi kontroler služi za
postizanje nulte greške u ustaljenom stanju, i u skladu s tim najčešće se bira tako
da uključuje integralno dejstvo. Drugi kontroler služi za podešavanje uticaja greške
predikcije ε(k) = y(k)− ŷ(k) na konačni upravljački signal u(k), koji se dobija iz

u(k) = Q1(z)e(k) +Q2(z)ε(k), (6.1)

gdje je e(k) = r(k)− y(k) greška praćenja referentnog ulaza r(k).

Prema Teoremi 4.3 datoj u Potpoglavlju 4.6 RBF mreže su univerzalni aprok-
simatori, odnosno postoji takva mreža koja će aproksimirati proizvoljnu funkciju
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do odredene tačnosti. Na ovom se temelji očekivanje da, za povoljno izabranu
strukturu mreže i dovoljno obučavajućih parova, prediktor sa FCRBFN može
uspješno da vrši predikciju izlaznog signala sistema. U skladu sa ovim, tokom rada
kontrolera prikuplja se dovoljno znanja da greška predikcije teži nuli. S obzirom na
korǐstenje RLS za adaptaciju, odnosno doobučavanje mreže, a prema jednačinama
(5.9), (5.10), (5.11) i (5.12), ukoliko greška predikcije teži nuli, onda i matrica
greške E teži nula-matrici. Odatle slijedi da se, praktično, isključuje mehanizam
adaptacije, jer je tad

Wt+1 = Wt. (6.2)

Ovo znači da, kad se postigne nulta greška predikcije, povratna grana sa
kontrolerom Q2 prestaje da doprinosi i da se dalje upravljanje izvodi isključivo na
osnovu greške praćenja reference.

Treba naglasiti da, ako je objekat upravljanja nestabilan, ponekad treba uvesti
još jedan kontroler (ili izvršiti transformaciju ovakve strukture) u kaskadu sa
objektom upravljanja, tako da se izvrši stabilizacija sistema.

Kontroleri Q1 i Q2 uglavnom imaju funkcije prenosa niskog reda, a često su i
sa fiksnim parametrima. Dodatno pobolǰsanje performansi se može postići tako
da parametri bar jednog od kontrolera budu promjenljivi, tj. da se vrši njihova
adaptacija na osnovu prediktora u toku samog rada sistema [149, 150].

6.1 Eksperimentalni rezultati

Model sistema je dat sa

y(k) = 0.5 sin y(k − 1) + 3u(k) +
sinu(k)y(k − 1)

1 + y2(k − 1)
+ d(k). (6.3)

Referentni signal je opisan sa

r(t) =


0.6 t ≤ 100
1.0 100 < t ≤ 210
2.0 210 < t ≤ 400
1.0 400 < t ≤ 610
2.0 610 < t ≤ 700

Poremećaj je opisan sa

d(t) =



0.0 t ≤ 150
0.4 150 < t ≤ 300
0.0 300 < t ≤ 450
0.4 450 < t ≤ 550
0.0 550 < t ≤ 650
0.4 650 < t ≤ 700

FCRBFN ima 3 ulaza: prethodna i trenutna vrijednost upravljačkog signala,
te prethodna vrijednost izlaznog signala. Svaki klaster neurona u skrivenom sloju se
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sastoji od 2 neurona, sa dozvoljenim proširenjem opsega exi od 50% širine opsega
ri, dok je odnos pokrivanja sri = 1. Ove vrijednosti su dobijene eksperimentalno.

Korǐsteni kontroleri su čisto integralnog tipa

Q2(z) = Q1(z) =
0.05

z − 1
. (6.4)

Kriterijum za izbor kontrolera sa fiksnim parametrima je bio jednostavnost, a
eksperimentalno je pokazano da su performanse zadovoljavajuće.

Sa ovakvim kontrolerima zakon upravljanja je dat sa

U(z) = Q1(z)E(z) +Q2(z)ε(z) (6.5)

U(z) =
0.05

z − 1
E(z) +

0.05

z − 1
ε(z) (6.6)

(z − 1)U(z) = 0.05E(z) + 0.05ε(z) (6.7)

zU(z) = U(z) + 0.05E(z) + 0.05ε(z) (6.8)

u(k + 1) = u(k) + 0.05e(k) + 0.05ε(k) (6.9)

u(k + 1) = u(k) + 0.05[r(k)− y(k)] + 0.05[y(k)− ŷ(k)] (6.10)

Rezultati eksperimenta su prikazani na Slici 6.2.
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Slika 6.2 Rezultati eksperimenta za prediktivno upravljanje na bazi modela

Ovakvi rezultati pokazuju da se FCRBFN može uspješno koristiti kao prediktor
u MPC strukturi i da je takva struktura robustna na prisustvo konstantnog
poremećaja na izlazu sistema.
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7. Adaptivno-prediktivni kontroler
sa FCRBFN

Na Slici 7.1 je prikazan opšti funkcionalni blok-dijagram sistema sa adaptivnim
upravljanjem. U ovom poglavlju kao adaptivno-prediktivni kontroler je korǐstena
FCRBFN. U skladu s tim, kontroler na Slici 7.1 je konkretna FCRBFN koja koristi
svoju sposobnost generalizacije za predikciju potrebnog upravljačkog signala da
bi se postigla željena referentna vrijednost. Mehanizam adaptacije je blok koji
vrši dodavanje novog znanja kako je opisano u Potpoglavlju 5.2. Otud i naziv
adaptivno-prediktivni kontroler na bazi neuralnih mreža.

Treba naglasiti da u ovakvoj strukturi ne postoji izdvojen prediktor, tj. funk-
cionalni blok koji služi za predikciju izlaza, pomoću kojeg bi se, na osnovu greške
predikcije, a u skladu sa odredenom funkcijom cilja, u izdvojenom kontroleru
(optimizatoru) vršilo generisanje upravljačkog signala. Struktura ovog kontrolera
objedinjuje sve te funkcionalnosti u jednu neuralnu mrežu čiji su ulazi: vektor
referentnih signala koje je od interesa dobiti i na izlazu objekta upravljanja, vektor
stvarnih izlaza objekta upravljanja, te vektor upravljačkih signala. U takvoj po-
stavci, mreža ne modeluje objekat upravljanja čime bi služila za predikciju izlaza
sistema, već sadrži znanje o tome kakav upravljački signal rezultuje u kakvom izlazu
sistema. Ovo znači da se prediktivne osobine takvog kontrolera ne koriste indirektno
za odredivanje zakona upravljanja, već direktno kroz predikciju potrebnog zakona
upravljanja, ako je željeni izlaz dat.

Dodavanje
novog
znanja

FCRBFN
Objekat

upravljanja

Referentni
ulaz      

Težine
veza

Upravljački
signal    

    Izlaz
sistema   

Slika 7.1 Blok-dijagram sistema sa FCRBFN za adaptivno-prediktivno upravljanje

Za dokazivanje mogućnosti ovakvog kontrolera, isti je primijenjen na sistem sa
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tri rezervoara. Matematički model tog sistema se u ovom slučaju koristi samo kao
generator ulazno/izlaznih podataka koje će kontroleri koristiti, a nikakve informacije
o modelu nisu korǐstene pri dizajnu samih kontrolera. FCRBFN se obučava sa jako
malo informacija prije puštanja u rad (eng. off-line), većina podešavanja se izvodi
pristupom adaptivnog upravljanja za vrijeme samog eksperimenta (eng. on-line).

7.1 Model sistema sa tri rezervoara

Principijelna struktura sistema sa tri rezervoara je prikazana na Slici 7.2.
Sastoji se od 3 cilindrična rezervoara T1, T2 i T3 čiji su svi poprečni presjeci
jednake površine SA. Ovi rezervoari su povezani serijski cijevima poprečnog presjeka
površine Sn. Jedan izlazni ventil poprečnog presjeka površine Sn je vezan za
rezervoar T2. Tečnost koja teče kroz sistem (najčešće destilovana voda) se skladǐsti
u centralni rezervoar iz kojeg se snabdijevaju pumpe 1 i 2, koje dalje ubacuju
vodu u rezervoare T1 i T2 respektivno, što sistem čini zatvorenim i omogućava
da tečnost cirkulǐse. Uobičajeni zadatak sistema je da dostigne i održava nivoe
tečnosti u rezervoarima T1 i T2 (ili svim rezervoarima) na zadatoj vrijednosti tako
što se mijenja protok tečnosti iz pumpi.

Pumpa 1 Pumpa 2

Slika 7.2 Šematski prikaz sistema sa tri rezervoara

Definǐsu se sljedeće promjenljive i parametri: αi - koeficijent izlaznog toka
i-tog rezervoara (bez dimenzije, realan broj iz opsega [0, 1]); h1, h2, h3 - nivoi
tečnosti u odgovarajućim rezervoarima (m); Q13 - protok tečnosti iz rezervoara 1 u
rezervoar 3 (m

3

s
); Q32 - protok tečnosti iz rezervoara 3 u rezervoar 2 (m

3

s
); Q20 -

protok tečnosti iz rezervoara 2 u centralni rezervoar (m
3

s
); Q1, Q2 - protok tečnosti

koju dovode pumpe (m
3

s
); SA - površina poprečnog presjeka cilindara (m2); Sn -

površina poprečnog presjeka povezne cijevi (m2); g - ubrzanje Zemljine gravitacije.

Dinamika sistema sa tri rezervoara je opisana u nastavku [151].

SA
dh1
dt

= Q1(t)−Q13(t) (7.1)
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SA
dh3
dt

= Q13(t)−Q32(t) (7.2)

SA
dh2
dt

= Q2(t) +Q32(t)−Q20(t) (7.3)

Q13(t) = α1Snsgn (h1(t)− h3(t))
√

2g |h1(t)− h3(t)| (7.4)

Q32(t) = α3Snsgn (h3(t)− h2(t))
√

2g |h3(t)− h2(t)| (7.5)

Q20(t) = α2Snsgn (h2(t))
√

2g |h2(t)| (7.6)

7.2 Eksperimentalni rezultati

Parametri sistema sa tri rezervoara koji su korǐsteni u eksperimentima su dati
u Tabeli 7.1.

Tabela 7.1 Parametri sistema sa tri rezervoara

SA Sn Hmax Qmax α1 α2 α3

0.0154m2 5 · 10−5m2 0.6m 0.0001m
3

s
0.22 0.28 0.27

Ulazni upravljački signali su protoci tečnosti iz pumpi Q1 i Q2, izlazni signali
su nivoi tečnosti h1 i h2.

Početni uslovi su h1(0) = 0, h2(0) = 0, h3(0) = 0, Q1(0) = 0 i Q2(0) = 0.

Željeni nivoi tečnosti su definisani sa

h∗1(t) =


0.15 t ≤ 500
0.3 500 < t ≤ 1000
0.15 1000 < t ≤ 1500

h∗2(t) =


0.2 t ≤ 300
0.4 300 < t ≤ 700
0.2 700 < t ≤ 1200
0.05 1200 < t ≤ 1500

FCRBFN ima 4 ulaza: 2 za trenutna (prethodna) stanja i 2 za željena (buduća)
stanja nivoa tečnosti h1 i h2; i 2 izlaza: protoke tečnosti iz pumpi Q1 i Q2. Ovo
je uradeno kako bi mreža bila korǐstena za predikciju vrijednosti Q1 i Q2 koje
su potrebne za promjenu stanja nivoa tečnosti h1 i h2 od trenutnih na željena
(referentna). Svaki klaster neurona u skrivenom sloju se sastoji od 2 neurona, sa
dozvoljenim proširenjem opsega exi od 50% širine opsega ri, dok je odnos pokrivanja
sri = 1. Ove vrijednosti su dobijene eksperimentalno.

Za verifikaciju efektivnosti i efikasnosti predloženog pristupa izvršeno je pore-
denje sa PID upravljačkom metodom, te metodom pod nazivom podacima vodena
adaptivna upravljačka metoda bez modela (PFDL-MFAC). PID kontroler za sistem
sa tri rezervoara je proučavan u [152], kako je predstavljeno u nastavku.[

u1(t+ 1)
u2(t+ 1)

]
=

[
u1(t)
u2(t)

]
+K × E (7.7)
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K =

[
KP11 KI11 KD11 KP12 KI12 KD12

KP11 KI11 KD11 KP12 KI12 KD12

]
(7.8)

E =


e1(k)− e1(k − 1)

e1(k)
e1(k)− 2e1(k − 1) + e1(k − 2)

e2(k)− e2(k − 1)
e2(k)

e2(k)− 2e2(k − 1) + e2(k − 2)

 (7.9)

gdje su u1(t) i u2(t) upravljački signali, a e1(t) i e2(t) greške praćenja reference za
rezervoare 1 i 2 respektivno. KPij, KIij i KDij su parametri PID kontrolera.

Glavni problem kod PID upravljanja je pronalaženje odgovarajućih vrijednosti
PID parametara. U [152] je korǐstena hibridna strategija, tj. kombinacija genetičkog
algoritma [153] i big bang-big crunch [154] algoritma za pronalaženje optimalnih
parametara PID kontrolera. Za eksperimente su izabrani sljedeći parametri [155]

KP11 = 0.00512; KI11 = 0.00063; KD11 = 0.00721;
KP12 = 0.00131; KI12 = 0.00005; KD12 = 0.00130;
KP21 = 0.00267; KI21 = 0.00027; KD21 = 0.00242;
KP22 = 0.00985; KI22 = 0.00101; KD22 = 0.00642.

PFDL-MFAC kontroler za sistem sa tri rezervoara je proučavan u [155], kako
je dato u nastavku.

Neka je sa u(k) označen vektor trenutnih vrijednosti upravljačkih signala (ulaz
kontrolera). Neka je sa

U(k − 1) =
[

u(k − 1) u(k − 2) · · · u(k − L)
]

označena memorijska matrica upravljačkih signala (posljednjih L stanja upra-
vljačkih signala). Neka je sa

Φ(k) =
[

Φ1(k) Φ2(k) · · · ΦL(k)
]

označena matrica trenutnih pseudo-parcijalnih izvoda (eng. Pseudo-Partial Derivate
- PPD) koja se sastoji od L matrica Φi(k) (i = 1, . . . , L) vezanih za trenutno i
L− 1 prethodnih stanja. Neka y(k) označava vektor trenutnih izlaza sistema, a
∗y(k + 1) vektor željenih izlaza sistema.

Neka ∆u(k) = u(k) − u(k − 1) označava promjenu upravljačkih signala u
odnosu na prethodni korak. Neka ∆U(k − 1) = U(k − 1) − U(k − 2) označava
promjenu memorijske matrice upravljačkih signala u odnosu na prethodni korak.
Neka ∆y(k) = y(k) − y(k − 1) označava promjenu izlaza sistema u odnosu na
prethodni korak.

Tada se PFDL-MFAC šema konstruǐse na sljedeći način:

Φc =
η
(

∆y(k)−Φ(k − 1)∆U(k − 1)
)

∆U
T
(k − 1)

µ+ ‖∆U
T
(k − 1)‖2

(7.10)

Φ(k) = Φ(k − 1) + Φc (7.11)
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uc1 =
ρ1Φ

T
1(k) (∗y(k + 1)− y(k))

λ+ ‖Φ1(k)‖2
(7.12)

uc2 =

ΦT
1(k)

L∑
i=2

ρiΦi(k)∆u(k − i+ 1)

λ+ ‖Φ1(k)‖2
(7.13)

u(k) = u(k − 1) + uc1 − uc2 (7.14)

gdje je η ∈ (0, 1), ρ1, . . . , ρL niz veličina koraka, a λ i µ težinske konstante.

Po izračunavanju novih vrijednosti PPD matrice ona mora ostati dijagonalno
dominantna što se osigurava vraćanjem svih vrijednosti koje ne ispunjavaju taj
uslov na njihove početne vrijednosti.

U skladu sa [155], parametri PFDL-MFAC kontrolera1 su L = 2, ρ1 = ρ2 = 0.1,

λ = η = 1, µ = 0.0001 i Φ(1) =

[
1 0 1 0
0 1 0 1

]
.

Izvršena su dva eksperimenta: bez šuma i sa šumom mjerenja.

7.2.1 Eksperiment bez šuma mjerenja

Za potrebe ovog eksperimenta, razmatrana je situacija u kojoj nema šuma
mjerenja. Uporedni rezultati eksperimenata sa FCRBFN, PID i PFDL-MFAC
kontrolerima su prikazani na Slikama 7.3 i 7.4, pri čemu Slika 7.3a prikazuje nivo
tečnosti u rezervoaru 1, Slika 7.3b prikazuje nivo tečnosti u rezervoaru 2, Slika 7.4a
prikazuje protok tečnosti kroz pumpu 1, a Slika 7.4b prikazuje protok tečnosti kroz
pumpu 2.

Iz ovih rezultata je očigledno da sva tri upravljačka metoda izvršavaju zadatak
uspješno. Medutim, treba primijetiti i sljedeće:

• Algoritam PID kontrolera ima jasnu prednost po pitanju matematičke kom-
pleksnosti i u odnosu na PFDL-MFAC kontroler, i u odnosu na FCRBFN
kontroler, čije su procedure adaptacije podjednako kompleksne;

• Procedura podešavanja PID parametara oduzima mnogo vǐse vremena i u
odnosu na PFDL-MFAC kontroler, i u odnosu na FCRBFN kontroler, jer je
potreban veliki broj eksperimenata za to;

• Podešavanja PID kontrolera se vrši off-line, i zahtijeva proceduru prikupljanja
ulazno-izlaznih podataka, dok se PFDL-MFAC i FCRBFN kontroleri baziraju
na on-line adaptivnom upravljačkom pristupu;

1Citirani rad zapravo predlaže da vrijednosti parametara ρ1 i ρ2 budu 0.5, ali eksperimenti
sprovedeni za potrebe ovog rada pokazuju bolje performanse kontrolera za navedene vrijednosti.
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č
n
o
st
i
u
re
z
e
rv
o
a
ru

T
1
(m

)

 

 

h∗

1
h1 sa PID
h1 sa PFDL-MFAC
h1 sa FCRBFN

(a)

0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

0.3

0.35

0.4

0.45

0.5

0 500 1000 1500
Vrijeme (s)

N
iv
o
te
č
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Slika 7.3 Rezultati eksperimenata na sistemu sa tri rezervoara; (a) Nivo tečnosti u
rezervoaru T1; (b) Nivo tečnosti u rezervoaru T2

• PID kontroler ne uspijeva da kompenzuje smetnje jednako uspješno kao
FCRBNF i PFDL-MFAC kontroleri u trenucima vremena kad se jedan od
referentnih ulaza naglo mijenja;

• Parametri PFDL-MFAC kontrolera nisu intuitivni kao parametri FCRBFN
kontrolera što čini analizu osjetljivosti na izbor tih parametara mnogo težom,
uz dodatno otežavanje zbog činjenice da parametara ima mnogo, a medu
njima neki su i matrice.
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Slika 7.4 Rezultati eksperimenata na sistemu sa tri rezervoara; (a) Protok tečnosti
kroz prvu pumpu Q1; (b) Protok tečnosti kroz drugu pumpu Q2

• Upravljački izlazi koje daje PFDL-MFAC kontroler imaju tendenciju oscilo-
vanja što je nepoželjno za aktuatore i eksperimenti pokazuju da ovo rezultuje
u preskoku ili u oscilacijama oko referentne vrijednosti ako ista traje dovoljno
dugo (ove oscilacije se mogu prigušiti promjenom parametara ρ1 i ρ2, ali to
dovodi do preskoka, tako da je potrebno pronaći kompromis izmedu te dvije
posljedice, što produžava vrijeme izbora parametara), a takode i rezultuje u
većem vremenu smirenja nego kod FCRBFN kontrolera.
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7.2.2 Eksperiment kad je prisutan šum mjerenja

Pri izvodenju ovog eksperimenta, razmatrana je situacija u kojoj je prisutan
šum mjerenja. Konkretno riječ je o šumu pseudoslučajnog karaktera koji unosi
grešku mjerenja u opsegu [−3mm, 3mm]. Uporedni rezultati eksperimenata sa
FCRBFN, PID i PFDL-MFAC kontrolerima su prikazani na Slikama 7.5 i 7.6. Iz
ovih rezultata se vidi da FCRBFN i PFDL-MFAC kontroleri izvršavaju zadatak
uspješno, dok PID kontroler unosi značajnu grešku praćenja reference.
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Slika 7.5 Rezultati eksperimenata na sistemu sa tri rezervoara kad je prisutan šum
mjerenja; (a) Nivo tečnosti u rezervoaru T1; (b) Nivo tečnosti u rezervoaru T2
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Slika 7.6 Rezultati eksperimenata na sistemu sa tri rezervoara kad je prisutan šum
mjerenja; (a) Protok tečnosti kroz prvu pumpu Q1; (b) Protok tečnosti kroz drugu

pumpu Q2

Sve opservacije iz prethodnog eksperimenta važe i za ovaj, ali je jasno da
jedino FCRBFN kontroler eliminǐse vibracije nastale kao posljedica šuma mjerenja.
Ovu osobinu FCRBFN kontroler inherentno dobija zbog korǐstenja LMS i RLS
metoda za obučavanje.

Prema svemu prikazanom kroz rezultate ova dva eksperimenta, može se reći
da je FCRBFN kontroler po većini kriterijuma ili jednak ili bolji od ostala dva
ispitana kontrolera.
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8. Zaključak

O značaju upravljanja bilo je riječi u uvodnim poglavljima rada. Stoga ne
čudi da postoji obimna literatura na temu upravljanja, pa i za svaku od podoblasti
ponaosob. U uvodnom poglavlju je dat i pregled nekih od pravaca u kojima se
nauka o upravljanju razvija. U današnjem svijetu nauke logična je i simbioza
naizgled raznorodnih naučnih disciplina. Jedan od takvih primjera je i primjena
vještačkih neuralnih mreža u upravljanju. Uvodno poglavlje daje i pregled ideja
kojima se istraživači danas vode na tom polju. Činjenica da se i dalje mnogo radi
na razvoju, kako vještačkih neuralnih mreža, tako i upravljanja i njihove sprege,
poslužila je kao motivacija za istraživanje koje je dovelo do ove disertacije.

Kroz Poglavlje 2 dat je pregled osnovnih principa opisivanja, ispitivanja stabil-
nosti, te upravljanja linearnim i nelinearnim sistemima, kao i naprednijih tehnika
upravljanja poput adaptivnog u Potpoglavlju 2.5, te prediktivnog u Potpoglavlju
2.6. Poglavlje 3 je posvećeno vještačkim neuralnim mrežama, a Poglavlje 4 jednoj
posebnoj klasi vještačkih neuralnih mreža - RBF mrežama. Ova tri poglavlja
zajedno služe za postavljanje temelja za jednu vrstu kontrolera koji spreže RBF
mreže sa adaptivnim i prediktivnim upravljanjem za koji je ideja nastala kroz
istraživanje aktuelnih tehnologija opisanih u uvodnom poglavlju.

U poglavlju 5 predstavljena je nova arhitektura neuralne mreže koja se obu-
čava bez iterativnog metoda, kako je pokazano u Potpoglavlju 5.2, a pokazuje
dobre aproksimacione sposobnosti, kako je pokazano u Potpoglavlju 5.4, što je čini
izuzetno pogodnom za korǐstenje i u adaptivnom i u prediktivnom upravljanju,
kako je pokazano na primjerima različitih strategija upravljanja u Poglavljima 6 i
7. Ona takode omogućava da grupa neurona koji su povezani sa jednim ulazom
imaju centre rasporedene nezavisno od vrijednosti drugih ulaza, što umnogom
pojednostavljuje rješavanje problema obučavanja koje imaju standardne RBF mreže.
U Potpoglavlju 5.5 je pokazano da je izbor parametara FCRBFN mreže intuitivan,
a i da je mreža prilično robustna po pitanju promjene tih parametara. Ovim je
dokazana postavljena radna hipoteza, što je i najveći doprinos ove disertacije.

Za ilustraciju sposobnosti FCRBFN mreže da obavlja ulogu prediktora u
prediktivnom upravljanju na bazi modela sproveden je simulacioni eksperiment na
nelinearnom sistemu koji se često koristi u literaturi, a sve u prisustvu poremećaja
tipa odskočne funkcije. Rezultati simulacija dati u Poglavlju 6 pokazuju da se
FCRBFN mreža može uspješno koristiti kao prediktor u takvoj strukturi, te da je
cijela struktura vrlo robustna.

Za pokazivanje mogućnosti kontrolera sa FCRBFN mrežom kao jedinstvene
upravljačke jedinice koja ima i adaptivna i prediktivna svojstva sprovedena su dva
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eksperimenta na standardnom testnom uredaju - sistemu sa tri rezervoara. Kako
je pomenuti sistem prisutan u mnogim laboratorijama, uključujući i Laboratoriju
za Automatiku Elektrotehničkog fakulteta Univerziteta u Banjoj Luci, a često se
koristi i u naučnim radovima za testiranje različitih metoda upravljanja, može
se reći da čini dobru platformu za testiranje. Izvedena su dva eksperimenta sa
istom postavkom i istim zahtjevima, jedan bez, drugi sa šumom mjerenja, kako
je predstavljeno u Poglavlju 7. Rezultati pokazuju da kontroler sa FCRBFN
strukturom postiže bolje rezultate od druga dva kontrolera sa kojima su izvršeni
testovi pod istim uslovima (najčešće korǐsten industrijski kontroler - PID, te PFDL-
MFAC), naročito u prisustvu šuma mjerenja, što je i realna situacija. Time je dokaz
radne hipoteze upotpunjen i eksperimentalnim dokazima.

Dalji rad bi mogao da se kreće u pravcu proširenja sposobnosti adaptacije
mreže i na strukturu, te na parametre aktivacionih funkcija neurona. Ovo je vrlo
izazovno po pitanju istraživanja postojećih mehanizama adaptacije, te razvoja
novih, a koji bi bili podjednako efikasni kao ovako predloženo rješenje. Posebno bi
bilo zanimljivo razmotriti korǐstenje drugih metoda iz oblasti vještačke inteligencije
u rješavanju takvog optimizacionog problema (evolutivni algoritmi, inteligencija
roja i sl.).

Drugi mogući pravac daljeg istraživanja je izvodenje matematičkih dokaza
stabilnosti i nulte greške ustaljenog režima za odredene klase nelinearnih i linearnih
sistema sa i bez vanjskih poremećaja, upravljanih kontrolerom sa FCRBFN.
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[45] M. R. Stojić, Kontinualni sistemi automatskog upravljanja. Naučna knjiga,
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[87] B. Kröse and P. van der Smagt, An Introduction to Neural Networks. Uni-
versity of Amsterdam, 1996.

[88] A. P. Engelbrecht, Computational Intelligence: An Introduction. Wiley, 2002.

[89] N. Kazabov, Foundations of Neural Networks, Fuzzy Systems, and Knowledge
Engineering. MIT Press, 1998.

[90] S. Haykin, Neural Networks - A Comprehensive Foundation. Prentice Hall,
1999.

[91] J. A. Freeman and D. M. Skapura, Neural Networks Algorithms, Applicati-
ons,and Programming Techniques. Addison-Wesley, 1991.

[92] L. Jain and A. M. Finelli, Recent Advances in Artificial Neural Networks:
Design and Applications. CRC Press, 2000.

[93] M. A. Arbib, The Handbook of Brain Theory and Neural Networks. MIT
Press, 2003.

[94] W. S. McCulloch and W. Pitts, “A logical calculus of the ideas immanent in
nervous activity,” Bulletin of Mathematical Biophysics, vol. 5, pp. 115–133,
1943.

[95] M. Minsky and S. Papert, Perceptrons: An Introduction to Computational
Geometry. MIT Press, 1969.

[96] T. Kohonen, Associative Memory: A System-Theoretical Approach. Springer,
1977.

[97] K. Fukushima, “Cognitron: A self-organizing multilayered neural network,”
Biological Cybernetics, vol. 20, pp. 121–136, 1975.

[98] S. R. Cajal, Histologie du système nerveux de l’homme et des vertébrés.
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