YHUBEP3UTET ¥V BAKOJ JIVIIU
[MPUPOJHO-MATEMATNYKU GAKYJ/ITET

Hyntan BajoBuh

NTepaTuBHu HU30BU U (PUKCHE TadKe y
reHEpaJIN30BaHUM METPUYKNM IIPOCTOpHMa

JOKTOPCKA JINMCEPTALIIJA

bama Jlyka, 2025. ronune



UNIVERSITY OF BANJA LUKA
FACULTY OF NATURAL SCIENCES
AND MATHEMATICS

Dusan Bajovié

Iterative sequences and fixed points in
generalized metric spaces

DOCTORAL DISSERTATION

Banja Luka, 2025.



Nudopmanuje o MeHTOPY M AUCEPTAIUjU

MenTop:
Jlp 3opan Murposuh, pemosuu mpodecop
Yuusepsuter y bamoj JIymu, Ejexkrporexunaku daxyarer

HacisoB mokTopcke jgucepramnmje:
WrepaTuBuu HU30BH U (PHKCHE TaUKe y TeHEPAJTH30BAHEM METPUUKUM IPOCTOPUMA

Pezume:

Y 0BOj Jjucepranmju MCTPazKyjeMo YCJIOBE 3a KOje HOCTOjH jeMHCTBeHa (pukcHa
TaYKa PA3HUX BPCTA KOHTPAKIHjA Y METPHIKHM MPOCTOPUMA U TeHEPATH3AINjaMa
METPUYKHUX MPOCTOPA. TeKCT JiucepTalije Mmouje/HeH je y meT Morjaas/ba. ¥ MPBOj
U JIPYTroj TJIaBU JAT je Iperyiel] OCHOBHUX MOjMOBa U TBpheHa Be3aHWX 3a MeTPUY-
Ke mpoctope. JleTa/bHO Cy M3JIOKEHW KJBYYHUW pPe3YITATU Teopuje (PUKCHE Tadke,
opojue MomuduKalmje ¥ HOBH pe3yJaTaTu I00MjeHu 3a yominTeHe Xapau-Porepc
KOHTDPAKIHje Y METPUUKUM MPOCTOpUMA. Y HACTABKY HW3HOCHMO IPErJie]] Pa3HO-
BPCHUX TeHEepaJIM3allija METPUIKOT MPOCTOPA M MPEJICTaB/haMO HOBUjE Pe3yJITare
jobujene y okBupy Teopuje dpukcne Tauke. [loceban ocBpr je mar Ha b-MeTpuuke
npocTope jep je Behuna pesyiarara y aucepraiuju Jo0UjeHA YV HCTParKUBAIby HaBe-
JieHe TeHepaan3anmje.

Y tpehoj riaBu gajemo nponjeny pacrojasa d(x,,x*) 3a uu3 {x,} y b-mMerpuakom
IPOCTOPY KOJU UCITYEbaBa KOHTPAKTHBHE YCIOB d( Ty 1,2,) < ANd(Zy,Tp_1), 32 CBAKO
n € N, rgje je A € (0,1).

Y 4eTBPTOj TVIaBU YBOAMMO cjade KOHTPaKIdje U cjaade (-KOHTPaKIHje. YCIocTa-
B/HAMO Be3y €a OCTAaJIUM BpCcTaMa KOHTPaKIHja W UCIHTYjeMO YCJIOBE MO, KOJUM
MOCTOjH jeIMHCTBEeHA (DUKCHA TadKa. Y JPYIroM jujesy JedUuHAIIEMO CJaade MoJI1-
HOMCKE KOHTPAaKIIHje Kao NPOIIHPEHhe CJaduX KOHTPAKIHMja U J0Ka3yjeMO TeopeMe
JYHrOBOT THIA Y D-METPUYIKUM TPOCTOPUMA.

Y 1eroj raBu je JeTa/bHO YBejeH IojaM F' KOHTpakIuja W JaTa Cy pe3yJTaTh
3a I’ KOHTpakIuje y MeTPUYIKOM IPOCTOPY Y OKBUPY WHTEPIOJATHBHUX MPOITHDE-
Hux Kourpakiuja ['eperuja, Xapau-Ponepca, Pyca u hupuha. lasbe cy yBejene
(s,q,0,F) kourpaknuje u (s,q,6,F) — g caabe KoHTpakImje y caabuM b-MeTpHIKIM
MPOCTOpUMa, TTPHU YeMy je JIOKa3aHOo Jia 3a TaKBa MpecJUKaBama MOCTOJH jeTUH-
cTBeHa (PUKCHA TAUKA.

Kibyune pujedm: ureparuBHH HU30BH, FeHEPAIU30BAHU METPUUKH ITPOCTOPH,
duKcHa TauKa, IOJHHOMCKE KOHTpaKIuje, F-KOHTpaKIuje.

Hayuyna obaact: Maremaruka
Hayuno mospe: Maremaruuka aHa/iu3a U lpUMjeHe
Knacudukammona o3zuaka: P001

Tun omabpane aunenie Kpearusue 3ajegaune: CC BY-NC-ND



Information about mentor and dissertation

Mentor:
Dr Zoran Mitrovi¢, full professor
University of Banja Luka, Faculty of Electrical Engineering

Title of doctoral dissertation:
Iterative sequences and fixed points in generalized metric spaces

Abstract:

In this dissertation, we investigate the conditions under which there exists a unique
fixed point of various types of contractions in metric spaces and their generaliza-
tions. The text of the dissertation is divided into five chapters. In the first and
second chapters, we provide an overview of the fundamental concepts and state-
ments related to metric spaces. The key results of fixed point theory are presented
in detail, together with numerous modifications and new results obtained for ge-
neralized Hardy—-Rogers contractions in metric spaces. Furthermore, we present a
survey of different generalizations of metric spaces and introduce recent results
obtained within the framework of fixed point theory. Special attention is given to
b-metric spaces, since the majority of the results in the dissertation were derived
in the investigation of this generalization.

In the third chapter, we provide estimates of the distance d(x,,z*) for a sequ-
ence {z,} in a b-metric space satisfying the contractive condition d(z,41,2,) <
Nd(zp,x,—1), for all n € N, where A € (0,1).

In the fourth chapter, we introduce weak contractions and weak (-contractions.
We establish their connections with other types of contractions and examine the
conditions under which a unique fixed point exists. In the second part, we defi-
ne weak polynomial contractions as an extension of weak contractions and prove
Jungck-type theorems in b-metric spaces.

In the fifth chapter, the notion of F-contractions is introduced in detail, and re-
sults for F-contractions in metric spaces are presented within the framework of
interpolative extended contractions of Geraghty, Hardy-Rogers, Rus, and Ciric.
Furthermore, we introduce (s,q,¢,F")-contractions and (s,q,¢,F)-g weak contracti-
ons in b-metric-like spaces, and it is shown that such mappings admit a unique
fixed point.

Keywords: iterative sequences, generalized metric spaces, fixed point, polynomial
contraction, F'-contraction.

Scientific area: Mathematics
Scientific field: Mathematical analysis and aplications
Classification code: P001

Creative Commons license type: CC BY-NC-ND

i



3axBaJIHUIIA

[Ipuje cBera 3axBaJbyjeM ce CBOM MeHTOpPY, npod. ap 3opany Mutposuhy, Ha HeceOUIHO]
IOJIPIIIIY U CTPIJbeiby. FEberose crpydne cyrectuje u yeMmjeperma OUIn ¢y OJ] HEeIIPOoIljemhu-
BOT 3HaYaja y OOJMKOBaY MOT MCTPAKHBAHa W aKaJeMCKOT Pa3Boja.
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Apcenopuhy uw nap Bopucy Ilerkouhy koju cy cBojum caBjermma m npumjegbama J0-
OPUHUjeJN KBAJUTETY JIUcepTalfje. 3aXBAaJTHOCT MIyTryjeM NpHjaTe/bUMa W KoJieraMa Ha
pasyMujeBaiby M IOTIIOPU KOJy CY MU LPYZKAJIU TOKOM UCTPAKUBAIbA.

Hajnyb/py 3axBannocT ymyhyjem CBOjOj IMOPOIAUIIH, KOja je CBOjUM OECKPajHUM CTPILbe-

IbeM, JbyOaB/by U oxpabpemeM Omia Moj HajBehu ocyioHall,
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YBOI

[lIojam yma/peHOCTH ¥ MaTeMATHIIH MOCMaTPao ce MHOTO INpHje HeTo ITO je yBeleHa all-
cTpakTHA jeUHUIIja MeTpUKe. Y eyKJNJICKO] TeOMEeTPHUjH yaa/beHocT m3Mel)y Tavaka
cxBaTalia ce Kao JIyXKWHa Jy:KH KOja MX cllaja, J0K je HejeJIHAKOCT TPOyIJia MocMaTpaHa
Ka0 OCHOBHO CBOJCTBO JyKHU y Tpoyriay. Tex y 19. Bujeky yaa/beHOCT J00uja CUCTEMATCKY
YJIOrY y aHaju3u U reoMerpuju, Hajupuje koj Kommja (1821), koju kopuctu |x — y|
3a ¢bopMmanm3anujy rpanuie u Kousepreunuje Ha R [1]. Puman (1854, o6jasseno 1868)
YBOJU METPUYKH TEH30pP KAO CPEJCTBO 3a JebUHUCAbE VIALEHOCTH HHTETPAIIIOM Iy 7K
reoJIeTCKUX KPUBHX, oTBapajyhu myT Heeykinackum reomerpujama [2]. Bearpavu (1868)
u Knaju (1871-73) paspabyjy xumepbosnndake mojene, a [Toerkape (1882-1884) cucrema-
TH3yje JMCK U MOJyPaBaH ¢ XUIepOOInIKOM MeTpruKoM [3-5].

[Tpumjehyjemo na je maeja yga/peHOCTH, HAKO yBHjeK Be3aHa 3a KOHKPETHE CTPYKTYPE,
funa mpejMer WHTeH3UBHOI MCTpayKMBarba MHOrO mpuje paiga Ppemrea (1906), koju je
A0 KJBYUHH JIOIPUHOC yBolemeM ancrpakThe nedbuHHIM]e METpUKe Kpo3 akcuome [6]. Y
CBOjOj TOKTOPCKOj maucepranuju Pperne HEje KOPUCTHO TEPMUH METPUUKH HPOCTOP, Beh
je roBopuo O mpocropuMa cHabjeBeHnM (PYHKIMJOM Y/a/beHOCTH, HarjalraBajyhu yso-
ry ¢yuknuje pacrojama kao ocHOBHOT mojma. Cam HAa3WB METPHYKH ITPOCTOP IOjaBUO
ce TeK HEKOJIMKO ToanHa KacHuje 3axBabyjyhu Xaysmopdy (1914), koju je ucroBpemeHo
yBeO U ONIITH TO0jaM TOIOJIOMIKOT MPOCTOpPa V KOjeM ce MeTPUYKU ITPOCTOPH MPUPOTHO
emjemntajy [7]. Tume je HAUMEbEH TPECYAAH MpeJas oJ JOKATHUX MEeOMETPUJCKUX MOJIEJA
Ka OIIITO] aKCMOMATCKO] Teopuju, Koja je omoryhuja jla/bu pa3Boj 10jMOBa KOHBEPIEH-
IMje, KOMILJIETHOCTH U KOMIIAKTHOCTH, & 3aTUM U came Teopuje (PUKCHUX Tadaka. TeMesbe
MeTpudke Teopuje ¢puckue tauke nmocrasuo je Credan Banax y ¢cBoOM MHOHUPCKOM pPaLy
u3 1922. ropuue [8], raje je dopmyarcao U g0Ka3a0 MPUHIKMI KOHTPAKIKjEe y KOMILIET-
HUM MeTPUYKUM IMpocTopuMa. OBUM pe3yaTaTOM 3alOvYHibe Pa3Boj HaBeneHe 00JACTH,
jep je mo mpBU MYT JaT ONIITH KPUTEPHUjYM 3a TMOCTOjarbe W jeITMHCTBEHOCT pjelierha, ca
HEIOCPEHUM IOC/bEIAIIaMa Y TeOPUju Au(pepeHIujaj HuX 1 UHTEIPAJTHUX JeTHATNHA.

Mebhyrum, yop30 ce 1oka3aJjio jia KjacudHa MeTPUKa MOKe OUTH HPEeBUIIle PECTPUKTUBHA.
Cumerpuja d(z,y) = d(y,z) He oaroBapa cuTyanujaMa y KOjUMa Mpeaasu & — Y Uy — &
UMajy pazimaure BpujeaHocTH; ycio d(z,x) = 0 Huje mpupomaH Kaja objekaT mpes-
CTaBJ/ba JjeTUMUYIHY HHQPOPMAIU]Y; CTPOra HejeIHAaKOCT TPOYIJIa OrpPaHrYaBa MOJeNe y
KOJUMa ce T'pelike aKyMyJupajy, a Takohe HCKJ/bydyje BaxkKHe Hexays3JaopdoBe mpocTope
KOJU ce TOjaBbyjy V U3NIM, XeMUju, OMOIOTUjH, MEIUIINHA U PAYYHAPCTBY. YIPABO Cy
Ta ONMarkKama MOJCTAKJIa PAa3BOj YUTaBe MOPOJAMIE TNeHEPAJIM3AIIja METPUUKOT KOHIIET-
Ta, C IU/bEM JIa Ce CAYyBa OMEPATUBHOCT METPHYKHUX METO/A Y MHPEM, PEAJTUCTHIHIjEM
OKPYKEIbY.



Jeana oJ1 HajBUINE UCTPAKUBAHUX T'eHepaJn3alija MeTPUKe 3aCHUBA Ce Ha peJlaKcaluju
HejeHaKOCT! TPOYTJia TJje 3a HeKy KOHCTAHTY S > 1 Bpujean

d(z,2) < sd(z,y) + d(y,2)];

IITO je JIOBEJIO JI0 yBohema mojma b-meTpudkux npocropa. llpemaa ce mojam b-merpudkor
IPOCTOPA y CaBpeMeHOM cMucJIy Hajuerihie Besyje 3a paj Yepsuka (1993) [9], uaeja ocoia-
O/peHIX MeTPUIKUX CTPYKTypa MojaBsbyje ce W panuje. Jom y pagoBuma Bysmea u3 ce-
JaMIeCeTHX U OCaM/IeCeTHX TOJMHA pasMarTpane cy (byHKIHje pacTojarba Koje He 3a0-
BOJbABAjy CTPOI'Y HEjeJHAKOCT TPOYIJIa, aJik Cy MIaK oMoryhasaJe jJeduHHCAHE TT0jMOBA
KoHBepreunuje u komiuterHoctu [10]. YV mmpemM MaTeMarndKoM KOHTEKCTY, y Ajeay Byp-
Gakuja [11], mory ce mahm KOHCTpyKIHje KOje aHTHIMIUPA]y HIE]Y METPHKA Ca peslak-
CHPaHUM aKCHOMHMA, [IPU YeMy je aKIleHAT CTaBJbeH Ha TOIOJOIIKE MOC/beTUIle OBAKBUX
nedbununmja. Ipecynan kopak Hauunmno je Baxrun (1989) [12], xoju je npsu dopmaino Ko-
prcTHO MO UKOBAHY HEje[HAKOCT TPOYIJIa ¢a KOHCTAHTOM S, /0K je Uepsuk (1993) [9]
JIa0 MOTIYHY aKCUOMATHU3AIMjy U yBEO caM TepMHUH b-MeTpuyku mpoctop. Iberos pesyii-
TaT MOKAa3a0 je Ja bamaxop MPUHIKAIT KOHTPAKIIAje BPUje/IM U Y OBOM IIHPEM OKPYZKEIby,
YruMe je OTBOPEeH IIYT 3a Jla/ba UCTPayKuBaba U PA3HOBPCHE INpHUMjeHe.

[Tapuujanne merpuke [13] masse pomymrajy d(z,z) > 0, 10k G-merpuka [14] u pekranry-
JapHa Merpuka [15] mpormmpyjy cam mojam yaa/beHOCTH Ha BHUIIEApTyMEHTHe pesaluje.
Acumerpudne n KBa3uMETPUUYKE CTPYKTYPe HMOTIYHO HAIYIITA]y CUMETPH]Y, a BjepoBaT-
HocHE M ha3u METPUKE yBOJE CTOXACTUYKY WM JUHIBHCTHYKY KOMIIOHEHTY Yy Mjeperhe
ynasmenoctu [16,(17]. Ha najormmrujem wusoy, JlaBepeosa teopuja [18] pemnTeprnperupa
MeTpHUKe IIPOCTOpe Kao ciaydaj oboraheHux Kareropuja.

(e oBe TeHepaam3aIyje aujese UCTy aMOUIU]Y: /1a OUyBajy cHAry TeopeMa (pUKCHe Tauke
U UTePATUBHUX MeTOJla Y OKBUPUMA KOju 00Jbe OJIpakaBajy peaJsiHe MoJaTKe W Mmporece.
[Turama MeTpu3adMIHOCTH, KOMILIETHOCTH W KOMIIAKTHOCTH OCTajy IeHTpaJ/Ha TeMa, a
UCTPazKMBarme rpaHuna m3Mel)y pazimuuTux Kjaaca TPOCTOPa OTKPUBA KOJUKO JAJIEKO
MOYKEMO IPEHUjeTH MeTo/le KIacuiHe aHaiau3e. Ha Taj HAUWH, reHepaan3oBaHe MeTPHUKE
HUCY T€K eCTeTCKe BaphjaHTe, Beh Hy»KHU MOJIEJIH KOjU MOBe3Yyjy TEOPHjy U IIPAKCY.



1. MeTpu4ikmu NpoCTOPU U I'eHepaJiu-
3allije

Y 0BOM MOIVIaBJ/BY JIajeMO TIperJie/l OCHOBHHX T0JMOBa Be3aHUX 3a MeTpHWIKe MPOCTOpe U
pasHe TeHepaJHu3allije MeTPUIKOr MPOCTOPa, ¢a MOCeOHIM OCBPTOM Ha b-MeTpHUKe Mpo-
cTOpe.

1.1 Merpuduku npocropu

[Tornapspe 3amounmbeMo JeUHUIIA]OM TOjMOBA METPUKE B METPUUKOT IIPOCTOpPA.

Hedbunnnuja 1.1 ( [6]) Hexa je X nenpasan cxyn u npecaurasarwe d : X x X — R
maxeo da 300080064 chedehe ycaose

(M1) 3a cee x,y € X, d(z,y) > 0 (nosumusna dedpurummocm);

(M2) 3a cee xy € X, d(z,y) =0 < x =1y (cenapayuja mavara);

(M3) 3a cee x,y € X, spujedu d(x,y) = d(y,x) (cumempuunocm);

(M4) 3a cee xy,z € X, spujedu d(z,y) < d(z,2) + d(y,z) (nejednarocm mpoyeaa,).
Ipecaurasare d nasusamo mempura a ypehenu nap (X,d) mempuuru npocmop.

Csaka MeTpuKa remepuiie Tornoaorujy. 3a x € X u r > (0, orBopeHa Jionta jedunucana
je ca
B(x,r)={y € X :d(zy) <r}.

Cxkyn U C X masmBa ce 0TBOpPEH ako 3a ¢Baky Tadyky x € U moctoju r > () TaKBO 18 OTBO-
pena jgonra B(z,r) = {y € X : d(z,y) < r} 3agoromasa B(z,r) C U. Ckyn F' C X Hasuba
ce 3aTBOPEH ako je weros kommieMenT X \ F' orpopen. CKyn CBUX OTBOPEHUX JIONTH Y-
HU 0a3y TOMOJIOTHje, TTa TAKO CBAKW METPHYKH IPOCTOP MOCTaje W TOMOJIONIKH TPOCTOP.
OBa TonoJsioruja uMa HEKOJMKO BayKHUX OCOOMHA: CBaku MerTpudku mpoctop je T u Xa-
yanopdos (Ts), a nonatHo je u perymnapan (7T3) u nopmanan (Ty). lakiae, y MeTpHaKuM
TPOCTOPUMA Bayke CBe OCHOBHE OJJIMKe KJIACHYHE TOITOJIOTHje, a MMOJMOBH KOHBEPTEHIIH]E,
KOMILTETHOCTH, KOMIIAKTHOCTH W HEMPEeKWJTHOCTH IPEeCcIHKaBama MOTY ce Y HOTIYHOCTH
omucaTn mMyTeM came Merpuke. OcuM Tora moctoju mpedpojuBa 0aza TOMOJIOTHje, Ma Cy
THMe cenapadbuinu u JInnmensedoBu, a IbUXOBA TOMOJIOTHja je CeKBEHITW)ATHA Tj. JTOBOJHHO
je IpaTuT! KOHBEPTEHIN]Y HI30Ba 33 MOTIIYHY aHAJN3y MPOCTOPA.



1.1. Merpuuku IpocTopH

Hedburnnuja 1.2 3a nus {z,} y mempuurom npocmopy (X,d) xascemo da xonsepzupa
ke x € X axo 3a ceako € > 0 nocmoju npupodar 6poj ng maxas da

n>nyg = d(z,z) <e.
Ereusasenmmuo, ycaos 3a KOHBEPLEHUUJY CE MOJCE UCKA3AMU

d(xp,,x) = 0,n — +oo.

Hedbunnnuja 1.3 Heka je (X,d) mempuuxu npocmop. Hus {x,} je Kowugjes ako 3a
ceaxo € > 0 nocmoju npupodar 6poj ny makas da

myn >ng = d(Tpy,r,) <&,

UAU
d(xm,x,) — 0, n,m — +o0.

KoMILteTHOCT ¥ KOMIAKTHOCT CY JIBHje OCHOBHE ocobune Koje omoryhasajy npuMjeny me-
TPUUKUX METOJa y aHaJU3W W KOje CTOje V OCHOBU MHOTHX pe3yaTaTa O IMOCTOjarmby M
je,ZLI/IHCTBeHOCTI/I pjeme}ba Y pa3/iIn4uTuUM MaT€MaTHYKUM KOHTEKCTUMA.

Hedbunannuja 1.4 Mempuuwrku npocmop (X,d) HA3UBAMO KOMNAEMHUM GKO je CE8GKU
Kowujes nus xonsepzenman.

Hedbunnnnuja 1.5 Hexka je (X,d) mempuuru npocmop u S C X.

o Damuauja omeopernur ckynosa {U;}tic; y X masusa ce omeopenu nokpueay crxyna
S axo epujedu

AC U Ui,
il

mj. ceaka mauka r € S npunada 6ap jedrom omsopenom cryny U;.

o Axo 3a ucmu ckyn S nocmoju Konauar nodckyn underca iy, .. . i, € I maxas da
SCU,uU,U---UU;,,
onda ce {U;,,...,U; } naszusa xonauwan nodnoxpusay omeopenoe nokpusaua {U;}icr.

Hedununnuja 1.6 Hexa je (X,d) mempuuru npocmop. Ilodckyn S C X wasusa ce kom-
naxman axo ceaxa omeoper nokpusay {U;}icr cxyna S cadporcu Konauar noonokpusa.

Hamomena 1.1 V mempuukum npocmopuma nocmoju HeKOAUKO eK6UBANEHMHUL Kapak-
MEPUIAUUIA KOMNAKMHOCTIUL!

e S je KoMnaxman axo u camo aKo c6axy nu3 Yy S uma nodnus Koju koneepzupa y S
(cexeenyujanta Komnaxmmocm,).

® C’%:yn S j@ romMnarvman axko u camo axo je KOMTAETAOH U TMOoMaAH0 0Z2PDAHUYEH.



1.1. Merpuuku IpocTopH

Y HaCTaBKY JOHOCMMO HEKOJMKO CTaHIaApIHUX ITpuMjepa MeTpuka. Ko cBakor npumjepa
KPAaTKO HCTUYEMO HeKe TOIOJIONIKEe HOCheTUIIE.

ITpumjep 1.1 Ha npoussowrom nenpasrom ckyny X mooscemo yeujer dedunucamis me-
mpuky Ha coedehu navum
0, ==y,
d(z,y) = {

1, x#uy.

uckpemna mempuka zenepuie QUCKPEMHY MONOA0RUJY: CBAKE MAYKA J€ U30A068GHA, G
ceary nodckyn je u omeopen u 3ameopen. Csaku Hu3 KOHGEP2UpPa jeduno axo je od Hekoe
underca cmaaro jednar c60joj epanuvy. Ceaxu JUCKpemHu npocmop je KoMNACmaH, anl
€ KOMNAKMAH CAMO GKO j€ KOHAYAH.

IMpumjep 1.2 3a z = (z1,...,2,) vy = (Y1,---,Yn) OePunuwemo

dy(zy) = ||z —yll, = V(@1 —p1)> + - + (@0 — ya)*

Oso je cmandapdna mempura dobujeHa u3 eykaudcke Hopme. AAMepramueHo, 4ecmo Ko-
PUCTIUMO U
n
doo(2,y) = fg?;; |z — yil, di(z,y) = Zl [z — yil-
1=
Cee ose mempuke undykyjy ucmy (cmandapony) monosozujy na R™ (exeusanrenmmue cy y

emucay nopmu). Ipocmop (R™, dy) je komnaeman u nuje komnaxman. Hus xoneepeupa y
dy HOPMU GKO U CAMO KO KOHBEP2UPG KOOPIUHAMHO.

IIpumjep 1.3 Hexa je (X,d) mempuuru npocmop u CL(X) ckyn ceur nenpasnuz 3a-
meopenur u oepanuserur nodckynosa 0od X. 3a A,B € CL(X) dedpunuwemo ycmjepene

yoamerocmu
d(A,B) = sup inf d(a,b), d(B,A) = sup inf d(b,a),

acA bEB beB acA

na Xayadopgosy ydamernocm
H(A,B) = max{§(A,B),(B,A)}.

Tada je (CL(X),H) mempuuru npocmop (a%o je X womnaeman, mada je u (CL(X),H)
%omnﬂeman). Y nparcu ce weemo padu ca IK(X), ckynom KOMNaKmHUT HenpasHux noocky-
nosa, jep je H(A,B) < 4+00. Xaysdopdosa mempura mjepu xosuko ce d6a ckyna Hasa3e
jedan ynymap yeehanoe cycjedcmea dpyeoe. Qopmanno, H(A,B) < r ako u camo axo
ACB, uBCA,, 2djeje B, ={zv € X :d(z,B) <r}.

Hedbunuumja 1.7 Hexa cy (X,dx) u (Y.dy) mempuurxu npocmopu. Ilpecaurasare f :
X =Y je nenpexudno y mauxku ro € X axo 3a ceaxo € > 0 nocmoju 6 > 0 maxso da 3a
cee ¥ € X u3 ycaoea

dx(x,z9) <0

caujeou

dy (f(x),f(x0)) <e.
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Hamomena 1.2 Henpexudnocm ce mootce udpa3umu u cekeenyujarno: fje nenpexuona
Y o ako 3a ceaxu Hus {x,} y X Koju Kousepeupa ka xy 6pujedu

Y mempuurum npocmopuma 06e 08uje POPMYAAUUIE CY EKBUBAAEHMHE.

Mako Mory OMTH BeoMa Pa3iInuuTH MO MUTamy anrebapcke crpykrype kao mmp. C n R?
Ka0 MeTPHYKH TpocTopu n3Mely BUX HeMa MpHUMjeTHe pa3jnKe. TeXHUIKH CJAUIHOCT Me-
TPUUKHUX ITPOCTOPA Ce MCKa3yje H30MeTpHujaMa.

Hedunnumja 1.8 Hexa cy (X,dx) u (Y.dy) mempuuru npocmopu. Ilpecaurasare f :
X — Y nasusa ce uzomempuja axo 36 cée x,y € X epujedu

dy (f(x).f(y)) = dx(z.y).

IIpumjep 1.4 YV mempuurom npocmopy (C[0,1],d) 2dje je d(f,g) = sup |f(z) — g(x)|.
z€(0,1]

3a durcuparny xonemanmy ¢ € R dedpunuwemo npecaurasarwe T : C[0,1] — C10,1],
(Tf)(z) = f(z) + c. JMaxo ce nokasyje da je T uzomempuja y yrnudopmmoj mempuuyy, d.

Hamomena 1.3 Hsomempuja wysa cee mehycobne ydawenocmu usmehy mavara u camum
MUM AYMOMAMCKYU 04Y8G C6E 0CODUHE KOje 3a6uUce 00 MEMPUKE: KOHBEP2EHUUJY HU306A,
Kowugjese Husose, KoMNAEMHOCM, KOMNAKMHOCTM, 34MEBOPEHOCT U OMBOPEHOCIN CKYNOBH,
umd. Hsomempuja je ysujex unjekmusta u HENpexudna a axo je usomempujo bujexmuena,
OHa J€ TOMEOMOPHUIAM, NG NPOCTNOPU NOBE3AHU TNAKEUM NPECAUKABATHEM UMATY TLOTNYHO
UCMY MONOAOWKY U MEMPUNKY cMPYykmypy. 3a passuky od usomempuja, onwme Oujer-
uyuje, na 4ok u uPepPeHuUIabUAHG NPECAUKAGBAILA, HE MOPAJY 0YYBAMU 08€ 0COOUNE: MO2Y
sadpotcamu esamrohy mparchopmanuje, aru He U MEMPUYKY cmpyrmypy. 3602 moaa ce
UBOMEMPUJG Y MEOPUJU MEMPUYKULT NPOCTOPGE NOCMEMPE KAO CMPOACUJU NOJaM 00 came
bujexuuje, jep obeszbjehyje da ce cee cywmuncke Mempuyke U MoNnosOULKE Kapaxmepu-
cmuke nperoce Yy nomnyHocmu.

Hedunuumja 1.9 Tonosowru npocmop (X,7) nazusa ce mempusabuiah axo nocmoju
mempura d na X makea da monoao2uja undyKo8aHa MEMPUKOM d NOKAANG MONON02UTY
7. Jpyeum pujenuma, cKynocu 0meopent Yy monosoULKOM CMUCAY CY MAYHO OHU KOJU ce
dobujajy Kao yHuje omeoperux sonmu Yy mempuyi d.

IIpumjep 1.5 Ha npocmopy R? nocmampajmo deuje mempuxe:

di(zy) = \/(xl —y1)* + (22 — 32)?, r = (21,22), ¥y = (Y1,42),
wmo je cmandapdna eyriudera mMempura, u
da(2,y) = |71 — y1| + 22 — v,

wmo je mae. makcumemapcka usu Menwxemn mempuxa. Ose deuje mempure di u ds
eenepuy ucmy monoao2ujy wa R2, mj. cmandapduy mononozugy.
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1.2 T'emepanm3alimje METPUYKOT IPOCTOpAa

[Tonazehu ox knacudne jedUHAITje METPHUIKOL IIPOCTOPa, yYBeJdeHe v pajosuma Ppemrea
[6] u Xaysmopda [7], y caBpemenoj Teopuju pasBujeH je UNTAB HU3 TeHEPATU30BAHUX
CTPYKTYypa Koje oMoryhaBajy 1poydaBaihe CUTyalija rJje CTaHj ap/He MeTpuiKe IpeTio-

CcTaBKe HUCY JIOBOJbHE.
Paan nakine cucremarnsanmje reHepaan3alnja mocMarpajmMo cibeaehe yciaone:

(d1) d(zz) = 0
(d1.) d(z,y) =0 = =y, amu ruje obasesio d(z,z) = 0;
(d1y) d(z,z) = 0, ann d(z,y) = 0 He TorAuH T = y;
(d2) d(zy) =d(yr) =0 = z=y;
(d3) d(z,y) = d(y,z);
(d4) d(z,2) < d(zy) + d(y,2);
(d4,) d(z,2) < d(xy) +d(y,2) — d(2,2);
(d4y) d(z,2) < d(zy) + d(yw) + d(w,z) 3a pasiusure y,w;
(d4,) d(z,2) < sld(zy) + d(y,2)] 3a mexo s > 1
(d4e) d(z,z) < max{d(z,y).d(y.2)};
(d4,) d(z,2) < A[d(z,y) + d(y,?)] 3a Hexy xoncramry A € (0,1];
(db) d(z.x) < d(z.y);

Cipesieha Tabesra mpeicTaB/ba HeKe O/l TO3HATHX MPONNPEha METPHIKHUX TTPOCTOPA.

Tabesa 1.1: [Tpommpema Merpuakux mpoctopa [19]

[IpocTop Akcrome
MeTpuaxn mpocTop [6,7] (d1),(d2),(d3),(d4)
TceyaoMerpuuaku pocTop [6] (d2),(d3),(d4)
Ksasumerpuaknu npocrop [20] (d1),(d2),(d4)
Cemumerpuaku npocrop [21] (d1),(d2),(d3)
Xemumerpuuku upoctop [22,23] (d1),(d4)
[Tapuujanann MeTpuakE mpoctop |13] (d1),(d3),(d4,),(d5)
b-merpuuku poctop [9[12] (d1),(d2),(d3),(d4.)
VaTpaMeTpraKn mpocTop [24] (d1),(d2),(d3),(d4.)
Jlucnomupann MeTpuiKu mpoctop [25] (d1),(d3),(d4,)
Caabu merpudku mpoctop [26] (d1,),(d3),(d4)
Pekranrynapuu npocropu [15] (d1),(d2),(d3),(d4y)
[Tapuujananu b-mMeTpudaku npocTop [27] (d1),(d3),(d4.),(d>5)
Moaudukopamn mMerpuaku npoctop [28,29] | (d1),(d2),(d3),(d4,,)
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Bpujeu nanoMenyTu Ja 1mocroje u OpojHa Jpyra HpoInmpemna nojMa MeTpUKe, Kao IITo Cy
MOJIy/IAPHU METPUIKH MPOCTOPH, KOHYCHU MeTpUIKH npoctopu, C*-aaredbapCckn METPUIKT
IIPOCTOPH, BjepOBATHOCHH METPHYKHU IIPOCTOPH, (pas3u MEeTPHIKH MPOocTOpH, (G-MeTpUIKI
npoctopu u Muoru Apyru [14,17,30-33]. V oBoj mucepranuju orpanmdmhemo ce Ha pe-
3yJaTare J100ujeHe y OKBUPY b-MeTPHUKHUX IIPOCTOPA, JOK heMo 3a ocTajie reHepan3alinje
W3HUJETU CaMO HEKe O/ HajBa KHUJUX pe3yJITaTa.

[IceymomeTrpuke ce Kopucre HKITMOHATHO] aHAJM3W, HA IMIPOCTOPUMA Mjep/hUBUX
)

dyukimja rje je HopMa JepUHNUCAHA JI0 CKOPO CBYJIA jeTHAKOCTH, I1a pasjanduTe (PyHK-

Ije MOT'y UMATHU y/Ia/beHOCT HyJIa.

IIpumjep 1.6 (Ilceynomerpuka) Hexa je X wenpasan ckyn. Yeedumo d(x,y) =0 3a cee
zy € X. Youumo da je d nceydomempuxa: epujedu ycaos d(xz,x) =0 , cumempuunocm u
nejednarocm mpoyeasa cy mpusujainy, aiu u3 d(z,y) = 0 e caujedu v = y. Tonorozuja
je unduckpemna camo O u X cy omeopenu, na axo je | X| > 1 npocmop nuje Xaysdoppos;
PABAUNUME MANKE CE HE MO2Y Pa3080JUMU QUCJYHKEMHUM OMEOPEHUM OKONUHAMA.

ITpumjep 1.7 (Iceynomerpuka y dynkunonannoj anamusu) Hexa je (X, A,u) mjeprus
npocmop U mexa je

Lp(X>:{fIX—>]R’fMj€p./bUGCL,/‘f|pd,LL<OO}, p > 1.
X

Ha LP(X) deunuwenmo dynryujy

1/p
i) = ([ @) - goPaut))
X
Tada d 3ado60ma6a HENHE2AMUEHOCT, CUMEMPUTY U HEJeaKoCm MPoy2aa, ail 6pujedu
d(f,9) =0 <= f=g p-ckopo ceyda.

Haxae, d je nceydomempura, a He mMempura, jep pasiuvume GyYHKUUIE KOJE Ce PA3AUKYTY
CAMO HG CKYNY MJepe HYAG UMGTY PACMojatbe HYAsa. Yeoherem pesayuje exeusareHuuje
f~g < [ =g p-cropo ceyda dobujamo daxmopcru npocmop

LX) = LX)/~
Koju Y3 06y Pynxyujy nocmaje npasyu Banaxos npocmop.

KBazumeTpuke HajIa3e MPUMjeHY Yy TEOPHjU aJropuraMa u Teopuju rpadosa, riaje je yia-
JBEHOCT Yy HPABILY OJ1 £ J0 Y PA3JIAYNATA O y/IaJbeHOCTH Ha3a/l.

ITpumjep 1.8 (3oprendpejea npasa) Ha ckyny peannuz 6pojesa R depunuwumo kea-

SUMEMPUKY
—b), a<b

dap) = {70 ash

1, a>b.

Tada je (R,d) xeasumempuuru npocmop. Hndyrosana monosozuja nuje cmandapdua mo-
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noaoeuja na R. Baza monoaozuje cy unmepsanu obauka [a,b) = {x € R | a < x < b}.
Tononaozuja Sopeendpejese npase Huje MEMPUZAOUAHA.

ITpumjep 1.9 (Ksazumerpuka) Yeedumo dynkyujy pacmojara ca d(z,y) = max{0,y—z}
na R. JTupexmmuom nposjepom dobujamo da je (R,d) xeasumempuuru npocmop. Omeopene
aonme OepuHUWEMO KaAO

B(zyr)={yeR: dzy)<r}={y: y<z+r}=(—c0,x+r).

3a x # Y He nocmoje UCHYHKIMHE 0MBOPEHE OKOAURE; CEAKA OKOAURG T J€ UHMEPSAL TMUNG
(—oo,x + 1), a ceara okoauna y je (—oo,y + S); wuxos npecjek je yeujer (—oo, min{x +
ry+ s}) # 0. IIpema mome npocmop nuje Xayadopgos (wax nuje nu T ).

YarpameTpHKe ce IPUPOJIHO jaBibajy y p-aicKuM Opojesuma Q, 1 y aHaJIU3U Xujepapxuj-
CKHX CTPYKTYpa.

IIpumjep 1.10 (p-ancka ynrpamerpuka) Hexa je p npocm 6poj. 3a ceaxu n € Z \ {0}
nuwemo n = p*m, 2dje m nuje djesus cap (uk € N je p-adnu excnonenm,). Jedunuwemo
P-a0dCKY 8aAYGUUTY

vp(n) =k, vp(0) = +00.

Ha cxyny pavuonasnux 6pojesa Q ysodumo Hopmy
|',I;’p = pivp(x)7 x E Q? x # 07

u 0], = 0. Ba z,y € Q depuruwsemo

dp(xay) = |ov — y’p-

Osa dynryuja d, je yampamempura, jep 3600606060

dp(fE,Z) S maX{dp(xvy)a dp(yaz)}v vxayaz € Q

Jlonme y yampamempuurom npocmopy (Q.,d,) umajy ocobuny da cy ucmospemero omeo-
PEHE U 3aMBOPEHE, 4 CEAKA MAYKa Aonme je wen uyenmap. Takea monoaozuja je nomnyHo
PABAUNUMEG 00 CMAHIAPIHE eYKAUICKE: HA NPUMIED, CKYN CUT P-GOCKUL UUJeAus O6P0jEsa

Zp:{xe@pHﬂpSl}

je xomnaxmaw, uako je beckonauan. Axo donycmumo da ce y osaj npocmop dodajy cee
epanuye Kowujesur nusosa y yampamempuyu d,, dobujamo p-adcko nowe Q,, xoje nped-
cMasna KaHoHcko npowuperwe Q y cmucay p-adcke monosozuje u uma GyHOaMeEHMANHY
ya02y Yy meopuju bpojesa.

[Maprujanne merpuke yeoan Metjys [13] ca numem ga mozesyje naprmjaase nabopMarje
y PAYyHAPCTBY, MOCEOHO Y TEOPHjU JEHOTAMOHUX CEMAHTUKA MPOTPAMCKHX je3WKa.

ITpumjep 1.11 ([Mapumjasna merpuka) Ha X = {0,1} nocmampajmo napyujarny me-
mpuky p damy ca p(x,y) = max{z,y}. Ouuesedno p(r,x) < p(x,y), spujedu cumempu-

9
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unocm U cneyujaana nejednarxocm mpoyeaa p(x,z) < p(xy) + p(y,z) — p(y,y). bBase
oxoauna ¢y By(xe) = {y : plryy) < plr.x) +¢e}. Ba v =1 u ceako € > 0 umamo
p(1,0) =1 < 1+¢, na ceaxa oxoruna mavke 1 cadporcu u 0. Baxwyuyjemo da napyujartu
mempuyky npocmop wuje Xayadopgos (numu T ).

Hucnomupane MeTpuKe 1ajy Ja/ba IPOMIAPEHha V TeOPHju (DUKCHUX Tadaka, Ije pacTo-
jame Tadke of came cebe 3aBUCHU OJT IbeHe MO3UINje U KOPUCTU Ce Y AlPOKCHUMAIUOHIM
MeroJama. PekTanryjiapie MeTpUKE MOjaB/byjy Ce y UCTPaKUBAbUMa CTAOU/JIHOCTH U Te-
HepaJin3alifja GUKCHUX Tadaka, I'Jje ce KJacuIHa TPOyraoHa HejeIHAKOCT 3aMjerbyje mpa-
BoyraoHoMm ¢opmoMm. Pa3u u BjepOBATHOCHE MeTpPUKe KODUCTEe Ce 33 MOJEeJTOBAMe CHTY-
allMja ca Heu3BjeCHONINY, HIP. YV TEOPHJH OJJIVUHBAILA U Y TEOPHJU Mjeperba y HeHu3Bje-
cHuM okpyxkemuMa. Konycrne u C*-anredapcke MeTpHKe TOjaB/bYjy ce Y (PYHKIIHOHATHO]
AHAJIM3M U TEOPHUjU OIEPATOpa, IJje MeTPUKA MOMPUMa BPUjeIHOCTH y KoHycuma uan C*-
ajiredOpama, 1mTo oMoryhasa mpernu3nuje npoydaBame JTUHeaPHUX OllepaTopa U CIeKTpaJ-
HUX cBojcTaBa. llopes oBuX, pasBujeHe cy W MOJyJapHe W BjepOBATHOCHE MeTpPHKe KOje
HaJa3e MPUMjeHy y TeOMEeTPH]CKOj Teoprju MYHKIUja U Y AHAJU3U IPOCTOPA €A JT0JATHOM
CTPYKTYPOM.

1.2.1 b-mMeTpUYKN NPOCTOPU

Nneja penakcarnumje Tpoyraone HejeTHAKOCTH jaB/ba C€ Y OKBUPY KBAa3HHOPMH U KBa3WMe-
tpuka. Xajepc [34] u Byprun [35] yBoge KBasuHOpME, a MPUPOJHO Ce TOKA3AIO Ja OHe
uHJIYKY]y KBazumerpuke. [IpBu paj y KojeM ce KBa3uMeTpuKa KOPUCTU Y MOJIEPHOM CMHU-
cay jecre pan Kondwmana u ge I'yamana (1970) [36], raje ce yBomu T3B. byHKIHja pacTo-
jama y XapMOHHjCKOj aHAJIU3W W MPOydaBarhy MPOocTopa XoMoreHor tumna. OBaj mpucrym
nporupyjy Macujac u Cerosuja (1979) [37], koju cucremaTusyjy paj ca KBa3uMeTpUKAMa
y Teopuju PyHKIHOHAJIHUX IIPOCTOPA.

VY pany Koudmana u Bajca [38] ykasyje ce Kako ce MOXkKe KOHCTPYHCATH KBA3UMETPHIKU
IPOCTOP Ha TOIOJIONIKOM IPOCTOPY Ha KoMme je pedunucana Bopenosa mjepa (1 camum
THM KaKO Ce MOYKe KOHCTDYHCATH IIPOCTOD XOMOTeHOr Tuma). Kjaca KBa3MMETPHYKHX
nmpocTopa 00yxXBaTa MOPOANILY CBUX KBa3u-BaHaXOBUX MPOCTOPA, KOjI YKJBYIYjy MHOIITBO
(GYHKIIMOHATHIX MPOCTOpa O (pyHIaMeHTATHOT 3Ha4Yaja v aHaausu: Jleberose mpoctope,
cnabe JlebGerose mpocrtope, JlopeHnose npocrope, Xapaujepe mpoctope, cjaabdbe Xapaujene
upocrope uri. [39). Ox nocebue Baxknocru je pax Bysmnea [10], y kojem ce gerabno ana-
JI3WPA TOMOJIONIKA CTPYKTYpa KBa3UMETPUUYKHUX MPOCTOPA U MOCTOjarhe (PUCKHE TauKe
KOHTpakije. Y ucropujckom nperieay Bepunmea u IMauypapa [40] uctunue ce ga Byn-
MIEOBH PE3YATATH MPeJICTaB/bajy MpeTedy OHOTA MITO JaHAC HA3WBAMO TeOPHUjoM (PUCKHE
Tavke y D-MeTpUIKUM TPOCTOPUMA H Ja UX Tpeba cMaTpaTh MUOHUPCKUM JOTPHHOCOM Y
0BOj 00JaCTH.

YBoheme kBazumerpuke y Teopujy (HUKCHHX Tavaka HAHOBO IO4YMibe€ pajioM baxrtnha
(1989) [12], mox w/byunm uckopak mpasu Uepsuk (1993) [9] xoju yBomm cam masus b-
METPUYKH ITPOCTOP U TIOKa3yje Ja banaxoB NpuHITUIT KOHTPAKIje, KA0 U JAPyTre KIaCHIHe
TeopeMe, ocTajy BanmumaHe. OOJgacT ce mokasajga Kao BPJIO aKTUBHA IITO je JOBEJO 110
3HaYajHOr Opoja pe3yJsTara y IOIJIeay pa3Boja Teopuje (PUKCHE TadKe U CUCTEMATH3AIIN]je
KOHTPAKTUBHUX YCJIOBA.

10
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Y napem jujesty Jucepraiuje KOpucTuheMo Ha3uB b-MeTpUYKH HPOCTOPHU C 003UPOM J1a y
caBpeMeHOj JINTepaTypPh KBa3MMeTPUIKH MPOCTOP O3HAYABA JAPYTY Te€HEepATU3aIln]y.

Hedunnannnja 1.10 (Hepsuk [9]) Hexa je X nenpaszan ckyn u s > 1 peasan 6poj. Dymxk-
yuja d : X x X — [0, + 00) je b-mempura na X aKo cy ucnyrwenu ycaosu:

(i) d(z,y) =0 <= z =1y, 3a ceaxo x,y € X;
(i1) d(z,y) = d(y,x), 3a cee x,y € X;
(iti) d(z,2) < s (d(zy) +d(y,z)), 3a cee z,y,z € X.
Ilap (X,d) nasusa ce b-mempuury npocmop ca KoHcmanmom s > 1.

Hamomena 1.4 Ymjecmo napa (X,d) y aumepamypu ce wecmo xopucmu ypehena mpojka
(X,d,s), 2dje s > 1 03Ha4a6a KOHCTNAMHY DEAGKCAUUJE HEJEOHAKOCTNY MPOY2Aa. Youumo
da 3a s = 1 dobujamo cmandapony wejednarocm mpoyaia 00HOCHO 0G j€ MEMPUKG YCMBAPU
CNeUUJANHY CAYYa] b-mempuke.

ITpumjep 1.12 Hexa je X = X; U Xy ducjynkmua ynuja, 2dje X1 = {a,b} uma dsa
enemenma, a Xo = {c} jedan eaemenm. Jledpuruwumo

0, z=uy;
d(l’,y) = 47 T,y € Xla x 7& Y,
1, akxox € X1,y € Xy (uau o6pammo).

Jlaxo ce nposjepasa da d(x,y) > 0, d(z,y) = d(y,x) ud(z,x) = 0. Taxobhe, (iii) je ucnyrena
36 8 = 2 nposjepom Konaunoz b6poja cayuajesa. Ha npumgjep, 3a x,y € X1 u z € Xo
dobugamo d(z,y) =4 ud(zx,z) +d(y,z) =1+1=2, nad(zy) =4=2-2=2[d(z,2) +
d(y,2)]. Hnax, d owuzaedno nuje mempura jep nejedrnaxocm mpoyeaa we epujedu 4 £ 141.
Osaj npumjep noxasyje da b-mempura Huje eK6UBGACHMHA MEMPUUL Y ONWIMEM CAYUGTY.

ITpumjep 1.13 ( [19]) Ha cxyny pearnuz bpojesa dedpuruisemo
d(zy) =z -y, zyeR,

sa gurcnu p € (0,1). Qynryuja d nuje mempura jep He 3a00605a6a cmandapdny Hejed-
HAKOCT, MPOY2AG, GAU J€ b-Mempura ca KOHCMAHMOM S = 21/p—1,

IIpumjep 1.14 ( [39]) Hera je (X,| - ||) weasunopmuparu npocmop, mj. dymrxyuja || - ||
zadosomasa ||x + y|| < K(||z|| + ||y||) 3a nexy wonemarnmy K > 1. Jledunuwumo

d(zy) = |z =yl
Tada (X,d, s) npedcmaswa b-mempuuru npocmop ca ucmom konemanmom s = K. Osaj

npumjep noseayje b-mempure ca GHAAUIOM Y KEA3UHOPMUPGHUM NPOCMOPUMA.
Hexa je (X, A, 1) mjepaus npocmop u 0 < p < 1. Jedunuwiumo

(X ={f: X o R | /X F @) du(x) < oo},

11
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3a f € LP(X,u) ysodumo keasunopmy

i =( !f(ff)\pdu(fv)>1/p.

Qynryuga || - ||, nuje nopma jep 3a p < 1 ne epujedu nejednarocm mpoyena. Unax, 3a cee
f.9 € LP(X 1) spujedu
1f+allp < 115+ llgllp,

wmo nokasyje da (LP(X,u),|| - ||,) wunu weasunopmuparu sureapru npocmop. Axo dedu-
HUULEMO

d(fvg) = Hf - ng7 fag € Lp(X7N)>

onda (LP(X,u),d) npedcmasna b-mempuyuku npocmop ca KOHCMAHMom § = 25,

Y b-MeTpuyuKOM HPOCTOPY YBOJE Ce II0jMOBH KOHBepreHiuje n KomujeBux HU30Ba CJAUIHO
Ka0 y METPUYKUM ITPOCTOPUMA.

Hedbunannuja 1.11 ( [9]) Hexa je (X,d,s) b-mempuuku npocmop. Hus {z,} C X je
konsepzenman axo nocmoju x € X maxas da 3a ceaxo € > 0 nocmoju N € N ca

d(zp,z) <e, ¥Yn> N,

my. lim,, o d(z,, ) = 0.
Hus {z,} C X je Kowujes axo 3a ceéaxo € > 0 nocmoju N € N ca

d(xn, zm) <&, Vnm > N,
myg. imy, ;oo A(Tp, Tp) = 0.

Hedbunnnuja 1.12 ( [9]) Hexa cy (X,dx,sx) u (Y,dy,sy) b-mempuuxu npocmopu.
IIpecaurasare f : X — Y wuenpexudno y mawku 9 € X axo 3a cearxu nus {r,} € X
Koju Koneepeupa ka xo y (X,dx) spujedu

f(xn) = flwo) y (Yidy).

Csaka b-merpuka d wHIyKyje Tomosorujy 74 Ha X mpeko 6asuux jgontu B(z,r) = {y €
X td(xzy) < r} [41]. Mehytuwm, Ta Tomosornja MozxKe WMaTH HEMHTYUTHBHE OCOOMHE: HA
npumjep, moryhe je ma ckyn B(z,r) Huje OTBODEH y TOj TOIOJOTH]H.

IIpumjep 1.15 ( [42]) Aedunuwumo na X dynryujy

d(z.y) 0 axozx =y,
x,y) =
Y 2 axox F#vy.

Tada je (X,d) b-mempuuku npocmop 3a s = 2. Jlonma B(x,1) = {x} nuje omsopena

Y monoao2uju Kojy 2enepuute d, jep ceaka 0KOAUHG MAYKE T CAOPAHCU UAU CAMO T UAU
yujeau cxyn X.

12



1.2. I'emepa/sm3zanije METPHIKOT ITPOCTOPA

®ynknuja d (kao npecankaBame ca X X X y R) He Mopa OuTH HENpPeKHJHA O CBOJUM
apryMenTHMa (3a pasaHKy of cBake Merpuke) |19].

IMpumjep 1.16 ( [43]) Hexa je X = R? u nexa je d : X x X — [0, + 00) depunucaro ca

d(l’y): |‘T1_I2|7 Y1 = Y2,
7 2(|lz1 — za| + 1 — ¥21), w1 # Vo,

30 ¢ = (21,22),y = (Y1,Y2)-

Tada je (X,d) b-mempuuru npocmop ca kowemarnmom s = 2. Axo yamemo

z,=(1,2), z=(10), y,=(00), y=(00),

dobujamo da x, = T u Y, — y 00k d(Tp,yn) =2+ 2 = 2 # 1 = d(z,y). Jarae, d nuje
HenperudHa.

3a pasuKy O] MPEeTXOIHO IMOMEHYTHUX TeHepanau3aluja y b-MeTpuakuM mnpoctopuma 1o
AKCHOMA W Jla/be BPUje/l, OMHOCHO cBaku b-merpuuaku npocrop (X,d,s) je Xaysaopdos.

IMocwenuna 1.1 Hexa je (X, d, s) b-mempuuru npocmop. Tada epujedu:
(i) Ceaku Konsepzenman HU3 UM jEOUHCTMBERY 2PAHULY.
(11) Ceaku xonsepzenman nu3s je Kowugjes.

IIpumjep 1.17 ( [9]) O6pam mepherwa (ii) y IHocweduyu Y onwmem CAYuajy He
spujedu. Cryn Q ca b-mempurom d(z,y) = |z — y|> nuje xomnaeman: nocmoju Kowugjes
nu3 paruonaanux 6pojesa koju xoneepeupa ka 2 ¢ Q, na ne xonsepeupa y Q.

Hedwunnumja 1.13 b-mempuuru npocmop (X, d, s) xomnaeman axo je ceaxu Kowujes
Hu3 y X Koneep2enman.

[Hogckyn D C X nHa3uBa ce CEKBEHIU]AJIHO OTBOPEH aKO 3a CBAKM KOHBEPICHTAH HU3
{z,} = x € D nocroju N rako ga x, € D 3a ce n > N. Iloackyn F' C X nHaszupa ce ce-
KBEHIMjaJIHO 3aTBOPEH aKO HUjeJJaH Hu3 u3 F' He KonBeprupa Ka tadyku BaH F'. IIpocTtop X
je ceKBeHIMjaJaH aKO CBAKU CEKBEHITHjaTHO OTBODEH CKYT jecTe OTBOPeH. CeKBeHIMjaTHA
Tonosoruja Ha b-merpuwakom mpoctopy (X,d) ozmauaBa ce ca 7. Mmak kao y mperxo-
HOM CJIy4ajy HaBeJleHa TOIOJIOIHja MMa UCTe HeJocTaTKe Kao u Ty4. Ja Ou ce uszbdjerse
oBakBe noremnikohe, yBejiena je ronosornja 7%, koja npejcrabiba HajOUHH]Y TOHOJOTH]Y
KOMTATUOWIHY ca d My KOjoj jionTe (DYHKIIMOHUTITY Kao Oa3e OKOJIUHA.

Hedunnouja 1.14 ( [44]) Heka je (X,d) b-mempuuru npocmop ca koncmanmom s > 1.
Tonoaozuja 7@ na exyny X dedunuwe ce na coedehu navun: U C X npunada 7 axo u
camo ako 3a ceaxy maywky x € U nocmoju peanaan 6poj r > 0 makas da

By (:pf) CU
S

13
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d

Apyeum pujevuma, 6asa monosozuje T wumne ckynosu dobujent ka0 Mpecjeuu AONMU

obauxa By(x,%).
Teopema 1.1 ( [44]) 3a cearu b-mempuuru npocmop (X, d, s) epujedu:
(i) T =714 (cexsenyujarna u cmandapona Monoso2uja ce noKAaNajy);

(ii) 74 C 7 (mononozuja ¢ npowupyje cmandapony).

Hamomena 1.5 Tonoaoceuja 70 uma wwyuny yaoey jep epaha ovexueano noHauare no-

3HAMO U3 MEMPUYKUT NPOCTOPa: sonme cy base okosuna, gyrnkuyuja d(-,-) je Henpexudna
y concmeenoj monoaoeuju, o npocmop (X,d) nocmagje mempusaburar (mj. nocmoju npasa
Mempuka Koja 2enepuwie ucmy monosozugy). Ha maj nawun ¢ omoeyhasa da ce xaacum-
HU DE3YAMAMU GHAAUZE (KOHBEP2EHUUIA, KOMNAEMHOCM, HENPEKUOHOCT NPECAUKABAIHG)
npumujene u Yy b-mempuukom okpyHceroy.

IIpumjep 1.18 ( [44]) V onwmem cayuajy unxaysuja 74 C 7 je cmpoea. Heka je
X ={01,2% ...t ..}

19930 'n)

ad: X xX —[0,00) depunucano ca

0, r =1y,
d(z,y) = 1, z#y, vy €{0,1},
’ o —yl, z#y, zye{0bU{L neN},
4, UHAYE

Tada epujedu:
(i) d je b mempura na X ca s =8§;
(i1) d nuje mempura na X ;
(111) d nuje nenperxudna no ceakoj nPoMjeHsUE0];
(iv) aonma B(1,2) nuje omeopena y T, asu jecme y 74,

Oco0uHe KOMILTEeTHOCTH b-MeTpHKe aHAJOTHE Cy MeTPUYKOM ciaydajy. CBaka 3aTBOpPEHH
HOJCKYIT KOMIUIETHOT b-MeTpudkor npocropa je komiuteran [45] . O6pHyTo, cBaku KOM-
wretan noackyn Y C X mopa 6utn 3arBopen y X [45]. Tlosnara je kapakrepusanuja y
MeTPHYKIM TPOCTOPUMA A je MOJACKY T KOMIAKTaH (CeKBEHINjaIHO KOMITAKTAH) aKO U Ca-
MO aKO je KOMILIeTaH ¥ TOTAJIHO orpannde. CIMYaH KPUTEPHUJYM BaXKU Uy D-MeTpUIKuIM
MPOCTOPUMA: KOMIIAKTHOCT, CEKBEHIINjATHA KOMIIAKTHOCT ¥ KOMOWHAIN]a KOMILIETHOCTH
U TOTAJIHE OIPAHUYCHOCTH W Jlasbe Cy eKBuBaseHTHU nojmosu [45]. [lpenusnuje, caku ce-
KBEHIIMjATHO KOMIIAKATAH TOJCKYI b-MeTPHYKOr MPOCTOPA je KOMIIakTaH 1 obpaTHo (jep
je mpocTop KOjH HCIyHaBa MPBY akcHoMy mpebpojuBoctu no Gasu jontu) [45]. Takobe,
CBaKW KOMIAKTAH CKYI K y b-MeTpUIKOM TPOCTOPY jé TOTATHO OrpaHWdeH (i OrPAHWYEH )
u 3arBoper. O6pHYTO, aKo je A TOTaJaHO OrpaHHYeH TOACKYI KOMILIETHOT IpocTopa X,

14
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taza je A kommakTan: cBaku Hu3 y A nma Kommjes noguaus (360r ToraaHe orpaHuIeHO-
cTi), Koju 3600 KOMIUIETHOCTH HPOCTOpa KOHBeprupa y X, a TPaHUYHA BPUjETHOCT MODA
ocratu y A (jep je A 3aTBOpEH).

Jpyra JiuHEja TPUCTYIIA, Pa3BHjeHa ca IU/beM Jla ce U30jerny moMeHyTe IoTelrKohe y To-
MOJIONITKO] CTPYKTYPH b-MEeTPHYKHUX MPOCTOPA, jecTe YBOheme MojMa CTPOror b-MeTpuakor
mpocTopa, kKoju cy npenoxkuaun Kupk u [Mazan [46].

Hedunannuja 1.15 ( [46]) Heka je X nenpaszan cxyn u s > 1. Ipecauxasare d : X x X —
[0, + 00) je cmpoza b-mempuka ako 3a cee x,y,z € X epujedu:

(1) dzy) =0 <= ==y,
(i) d(z,y) = d(y,r),
(111) empoza b-nejednarocm mpoyena:
d(z,z) < d(z,y) + sd(y,z).
TomnoJiomnike ocobune cTporux b-MeTpuYKUX MPOCTOpa Cy 3HATHO ypehenuje ox ommrTux
b-MeTpUIKHUX ITPOCTOPA:
e cBaka Jionta B(z,r) je OTBOpeHa W CKYI JIONTH YUHU Ga3y TOMOJIOTH]e;

® TOIOJIOIHja MHIYKOBAHA CTPOrOM D-METPHKOM je MeTpH3a0HIHA, Tj. IIOCTOJH IIPaBa
MeTpHKa KOja TeHePHUIe UCTY TOTMOJOTH]Y;

e 1ojMOBH KommujeBuX HU30Ba y MOTIIYHOCTU MOHAIIAJY ¢e UACHTUYIHO Kao Y METPUU-
KHUM IIPOCTOPUMA;

e dyukmuja d(-,-) je HEIPEKUHA Y CONCTBEHO] TOMOJOTHjH.
ITpumjep 1.19 ( [46]) Ha cxyny R dedpunuwumo
d(z,y) = |v =yl + |z -yl
Tada d 3adosomasa ycroe
d(z,z) < d(z,y) +2d(y,z), =zy,z2€R,

na je (R,d) empoeu b-mempuuku npocmop ca s = 2. Hndyrosana monosozuja ce nokiana
ca cmandaponom eyrasudcrom monoso2ujom.

[Turare METPU3aOUTHOCTH b-METPHUKKX TIPOCTOPA (KBA3UMETPHYKKX ) UMA YTy HCTOPH-
jV M 3ay3uMa 3HAYajHO MjecTO y TEOPHjHU IeHepaau30BaHuX MeTpuKa. [locebHa maxkiba
je mocsehiena mpoctopy (X,d) Kaaa je peakcupaHa HejeTHAKOCT TPOYIJIA 33 I0BOJbEHA Ca
KOHCTAHTOM S = 2, jep 0Baj CJy4aj MpeJCcTaB/ba I'PAHMYHY CHTyalujy usmely merpud-
KHX ¥ OMIITUJUX D-METPUIKUX CTPYKTypa. YIIPABO 3a 0Baj Cay4daj J0OUjeHN Cy KJIaCUIHH
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pesyararu merpusabmwinoctu. OpuHK yBOIU JaHIaHy METPUKY

n—1
p(x’y) = inf { Zd(‘ri7$i+1) ‘ne N7 T =220,...,Tpn = y}7
=0

KOja HMCIIyEaBa YCJI0B Heje JHAKOCTH Tpoyria. Pesyiarar mokasyje jga cBu b-MeTpUIKHU IIPO-
CTODPH 32 § = 2 cy MeTpu3aOuJIHN.

Teopema 1.2 (Opunk [47]) Heka je (X,d) b-mempuuru npocmop koju 3600606064
d(z,2) < 2[d(zy) +d(y.2)], VryzeX.
Tada nocmoju mempuka p na X exsusarenmna ca d maksa da

plzy) <d(zy) <4pley), Veye X

['ycTaBcon nojegnoctas/byje PpuUHKOBY METOY U Jaje JUPEKTHUJU KOHCTPYKTUBHU J0Ka3
MeTPH3a6UIHOCTH b-METPUIKHUX MPOCTOPA, YMMe MoBe3yje pare pesyarare Yurenena [21]
u Bucona [20].

Teopema 1.3 (I'ycrascon [48]) 3a ceaku b-mempuuxu npocmop (X,d,s) mooce ce Kom-
CMPYUCAMU MEMPUKA p eksusarenmna ca d modudurayujom Ppunkose Koncmpyryuge.

Kopunihemem pacdunupanux jsrandanux npoijena Illpenep renepanusyje @puHKoB pe3yi-
TaT U HOKa3yje Jia ce MeTpU3abMIHOCT IIPOCTHPE HA CBe b-MeTpHUUKe IpocTope ca s < 2.

Teopema 1.4 (Illpenep [49]) Axo je (X,d) b-mempuuru npocmop ca kKoncmanmom s < 2,
mada nocmoju mempuka p na X exsucasenmua ca d xoja 3a0060.6a6a

p(zy) <d(zy) <2sp(ay), VeyeX.

3a b-merpuuke mpoctope (X,d), An u JlyHr cy mokasajau na je TOMOJOrHja WHIYKOBAHA
KOHBEPIeHIIMjOM HU30Ba (CEKBEHIMjaJHA TOMOJOIja) jeJIHAKA CTaHAP/HO] d-TOHOJIOTH)H
Te Ja je IPOCTOp ceMuMeTpu3aduaan; y3 6jary mpernocTaBKy HENpeKuIHOCTU d 1O je-
HOj TTPOM]jeH/bUBOj, & aKO je MPOCTOpP peryjiapaH u 1ocjeiyje o AUCKPeTHy 0a3y, Taja je
no Harara—CmupHoB Teopemu Merpusabuian [50H53]. Y Tom ciydajy Moxkemo uzabparu
METPHKY KO0ja TadHO T'eHepHIIe TOIOJ0THjY T¢.

Com [54,55] je mokazao na ceaku b-merpuuku npocrop (X,d,s) je merpuzabunan u Ge3
HPEeTHOCTaBKu 0 HempekugaocTu (pyukiuje d. Com npumjemyje reHepan30BaHe MeTPH-
3aruone Teopeme Tuna Jdurenjena u Bujicona m ykjara TeXHUYKE PECTPUKIUje U3 pe-
gyarara Ana n JlyHra umMe mokasyje Ja MeTPU3aOWIHOCT HHUje OCjeT/bWBa Ha JIOJATHE
yCJIOBE.

[IpBU NpUCTYII Iije ce KOPUCTU CTEIEeHOBAE b-MeTpUKe YMjeCcTO KOHTPYKIUje JTaHIAHIX
cyma je npukasan y pagy Macujaca u Cerosuje [37].
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Teopema 1.5 (Macujac-Cerosuja [37]) 3a ceaxy b-mempury d nocmoju exeusaienmua
mempura p u excnonenm o € (0,1] me wonemanma C > 1 maxo da epujedu

Cp(zy)* < d(zy) < Cp(zy),
U Modice ce u3abpamu eKeusarenmna b-mempura y Kojoj cy cee aonme omeopene.

Pan Ajmapa, Jadbena n Huruja [56] npomupyje n cucremarnsyje Macujac-Cerobuja KoH-
CTPYKIIA]Y H Jlaje YCJIOBe MOJ, KOjuMa MeTpuKa p® /aje eKBUBAJEHTHY CTPYKTYPY V3 IPHU-
MjeHe Y aHAJIU3U IPOCTOPA XOMOTEHOT THUIIA.

Hoga meTosia ca p-nanmuma yBogu ce y pajy [Hanymunckor u Hlremnaka [57]. TTocmarpa-
eM hP KOHTpOJIUIIE ce aKyMmyJ/ialuja KOHCTaHTe S Yy JIAHYaHUM IpoijeHama a (opmyJia
(25)P = 2 oapeljyje onrumanan ekcrioneHT p. TuMe ce mokasyje Ja 3a cBaku s > 1 mocroju
oJiroBapajyhu p Koju Jjiaje eKBUBAJEHTHY MeTpUKy. Pe3yyitar je HApoUnTO BaykKaH jep Hy-
1 KBAaHTUTATUBHE KPUTEPUjyM MeTpu3adbuanocru: d, u h? cy eKBUBaJIeHTHH, & IPOIjeHa
ihp < d, < hP najy TauHy KOHTPOJLY.

Teopema 1.6 (Ilamymuncku-Illtemmak [57]) Hexa je (X,h) b-mempuuku npocmop ca
konemanwmom s > 1. Axo p € (0,1] 3adosomasa (2s)P = 2, mada je npecauxasaroe

dy(z,y) = inf { Z h(zj_1,2;)P :neN, x =xg,...,0, = y}
j=1

mempura na X u epujedu

th(z,y)? < dy(zy) < h(zy)?, Vaye X.

DyHIaMeHTATHE UCKOpakK joHocu paj dyrra u Xanra [58] jep mokasyje jga b-mMeTpuuku
MPOCTOPH, TOpeJ, MeTpu3aOUIHOCTH, VBHjeK MOCjelyjy U KOMILUIeTUDAhe aHAJIOTHO Me-
TPUYKHUM MPOCTOPUMA.

Teopema 1.7 (dyur-Xaur [58]) 3a ceaxu b-mempuuru npocmop (X,d,s) nocmoju b-
mempuuxo xomnaemupare (X*,d*4s®) xoje je jeduncmeeno do usomempuje u y Koje ce
(X,d,s) ypara xao 2ycm nodnpocmop.

Ko6samr u Yepsuk y [59] kopucre eksupaseniujy KommjeBux HI30Ba y b-MeTPHIKOM KOH-
TEeKCTY, reHepaan3yjyhin cTaHIapJIHO METPUYKO KOMIUIeTHpame. OBaj MPUCTYN TOKa3yje
Jla pa3JuvunuTe TeXHUKE JTOBOJME JI0 UCTOT 3aKJ/bYUYKa: b-METPHUKH TPOCTOPU UMajy A00PO
JlebuHrCcaHa KOMILJIETUPAha U J1a Ce Ha IbUMa MOI'Y pa3BUjaTH pe3yJTaru (PUKCHE TaudKe.

1.2.2 Cunabu b-MmeTpuYvKu NpocToOpu

Y OBOM IIOIVIABJ/BY UCTAKHYieMO HeKa Ol IpOIIHperha h-MeTpuIKor mpocTopa. Y3 HaBe-
Jiere jiepUHUNUjE W3/BajaMO HEKOJIMKO TeXHUYKU 3HAYAJHUX JIEMA y OKBHUDY Cjadux b-
METPUYKHUX IPOCTOPA, jep YIIPAaBO y TOM OKPY Kemy J00MjaMO HOBE pe3y/rare Koju he
OUTH JIeTa/bHO PA3MOTPEHU Y HACTABKY JIUCEPTAIIH]e.
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[IpBo nporupeme b-MeTPUYKUX IPOCTOPA MPEJICTaB/bajy b-KBa3UMETPUIKHU ITPOCTOPH, KO-
je cy yean Xycanu u [Tlax [60]. Hakon Tora, Xycann, Xam3u u Jlatud [61] yBoge aucito-
rupate b-merpudke mpocrope, ok Ilykmna [27] nedunuine naprujaase b-mMerpudke mpo-
crope, uncnupucane MeTjy3oBuM napuujaaauM Merpukama. Hamame, Mycrada, Cumc,
Ajmn u Kapanunap [62] dopmysuiny pekranryiapHe b-MeTpuUuke MPOCTOPe JIOK AJi-
xamu, Xycamn n Camumu [63] yBoge mojam caabux b-merpudkux mpocropa (eHr. b-
metric-like spaces), Koju mpeacTaB/bajy IPUPOTHO MPONTHPEHE b-METPUKE PEeNTAKCAIIjOM
yCJ0Ba HA JIMjarOHAJIN.

Tabena 1.2: IIpomupema b-MeTpuIKuX IpocTOpa

[IpocTop Akcuome
b-merpuaku npoctop [9,[12] (d1),(d2),(d3),(d4.)
Hapiujanuu b-merpudkn mpocrop [27] (d1),(d3),(d4.),(d5)
Jucnonupann b-merpuaku mpoctop [61] (d1),(d3),(d4.)
Pekranrynapuu b-merpudakn npoctop [62] (d1),(d2),(d3),(d4y)
Caabu b-merpuuku upocrop (b-metric-like) [63] | (d1,),(d2),(d3),(d4.)
b-TiceyTIOMETPUYKH IPOCTOP (d1p),(d3),(d4.)
b-yATPAMETPUIKH TPOCTOP (d1),(d2),(d3),(d4.)
MoucdukoBamn b-merpuakn mpoctop [28129) (d1),(d2),(d3),(d4,,)

VY apyrom npasiyy Xyanr u [Ily [64] pasmarpajy koHycHe b-MeTpruke mpoctope, 10K Ka-
pamunap, Hamuue n Camer [65] mpoyuasajy BjepoBarHOCHe b-MeTpuuke mpocrope. Paszu
BapujanTa yBou ce kox Camera, Berpa u Berpa [66], nox Ma, Juanr u Jy [67] passujajy
teopujy C*-asredapckux h-MeTpUIKUX MpoCTOpa.

Y OKBHDY CaBpPeMEHUX NCTPAXKNBAHA MeHepain3alnja b-MeTpuKe ToceOHO MeCTO 3ay3uMar-
jy c1abu b-MeTpHYKHI IIPOCTOPH, & KOjU IIPE/ICTABIBA]Y IIPOIIAPEIHe b-MeTPHIKUX IIPOCTOPA
peslakcalyjoM YCI0Ba Ha JIHjaroOHAIN U IPYZKa]y HOBH OKBHD 34 HCTPAKUBAIHE TPBEHCTBE-
HO y obJjiacTu Teopuje pUKCHE TadKe.

ITpumjep 1.20 Hexa je X =Ry, p > 1 koncmanma ud : X x X — 0,4 00) depunucana
ca

d(z,y) = (x+y)".
Tada je (X,d) caabu b-mempuuru npocmop ca woeduyujenmom s = 2P~ aau nuje b-

mempuuky npocmop jep je 3a x >y, d(x,x) > d(x,y).

Y caabom b-merpuarom mpoctopy (X,d), ako ¢y x,y € X u d(z,y) = 0, onga je x = y.
Mebyrum, 06pryTo He Mopa 6utu TadHo u d(x,r) MOXKe OMTH HO3UTHBHO 3a T € X.

Hedurnnuja 1.16 ( [68]) Hexa je (X,d) caabu b-mempuuru npocmop ca napamempom
s>1,{x,} nus y X v € X. Tada spujede caedelia mepherva:

(a) Hus {x,} xoneepeupa xa x axo lirf d(x,,x) = d(z,x);
n—-+0oo

(b) Hus {x,} je Kowujes nuz y (X,d) axo lim+ d(xp,Tm) NOCMOjU U KOHANAH je;
n,m——+00
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(c) (X,d,s) ce nasusa xKomnaeman caabu b-mempuuru npocmop axo 3a cearyu Kowujes

nuz {r,} C X, nocmoju x € X mako da lim d(z,,z,) = lim d(z,x) =
n,m—-+oo n—4o00
d(z,z).

Hedbunnnuja 1.17 ( [68]) Hexa je (X,d) caabu b-mempuyuru npocmop ca napamempom
s > 1 u [ npecaurasawe y cebe ckyna X.Pynxyuja [ je nenpexudna axo u camo axo

liIJqu d(fzp,fx) =d(fz,fx), sa ceaxu nus {x,} C X, xoju 3adosonasa lim d(z,,x) =
n—-—+0oo

n——+oo
d(z,z).

IMocwennua 1.2 Axo y caabom b-mempuyurom npocmopy ca napamempom s > 1 epujedu

lirr_lF d(xp,Tm) = 0 onda je epanuua nusa {,} jeduncmeena axo nocmoju.
n,m—~+00
Jlema 1.1 ( [69,70]) Hexa je (X,d) xomnaeman caabu b-mempuuku npocmop ca napa-
mempom s > 1 u {x,} nus maxas da d(x,,x,11) < Md(x,_1,x,), 3a cée n € N, 2dje je
A €[0,1). Tada je {x,} b-Kowujes nus maras da lim+ d(xp,Tm) = 0.

n,m——+00

Jlema 1.2 ( [71]) Hexa je (X,d) caabu b-mempuuru npocmop ca napamempom s > 1 u
npemnocmagumo da {x,} wonsepzupa xa x u d(z,x) = 0. Tada

s td(z,y) < liminf d(x,,y) < limsupd(xz,,y) < sd(z,y),

n—+00 n—-+o0o

3a cee y € X.

Hamomena 1.6 basa monoaozuje caabux b-mempunrux dedpuruuie ce nomohy omseopeHus
aonmu. Ha ocrnosy ose base depunuwe ce monoaoeuja T4, Y k0joj konsepeenyuja nusa {x, }
ke mauku v € X 3600805080 1cA08

lim d(z,,z) = d(x,z).

n—oo
Bumio je ucmahu da osa mononozuja, 3a padsuxy od cmandapdne b-mempuuke, Huje
Hyotcno Xayadopdosa, jep uenmap aAonme He MOpa npunadam AONMU, TG 2PAHUYG HU3A
axo nocmoju ne mopa bumu jeduncmeena. HUnax, npema Iocweduyu ca dodamuum

Yeaosuma mosce ce 06eabujedumu jeduncmeeHocm u meopeme GuckHe mavke ce mozy
nocmuhu CexeeHUUIAAHUM NPUCTIYNOM.

Jlema 1.3 ( [71]) Hexa je (X,d), caabu b-mempuuru npocmop ca napamempom s > 1.
Tada epujede coedeha mepheroa:

(a) Axo je d(z,y) =0, onda d(x,x) = d(y,y) = 0;

(b) Axo je {x,} nuz maxas da lir+n d(xp,Tpi1) = 0, onda umamo
n—-+0oo

Jm e =l dzn ) =0

(c) Axo x # vy, onda d(z,y) > 0.
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1.2. I'emepa/sm3zanije METPHIKOT ITPOCTOPA

Jlema 1.4 ( |[72]) Hexa je (X,d) xomnaeman caabu b-mempusky npocmop ca napamempom

s > 1. Hexa je {z,} C X nus maxas da hrf d(xp,xni1) = 0. Axo 3a nus {z,} epujedu
n—-+0o0

linr}r d(Tp,vm) # 0, mada nocmoje € > 0 u nuszosu {my},>5 u {ng )23 npupodnuz
n,m—r—+00

bpojesa ca ny > my > k, maxo da

d(xmmxnk) > g, d(mmk’x”kfl) <&
£ .
- < lim sup d(ﬂcmk—l,ﬁnk—l) < es,
S k——+o0

< limsup d(p, 1,2m,) < €5%,
k—+o0

®w M »|Mm

< limsup d(Tm, 1,Tn,) < €5°.
k——+o0
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2. HNreparuBHU HN30BU 1 PUKCHE Tad-
Ke

Y 0BOM MOTJIABJBY JajeMO TeMeJsbaH INperyen pe3yaTrara U3 Teopuje (pUKCHE TauKe y Me-
TPUYKHM [POCTOPUMA W HUXOBUM Da3HUM TeHepanu3anujama. [Ipsu nmo mocsehen je
KJACHYHHM TeOpeMHUMa, TONyT DBaHaXoBOT NpHHIWIIA KOHTPAKIUje W HeroBUX PaHUX
IpOIIUperba, JO0K ce Y HACTaBKY pa3MaTpajy 3HadajHe MoaudHKalldje 1 HOBe KJace KOH-
TPAKTUBHUX IIPECMKABAbA KOje CYy yBeJeHe paju o0yxBaTarmbha IIMper CIeKTpa mpocTopa.
Ha kpajy majemo mperusies; caBpeMeHHX pe3ysaTara y b-MeTpHYKHM MPOCTOPUMA €A ITHJHEM
Jla ce NCTaKHY HUXOBE OCOOEHOCTH W JOMPWHOC CAaBPEMEHOM DPa3BO]y Teopwje.

[loueTke MeTpuuke Teopuje (PpUKCHe Tadyke MOxkeMo mponahu jomr y pajgoBuMma JIumyBu-
aa [73] o MeTomamMa CyKIeCHBHUX AllPOKCHMAIUja 3a pjelaBame onpeheHux audepeHin-
januux jenqnaunna. Hasegenn merof je passuo u [lukap [74] 3maTHO KacHuje, aau WHIH-
pekTHO 0b6je MeTojie cy KopucTuie (PUKCHY TadyKy. MHOru Jpyru ayropu ¢y HoCMarTpaJiu
pasHe mpobieme Koju cy mvaan oxpelena mommama duckue tauke nomyr Kommuja [1],
[Meana [75] n JIunmmuna [76]. @opmanno, 3a moderak MeTpudke Teopuje (UCKHE Tadke
y3uMa ce HCTaKHYyTH DaHaxoB pe3yarar u3 1922. rogmne. Pesysirar je o0jaBibeH y bBa-
HaXOBO] JWCEePTAIUju JIBUje TOAWHEe paHHje ajad HUje TOCTA0 HAMWPOKO MO3HAT 0K HIUje
objaB/ben waconucy Fundamenta mathematica. CaBpemennjy Bep3ujy Banaxosor mnpum-
nuna Kourpaknuje nao je Kaunonosn 1930. rogune ma ce y JuTepaTypu HEKa a HABOIN
kao banax-Ka4unomoau Teopeoma [77].

2.1 Merpunuka Teopuja pUCKHE TadKe

Y 0oBOM nor/IaB/bY UCTAKHYNEMO HEKe O/ Haj3HAYajHUjUX KJIACUYHUX U CABPEMEHUX Pe3yJi-
TaTa y METPUUYKO] TeOPHUju (PUKCHE TadKe KOjU €€ 3aCHUBAjY HA PA3JUIUTHM OOJUIUMA,
KOHTPAKTHBHUX yciaoBa. OBH pe3yJITaTH MPeJ/ICTaB/bajy TeMesb Jajbel pa3Boja Teopuje u
OCHOBY 3a MHOTe KacHUje TeHepaJn3anyje. 3a cBeOOYXBATHUjH MperJesl ofHoca m3iMelhy
Pa3/IMYNTUX KOHTPAKTUBHUX YCJ0BA U HUXOBE MehycoOHe eKBUBaJIEHTHOCTU U/ HEeKBU-
BAJIEHTHOCTH, YnTaona yiyhyjemo ua onmupuu pag buan J. Poyzca [78], koju mpeacrabiba
JEJIHO OJ1 HAJONCEeXKHUJUX CHCTEMATH30BAHUX UCTPAYKUBAIha Y OBOj OOJIACTH.

[ImkapoBa TeopeMa O CYKIIECHUBHUM aIllPOKCHMAaIldjaMa CMaTpa ce IPBOM Koja je mMaJsa
dopmy crangapaae Teopeme o buUKCcHO] Tauku. OHa je KacHUje MOCTYKUJIAa KAao HEIo-
cpeaHa mpereda BaHaxoBOM NMPUHIMITY KOHTPAKIUje, KOJU je Y TMOTIYHOCTH OOJUKOBAO
METPUYKY TeOpHujy (hUKCHE TadKe.
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2.1. Merpuuka TeopHja (pHCKHE TadKe

Teopema 2.1 (Tlukap [74]) Hexa je T : [a,b] — R nenpexudua dynxyuje u T : (a,b) — R
Jugpepenyujaburra. Axo nocmoju L < 1 maxase da

T'(x)| < L
3a cee x € (a,b), mada nuz {x,} y (a,b) depurucan ca
Tpy1 =Ty,
Konsepaupa ka pjewery jednavune Tr = x.

Hamomena 2.1 Hmepamusnu wu3 x, dedurucan ca x,.1 = Tx, Hasusa ce [Turapos
umepamusHy Hu3. 3602 ceoje jednocmasnocmu U onwime npumjersusocmu, lukaposa
UMepPauUIa 0CMaje UeHmpanha MeTHUKE U Y C8UM CABPEMEHUM BAPUJAHMAMA U 2EHEPQ-
AUAUUIAMA NMEOPEMA GUCKHE MAYKE.

Y meTpuukoj Teopuju (PUKCHE Tavyke, HEHTPAJIHY YJIOI'Y 3ay3uMa KJiaca KOHTPAKTUBHUX
IpPeCANKaBamba Yy KOMIJIETHUM TPOCTOPHUMAL.

Hedbunnnuja 2.1 Hexa je (X,d) mempuuku npocmop. Ilpecaurasarwe T @ X — X nHa-
auea ce KoHmpakyuja ako nocmoju koncmarwma A € [0,1) maxea da

d(Tz,Ty) < Xd(xy), Vzye X.

Kao mro cmo Beh maryiacuiu y yBOJHOM JIMjesTy TOJIa3HU pe3y/aTaT je BbanaxoB mpuHIMIT
KOHTPAaKIuje.

Teopema 2.2 (Banax [§]) Hexa je (X,d) xomnaeman mempuuru npocmop uT : X — X
kowmparyuje mj. nocmoju X € [0,1) maxso da

d(Tz,Ty) < Md(z,y)

3a cee x,y € X. Tada sepujedu:

(1) T uma jeduncmeeny Pukrcny maury x* € X;

(17) Jdawe, 3a cearo xg € X, umepamusnu nus {x,} dedpunucar ca x, 1 = T(x,) Koneep-
eupa xa purcroj mauku x* 0d T odnocno Tx* = x*.

Hanomena 2.2 Yeaos d(Tx,Ty) < d(z,y) sa cee x # y nuje dosowan da ocuzypa nocmo-
Jarwe Purcre mavre. Hpumujemumo da dynruuja T : [1,4+ 00) — [1,+00), T(z) = x —I—%
HeMa PUKCHY MAYKY GAU UCTYHA6G Hasedeny ycaos. Mehymum, y KOMNAKMHOM MEMPUY-
KOM NPOCMOPY 08G] YCA08 UMNAULUPE NOCMOJatbe U JeduHCMBEHOCM PUKCHE MAYKE.

IMpumjep 2.1 Ha (R,|-|) nocmampajmo T'(x) = ax +b ca |a| < 1. Tada 3a csaro z,y € R

T(x) =T(y)] = |ax+b— (ay+D)|
= la|- |z —y| < ANz —y| (A:=|a] <1),
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2.1. Merpuuka TeopHja (pHCKHE TadKe

na je T xonmparuyuja. Purcra mauka je jeduncmeena u dobuja ce ud r* = ax™ + b, mj.

3a Huxaposy umepayujy x,+1 = 1T(x,) epujedu
T, =a"xg+ (1 —a")a",

na U3 Mo2a CAUJEOU U NPOUJEHE KOHBEP2EHUUE

|z, — 2% = |a|™ |xg — | m 0.

IIpumjep 2.2 Ha Banazosom npocmopy (C0 1] - |leo) (ca || flloo = SUDye[o.1] |f(t)]) de-
Puruwemo

(Tf)(t)=g(t) + a/o f(s)ds, la| <1, g€ C0,1].

3a f,h € C[0,1] u ceaxu t € [0,1] spujedu

((TH(E) = (Th) )] = e /O(f—h)(S)dS

1
< ra|/0 1 = hl(s)ds < o] | f = hllu.

na |Tf—Thl|e <|a|||f—h|e; darse T je xonmparyuja ca koncmarwmom X = |a|. Kako
je C10,1] komnaeman, Banazos npunyun daje jeduncmeeny durcny mawky f* € C[0,1] u

npoujeny woneepzenyuje ||T"f — f*[loc < la"|[f = [*{loo-

Jlodammo, o3nauumo m = fol f*(s)ds, mada us f*(t) = g(t) + am unmeepayujom no t
dobujamo
1
_ Josldt
m="—

l—«

1
(8%
ds.
1_&/0 g(s)ds

ITpumjep 2.3 Ha nexomnaemuom mempuurom npocmopy X = (0,1) (ca cmandapdnom

1

mempurom) onepamop T(v) = § je xowmparyugja jep

T(z) = T(y)| =z —yl (A=3).

1
m—/ g(t)ydt +am =
0
IIpema mome

fr(t) = g(t) +

Mebhymum, jeduna gurcrna mauxa y R je 0, a 0 ¢ X, na T nema durcny mauxy y X.
3a ceaxo xo € (0,1) IMukraposa umepayuja T, = I konsepaupa xa 0 usean X. Oso
noxasyje da y Banarosoj meopemu komnaiemuocm (uiu 6ap KOMNACTMHOCT 34MEOPEHOZ

T-unsapujanmmuoe nodckyna) Huje METHUYKE NPEMNOCmaska, 6efl CYywmuHcKy Ycaos.
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2.1. Merpuuka TeopHja (pHCKHE TadKe

Ipumjep 2.4 ITocmampajmo na [0,1] npecaurasarwe T(x) = z*. @Qurcne mauxe cy

pjewersa jednavune v = x?, mj. x € {0,1}. Hnax, T nuje xonmparyuja na [0,1]:
2% — |
sup =V oyl =2,
sty [T=yl wyep

a makolje Sup,ejo 1) |1"(x)] = sup,eo 1 22 = 2 > 1. Jaxae, nocmojarve (na wax nu uuie-
empykocm) GUKCHUT Mawaka He uMnALLUpe Korwmpakmuskocm. Banaxos ycaos je doso-
JaH 304 JEOUHCMBEHOCT U 2A00AAHY KOHBEPLEHUUJY, QAU HUje NOMPebar 34 CAMO NOCMO-
jarwe gurcne mavwke. Ha marwum unmepsaauma [0,c] ca ¢ < %, T nocmaje kKonwmparyuja
jep je Jlunwuy xoncmanma 0 < 2¢ < 1, na je mada jeduna durcrna mavxka 0 u Iukraposa
umepauuia xongepaupa npema 0.

Mako KOHTPaKTHBHOCT HEITOCPEIHO TOBJIAYN HENMPeKuIHOCT n 0be30jehyje mocrojarme je-
JIMHCTBeHe (PUKCHE TadKe, OBaj YCJIOB ce M0Ka3a0 IpejakuM, I1a je OUI0 MPUPOTHO TParaTu
3a cJabUjuM HpeTIocTaBKaMa Koje U Jajbe TapaHTyjy caudne pesyiarare. [IpBu pesyirrar
KOjU HHUje 3aXTujeBao HEIPEKUIHOCT J1ao0 je Kadnonosu. Y Hapej HUM JielleHujaMa 110]jaBu-
s cy ce pesyararu Kanana, Pajxa, Xapau-Porepca, Harepiie n 3amdupeckya. Kananosa
n Yareppuaa TeopeMa MpeJcTaB/bajy JIBa KJIACHIHA MPUMjepa HEKOHBEHIIMOHAJTHUX KOH-
TPaKIlKja, jep ¥y CBOjJUM yCJIOBHMA He KOpHucTe caMo yaasbeHocT d(x,y) Beh n komGunarmje
VIA/BEHOCTH OJT TaYaKa /10 BbUXOBUX cuKa. OBe JIBHje Heje THAKOCTH UMAjy CIUIHY CTPYK-
TYPY M YeCTO ce mocMaTpajy Kao cUMeTpHYHe BapujaHTe jeana japyre. PajxoBa Teopema
3aTUM YBOjM MHTeproJanujy u3mehy banaxosor u Kananosor npunnumna, gonyirrajyhu
KOMOMHAIN]Y YCJI0Ba Koja yK/bydyje u yaasbenoct d(x,y) u uspase d(z,Tz),d(y,Ty). Ha
Taj HAYMH OHA O0yXBaTa MIUPY KJIacy IPecJuKaBama OJ MPEeTXOTHUX pelyiaraTta. KoHad-
no, Xapau-PoriepcoBa TeopeMa Ipyzka Jajby NeHepaau3allfjy, jep y3uMa y 003Mp CBUX
ner TunudHuX MehycoOuux yramenoctu (d(x,y), d(x,Tx), d(y,Ty), d(x,Ty) u d(y,Tz))
ca ojrosapajyhum rexkunckum koedunujentuma. Tume ce g00Uja je IMHCTBEH OKBUD KOjH
yk/byuyje banaxos, Kananos, Harepuun n Pajxos pesynrar Kao nocebHe ciaydajene.

Teopema 2.3 (Kaunonomnu [77]) Heka je (X,d) xomnaeman mempuyku npocmop u T :
X — X npecaurasarve. [Ipemnocmasumo da nocmoju m € N makeo da je umepavuja T™
KOHMPAKMUBHO NPECAUKABAIHE, M.

d(T™z, T™y) < ad(z,y), 3a cee T,y € X,
za neky konemanmy o € (0,1). Tada T nocjedyje jeduncmseny durcny maury x* € X.
IIpumjep 2.5 Ha npocmopy (R,| - |) nocmampajmo npecaurasare

T(x)=¢e", r e R
Ipecauxasare T nuje konmparyuja jep Junwuy xonemanma usnocu maxyegr |17 (z)] = 1.
Mehymum, sa dpyey umepayujy dobujamo
T?(x) =e* ", (T*)(z) =e ¢ e ™.

Karxo epujedu 0 < (T?)(z) < 1 <1 3a cee © € R, saxnyuyjemo da je T? wonmparyuja.
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2.1. Merpuuka TeopHja (pHCKHE TadKe

Ipema Kawuonoaujesoj meopemu, T uma jeduncmeeny durcruy mauky x* € R, odpeheny
pjewervem x*¥ = e~ .

IIpumjep 2.6 Hexa je (X,|| - ||) = (C[0,1],]] - ||o) Parnaxos npocmop nenpexudnuz dyr-

yuja wa [0,1] ca cynpemym wopmom. Hedunuwumo onepamop

(Tu)(t) :/0 u(s) ds, t €[0,1].

Onepamop T nuje kowmpaxyuja jep je |T|| = 1. Mehymum, 3a m € N epujedu

m 1
I < =
m:

Cmoza je T™ xowmparyuja 3a ceaxo m > 2. Ilpema Kawuonosujesoj meopemu, 1" nocje-
dyje jeduncmeeny durcry mavwky, a mo je mpusujasno u*(t) =0 3a cee t € [0,1].

IIpumjep 2.7 Hexa je (X,d) = ([0,1],| - |) womnaeman mempuuku npocmop. Ilpeciura-
sare
%, =1,
T(z) =
0, ze€][0,1),

je npexudno u nuje konmparyuja asu T? je cmpoza xonmpakyuja (koncmanma). 3a ceaxu
z € [0,1] umamo:

x € [0,1).

Jaxae T? = 0 je xoncmanmmo npecaukasare; 3a cee r,y epujedu |T*r —T?y| =0 <0 -
|z—1y|, na je konmparyuja ¢ xoeduyujernmom A = 0. Ilo TeopeMu T uma jedurcmeeny
Purcry mavwxy r* = 0.

Kanan je 1968. rogmHe yBeo HOBY KJlacy KOHTPAKTUBHHX Ipec/MKaBama KOja IOBe3yje
VIA/BEHOCTH TavaKa ca HUXOBUM CJIUKAMA.

Teopema 2.4 (Kanan [79]) Hexa je (X,d) womnaeman mempuuru npocmop T+ X — X
NPECAUKABAILE MaKkO Ja Nocmoju v € (0, %) u epujedu

d(Tz,Ty) < ald(Tz,x) + d(Ty,y)]
3a cee x,y € X. Tada T uma jeduncmeeny durcruy mauxy y X.

ITpumjep 2.8 ( [80]) Hexa je X = R u d yobuuajena mempuka. 3a npecaukasarve T :

X — X dedunucaro ca
0 € (—o0 2
T(l’) { 9 x ( ’ ]7

1

2 T € (2, + OO)

Ovuenedrno T HUje Henpe%u8H0 Ha R, anu jecme Kananosa KOHmpa%uuja Ca Napamempom
1

Oé:g.
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ITpumjep 2.9 Ha ceemenmy [0,1] defunuwumo npecaurasarve

T — %, x € [0,1)
1, z=1.

Oso npecaurasare je npexudno y mavwku r = 1, aru u danve spujedu Kanarosa xonmpak-
musHa Hejednarocm. 3a o = % PASAUKYJEMO CAYHajese:

e z,y € (0,1), mada T(x) = T(y) = 5, na je d(Tx,Ty) = 0, wmo mpusujarno 3ado60-
MbA6A YCA0B.

ez =1uye€l01), mada T(1) =0, T(y) = 5, na je d(Tx,Ty) = [0 —
dechy cmpany Kananose uejednarxocmu dobujamo

|:%.5’a

W=

d(@,Tx) +d(y,Ty) =1 -0|+ |y — 3/ > L.

IIpema mome,
5 <3 (L+ly—3l),

na je Yycaos UCnyreH.

Haxae, T je Kanaroso npecaukasarwe ca xoncmarmom o = 7. Mehymum, T nuje Bana-
zosa kowmpakyuja. Ha xpajy, saxo ce youasa da x* = L sadosomasa T(z*) = z*, na je

3
mo jeduna urcra mauka.

W=

Ipumjep 2.10 ( [79]) Ha R deurnuwemo T(x) = 32. 3a cearo z,y € R spujedu
T(x) = T(y)| = 3]z —yl,

na je T Bawazrosa kowmpaxyuja ca woncmanwmom o = =. Iokascumo cada da T nuje
Kananoso npecaukasare. IIpemnocmasumo cynpomno u 3a y = —x (x # 0) spujedu

T(x) = T(y)| = |32 — 3(=2)| = ||,

C dpyee cmpane, y Kananosoj nejednarocmu umamo

o=

2l < aje = Tal + |y = Tyl) = a(|o ~ ol +| -2 = 3(=2)|) = alla| + 3a]) = alal.

To 6u 3navuro da o > 1, wmo je nemoezyhe jep ce mpasicu o < 1. Jlaxae, 060 npecaukxasa-
we Huje Kananoso, uaxo je Banaxosa xonmpaxyuja. IIpema mome Kanarnosa u Banzosa
KOHMPAKUUIA HUCY eKEUBANEHITIHE.

Teopema 2.5 (Yarepya [81]) Hexa je (X,d) xomnaemar mempunku npocmop uT : X —
X npecaurasare 3a xoje nocmoju a € (0,3) maxo da

d(Tz,Ty) < afd(z,Ty) +d(y,Tx)],  VzyeX.

Tada T uma jeduncmeeny durcrny mauxy y X.
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IIpumjep 2.11 Hexa je X = [0,1] ca cmandapdnom mempurom d(x,y) = | — y|. Ilpe-
CAUKABATHE

1
=, x €0,
T(l’) _ 4 [ ) )7
0, z=1
je T Yamepyuna Koumparxyuja ca KOHCMAHMOM @ = % € (O,%), aru T wuje Banaxrosa

rowmparyuja na [0,1].

Teopema 2.6 (Pajx [82]) Hexa je (X,d) xomnaeman mempuuky npocmop uT : X — X
npecaukasarve. Axo nocmoju o, 5, v € [0,1) maxo da

d(Tx, Ty) < o d(w,y) + Bd(x,Tx) + vd(y,Ty)
sa cee v,y € X, 2dje a+ L+ v <1, mada T uma jeduncmeeny durcry mauky y X.

Teopema 2.7 (Xapau-Pounepc [83]) Hexa je (X,d) womnaeman mempuuru npocmop u
T : X — X npecaurasare 3a Koje nocmoje Hene2amueHy 0pojesu o ,0ia,0ig,00,0l5 CQ

a1+ as+ag+as+as <1,
maxo da 3a cee x,y € X apujedu
d(Tz, Ty) < cqd(z,y) + aod(z,Tx) + azd(y,Ty) + caud(x,Ty) + asd(y,Tz).
Tada T uma jeduncmeeny durcry maury y X.
ITpumjep 2.12 Hexa je d cmandapdna mempura wa R. Iocmampaimo dymryugy

1 _
9 r=1.

T:10,1] = [0,1], T(z)= {07 0<xz<l1,

Ouuenedno T je npexudna dynruujae, na ne mosxcemo npumujernumuy Banaros npuryun
Koumpaxyuje. /lame youumo

d(TiT1)=4d(02) =1,

2

00HOCHO
a(T311) = (d(318) +d(1,1) = 4 (a(3.0) +a(1.3)) =4

na Huje ucnyrwen yeaoe 3a Kananosy konmparxuyujy.
Caunno

d(T371) = 4 (d (371) +d(173)) = £ (d(3.3) +d1.0)) = 4.

na T wne ucnymwasa ycaose 3a xonmaprkyujy damepue. Caujedu da je T je Xapodu-Pouepc

J
KOHMPAKUUIG CG NAPAMEMPUMI (V] = =31 as=1 oy = %, a5 = %

L =1 1
10’ 9 8’
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2.1. Metrigka teorija fiskne tagke

Zamfiresku je objedinio vixe kontraktivnih nejednakosti u jedan rezultat.

Teorema 2.8 (Zamfiresku [84]) Ako je (X;d) kompletan i postoji a2 (0;1) takvo
da za svex;y 2 X vrijedi bar jedna od:

(21) d(TxTy) ad(xy);

(22) d(Tx;Ty) ald(x;Tx)+ d(y;Ty)l;

(Z3) d(TxTy) ald(x;Ty)+ d(y;Tx)I;

ondaT ima jedinstvenu fiksnu tagku.

Primjer 2.13  ( [84]) Preslikava e

X, Jxj 1L

T)= 27
() X; Jxj <1,

1
2
1
4
je dio po dio kontrakcija i ispu ava uslove Zamfireskog ali ne i Banaha.

iri je dao opxti okvir koji maksimumom uda enosti uk uquje prethodne tipove
kao posebne slugajeve. U literturi navedena klasa funkcija je poznata kao kvazi-
kontrakcije.

Definicija 2.2 (iri [85]) Preslikavae T :X ! X naziva se kvazikontrak-
cija ako postoji g2 (0;1) takav da

dTx;Ty) gmax d(xy);dx;Tx);d(y;Ty) ; 8xy2X:
Teorema 2.9 (iri [85]) Ako je (X;d) kompletan metrigki prostor i T: X! X

kvazikontrakcija, onda T ima jedinstvenu fiksnu tagku i iteracija T"Xo konver-
gira prema toj tagki.

Teorema 2.10 (iri [85]) Neka je(X;d) kompletan. Ako za neke a;b 0 gdjea+ b <
1 vrijedi

d(Tx;Ty) ad(x;y)+ bmaxt d(x;Tx);d(y;Ty);d(x;Ty);d(y;Tx)g;

ondaT ima jedinstvenu fiksnu tagku.

Definicija 2.3 (iri [85]) Neka je (X;d) metrigki prostor. Preslikava e T:
X I X je irieva kontrakcija ako postoji konstanta g2 (0;1) takva da za sve
X;y 2 X vrijedi

d(x;Ty) + d(y;Tx)

d(Tx;Ty) gmax d(xyy);d(x;Tx);d(y;Ty); 5

Teorema 2.11 (iri [85]) Ako je (X;d) kompletan metrigki prostor i T: X! X
iri eva kontrakcija, tada T ima jedinstvenu fiksnu tagku ~ x 2 X, aniz fT"Xqg
konvergira prema x za svako pogetnoxg 2 X.
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2.1. Metrigka teorija fiskne tagke

Prethodne klasigne kontrakcije su imale za zajednigku ideju promjenu uslova sa
desne strane nejednakosti; odnosno posmatrale su se razligite kombinacije uda e-
nosti tagke i slike. U mnogim problemima iz primije ene matematike i operatorne
teorije, prirodno se jav aju preslikava a koja nisu linearno kontraktivna, ali

ipak posjeduju sligna svojstva konvergencije. Da bi se obuhvatili takvi slugajevi,
uvedene su razligite nelinearne kontrakcije, koje opuxtaju uslov kontrakcije i
zamje uju ga slo enijim, ali fleksibilnijim nejednakostima. U narednom dijelu
posmatramo razne verzije nelineranih kontrakcija.

Definicija 2.4 (Rouds [86, 87])Neka je (X;d) metrigki prostor. Preslikava e

T:X ! X je slaba kontrakcija ukoliko postoji konstanta 2 (0;1) i funkcija
o1 )! [O1)

koja je neprekidna i takva da vrijedi ' (t) =0 t = 0, pri gemu je za svako

X;y 2 X ispu en uslov

dTx;Ty) d(xy)+ " (d(xy)):

Teorema 2.12 (Rouds [87]) Neka je (X;d) kompletan metrigki prostor i neka je
T : X ! X slaba kontrakcija. Pretpostavimo dodatno da postoji konstanta
2[0;1 ) takva da
" (1) t zasvakot O:

Tada vrijedi:
1. T ima jedinstvenu fiksnu tagku X 2 X;

2. za svako pogetnoXxg 2 X niz definisan Pikarovom iteracijom Xn+1 = T X
konvergira prema X ;

3. uzgq:= + 2 (0;1) vrijedi apriorna procjena
n
d(Xn;x ) 1 qd(xl;xo) za svakon 2 N:
Definicija 2.5 (Rouds [86, 87])Neka je (X;d) metrigki prostor. Preslikava e
T:X ! X je'-slaba kontrakcija ako postoji funkcija
o1 ) [O1)
koja je nenegativna, neprekidna i takva da vrijedi "(0)=01i " (t) > 0 za svako

t> 0, pri gemu za svakox;y 2 X vrijedi

d(Tx;Ty)  d(xy) ' dxy) :

Teorema 2.13 (Rouds [87])Neka je(X;d) kompletan metrigki prostor i T: X! X
' -slaba kontrakcija u smislu prethodne definicije. Tada:
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2.1. Metrigka teorija fiskne tagke

1. T ima jedinstvenu fiksnu tagku X 2X;
2. za svako pogetnoxg 2 X Pikarov niz x,+1 = TX, konvergira ka x ;

3. ako oznaqimos, := d(Xn;Xn+1), Vrijedi

b3
Sn+1 S " (Sn); S #0; "(sn) < 1;
n=0
4. (aposteriorna procjena) za svaki n 2 N vrijedi
b3
d(Xn;x ) Sk
k=n

Napomena 2.3 Za 2 (0;1) i ' (t) (1 )t, iz d(Tx;Ty) dix;y) ' (d(xy))
slijedi Banahova kontrakcija  d(Tx;Ty) d (x;y).

Definicija 2.6 Za preslikava e :A! R(A R)kaemo da je odozgo polune-
prekidno u tagki c2 A sa desna ako vai da je limsup, ~ (t) (o).

Definicija 2.7 ([78]) Neka su’; :[0;1)! [0;1) takve da je ' odozgo polune-

prekidna i neopadaju a, a odozdo poluneprekidna i nerastu a. Preslikavae T je
(' )-slaba kontrakcija ako

d(TxTy) * d(xyy) dixy) ;. 8xy2X;
pri gemu vrijedi:
() " (0) ©=01i "(t); (t)> 0zasvet> 0;
(i) " (1) (t) <t za svet> 0.
Napomena 2.4 Banahova kontrakcija je poseban slugaj: uz 2 [0;2)
dTxTy) (1+ )dixy) (1 )dlxy)=2 d(xy);
xto odgovara izboru ' (t)=(1+ )t, (t)=(1 )t.

Definicija 2.8 (Meir-Kiler [88]) | T je Meir-Kiler kontrakcija ako za svako
"> (0 postoji > 0Otakvo da

dixy) <"+ ) d(TxTy) <™

Teorema 2.14 (Meir-Kiler [88] )| Neka je(X;d) kompletani T je Meir-Kiler pre-
slikavae. Tada T ima jedinstvenu fiksnu tagku.

Primjer 2.14  Neka je (X;d) metrigki prostor i T Banahova kontrakcija sa pa-
rametrom . Uzmimo proizvono "> 0 i definiximo M= % 1 1>o0
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2.1. Metrigka teorija fiskne tagke

Ako je" d(x;y) <" + ("), tada vrijedi d(Tx;Ty) dxy)< "+ (") .
Izborom (") dobijamo

RO I A O R

NI

Dakle, d(Tx;Ty) <", odnosnoT je Meir-Kiler kontrakcija.

Definicija 2.9 (Bojd-Vong [89]) Neka je' :(0;1 ) ! (0;1 ) odozgo poluneprekidna
sdesnai' (t) <t zat> 0. Preslikavae T zadovo ava uslov' -kontrakcije ako

d(Tx;Ty) ' d(xy) ; 8xy 2 X:

Teorema 2.15 (Bojd-Vong [89]) Ako je (X;d) kompletan i T je' -kontrakcija, tada
T ima jedinstvenu fiksnu tagku.

Primjer 2.15 IHeka je X =10;1] sa standardnom metrikom d(x;y) = jx yj. Defi-
niximo T(x)= " x; x 2 [0;1]. Oqigledno, T nije Banagova kontrakcija. Naime, za
x;y blizu nule vrijedi

: . P p_.
iTx) Ti_ 1 x Y 1, "
. . = — —=p=—>p=! +1 kadxy! O0":
Xyl Xyl X+Yy Y
Dakle, Lipxic konstanta ne postoji i T nije Banahova kontrakcija.

Me utim, za x;y 2 [0;1] dobijamo

P_ p_, . o P
dTxTy) =i x Py2 ix yi xy); odieje 0= tt o

Primijetimo da je ' desno poluneprekidna i da vrijedi ' (t) <t za svakot 2 (0;1).
Dakle, T je Bojd{Vong kontrakcija.

Definicija 2.10 (Jung [90])Zaf;g : X I X kaemo da gine Jungov kontrakcioni
par ako

d(fx;fy )  d(gxgy)  (8xy 2 X)
za neki 2 [0;1).

Teorema 2.16 (Jung [90]) Neka je (X;d) kompletan. Ako f;g : X ! X komutiraju,
f(X) oX)i (f;g) je Jungov kontrakcioni par, tada f i g imaju jedinstvenu
zajednigku fiksnu tagku  x .

Primjer 2.16  Uzmimo X = [0;1 ), g(x) = 2%, f(x) = gx. Tada f (X) g(X) i
fg = gf. Za svex;y vrijedi

d(fx;fy ) = gjx yj 08 2)x yj= d(gx;gy) ( =0:8<1):

Po Jungovoj teoremi, postoji jedinstvena zajednigka fiksna tagka x =0.
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2.1. Metrigka teorija fiskne tagke

Definicija 2.11 (Gereti [91]) Preslikavae T :X ! X je Geretijeva kontrak-
cija ako postoji '[0;1)! [0;1) sa svojstvom:

(t)! 1) ta! O
takva da za sve x;y 2 X vrijedi
dTxTy)  d(xy) d(xy):
Teorema 2.17 (Gereti [91]) Geretijeva kontrakcija ima jedinstvenu fiksnu tagku

na kompletnom metrigkom prostoru.

Primjer 2.17  (Gereti [91]) NekajeX =[0;1 )i T(x)= 11(—)( Zat = jx yjvrijedi

1

T TON= iy iri OF  0F g

Jasnoje :[0;1)! (0;1]1i ako (t,) ! 1ondat, ! 0. Dakle, T je Geretijeva

kontrakcija i jedinstvena fiksna tagka je 0.
Definicija 2.12 (Interpolativna Kananova kontrakcija [92]) Neka je (X;d) me-
trigki prostor. Preslikava e T : X ! X interpolativha Kananova kontrakcija

ako postoje konstante 2[01) i 2 (0;1) takve da

dTxTy)  [dOTx)]  [dy; Tyt 5 8xy 2 X:

Teorema 2.18 (Karapinar [92]) Neka je (X;d) kompletan metrigki prostor i T:
X 1 X interpolativna Kananova kontrakcija, tj. postoje 2011 2 (01)
takvi da

dTxTy)  [dTx)] [dy;Ty)l* ; 8xy2X:
Tada T ima jedinstvenu fiksnu tagku X 2 X.

Primjer 2.18  ([92]) Uzmimo skup X = fx;y;z;wg sa metrikom d datom:

d(x;x) = d(y;y) = d(z;2) = d(w;w) =0;
d(xy) = 3; d(x;z) = 4; d(y;2) = 3;
dixw) = 3; diy;w) = 2; d(ziw) = 2

Neka je preslikavae T :X I X definisano sa

TX)=w; T(y)=x; T(2=y; T(w)=x:

Tada T nije Kananova kontrakcija, ali za = % i = % vrijedi interpolativna
nejednakost

d(Tu;Tv) [d(u;Tu)] [d(v;TWV]! ; 8u;v 2 X;
pa je T interpolativna Kananova kontrakcija, a jedinstvena fiksna tagka je X.
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2.1. Metrigka teorija fiskne tagke

Teorema 2.19 (Suzuki [93/94]) Neka je (X;d) kompletani T :X ! X takvo da za
svakax;y 2 X vrijedi implikacija

%d(x;Tx) <d(xyy) =) d(TxTy) d(x;y) zaneki < 1:

Tada T ima jedinstvenu fiksnu tagku i Pikarove iteracije konvergiraju.

Primjer 2.19  Na intervalu  [0;1] definiximo preslikava e

8
<

T(Xx) =,

; x< 1

(= ST

x=1:

Dakle, T nije Banahova kontrakcija. Ipak, zadovo ava Suzukijev uslov: za x =1

imamo 1 d(x;Tx) <d(x;y) odnosno 1< jl vyj, ti. y< i; tada

. _y 1. y
T Thyy=35 311 v
pa uslov vrijedi (npr. sa = %). Za ostale parove (x;y) provjera je trivijalna.

Motivacija za novi rezulat je doxla iz dva pravca, prvi je posmatra e fiskne tag-
ke za vixeznagna preslikava ae a drugi prelazak sa strogo kontraktivnih uslova
na funkcijske uslove i varijacionu logika (minimizacija do e poluneprekidnih
funkcionala na kompletnim prostorima). Time se fiksne tagke povezuju sa prin-
cipima optimizacije i stabilnosti.

Teorema 2.20 (Nadler [95]) Ako je (X;d) kompletan,a T : X ! CB(X) zadovo ava

H(TxTy) d(xy); 2 [0;1);
gdje jeH Hauzdorfova metrika, tada postoji x 2X sax 2T(x).
Primjer 2.20  Na [0;1] posmatramo T(X) = fg;%g. Tada
n 0
H(TxTy)=max % ¥; 3t 2L =1 vyj

pa je uslov zadovoen za = 3.

Lema 2.1 (Ekeland [96]) Neka je (X;d) kompletan metrigki prostor i f X!
(1 ;+ 1 ]doe poluneprekidna i ogranigena odozdo. Tada postoji x 2 X takav da

f(x) f(y)+ diyx) za svakiy 2 X:

Teorema 2.21 (Karisti [97]) | Neka je (X;d) kompletan metrigki prostor i '
X 1 [0;1 ) do e poluneprekidna. Ako preslikavae T :X ! X ispuava

d(x;Tx) (X)) " (Tx) za svaki x 2 X; (2.1)
ondaT ima fiksnu tagku.
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2.1. Metrigka teorija fiskne tagke

Napomena 2.5 Ako je T Banahova kontrakcija sa koeficijentom 2 (0;1), uzmimo
1
"(x) = 1—d(x;Tx):

Tada je

dix;Tx) d(Tx;T?x) 1 )d(xTx) _
1 1

"(x) " (Tx)= d(x;Tx):

Dakle (2.1) vrijedi, pa je Banahov princip poseban slugaj Karistijeve teoreme.
Karistijeva teorema i Ekelandov varijacioni princip me usobno su ekvivalentni.

Napomena 2.6 Za F-kontrakcije, koje je uveo Vardovski [98]i koje predstav aju
jedno od najznaqajnijin savremenih proxire a Banahovog principa, izdvajamo po-
sebno poglav e u kojem e biti deta no razmotrene ihove osobine i primjene.

2.1.1 Proxire e Hardi-Ro ers kontrakcije

Gornicki [80,99,100] je proxirio Kananovu kontrakciju razmatraju i opxtije uslo-

ve koji uk uquju kompaktnost i asimptotsku regularnost preslikava a, pri gemu

je napustio ogranige e parametra iz klasigne definicije. Dodatno je pokazao da i

u ovim relaksiranim okolnostima va i postoja e i jedinstvenost fiksne tagke, uz
precizne procjene brzine konvergencije Pikarovih iteracija. Na osnovu navedenog,
uvodimo novu definiciju koja proxiruje klasigni uslov i omogu ava dobija e no-

vih rezultata za Hardi{Ro ersove kontrakcije u kompaktnom metrigkom prostoru.

Definicija 2.13 Neka je (X;d) metrigki prostor i T preslikava e sa X u samog
sebe. Preslikavae T je Hardi-Ro ers tipa ako postoje L 2, 3 4 52[0+1)
takvi da

dTxTy)  dxy)+ 20(Tx)+ 3d(y;Ty)+ 4d(XTy)+ sd(y;Tx); Xy 2 X:

Analogno, T je strogo Hardi-Ro ers preslikava e ako postoje 1, 2, 3 4 52
[0;+ 1) tako da

d(Tx;Ty) < 1d(xy)+ 20(XTx)+ sd(y;Ty)+ #d(XTy)+ sd(y;Tx) zax6y:
Napomena 2.7 Za 1< 1li ,= 3= 4= 5=0 dobijamo Banahovu kontrakciju.

Za 1= 4= 5=01i ,+ 3< 1dobijamo Kananovu kontrakciju,aza ;= ,=
3=01 4+ 5< 1dobijamo Qater inu kontrakciju.

Teorema 2.22 Neka je (X;d) kompletan metrigki prostor i T:X I X presli-
kava e Hardi-Ro ers tipa gdje 3+ 4 < 1 Neka sua i b konstante takve da
0O a<1li b>0. Ako za proizvoan x 2 X postoji r 2 X tako da

dir;Tr) a dx;Tx) i d(rhx) b d(x;Tx); (2.2)

tada T ima bar jednu fiksnu tagku.
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2.1. Metrigka teorija fiskne tagke

Dokaz. Neka jexo 2 X proizvo no. Iz (2.2) gostoji ~ x; u X tako da
d(x;;Tx1)  ad(xo;Txo) i d(X1;X0)  bdXo;T Xo):
Sligno, postoji  x, tako da
d(x2;Txz)  ad(xy;Txp) i d(xz;x1) — bdXa;TXa):
Na osnovu prethodnog mo emo konstruisati niz  fx,g X Kkoji zadovo ava
d(Xn+1;TXns1)  @A(Xn;TXn) I d(Xns1iXn)  DAXnT Xn);
za svakon 2 N. Iz
d(Xn+13Xn)  bdXn;Tx,)  a'bdxe;T Xo)

lako zak uqujemo da je fx,g Koxijev nizu X pa na osnovu kompletnosti X postoji
x 2 X tako da

im x,=X:

nt +1

Da e slijedi

d(x ;Tx ) d(x ;xp)+ dXn;TXx ) d(X ;Xp)+ d(Xn;TXy) + d(TXn;TX)
d(x ;xn) + d(Xn;TXn) +  20(Xn;X )+ 20(Xn;TXn) + 3d(X ;TX)
+ 40(Xn;TXx )+ sd(X ;TXp)
1+ 9)d(x xn)+(1+  2)d(Xn;TXn) + 3d(X ;TX)
+ 4 dXpx )+ d(x ;Tx) + 5 d(X ;Xp)+ d(Xn;TXn)
(I+ 1+ 4+ )dX Xa)+ 1L+ 2+ 5)dXn;TX)+( 3+ 2)d(x ;Tx);

odnosno

1+ 4+ + 1+ -+
! 4 5d(x Xn) + #d(xn;Txn)
1 3 4 1 3 4

1+ [+ 4+ 1+ L+
L2 47 SG(X Xn)+ 2 2a"d(X0;TXo) ! O
1 3 4 1 4

d(x ;Tx)

kadan! +1 iimamo Tx = x tj. x je fiksna tagka preslikava a T.

U s ede oj teoremi posmatramo kompaktni metrigki prostor i strogo Hardi-Ro ers
neprekidno preslikava e.

Teorema 2.23 Neka je(X;d) kompaktan metrigki prostor i T:X ! X neprekidno
preslikava e. Ako je T strogo Hardi-Ro ers preslikava e i 1+ o+ 3+ 4+ 5 1
tada T ima fiksnu tagku x , tj. za svako x 2 X iterativni niz f T"xg konvergira
X .

Dokaz. Funkcija g: X ! [0;+ 1), g(x) = d(x;Tx) je neprekidna i prostor X je
kompaktan pa postoji x 2 X takvo da f (x ) = inffg(x) : x 2 Xg. |z pretpostavke
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2.1. Metrigka teorija fiskne tagke

x 6 Tx slijedi

Ad(Tx ;T?x )< d(X ;Tx )+ Ld(x ;Tx)+ 3d(Tx :T?x)
+ 4d(x ;T?x )+ sd(Tx ;Tx)
<( 1+ d(X ;Tx)+ 3d(Tx;T?x )+ 4 d(x ;Tx)+ d(Tx ;T?x)
=( 1+ o+ DAXTx)+( 3+ 2A(Tx;T?x);

odnosno
2 1t 2t 4
d(Tx ;T*x ) < 1—d(x TX) (2.3)
3 4
Na osnovu simetrije ,sa 3i 45sa s u (2.3) dobijamo
+ a4+
d(Tx T )< ———2" 3d(x ;Tx):
1 2 5
Kako je
, 1+t 2+t 4 1t 3t 5
min X 1
1 3 4+ 1 5
imamo

g(Tx )= d(Tx ;T?x )<d(x ;Tx )= g(x):

Kontradikcija. Prema tome, x je jedinstvena fiksna tagka.
Za drugi, dio dokaza definiximo niz Xn = T"X. S obzirom da je slugaj x = x
trivijalan pretpostavimo da je X 6 x . Da e imamo

AT xT™) < 1d(T"xT" X))+ Ld(T"xT "™ x)+ sd(T" x;T"x)
+ Ld(T"x;T"x)+ sd(T" IxT"x)
<( 1+ 3+ SAT"™XT" X)+( L+ 5)d(T"xT"x):

Slijedi  d(T™x;T"x) <kd(T"T" x) <d(T"xT" *x) <:::<d (Txx); gdje je

+ + + +
. 1 2 4 1 3 5
k = min :

3 s 1 > 5

Zak uqujemo da je niz z, = d(T"*1x;T"x) nenegativan i opadaju i odnosno konver-
gentan. Pretpostavimo IIim1 z, = z > 0. Iz kompaktnosti X, niz fT"xg sadri
n! +

konvergentan podniz fT"ixgtako da T"ix! r2 X zai! +1.
Dakle 0<z = _Iiml d(TM* I x;T"X) = d(Trr) ti. r 6 x . Xtavixe, iz (2.3) ]
i+

z= lim (T"*2x;T"*1x) = d(T?rTr) <d(Trr) = z;

il +1

Xto je nemogu e, pa slijedi z=0i lim, +1 d(T"*'x;x ) z=0. Konagno, dobijamo
da niz T"*1x konvergira x .
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2.1. Metrigka teorija fiskne tagke

2.1.2 Fiksna tagka u b-metrigkim prostorima

U nastavku dajemo pregled rezultata iz teorije fiskne tagke u b-metrigkim prosto-
rima. Za rezultate u ostalim generalizacijama pogledati [101{105].

Pojam kvazimetrigkog prostora, koji e kasnije biti poznat kao b-metrigki pro-
stor, razmatran je pogetkom osamdesetih godina. U radu Vulpea i saradnika [10]
analizirana je topoloxka struktura kvazimetrigkih prostora. lako u tom periodu

jox nisu formulisani rezultati o fiksnim tagkama u takvim prostorima, otvorena

Su vrata za da a istra iva a. Prvi rezultat o fiksnoj tagki u ovom okviru dao

je I. A. Bahtin (1989) [12].,On je uveo termin ,skoro metrigki prostor" i dokazao
verziju Banahovog principa kontrakcije. egov rezultat pokazuje da i u opxtijem

okru e u, gdje nejednakost trougla vrijedi samo do odre enog koeficijenta K 1
kontraktivna preslikava a i da e imaju jedinstvenu fiksnu tagku u kompletnom
prostoru. Na ovaj nagin Bahtin je generalizovao Banahov princip i postavio teme-

e budu ih istra iva a.

Tokom devedesetih godina dolazi do intenzivnog razvoja. Stefan Qervik (1993) [9],
nezavisno od Bahtina, uvodi termin ,b-metrigki prostor" i daje niz rezultata
o fiksnim tagkama u ovom kontekstu. egov rad predstav a prekretnicu jer je
pokazao da Banahov princip kontrakcije mo e biti formulisan i dokazan u b-
metrigkim prostorima, uk uqujui i ' -kontrakcije. U istom periodu, Vasile Be-
rinde (1993) [106] nezavisno proxiruje Bahtinove rezultate na xire klase kontrak-
tivnih uslova. Kasnije, 1996. godine, Berinde [107] razmatra iterativhe nizove ope-
ratora u kvazimetrigkim prostorima i ihovu konvergenciju ka fiksnim tagkama.
Godine 1997. objav uje monografiju [108] u kojoj sistematizuje i proxiruje poznate
rezultate o uopxtenim kontrakcijama, uk uxujui i one u b-metrigkim prostori-
ma. Krajem decenije, Qervik (1998) [28] xiri okvir na vixeznagna preslikava a i
dokazuje da i u ovom kontekstu postoje fiksne tagke.

Pogetkom milenijuma istra iva a priviemeno usporavaju. Qervik zajedno sa Dlu-
tekom i Singom (2001) razmatra stabilnost iterativnih procedura u b-metrigkim
prostorima [109]. Obnova interesova a dolazi sredinom decenije kada Sing, Batna-
gar i Mixra (2005) dokazuju teoremu o fiksnoj tagki za klasu uopxtenih vixeznag-

nih kontrakcija [110]. Krajem 200Gih Boriceanu (2008) [111] i Olatinvo (2008) [112]
proxiruju teoriju na hibridna preslikava a, xto znaqgajno xiri okvir.

U narednoj deceniji slijedi pravi procvat. Paqurar (2010) [113]|ukla a tehnig-

ko ogranige e pretpostavke o ogranigenosti orbite, gime su rezultati Bahtina i
Qervika dodatno proxireni. Ajdi, Bota, Karap=nar i Moradi (2012) [114] dokazuju
zajednigku teoremu o fiksnoj tagki za slabe ' -kontrakcije, a Roxan i saradnici
(2013) [115] razmatraju ( ;" )-kontraktivne uslove u ure enim  b-metrigkim prosto-
rima.

U istom periodu aktivno doprinose i doma i autori: Radenovi i saradnici ra-
zvijaju varijante Kananovih, Rajhovih 1 interpolativnih kontrakcija [116], dok
Mitrovi i Aran elovi obra uju primjene u diferencijalnim jednaginama i nu-
merigkim metodama [117;118]. Karapinar u saradi sa domaim autorima, obja-
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2.1. Metrigka teorija fiskne tagke

v uje veliki broj radova i sistematizuje ( )-kontrakcije, interpolativne i
F -kontrakcije u ovom okviru.

Ulaskom u 2020-e, istra iva a postaju jox raznovrsnija. Qervik (2021) pokazuje

da Brauerova i Xauderova teorema o fiksnoj tagki mogu biti uspjexno dokazane u
b-metrigkim prostorima [119]. Ajdi, Karapinar, Mitrovi , Radenovi i Aran elo-

vi doprinose razvoju novih kontrakcija (npr. F -kontrakcija, simulacione funk-
cije) i xire u na parcijalne i proxirene b-metrigke prostore [120{125], ihovi
rezultati pokazuju kako ovaj koncept ima znagajan potencijal za primjene u dife-
rencijalnim i integralnim jednaginama, optimizaciji i analizi fraktala. Na taj

nagin, b-metrigki prostori su tokom posled ih decenija postali prirodan okvir

za gotovo sve klasigne i moderne varijante teorema o fiksnim tagkama.
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3. Procjene rastojaa 1 kriteri-
jumi konvergencije u b-metrigkim
prostorima

U ovoj glavi dajemo procjenu rastojaa d(x,;x ) za iterativni niz u b-metrigkom
prostoru koji ispu ava kontraktivni uslov d(Xn+1;Xn) d (Xn;Xn 1), za svako
n 2 N, gdje je 2 (0;1). Kao pos edicu dobijamo novi dokaz konvergencije ite-
rativnog niza i procjenu za Banahovu, Rajhovu i Kananovu kontrakciju.

Jedna od pos edica Banahovog stava o kontrakcijama [3] je apriorna i aposterior-
na ocjena Pikarovog iterativnog niza. Apriorna ocjena se koristi na pogetku za
procjenu broja koraka neopodnih za dobija e date tagnosti. Aposteriorna procjena
mo e se iskoristi u me ukoracima za procjenu brzine konvergencije u odnosu na
predlo enu sa apriornom procjenom.

Pos edica 3.1 (Banah [8]) Neka jeT : X ! X kontrakcija na komplethom me-
trigkom prostoru X, Xo pogetna tagka Pikarovog iterativhog niza Xn+1 = TXnp
i x fiksna tagka preslikava a T. Vrijede s ede e procjene

n

(i) dxnix) 7

d(Xo;x1)(apriorna);

(i) d(Xp+1;%) 1 d(Xn;Xn+1 ) (aposteriorna);

za svakon 2 N.

Posebna pa a u savremenom istra iva u posve ena je razvoju raznih nejednakosti

i kontraktivnih uslova, kao i metoda za precizne procjene grexaka, gime se obez-
bje uje dub e razumijeva e konvergencije Pikarovih nizova i stabilnosti itera-
tivnih procesa u b-metrigkim prostorima [59, 72,126{136].. Me u prvim znaqgajnijim
rezultatima nakon Qervikovog rada [9] istige se doprinos Singa, Krola i Qervi-

ka [126] u kojem su uvedene nove aproksimativne procjene b-metrigkim prostorima,
gime je unaprije ena analiza konvergencije iterativnih procesa.

Lema 3.1 [126] Neka je(X;d) b-metrigki prostor sa konstantom s 1linekaje
fXnOn2an X nNiz za koji postoji 2 O;% takav da

d(Xn+1;Xn+2) d (Xn;Xn+1) 2Zza svakon 2 N:

Tada je niz fx,g Koxijev.
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Kako je prethodna lema imala ogranige a jer je zavisila od konstante s i nije da-
vala dovo no precizan kriterijum za Koxijeve nizove, Suzuki [127] |e ovu slabost
otklonio i dokazao osnovnu nejednakost u b-metrigkim prostorima, gime je obezbi-
jedio jaqi uslov za iterativne i Koxijeve nizove.

Lema 3.2 ([127]) Neka je(X;d) b-metrigki prostor sa konstantom s 1 Zasvaki

1
d(xo:xn) ST d(XjiXj41): (3.1)
=0

U prethodnoj lemi koristimo funkciju

f:N! NI[f Og; f(n)= log,n ;
takodaje f(1)=0,f(2)=1,f(3)=f4)=2,f(B) = = f(8) =3, itd.
Dokaz. ([127]) Tvrdimo da za svakon vrijedi 27 *<n 2™ Zan=1 je (3.)
ogigledno. Pretpostavimo da (3[1)|vrijedi za svako n 2¢ za nekok 0 uzmimo
ngdie2X<n 2! Tadajef(n)= k+1,f(2=ki f(n 2 k. Primjenom

nejednakosti trougla na razlaga e kroz tagku  x, i iz induktivne pretpostavke
dobijamo

d(Xo;Xn)  Sd(Xg;Xox) + sd(Xok;Xn)

1 1
s sT@) d(xixa) + s 5T d(xx41)
j=0 j:2k
X1 X1
S d(xxa) = sT™ d(xg X))
j=0 j=0

gime je dokaz zavrxen.

Napomena 3.1 Za sg 1 (obigan metrigki prostor) (B.1) se svodi na trivijal-
nu ocenud(Xo;Xn) jnzol d(x;;Xj+1). Za s > 1 kugan je logaritamski eksponent
f(n)= b log,nc, dobijen diadigkom dekompozicijom puta Xo! Xj.

Lema 3.3 ([127]) Neka je (X;d) b-metrigki prostor sa konstantom s 1, ineka
je fXnOn2an X niz za koji postoji  r 2 [0;1) tako da

d(Xn+1;Xn+2) rd(Xn;Xn+1); 8n 2 N: (3.2)

Tada je niz fx,g Koxijev.

Dokaz. ([127]) Ako jer =0, tvre e je ogigledno, pa pretpostavimo  r> 0. Izabe-
rimo 2 Ntako daje sr?> < 1. Nekajem>n.
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1 m n+2.1z(3.1)za segment(x,;:::;xm) i iz (3[2)|zak uqujemo

X A < d(xgx
dXnixm) '™ M7 dxixa) s rl fd(xgxs) = s " (X1; 2):
j= - r(x r)
J=n j=n
2 m>n+2 .Uvrstimo = = i primjenimo nejednakost trougla u blokovima

duine 2, a zatim i (3.2)] Dobijamo
X 1
. i+1 . .
d(Xn;Xm) " d Xnriz i Xns(isne® +S d Xpi 25 Xm
i=0
1
S|++1rn+|2 C+S+ rn+2C rnC S|++1|,|2
s+t
1 sr2’

d(X1;X2)
r(t r)

U oba slugaja d(xn,;xm)! Okadn!1l | pa jefx,g Koxijev.

gde jeC =

Uporedo sa Suzukijevim doprinosom, rad Mikuleskog i Mihaila [128] danosi no-
ve procjene za iterativhe nizove u b-metrigkim prostorima i predstav a polaznu
tagku za naxe da e istra iva e [137].

Lema 3.4 ( [128]) Za svaki niz fX,gnon €lemenata b-metrigkog prostora  (X;d;s)
vrijedi nejednakost
X 1
d(Xo;xk)  S"  d(Xi;Xis1)
i=0
zasvakon 2 Nisvako k2f1;2,3;:::;2" 1,2"g.

Dokaz. ([128]) Tvre e emo dokazlgtl principom matematigke indukcije. Oznagimo
sa P(n) tvree:  d(Xo;Xk) s" o d(Xi;Xi+1) za svakon 2 N i svako k 2
f1,2,3;:::;2" 1,2"g. Tvrea P(0)i P(1) su ogigledna, pa preostaje da doka emo
P(n)) P(n+1).Uoqgimo da za svakok 2 f 1;2;3;:::;2" 1;2"g, imamo

pn) X1 K1
d(Xo; Xk) s d(XiiXisr)  S™Y d(Xi:Xis1):
i=0 i=0
Sa druge strane, za svakok 2 f 2" +1;2" +2;:::;2"  1;2"*1 g, vrijedi

d(Xo; Xk)  s(d(Xo; Xon) + d(X2n 5 Xk))
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0 1
X1 X1 X1
s@s"  d(xi;Xis )+ 8" d(Xiixien)A = ™ d(Xi5Xi41):

i=0 j=2n i=0

P(n)

pa je navedena implikacija tagna.

Lema 3.5 ( [128]) Svaki niz fx,gn2n €lemenata iz b-metrigkog prostora  (X;d;s),
koji ima osobinu da postoji 2 [0;1) tako da

d(xn+l;xn) d (Xn;xn 1);

za svakon 2 N je Koxijev.
Dokaz. ([128]) Kao prvo primijetimo da je
d(Xn+1:%n)  "d(X1; Xo0); (3.3)
za svakon 2 N.
Oznagimo sap = blog, kc. Za svakom; k 2 N imamo

d(Xm+1; Xm+k)  SO(Xm+1; Xm+2) + SA(Xm+2 ; Xm+k)
Sd(xm+1 ; Xm+2) + SZd(xm+2 s Xm+2 2) + Szd(Xm+22 » Xm+ k)
SA(Xm+1; Xm+2) + Szd(Xm+2 1 Xm+22) ~'33d(xm+22 ' Xm+23) + S3d(Xm+23; Xm+k)

o

Sr‘d(xm+2n 1;Xm+2”) + Sp+1 d(Xm+2P;Xm+ k)
"0 1 0 1
XP m+3¢ 11 m+k 2P 1

" @ d(Xon 1413 Xon 14101)A + S2PD @ d(X20+ 15 Xops 41 )A
n=1 i=m i=m

0 ) 1 0 . 1

W’l m+;{‘ 1 Xrl 2"X 1 ) ‘

s @ A(Xon 147 Xon 1441 )A d(xo;x;) @ m+2" i A
n=1 i=m n=1 i=0

1 1

n=1 n=1

1
d(XO;Xl) m X S2n on 1 _ md(xo;xl)XF 2nlog s+2" 1.

Kako jelimn: (2nlog s+2" ' n)= 1, postoji ng 2 Ntakoda 2njog s+2" 1 n
M, tj. 2nlog s+2" * M n za svakon 2 N, n  no, pajered I 2log st
konvergentan. Ako oznagimo egovu sumu saS dobijamo

m d(XO; Xl)s.

d(Xm+1; Xm+k) 1 )

za svakom;k 2 N. 1z lim,; " =0 zakuqujemo da je niz fXx,gnn KOXijev.
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Napomena 3.2 Iz Leme dobijamo da je niz f x,g Koxijev ako postoji ¢2 [0;+1 )
i 2[0;1) tako da

n

d(Xn+1; Xn) c (3.4)

za svakon 2 N.

Naredni znagajan niz rezultata u oblasti b-metrigkih prostora dat je u radovima
grupe autora [72,/130, 133] u kojima su razra ene dodatne procjene i modifikacije
klasignih principa kontrakcije. U radu [138] Mitrovi polazi se od opxte pret-
postavke 0 sma e u sukcesivnih uda enosti:

d(Xp+15%n)  d (XniXn 1); 2 [0;1); (3.5)

bez direktnog poziva a na konkretnan operator  T. Ova fleksibilnost omogu ava
primjenu rezultata i van klasignog Banahovog okvira, na nizove nastale npr. dis-
kretnim metodama za diferencijalne i integralne jednaqgine. U radu [72] Aleksi ,
Mitrovi i Radenovi uveli su novije apriorne i aposteriorne procjene za Pika-

rove nizove u b-metrigkim prostorima, gime su dobijeni precizniji kriterijumi
konvergencije i proxire e rezultata ranijih autora, dok u [130] Mitrovi daje
procjene za proxirene b-metrigke prostore.

Lema 3.6 ( [138]) Neka je (X;d;b) b-metrigki prostor i neka je fxhng niz u X.
Pretpostavimo da postoji 2 (0;1) takvo da vrijedi

d(Xn+1;Xn)  d (Xn;Xn 1);  za svakon 2 N:

Ako je ng 2 N tako da ng > % tada vrijedi:

1: niz fxu,9 je Koxijev;,

2. d Xn; Xnobc | Okadan'1l
Dokaz. [[138]] Neka jeng 2 N takvo da je ng > % Oznagimosa = "b<1.
Za svakon 2 N imamo

d(Xn+noiXn) B d(Xn+13Xn) + d(Xn+2:Xns1) + + d(XntngiXnsno 1)
Iz uslova d(Xk+1:Xk)  d (Xk;Xx 1) dobijamo induktivno da
d(Xis ;Xk)  Kd(X1;Xo):
Prema tome,
A(XnengiXn) B M+ M4 oL gy xg):

U zagradi je suma geometrijskog niza, pa imamo

o N

d(Xn+ngiXn) d(X1;Xo):
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3.1. Procjene u b-metrigkim prostorima

Iz definicije slijedi
d(Xp+ngiXn) C M

za neku konstantu C > 0. Dakle, podniz fXu,,g je Koxijev.

Da e, za svako n 2 N, vrijedi
d(xn;xnobn=noc) d(Xn;Xn+1) + + d(xnobn=noc; Xnobn=ngc 1);
xto zajedno sa prethodnim procjenama daje

d(Xn; Xnebn=nec) ! O kadan!1l

Iz prethodnih lema elegantno dobijamo rezultate Suzukija, Mikuleskog i Mihaila.

Lema 3.7 ([127], [128])Neka je (X;d;b) b-metrigki prostor i neka je fxhngnizu X.
Ako postoji 2 [0;1) takvo da vrijedi

d(Xn+1:Xn)  d(Xn;Xn 1); za svakon 2 N;

tada je fx,g Koxijev niz.

Dokaz. Neka jefx,gniz u X koji zadovo ava uslov
d(Xn+1:Xn)  d(Xn;Xn 1); za svakon 2 N:

Ako uzmemagy 2 N sang > % primjenom Leme dobijamo da je nizfXxpn,9
Koxijev i da
d(xn;xnob%C)! 0:

Poxto je podniz Koxijev, a razlika izme u Xn 1 odgovaraju eg glana podniza te i
nuli, slijedi da je i cio niz f Xng Koxijev.

Ovim poglav em izdvojili smo samo dio doprinosa u ovoj oblasti, pa gitaoca
upu ujemo na radove [138, 140], gdje mo e pronai xiri spektar generalizacija i
rezultate koji prevazilaze okvir ovog izlagaa. U s ede em poglavu dajemo re-
zultate koje smo dobili u kontekstu  b-metrigkih prostora a objav eni su [137].

3.1 Procjene u bmetrigkim prostorima

Za procjenu koju smo dobili u [137] neophodno je uvesti pomo no tvr e e za nizove
u b-metrigkim prostorima.

Lema 3.8 ([137]) Neka je(X;d;s) kompletan b-metrigki prostor i fxpgnizu X.
AKo postoji 2 [0;1) tako da

d(xn+1 ;Xn) d (Xn; Xn 1); (36)
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3.1. Procjene u b-metrigkim prostorima

za svakon 2 N, vrijedi sede a procjena za <]

dixi;xj) s '(L+s +::+d 1211244 1201 )g(xgixg)

(3.7)

Dokaz. [[137]] Nekajei;j 2 Ni i<j . Iz relaksirane nejednakosti trougla dobi-

jamo

d(xi;x;) s[d(Xi;Xi+1) + d(Xi+1;%)]
s 'd(XoiX1) + SA[d(Xis1 iXiv2) + d(Xix2 3X})]

s '+ 82 " d(XgXe) + S¥[d(Xie2 Xixz) + d(XixzX))]

s '+ M+ 83 d(xoxg) + S'[d(Xisa iXiva) + d(XisaiX))]

si@+s +::+4d 12011244 1211 hygixyx,):
Zas 61, zbogs > 1imamo procjenu rastoja a

d(xi;x;) s ‘%d(xmxl)i

Sada prelazimo na glavna tvr e a o procjeni u b-metrigkim prostorima.

Teorema 3.1 ([137]) Neka je(X;d;s) kompletan b-metrigki prostor i neka je
niz u X. Pretpostavimo da postoji 2 [0;1) takvo da

d(Xn+1;Xn) d (Xn; Xn 1);

za svakon 2 N. Neka je '
no=minfj 2N js ' <1ig:
Tada zas 61 I
SZ

. 2 nNobg-c .
dixnix) €™ Ten 1+ a—og

o . o 1 (s )
gdje jex = nI!lrr;l1 Xnp i C= sd(xo,xl)ﬁ.

Dokaz. Neka sun;p 2 N. Iz relaksirane nejednakosti trougla dobijamo
d(Xn; Xn+ p) sd(Xn; Xnobnn—oc) + Sz[d(xnobr{‘—oc; Xnob”n*TPc) + d(xnob”n*Tpc;Xm p)]:
4 no(r?—0 1)< nobr:‘—oc nor?—0 slijedi

n
0O n ngb—c<ny:
No

fXxng

(3.8)

(3.9)

(3.10)
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3.1. Procjene u b-metrigkim prostorima

Primjenom Leme[3.8 dobijamo

d(Xn;Xnobnc) s "PA5Cd(xg;X4)
0

S g(xn;xnobr{‘—ocﬂ) + d(xnobnn—ocﬂ ;Xnobnn—oc)

(S )n ngbnn—oc
1 s

2 . .
) d(xn,xnobn”—oc+2) + d(Xnobn”—oc+2 anobn”—Oc+1)

+ .
Sd(xnobn”—ocﬂ ’Xnobn%C)

s" 1" td(xeixg) + S™ 2 " 2d(Xo;X1)

+ 4 s "PRGCY(xgixs)
= s nOanOCd(Xo;Xl) 14+ + "'+ Sn nobnn—oc 1n nobnn—oc 1
Dakle,
d(Xn; Xngbn o)  C "°Pna®: (3.11)
no
Na isti nagin dobijamo
n+p
d(Xpgornci Xnep)  C TR0 (3.12)
1z (3.12) zak uqujemo da
ID!Iirpl d(xnob%pc; Xn+p) = 0: (3.13)
Da e, imamo
d(X(n+1) no;Xnno) s d(X(n+1) no;X(n+1) No 1) + + d(Xnno+1 ; Xnno)
Sno (n+l)ng 1 + + Nno d(Xl;Xo)
Sno nnod(xl;XO).
-
Odnosno
d(x(n+1)no;xnno) c " (3.14)
gdje je = M: Na osnovu [3.8) dobijamo da jes < 1. Iz relaksirane nejednakosti
trougla i (3/14) |[dobijamo
nob;{opc 2 » .
d(XnOanOc; Xnob“;—pc) s " RCd(xnoj 1 Xno(j +1) )
° j=nobn”—oc

nob™Pc 1 ngbc .
+ S no no d(Xno(nobnn*erc 1),Xn0bnn+70pc)
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3.1. Procjene u b-metrigkim prostorima

nob;(J'Opc 2
Sj+1 nobnn—oCC i + Csno 1 nobnn—OC(S )no(bnn+opc 1),
j=nobn"—oc
pa imamo
blc
: : 1 nobrc(S )"0
IO!Ilrpl d(xnob%c,xnob%c) Cst M nocﬁ
nobr%c
= Cs :
1 s
Prema tome,
br{‘—oc
p!I|r+nl d(XnOanoc;Xnobr:erC) Csl—snoz (3.15)
Iz (3.10), (3.11), (8.12) i (3.15) dobijamo
I
. nObLC SZ .
p!I|r+nl d(Xn;Xn+p) Cs 70T 14 1 s (3.16)
S druge strane,
d(Xn;X ) S[d(Xn; Xn+p) + d(Xn+p; X )] (3.17)

paiz (8.16) i (3.17), ako p! +1 , dobijamo (3.9).
Primjer 3.1 ~ Razmotrimo niz X0 = (1;3;5;:::) U prostoru |1 (poznato da je s = 2).

Prema tome dobijamo

1 1
d(Xn+1;Xn) = d 5%XniXn éd(xn;xn 1)

Dakle, imamo poseban slugaj gdje jes =1.

Uogavamo iz primjera 8.1|da Teorema] 3.1 ne vrijedi u slugaju kadaje s =1, pa emo
sada dati dokaz gdje taj uslov nije potreban. Novi dokaz prevazilazi prethodni
problem, ali dolazi do sma e a preciznosti nejednakosti u pore e u sa prvim.

Teorema 3.2 ([137]) Neka je(X;d;s) kompletan b-metrigki prostor i neka je fXn0

niz u X. Pretpostavimo da postoji 2 (0;1) takvo da
d(Xn+15Xn)  d (Xn;Xn 1); (3.18)
za svakon 2 N. Neka je _
no=minfj 2 Njs ' < 1g: (3.19)
Tada I
n g?
d(Xn;x ) Cs? nobgge 1 4 1 s : (3.20)

gdie jex =limp +1 Xn i C = ghoduxd,
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3.1. Procjene u b-metrigkim prostorima

Dokaz. ([137]) Neka sun;p 2 N. Iz relaksirane nejednakosti trougla dobijamo
d(xn;xn+ p) Sd(xn;xnobn”—oc)"' Sz d(xnob;‘—oc;xnob%c)*— d(XnObTTPC;Xn+ p) : (3-21)

Iz no(r:‘—0 1)<n0br:‘—0c nor:‘—0 sljedi 0 n nobr:‘—oc<n0. Dakle, imamo

h i
d(Xn ; Xnobnn—oc) sho d(Xn i Xn l) + + d(xnobn”—ocﬂ ; Xnobnn—oc)

b
Sno n 1+ + No ”Oc)d(Xl;Xo

o nobn"—ocd(xl; Xo):

1
Dakle,
d(Xn; Xngbzc) € "0 (3.22)
Na isti nagin dobijamo
d(Xpgbrzoci Xnep)  C nobhg"e (3.23)
1z (3.23) zak uqujemo da
IC)!Iirpl d(XnObnn*-Tpc; Xn+p) =0 (3.24)
Da e, imamo
Cl(x(n+1) no;xnno) Sno Cl(X(n+1) no;x(n+1) no 1) + + d(Xnn0+1 ; Xnno)
Sno (n+l)ng 1 + + nno)d(xl;XO
gho Mno d(Xl; XO) .
4
Dakle,
d(X(n+1)nes Xnn,)  C 1, (3.25)

gdje je = Mo: Upotrebom (3.19) dobijamo da jeb < 1. 1z ( 3) i (3.25) dobijamo

n+p
nObXO c 2 g
. j+1 nob-*-c .
d(xnobnnTJC1 XnobTTpc) s no d(Xan s Xno(j +1) )
j:nobn”—oc
n

+p n
+ Snob i c 1 nobnocd(x

n+p X n+p
no(nobﬁc 1)’ noch)
nobXtPc 2

X n +p
j+1 n()bfc i No 1 ()bfn C No bn c 1
S] no C ! } CS 0 (S ) ( no );

H— n
j—nobﬁc
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3.1. Procjene u b-metrigkim prostorima

pa imamo
. ) 1 nebnc(S )nob”nT’C
p|IIrP1 d(XnOb%c,XnobTTpc) CS No noC 1 .
ngbn"—oc
= C :
S1 S
Prema tome,
br{‘—oc
p!I|r+nl d(XnOanoc;Xnobnnﬁ'TpC) Csl—snoz (3.26)
Iz (3.10), (3.11), (8.12) i (3.15) dobijamo
|
. nob-"c s? .
p!|ll’l”|1 d(Xn;Xn+p) Cs no 1+ 1—Sno (327)
S druge strane,
d(Xn; X ) S[A(Xn;Xn+p) + d(Xn+ps X )] (3.28)
paiz (8.27) i (3.28), ako p! +1 , dobijamo (3.20).
Napomena 3.3 1z (B.16) dobijamo rezultate Mikuleskua i Mihaila [128]i Suzu-

kija [127] Teorema[3.1 vrijedi i za kvazi b-metrigke prostore.

Napomena 3.4 Neka je(X;d;s) kompletan b-metrigki prostor i neka je T: X! X
preslikava e. Ako iterativni niz fT"xg konvergira za svako x 2 X ka fiksnoj
tagki x , ondaiz (3.9) za dato > 0 moemo odrediti n- 2 N tako da vrijedi

dix, ;x) ™ (3.29)

Dakle, procjena (B.9)se mo e koristiti u velikom broju rezultata o fiksnim
tagkama u b-metrigkim prostorima, gdje iterativni f T"xg konvergira ka fik-
snoj tagki x . Mo emo je primeniti na teoreme tipa Banah, Kanan, Qater a,
Rajh, iri, Hardi{Ro ers, itd. Tako e, procjena iz (B.9) mo e se koristiti za
rezultate o zajednigkim fiksnim tagkama, na primer Jung, kao i za multifunk-

cije, na primjer Nadlerovi rezultati.

Primjer 3.2  (Procena za kontrakcije Banaha, Kanana i Rajha) Kao xto je nave-
deno u Napomeni3.4, procjena se mo e koristiti u velikom broju rezultata o
fiksnim tagkama u  b-metrigkim prostorima.

Najpre odre ujemon- za Banahovu kontrakciju sa parametrom 2 (0;1). Fiksirajmo
"> 0. Tada iz (3.9) dobijamo

2 nobi-c "
Cs %o 1+ m < (330)
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3.1. Procjene u b-metrigkim prostorima

Za pos ed u nejednakost da bi vrijedila, neophodno je izabrati n n., gdje je

"1 s ™)

ne = |og CSZ(1+ Sz s nO)

(3.31)

Za Kananovu kontrakciju T : X ! X koja zadovoava d(Tx;Ty) [d(x;Tx) +
d(y;Ty)l, gdje je0< < %, n- dobijamo zamjenom sa — u (3.31).

Za Rajhovu kontrakciju T : X ! X, koja zadovoavad(Tx;Ty) d(x;y)+ d(x;Tx)+
d(y;Ty), gdje su; ; 2 (0;1) takvi da + + < 1, n- dobijamo zamjenom sa

T uB3

Napomena 3.5 U metrigkom prostoru  (X;d) zas =1 i ng = 1 iz Teoreme
dobijamo

n
dowix) g 1+ 7 dixgixa) (3.32)
a iz Teoreme [3.7 slijedi
n
daix ) — o dxorxa): (3.33)
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4. Polinomske kontrakcije

U prvom dijelu ovog poglav a uvodimo pojam slabih kontrakcija i dajemo osvrt na
osnhovne osobine i odnose sa ostalim vrstama kontrakcija. Da e, uspostav amo uslo-
ve pod kojim postoji jedinstvena fiksna tagka slabih kontrakcija. U drugom dijelu
uvodimo polinomske kontrakcije i slabe polinomske kontrakcije u b-metrigkim
prostorima koje su proxire e datih rezultata slabih kontrakcija. Rezultati do-

bijeni za polinomske kontrakcije u  b-metrigkim prostorima su objav eni u radu
Jungck common xed point theorem inb-metric spaces with polynomial condition tre-
nutno se nalazi na recenziji.

4.1 Slabe kontrakcije

Za razliku od Banahovog stava o kontrakcijama [8] |koji zahtijeva da funkcija bude
neprekidna Kananov rezultat iz 1968. godine [79] proxiruje pod odre enim uslovima
postoja e fiskne tagke i za prekidna preslikava a. U narednoj deceniji, brojni su
autori intenzivno istra ivali raznovrsne kontraktivne uslove koji, iako ne zah-
tijevaju neprekidnost preslikava a, garantuju egzistenciju i jedinstvenost fiksne
tagke(Kanan, Qater a, Zamfiresku, iri, Rakoq, itd.) [81{84,89,141,142].

Berinde je u radu iz 2003. [143] uveo novu klasu slabih kontrakcija tako da obuhva-
ta klase preslikava a koje ispu avaju kontraktivne uslove Banaha [8], Kanana [79],
Qater e [81] i Zamifireskua [84]. S obzirom da su razvijeni razni neekvivalentni
koncepti slabih kontrakcija [78]|u ovom poglavu posmatra emo isk ugivo slabe
kontrakcije po definiciji Berindea.

Definicija 4.1 (Berinde [143]) Neka je (X;d) metrigki prostor. Preslikava e
T:X ! X je slaba kontrakcija ako postoji konstanta 2 (0;1)ineko L Otako
da za svakaxy 2 X vrijedi

d(Tx;Ty) d(x;y) + Ld(x;Ty) (4.2)
Napomena 4.1 ( [143]) Iz simetrije metrike i kontraktivnog uslova Berindeove
kontrakcije  (4.1) implicitno slijedi i dualni uslov
d(Tx;Ty) d(x;y) + Ld(y;Tx) za svex;y 2 X: (4.2)

Ogigledno, svaka kontrakcija zadovoava @.1)za = i L =0 i prema tome je
slaba kontrakcija.
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4.1. Slabe kontrakcije

Primjer 4.1  ( [144]) Neka je [0;1] jedinigni interval sa standardnom metrikom.
Uzmimo zaT identigko preslikava e na segmentu  [0;1], tj. Tx = X. Vrijede s ede a
tvrea

1. T nije Banahova kontrakcija jer za d(x;y) =jx yj imamo

jXx yj> jx vyj; zasvakox6yi 0< < 1L

2. T je slaba kontrakcija sa proizvo nim 20;1)i L 1
3: Skup fiksnih tagaka je gitav segment [0;1].

Iz navedenog primjera jasno uogavamo da Definicija 4. opuhvata xiru klasu pre-
slikava a od strogih kontrakcija. S ede a tvr e a pru aju dodatne primjere.

Stav 4.1 ([143]) Svaka Kananova kontrakcija je slaba kontrakcija.

Dokaz. NekaT zadovo ava uslov Kananove kontrakcije. Slijedi

d(Tx;Ty) Hd(x; Tx)+ d(y; Ty)]
bf [d(x;y) + d(y; TX)] + [d(y; TX) + d(Tx; Ty)lg

odnosno
1 bd(Tx;Ty) bdx;y)+2b d(y;Tx)

iz gega dobijamo
b 2b
d(Tx; Ty) ﬁ)d(x; y) + nd(Y;Tx); za svakox;y 2 X;

t. za 0 < b < 3, ispueni su uslovi Definicije 4.1 gfije| = 20 L= 20z

51
simetrije Kananovog uslova slijedi (4.9). |

Stav 4.2 ([143]) Svaka Qater ina kontrakcija je slaba kontrakcija.

Dokaz. 1z uslova Qater ine kontrakcije imamo
dix;Ty) d(xy)+ d(y; Tx)+ d(Tx; Ty)
odnosno
_c
1 c
2c

Prema tome, T je slaba kontrakcija gdje = % < 1(zbogc< )i L= # 0.z
simetrije Qater inog uslova slijedi (4.2).[ |

dTX TY) A0 y) + o dyi TY):

S ede e tvre e je direktna pos edica Stava 4.1 i $taja 4.2. [ ]

Pos edica 4.1 ( [143]) Svaka kontrakcija Zamfireskua je slaba kontrakcija.
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4.1. Slabe kontrakcije

Stav 4.3 ([143]) Svaka iri eva kvazi-kontrakcija je za O<h< % slaba kontrak-
cija.

Dokaz. ( [143]) Neka jeT : X I X iri eva kvazi-kontrakcija, tj. operator za
koji postoji 0 h< 1tako da
dTx;Ty) h M(x;y); zasvakox;y2 X

gdje
M (x;y) = maxfd(x;y); d(x; Tx);d(y; Ty); d(y; TX);d(Tx; Ty)g:

Neka sux;y 2 X proizvo ni. Razmatramo pet razligitih slugajeva.

Slugaj 1. M (x;y) = d(x;y) pa su uslovi (4.1) i (4.2)]oqigledno ispu eni za = h
i L=0.

Primijetimo da je M (X;y) = M (y;x) pa u narednim slugajevima e biti dovo no
da poka emo ispu enost samo jednog od uslova (@.1)) ili (4.2). ]

Slugaj 2. M (x;y) = d(x; Tx) pa na osnovu nejednakosti trougla imamo
d(Tx;Ty) hd(x;Tx) h[d(x;y)+ d(y; Tx)];

odnosno [4.1) vrijedigdje = hi L = h.Kakojed(x;Tx) d(x;y)+ d(y; Tx), dobijamo

h h
d(Tx;Ty) ﬁd(ﬁy)*‘ ﬁd(y;TY);

zasve 2 (0;1), pai(4.2) takoe vai.

Slugaj 3. M(x;y) = d(y; Ty). Iz simetrijie M (x;y) slijedi na osnhovu prethodnog
slugaja.

Slugaj 4. M(x;y) = d(y; Tx). Ogigledno (4.2] je ispueno ali (4.1) jé ispu eno
samo zéh < 3. Zaista, iz definicije M (x;y) imamod(Tx;Ty) h d(y;Tx)i

dly;Tx) dly;Ty)+ d(Ty; Tx) + d(Tx;x);
pa slijedi

d(Tx;Ty) 1h—hd(x;y)+ %d(y;Tx);
gime smo dobili (4I)]gdje = "~ < 1(zbogh< 3)i L= "-> 0.
Slugaj 5. M (x;y) = d(y; Tx) se svodi na prethodni slugaj.

Iz narednih primjera mo emo primjetiti odnos kvazi kontrakcija i slabih kon-
trakcija.

Primjer 4.2  ( [143]) Neka je [0;1] jedinigni interval sa standardnom metrikom.
Uzmimo zaT identigko preslikava e na segmentu  [0;1], tj. Tx = X. Vrijede s ede a
tvrea
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4.1. Slabe kontrakcije

1. T nije iri eva kontrakcija jer za M (x;y) = jx yj imamo

X yi>h jx vyj; zasvakox8yi O<h< 1

2: T je slaba kontrakcija sa proizvo nim 20;1)i L 1

Primjer 4.3  ([143]) Neka jeT :[0;1]! [0;1] dato sa Tx = %, zax 2 [0;1)i T1=0.
Vrijede sede a tvre a:

1. T je iri eva kontrakcija za h 2 %;1 X
2. T je slaba kontrakcija za § i L ;

Primjer 4.4  ( [143]) Neka je T[0;1] ! [0;1] dato sa Tx = % zax2[01)i T1=1.
Vrijede sedeatvrea:

1. T nije iri eva kontrakcija niti kontrakcija Zamfireskog.
2. T ima dvije fiksne tagke Fix(T) = %;1 .

3. T nije slaba kontrakcija, iako svaka Pikarova iteracija konvergira fiksnoj
tagki.

Iz Stava obijamo da su kvazi kontrakcijesa 0 h< % tako e slabe kontrakcije.
Ipak, postoje kvazi kontrakcije sa % koje su tako e slabe kontrakcije (Primjer
). Prema tomeh < %, nije potreban uslov da bi kvazi kontrakcija bila slaba kon-
trakcija. Uopxteno iri eve kvazi kontrakcije i Berindeove slabe kontrakcije su
nezavisne klase preslikava a jer ni jedna od ih ne obuhvata u potpunosti drugu
klasu [144]. lako predstav aju mo ne generalizacije Banahovog principa kontrak-
cije, one to gine u razligitim pravcima. Postoje i drugi primjeri kontraktivnih

uslova iz kojih proizilaze slabe kontrakcije, za deta e pogledati [144,145].

Centralni rezultat slabih kontrakcija u kompletnim metrigkim prostorima je dat
s ede om teoremom.

Teorema 4.1 ( [143]) Neka je (X;d) kompletan metrigki prostor i T: X! X
slaba kontrakcija. Vrijede sede a tvre a
1. Fix(T)6 ;;
2. Za proizvoan X 2 X, Pikarov iterativni niz fXn,g konvergira ka x 2
Fix(T);

3. Apriorna i aposteriorna procjena je data sa

n

1

d(xn;x ) d(Xo;X1); n=0;12;::: (4.3)
d(Xn;x ) 1—d(xn LX), n=1;2::: 4.4)
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4.1. Slabe kontrakcije

Dokaz. ( [143]) Dokaza emo daT ima bar jednu fiksnu tagku u X . Odaberimo
Xo 2 X proizvo no i definiximo Xn+s1 = TXn. 12 (4.1)] imamo

d(TXn 1;TXn) d(Xn 1;%n);

odnosno
d(Xn; Xn+1) d(Xn 1;Xn): (4.5)

Koriste i princip matematigke indukcije iz (4.5) slijedi
d(Xn; Xn+1) "d(xo;X1); n=0;1;2;:::
odnosno
d(Xn; Xn+ p) d(Xn;Xn+1) + d(Xn+1; Xne2) + + d(Xn+ p 1 Xn+ p)

"d(xo;x1) + "d(Xo;x1)+  + "P Td(Xo;X4)

"A+ +  + P Hd(xe;x1) (4.6)
"1 P

1

d(Xo;X1); n;p2 N;p60:

Kako je O < 1, iz (4.6) slijedi da je niz  fx,g Koxijev pa je konvergentan.
Oznagimox =Ilim,; Xu: Na osnovu nejednakosti trougla
d(x ;Tx) d(X ;Xp+1)+ d(Xp+1;TX)
= d(X ;Txp)+ d(Txn; TX)
d(X ;Xn+1) + d(Xn+1 ;TX )+ d(TXn;TX )
pa iz (4.1) slijedi
d(TXn; Tx)  d(Xn; X )+ Ld(x ;Tx,)

odnosno

dix ;Tx )  d(X ;Xper) + d(Xp+r; TX )+ d(Xn;x )+ Ld(X ; TXp)

(1+ L)d(X ;Xnsa) + d(Xn;X ) (4.7)

Puxtajuida n!1l u (4.7) dobijamo
dix ;Tx)=0;
t. x je fiksnatagka od T.

Procjenu (£.3) dobijemo iz (4.6] kada p!1 . Sligno dokazujemo i procjenu (4.4)]

Napomena 4.2 Prethodna teorema je znaqajno proxire e klasignih rezultata
Banaha, Qater e, Kanana i Zamfireskog. Mogu e je uvijek konstruisati Pikarov
iterativni niz i nai aproksimacije za kriterijjum zaustav a a iterativhog

procesa slabe kontrakcije. Klasa slabih kontrakcija prema tome pripada klasi
slabih Pikarovih operatora, a tako e zadovo ava Banahov orbitalni uslov. Ma -
kavost u odnosu na klasigne koncepte je nejedinstvenost fiksne tagke. Naravno,
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4.1. Slabe kontrakcije

dodava em kontraktivnog uslova na slabe kontrakcije mogu e je postii jedin-
stvenost.

Teorema 4.2 ( [144]) Neka je(X;d) kompletan metrigki prostor, T:X ! X slaba
kontrakcija i parametri a2 (0;1)i L, Otakvida

d(Tx;Ty) a d(x;y)+ L; d(x;Tx) za svex;y 2 X: (4.8)
Tada vrijede sedeatvrea
1. Fix(T) = fx gtj. fiksna tagka je jedinstvena;
2. Za proizvoan Xg 2 X, Pikarov iterativni niz fxng konvergira ka x ;

3. Apriorna i aposteriorna procjena je data sa

n

d(xn;X )

d(Xo;X1); n=0;1;2::: 4.9
d(Xn;X ) 1—d(xn 1Xn); nN=1;2::: (4.10)

4. Brzina konvergencije Pikarove iteracije je data sa

dixp;x )  ad(xp 1;x); n=1;2::: (4.11)

Dokaz. Pretpostavimo da T ima dvije razligite fiksne tagke X;y 2X.1z(4.8)
imamo
dxiy) adxiy), (1 adx;y) O

Slijedi d(x ;y) 0 xto je u suprotnosti sa pretpostavkom. Dai dio dokaza je
identigan kao u Teoremi 4[1.]

Da e istra iva e slabih kontrakcija odvijalo se u smjeru dodava a sa desne stra-
ne kontraktivnog uslova komparativne funkcije '

Definicija 4.2 ( [144]) Preslikavae ' : R* | R" naziva se komparativha
funkcija ako zadovo ava s ede e uslove

1. ' je monotono rastu a
2. Niz iteracija ' ”(t)izO konvergira ka nuli za sve t2 R".

P
Ako ' ispuava prvi uslovired s(t) = ;:10 ' K(t) konvergira za svakot 2 R* tada
za' kaemo da je c-komparativna funkcija.

Napomena 4.3 Oqigledno svaka c-komparativha funkcija je komparativna funk-
cija. Tako e komparativne funkcije ne moraju biti ni linearne ni neprekidne ali
svaka komparativna funkcija je neprekidna u nuli.
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Primjer 4.5  ( [144]) Jedan od najjednostavnijih primjera komparativne funkcije
je
)= att2RY;0 a< Lt

Za' ,(t) = ﬁ;t 2 R* imamo da je komparativna funkcija nelinearna i nije C-
komparativna funkcija, dok za

( L0 t<1
ta(t) = ,[2 Loyog
imamo prekidnu c-komparativnu funkciju.
S ede om definicijom uvodimo slabe ' -kontrakcije.
Definicija 4.3 ( [144]) Neka je (X;d) metrigki prostor. Preslikava e T:X!
X se naziva slaba' -kontrakcija ako postoje komparativna funkcija "inekoL O

takvi da vai s ede a nejednakost:

d(Tx;Ty) ' (d(x;y))+ Ld(y;Tx); zasvex;y2 X:

Napomena 4.4 Sve slabe kontrakcije kontrakcije su slabe ' -kontrakcije, gdje
"(t) = tt 2 RY; 2 (0;1), ali sve slabe ' -kontrakcije nisu slabe kontrakcije
npr. ' , iz Primjera [4.83

Naredne dvije teoreme nam daju uslove pod kojim postoji fiksna tagka slabe -
kontrakcije.

Teorema 4.3 ( [144]) Neka je (X;d) kompletan metrigki prostor i T: X! X
slaba ' -kontrakcija gdje ' ¢ -komparativna funkcija. Tada:

1. Fix(T)=fx2 X :Tx=xg8 ;;

2. Za bilo koje xo 2 X, Pikarova iteracija fxngl., definisana sa xo 2 X i
Xn+1 = TXn, N =0;1;2;::: konvergira ka fiksnoj tagki X oOperatora T,

3. Vai s ede a procjena:
d(Xn;X ) s dXn;Xn+1) 3 N=0;12::: (4.12)
. . P +1 k +
gdje jes(t)= 5, " “(t);t2 R".
Dokaz. Dokazaemo daT ima bar jednu fiksnu tagku u X . U tom ciu, neka je
Xo 2 X proizvo an i neka je fx,gl., Pikarova iteracija.

Poxto je T slaba ' -kontrakcija, postoje c-komparativha funkcija ' ineki L O,
takvi da
d(Tx;Ty) ' d(x;y) +L d(y;Tx); zasvexy?2X: (4.13)
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Uzmimox := X, 1, Y := Xn U (4.13). Dobijamo
d(Xn;Xn+1) " d(Xn 15%n) ; zasven=1;2;::: (4.14)
Poxto ' nije opadaju a, iz (4.14)|imamo
d(Xn+1;Xns2) " A(Xn;Xns1)

xto induktivno daje

AdXns i Xnsker) "< d(XniXns1) 3 k=0:12;::: (4.15)
Prema nejednakosti trougla imamo
d(Xn; Xn+p)  d(Xn; Xn+1) + d(Xn+1; Xns2) + + d(Xn+p 15 Xn+p) (4.16)

r+'(r)+ +"'"™P ),
gdje smo oznagili sa r = d(Xn;Xn+1). Ponovo iz (4.14) nalazimo da
d(Xn;Xn+1) " d(Xo;X1) ; n=0;1;2::: (4.17)
xto prema svojstvu komparativne funkcije, implicira
nI!i{n d(Xp; Xn+1) =0: (4.18)
Kako je ' pozitivha, ogigledno je da
r+'(n+  +" P ) <s(n); (4.19)
gdje jes(t) suma redap LO ' K(r). Zatim, iz (3.6) i (3.9) dobijamo
d(Xn;Xn+p) S d(Xn;Xn+1) 5 N2 N;p2 N: (4.20)
Budu i da je s neprekidna u nuli, (4[16) i (4.19) Ukazuju da je fx,gh-, Koxijev niz.

Kako je X kompletan, fxngﬁz0 je konvergentan. Neka jex =lim,; X,. Dokazaemo
da je x fiksna tagka operatora T. Zaista

d(x ;Tx) d(X ;Xn+1) + d(Xns1; TX)
= d(Xp+1;X )+ d(TX,; TX):
1z (4.14) imamo
d(Txn; Tx ) " (d(Xn;x )+ Ld(X ;TXn)
I prema tome
dix ;Tx) (1+L)d(Xn+1;x )+ " (d(Xn; X )); (4.21)

xto vrijedi za sve n 0. Sada, puxtajui n! +1 u (4.21) i koriste i neprekid-
nost funkcije ' u nuli, sledi
dix ;Tx)=0;
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t. x je fiksna tagka operatora T. Procena (4.12) se dobija iz (4.16) puxtaju i
p! +1.

Kao i u slugaju slabih kontrakcija dodava em uslova se mo e posti i jedinstvenost
fiksne takgke.

Teorema 4.4 ( [144]) Neka je(X;d) kompletan metrigki prostor i T: X! X sla-
ba' -kontrakcija sa ' ¢ -komparativnom funkcijom. Pretpostavimo da T tako e
zadovo ava s ede i uslov: postoji komparativna funkcija ineki L; O takvi
da

d(Tx; Ty) d(x;y) + Lid(x; Tx); (4.22)

vrijedi za sve x;y 2 X. Tada:
1. T ima jedinstvenu fiksnu tagku, tj. Fix(T)= fx g.
2: Vai s ede a procjena:
d(Xn;x ) s d(Xp;Xnp+1) ;5 nN=0;12;::: (4.23)
gdje jes(t) = P IRt 2 RY.
3: Brzina konvergencije Pikarove iteracije je data sa
dXn;x) " dXp ;X)) ; n=1;2:0 (4.24)
Dokaz. ( [144]) Pretpostavimo da postoje dve razligite fiksne tagke Xy 2 X.
Tada iz (§.22) sax:= x i y:=y sledi
d(x ;y) d(x ;y)

xto induktivno daje

dix ;y) "dx;y); n=1;2:::: (4.25)
Puxtajui n! +1 u (4.25) dobijamo
dix ;y)=0;
t. X =y, xto je kontradikcija. Dakle, T ima jedinstvenu fiksnu tagku. Za dokaz

(@.294), uvrstimo x == x ,y:= x, u (4.22)

U radu [146] leli, Pagurar i Samet su uveli polinomske kontrakcije u metrigkim
prostorima i uspostavili dvije teoreme od postoja u fiskne tagke prvo za nepre-

kidno preslikava e a potom za specijalnu klasu prekidnih preslikava a. U drugom

dijelu uvo e em klase slabo polinomskih kontrakcija dobijena je generalizacija
slabih kontrakcija(Berinde [143,144]). Motivisani rezultatima Berindea [143,144]

i lelija, Paqurar i Sameta [146] proxirili smo navedene rezultate na klasu b-
metrigkih prostora i pokazali tvr e a Jungovog tipa o zajednigkoj fiksnoj tagki.
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4.2. Polinomske kontrakcije u b-metrigkim prostorima

4.2 Polinomske kontrakcije u b-metrigkim pro-
storima
U ovom poglav u uvodimo klasu polinomskih kontrakcija na b-metrigkim prosto-

rima i ispitujemo uslove za egzistenciju i jedinstvenost zajednigke fiskne tagke
komutativnih preslikava a.

Definicija 4.4 Neka je (X;d;s) b-metrigki prostor i T:X ! X preslikava e.
Za preslikavae T kaemo da je polinomska kontrakcija, ako postoji 2 [0;1),
prirodan broj k 1 i familija preslikava a a:X X! [0;+1),i=0;1;:::5k
takva da
X« . X .
a(Tx;Ty)d(TxTy) ai(x;y)d (xy) (4.26)
i=0 i=0

za svakox;y 2 X.

Napomena 4.5 Navedena definicija uk ugquje ve u klasu funkcija od strogih kon-
trakcijajerza k=1,a,=01i a; =1 dobijamo Banahovu kontrakciju u b-metrigkom
prostoru.

Posmatramo teoremu Jungovog tipa o fiksnoj tagki za polinomske kontrakcije:

Teorema 4.5 Neka suT i | komutativha preslikava a kompletnog b-metrigkog
prostora (X;d;s) u samog sebe koja zadovo avaju nejednakost

. X« .
a(TxTy)d (TxTy) a(Ixly )d(Ix;ly ) (4.27)
i=0 i=0
za svex;y 2 X, gdje0O< < 1. Pretpostavimo da vrijede s ede i uslovi:
(i) T je neprekidna polinomska kontrakcija;
(if) postoji j 2f1;2,:::;kgi A; > 0tako da

a(x;y) Aj zasvexy 2 X;

(iii) slika preslikavaa | sadri sliku od T i | je neprekidno;

TadaT i | imaju jedinstvenu zajednigku fiksnu tagku.

Dokaz. Neka jexg proizvo no. Ogigledno  TXxg i Ix o su dobro definisani. 1z (iii )
Txo 2 1 (X), pa uzmimo da jex; 2 X takvo da

IX1= TXg:
Uopxteno za X, biramo X,+; takav da

IXne1 = TXp:
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4.2. Polinomske kontrakcije u b-metrigkim prostorima

Pokaza emo da jef Ix ,g Koxijev niz. Iz (4.47) iinamo

Xk .
d(IXn;I1Xn+1) = d(TXn;TXy 1) = a(Txn ;Txn)d(TX, 1;TXy)
i=0
X .
a(Ixn ulxn)d(Ixn 1;1Xn)
i=0
= ai(Txn 2TXy 1)d (TXn 2TXn 1)
i=0 (4.28)
ZX( i
a(Ixn 2:0xn 1)d'(IXn 251Xn 1)
i=0
X .
" a(Ixelx)d (IXelx1) = "M o1
i=0
gdje
X .
Mog1= 8 (Ix o;1x 1)d' (IX o;1% 1):
i=0
Kako je _
g (Txn 1, TXn)d(TXn 1T Xn) "M o.1;
iz (ii) dobijamo .
Ajd (Txn 1;TXn) "™ o.1;
pa na osnovu [(4.28) slijedi
1
d(IX n;1Xne1) = d(TXn 15T Xn) i'M 41 (4.29)

Lako uogavamo da j 2 [0;1) pa iz Leme[3.5 zak uqujemo da jef Ix ,g Koxijev.

Iz kompletnosti |1 (X) postoji u2 X za koje

n!Ilrpl IX, = n|!lr£ll TXy 1= U
Neprekidnost preslikavaa 1, (i) i komutativnost preslikava a Ti | daju
lu =1 im Tx, = lim ITXx,= Im TIx,=T Ilm Ix, =Tu
n' +1 n! +1 n +1 n! +1

Neka je sadaw = Tu = lu, tj.

Tw= Tlu

ITu = Iw:
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4.2. Polinomske kontrakcije u b-metrigkim prostorima

Ako Tu 6 Tw iz (4.27) dobijamo

XK _ X .
a(Tu;Tw)d' (Tu;Tw) a (lu;lw)d (Tu;lw )
i=0 i=0
X .
< a(Tu;Twd (Tu;Tw)
i=0

PrematomeTu= Tvi Tv=Ilv = v pa jew jedinstvena fiksna tagka za preslika-
vaa Ti I.

Napomena 4.6 Ako uvrstimo da je | identigko preslikava e dobijamo da je T ne-
prekidna polinomska kontrakcija koja prema Teoremi  [4.5ima jedinstvenu fiksnu
tagku u kompletnom b-metrigkom prostoru.

Stav 4.4 Neka je (X;d;s) b-metrigki prostor i T :X ! X polinomska kontrak-
cija. Pretpostavimo da vrijede s ede a tvr e a:

(1) ap(x;y) =0 za svakoxyy 2 X;
(i) za svakoi 2f 1;:::;kg postoji B; tako da

ai(x;y) B; zasvakoxy 2 X;

(iii) postoji j 2f1;2,:::;kgi A; > 0tako da

a(xy) A; zasvakoxy 2 X:

Tada preslikavae T je neprekidno.

Dokaz. Neka za niz fx,g X vrijedi

n|Iir+nl d(xn;w) =0; (4.30)

za nekow 2 X. 1z (4.26) dobijamo

X« _ X .

& (TXn; TW)d' (T Xn; TW) a (Xn;w)d' (Xn;W):

i=0 i=0

Da e na osnovu (ii) i (iii ) slijedi
. X .
A d (Txn;Tw) Bid' (Xn;w): (4.31)
i=1
Prelaskom na limes n! +1 u (4.31) uz primjenu (4.30) imamo
Iim1 d(Tx,;Tw) =0;
n!' +
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4.2. Polinomske kontrakcije u b-metrigkim prostorima

xto je ekvivalentno sa
IIiml d(Txn;Tw) =0:
n! +

Prema tomeT je neprekidno preslikava e.

Iz Teoreme B.5]i Stava 4.4 [zak uqujemo s ede i rezultat.

Pos edica 4.2 Neka je (X;d;s) kompletan b-metrigki prostor i T: X! X
polinomska konntrakcija. Pretpostavimo da vrijede s ede a tvr e a:

(1) ap(x;y) =0 za svakoxyy 2 X;
(i) za svakoi 2f 1;:::;kg postoji B; tako da

a(xyy) Bi xy2X;

(iii) postoji j 2f1;2,:::;kgi A; > 0tako

a(xyy) A zasvakoxyy 2 X:

Preslikavae T ima jedinstvenu fiksnu tagku w 2 X iza svako xg 2 X, Pikarov
iterativni niz fx,g X konvergira w.

S ede i rezultat slijedi direktno iz Pos edice 4.2. [ ]

Pos edica 4.3 Neka je (X;d;s) kompletan b-metrigki prostor i T: X! X
preslikava e u samog sebe. Pretpostavimo da postoje 2 [0;1), prirodan borj k 1
i konagan niz fagt, (0;+ 1) tako da:

X X<
ad (TxTy) ad (xyy) (4.32)
i=0 i=0

za svakox;y 2 X. Tada T ima jedinstvenu fiksnu tagku w 2 X i za svako xq 2
X, Pikarov iterativni niz fxng X definisan sa Xxp,+1 = TX, za svakon 0
konvergira w.

Napomena 4.7 Zamjenonmk =11 a; = 1 u Pos edicu [4.3dobijamo Banahovu teoremu
o fiksnoj tagki u  b-metrigkim prostorima.

U s ede em primjeru navodimo primjenu Teoreme

Primjer 4.6  Posmatrajmo prostor
8 9
< X1 =
P= x,: jx.j°<+1 ;p2(0;1)

n=1
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4.2. Polinomske kontrakcije u b-metrigkim prostorima

zajedno sa funkcijom d:IP [Pl R,

0 1:
X1 P
d(Xn;yn) = @ Xn  YaiPA
n=1
Navedeni IP prostor je b-metrigki prostor sa s=25. Preslikava a T, 1P IP
definisana sa
X1 Xo X3 X4
T . . . .::: - ._._._._:::
(X1;X2;X3;X4;1172) '35
I (x) = Id(x)

imaju zajednigku fiksnu tagku (0,0,0,0,...). Takoe, T i | su neprekidni i komu-
tativni. Za Xn;¥Yn 2 IP vrijedi

=l

X1 Y1jp+jX2 Y2jp+jX3 y3jp+jx4 y4jp+

d(Txn;Tyn) = > > > o
X1 2lejp L 1X2 2pY2jp LS 2pY3jp L 1Xa 2pY4jp N g
%d(lxn;lyn):
Oqigledno

d?(Txn:Tyn) %dz(lxn;lyn);
pazaay =0, a; = a, = 1 slijedi
d(TXn;Tyn) + d(TXn;TYn)
% d(IX n;lyn) + d2(IX n;lyn)
Prema tome, T je polinomska kontrakcija.

Naredni korak u istraivau je pronalae e uslova pod kojim postoji fiksna
tagka polinomskih kontrakcija koje nisu neprekidne.

Definicija 4.5 Neka je(X;d;s) b-metrigki prostor. Preslikava e T: X! Xje
Pikar-neprekidno, ako za svako w;u 2 X vrijedi

Iim1 d(T"w;u)=0) Iim1 d(T(T"w);Tu)=0;
nt + n +

gdjeT°w=wi T"1w= T(T"w) za svakon 0.

Primijetimo da za neprekidno preslikava e T:X ! X dajeT Pikar-neprekidno,
ali obrat ne vrijedi.

Teorema 4.6 Neka je (X;d;s) kompletan b-metrigki prostor i T:X ! X poli-
nomska kontrakcija. Pretpostavimo da vrijede s ede a tvre a:
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4.2. Polinomske kontrakcije u b-metrigkim prostorima

(i) T je Pikar-neprekidno;
(ii) postoji j 2f1;2,:::;kgi A; > 0tako da
a(x;y) A za svakox;y 2 X:

TadaT ima jedinstvenu fiksnu tagku w2 X. Xtavixe, za svako Xxg 2 X, Pikarov
iterativni niz fxng X konvergira w.

Dokaz. Neka jexp 2 X proizvo no. Definiximo niz
Xns1 = TXn; N G;
tj.
Xn=T"%Xe; n O

Iz Teoreme zak uqujemo da je fx,g Koxijev pa zbog kompletnosti X postoji
w 2 X tako da
Iim1 d(T"xo;w) =0:
n' +

Iz Pikarove neprekidnosti slijedi

lim d(T" X0 Tw) = lim d(T(T"x0);Tw) = 0:

Kako je granigna vrijednost jedinstvena, w je fiksna tagka od T. Dai dio dokaza
je sligan dokazu Teoreme[4.5.

Kao u slugaju slabih kontrakcija s ede om defnicijom uvodimo slabe polinomske
kontrakcije.

Definicija 4.6 Neka je (X;d;s) b-metrigki prostor i T:X ! X dato pre-
slikavae. Kaemo da je T slaba polinomska kontrakcija, ako postoji 2 [0;2),
prirodan broj k 1, konagan niz fLig<, 2 (0;+ 1) i familija preslikava a
a:X X! [0;+1),i=0;::::k tako da

a(TxTy)d(TxTy) a(xy)ld (xy) + Lid (y;Tx)] (4.33)
i=0 i=0
za svakox;y 2 X.
Napomena 4.8 Definicija  [4.6 uk uquje polinomske kontrakcije za L; =0.
Posmatramo Jungovu teoremu o fiksnoj tagki za slabe polinomske kontrakcije:

Teorema 4.7 Neka suT i | komutativha preslikava a b-metrigkog prostora
(X;d;s) u samog sebe koja ispu avaju nejednakost

X<
a(TxTy)d (TxTy) a(Ix;ly)[d' (Ix;ly )+ Lid (ly;Tx)] (4.34)
i=0 i=0
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4.2. Polinomske kontrakcije u b-metrigkim prostorima

za svakox;y 2 X, gdje je0< < 1. Pretpostavimo da vrijede s ede a tvr e a:
(i) T je neprekidna slaba polinomska kontrakcija;

(ii) postoji j 2f1,2:::kgi A; >0
aj(x;y) A; za svakox;y 2 X;

(ii) slika od 1 sadrislikuod T i | je neprekidno;

TadaT i | imaju zajednigku fiksnu tagku.

Dokaz. Neka je xo 2 X proizvoan. Kako Txg 2 1(X), postoji x; 2 X tako da
IX1 = TXo. U opxtem slugaju za X, biramo X,+; tako da

IXne1 = TXp:
Poka imo da je flIx,g Koxijev niz. Iz (4.34) iinamo

d(IX n;IXn+1) = d(TXn; TXn 1)
Xk .
a(Txn 1;TX)d(TXn 1;TXn)

X &

g (Ixn 1;|Xn)[di(lxn uIXn) + I—idi(lxn;Txn )] =

i=0

ai(Ixn 11xn)d (Ixn 1;1x5) =

a(TXn 2:TXn A (TXy 2,TXn 1) (4.35)

ai(lxn 2;|Xn 1)[di(lxn 2;|Xn 1)+ I—idi(lxn 1;TXn 2)]:

20 a(lxn zixn )d (X, 2lxn 1)

a(Ixglx)d(IXolx1) = "M g1

gdje
Xk

Mo1= ai (I o;1x 1)d (IX 51X 1):
i=0
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4.2. Polinomske kontrakcije u b-metrigkim prostorima

Iz
a (Txn 1, TX0)d(TXn 1;TXn) "M o.1;

i uslova (ii) slijedi _
Ajd (Txn 1;TXn) "™ o.1;

pa iz (#.35) proizilazi
d(IXnilXne1) = d(TXn 1;TX0) M &,y (4.36)

Evidentno ; 2 [0;1) paiz Leme(3.5 slijedidaje niz flx,gKoxijev. 1z kompletnosti
I (X) postoji u2 X tako da

lim Ix,= lim Tx, 1= u:
n +1 n +1

Preslikavaa T i | komutiraju pa iz neprekidnosti | iuslova (i) dobijamo

lu =1 Im Tx, = Im ITx,= Im TIx,=T Im Ix, =Tu:
n! +1 n!' +1 n! +1 n! +1
Neka jew = Tu= lu, tj.
Tw=TIlu=1ITu = Iw:

ZaTu6 Tw iz (4.34) dobijamo

a(Tu;Twd (Tu;Tw) a(lulw)[d (lu;lw ) + L;d (Iw;Tu)]
i=0 i=0
X .
< a(Tu;Twd (Tu;Tw)
i=0

Dakle Tu=TvpajeTv=Iv =vi wje zajednigka fiksnatagkaza T I.

U narednom primjeru emo prikazati primjenu prethodne teoreme.

Primjer 4.7 Posmatrajmo b-metrigki prostor P, p 2 (0;1) sa b-metrikom d :
P
[P Pl R 0 1.
X! P
d(Xn:yn) = @ iXn  YaiPA
n=1
Definniximo preslikava a T,1:1P1 |Psa
vy Y = Py, - X2.X3 Xa
T(Xl,Xz,Xg,X4, .. ) = O,Xl, 5 ; 5 ; 5 .

222’277
Oqigledno zajednigka fiksna tagka (0;0;0;0;:::). Operatori T i | su neprekidni i

I (X1;X2;X3:X45::)= O
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4.2. Polinomske kontrakcije u b-metrigkim prostorima

komutativni. Za  Xp;yn 2 IP vrijedi

. . ix p ix p ix p %
ATx:TYR) = X2 yljp+J 2 5|O)’2] 4 1%3 5|o)’3] + %4 5|OY4J +
2 Fixa yij® ixe Yol jxe yal® jxa ya® o F
5 2p iy 2 20

2
gd(lxn;lyn):
Iz prethodne nejednakosti imamo
2 . 2 2 . .
d (TXmTyn) gd (Ixmlyn),
pazaa=0,a =a=1,L; =L, =1 dobijamo

d(Txn;Tyn) + d*(TXn;TYn)
2 Aty + AllyaiTxe) + (X pilyn) + (YniTxo)

Slijedidaje T slaba polinomska kontrakcija. Primijetimo da T nije kontrakcija.
Zax, =(3;0,0,0;::0) i y=(4:;0,0,0;:::), imamo d(Xn;y¥n) =1 i d(Tx;Ty) =1 odnosho

dTx;Ty) d(xy); 1
Definicija 4.7 Neka je (X;d;s) b-metrigki prostor i T:X ! X dato presli-
kava e. Za operator T ka emo da je slabi Pikarov operator ako
(i) skup fiksnih tagaka operatora T je neprazan;

(i) za svakoxp 2 X, Pikarov niz fT"Xeg je konvergentan i egova granigna vri-
jednost pripada skupu fiksnih tagaka od  T.

Teorema 4.8 Neka je (X;d;s) kompletan b-metrigki prostor i T:X ! X slaba
polinomska kontrakcija. Pretpostavimo da vrijede s ede a tvr e a:

(i) T je Pikar neprekidan;
(i) postoji j 2f1;2;:::;kgi A; > 0tako da

a(xy) A zasvexy 2 X:

TadaT je slabi Pikarov operator.

Dokaz. Dokaz direktno slijedi iz Teoreme 4.7za | = id.
Pos edica 4.4 Neka je (X;d;s) kompletan b-metrigki prostor i T: X! X
dato preslikava e. Ako postoje 2 [0;1), prirodan broj k 1, i dva konagna niza
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4.2. Polinomske kontrakcije u b-metrigkim prostorima

fagl,fLig 2 (0;+ 1), tako da (@.34) vrijedi za svako x;y 2 X tada je T slabi
Pikarov operator.

Dokaz. Dokaz slijedi iz Teoreme 4[8 kao specijalni slugaj. O

Napomena 4.9 |z prethodnih tvrd i neposredno slijede s ede i rezultati

" UPosedici 44zak=1,a=0,a =1i L; =0 dobijamo Banahov princip
kontrakcije u  b-metrigkim prostorima.

" UPosedici [44zak=1,a=0,a=1i Ly="1; |> 0dobijamo Berindeovu
teoremu o fiksnoj tagki u b-metrigkim prostorima.

" U Teoremi A 1zak =1,a=0,a =1,L; =0 i I(X)= X dobijamo Jungovu
teoremu o fiksnoj tagki u  b-metrigkom prostoru.

N

U Teoremi zas=11i I(X)= X dobijamo rezultat za polinomske kon-
trakcije u metrigkim prostorima [146].
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5. F-kontrakcije

U ovom poglav u uvodimo pojam F -kontrakcija, zatim iznosimo osnovne rezultate
u vidu kugnih teorema i doprinosa iz ove oblasti, a potom pokazujemo ihova
proxire a u okviru generalizovanih metrigkih prostora sa razligitim kontrak-

tivnim uslovima.

Po ski matematigar Darijux Vardovski [98] je 2012. godine formulisao generali-
zaciju Banahovog principa kontrakcije uvo e em F -kontrakcija u metrigke prosto-
re. Generalizacija se sastojala od promjene uslova u standardnoj definiciji kon-
trakcije novim uslovom vezanim uz funkciju  F sa specijalnim osobinama. Osnovni
predmet posmatra a je klasa preslikava a koju dajemo s ede om definicijom.

Definicija 5.1 (Vardovski [98]) Neka jeF : (0;+ 1) ! R preslikavae koje
ispu ava s ede e uslove:

(F1) F je strogo rastu a funkcija;

(F2) Pozitivan niz X, tei nuli ako i samo ako IIiml F(xn) =0;
n! +
(F3) |'IrB1 x“F(x) = 0 za nekok 2 (0:1).
X! +

Familiju preslikava a F:(@0;+1)! R koja zadovoavaju (F1), (F2)i (F3)
oznagavamo S& .

Definicija 5.2 (Vardovski [98]) Neka jeF 2 F i T preslikava e metrigkog
prostora (X;d) u samog sebe. Ako postoji > 0 takav da vrijedi

(Bx;y 2 X) d(Tx;Ty)>0)  + F(d(TxTy)) F(d(xy)); (5.1)
tada preslikave T nazivamo F-kontrakcija.

Iz definicije mo emo uoqiti da za razligita preslikava a F dobijamo razne
poznate kontrakcije.

Primjer 5.1  ([98]) Neka jeF : (0;+1)! R, F(x)=In x. Oqgigledno da F ispu ava
osobine (F1) (F3) pa svako preslikavae T : X ! X koje zadovoava (6.1) je
F -kontrakcija takva da

dTx;Ty) e d(xyy) zasvex;y2 X; Tx 6 Ty:

Uogimo da jee 2 (0;1) tj. T je Banahova kontrakcija.
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Primjer 5.2 ([98]) Funkcija F(x)=1In x+ x; x> 0 zadovo ava uslove (F1) (F3)
i uslov (5.)) koji je u ovom slugaju oblika

d(Tx;Ty) dTxTy) d(xy)
—_ 1 Zfglllx % e :8xy2X; Tx6Ty:
dxy) Y Y

Primjer 5.3  ([98]) Posmatrajmo F(x) = pl—i;x > 0. F ispuavauslove (F1) (F3)

zak 2 %;1 . U ovom slugaju, za svakuF -kontrakciju vrijedi

d(Tx;Ty) p 1 sd(x;y) zasvex;y 2 X; Tx 6 Ty:
1+ d(xy)

Dobili smo specijalni slugaj nelinearnih kontrakcija Bojd-Vonga [89] i Rakoga
[141].

Napomena 5.1 Primijetimo da samo iz osobine (F1) moemo zak uqiti da je
funkcija F skoro svuda neprekidna. U svakoj tagki postoji lijevi i desni limes

i vrijedi jedno od tvre a limy, o« F(X)=nr 2Rl limy, o« F(X)= 1 .1z (F1)
i (5.7) slijedi da je svaka F kontrakcija T tako e kontrakcija pa je i neprekidno
preslikava e.

Napomena 5.2 ([98]) Neka suF; i F2 preslikava a koja zadovo avaju (F1) (F3).
Akoje Fi1(x)  Fy(x) za svakox > 0 preslikavae G = F, F; neopadajue ta-
da svakaF;-kontrakcija T je i Fj-kontrakcija. Zaista, iz Napomene 5.1 ima-
mo G d(Tx;Ty) G(d(x;y)) za svex;y 2 X; Tx 6 Ty. Prema tome, za svako
X;y 2 X;Tx 6 Ty imamo

+ Fo(d(Tx;Ty)) =+ Fi(d(TxTy)) + G(d(Tx;Ty))
F1(d(TxTy)) + G(A(Tx;Ty)) = Fod(Tx;Ty)):

Centralni rezultat Vardovskog je naveden u s ede oj teoremi.

Teorema 5.1 ( [98]) Neka je (X;d) kompletan metrigki prostor i T: X! X
F-kontrakcija. Tada T ima jedinstvenu fiksnu tagku. Xtavixe, Pikarov itera-
tivni niz  fT"XeQ, za svakoxy 2 X . konvergira ka fiknoj tagki.

Dokaz. Kao prvo uogimo da T moe imati samo jednu fiksnu tagku. Za dvije
razligite fiksne tagke Xy, X, imamo

F(d(x1;xz))  F(A(Txy;x,)) =0

xto je kontradikcija sa (5.1). Dakle, fiksna tagka je jedinstvena.

Za proizvo no  Xg 2 X definiximo niz fxng X saXn+1 = TX,.Dae, oznagimo sa
n = d(Xp+1:Xn); N =0;1;::. U slugaju da postoji ng 2 N za koje jeXn,+1 = Xn, dokaz

je zavrxen. Pretpostavimo da je Xp+1 6 X,, za svakon 2 N. Vrijedi n > 0 za svako
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n 2 N pa iz (5.1) slijedi:

F( n) F( n 1) F( n 2) 2 e F( O) n: (5-2)
Iz (§.2)| dobijamo limn, +1 F( n)= 1 pa(F2)daje
lim 4 =0: (5.3)

Na osnovu(F 3) postoji k 2 (0;1) takav da je

; k —-0N-
n!I|r+nl nF(n)=0: (5.4)
Za svakon 2 N iz (5.2) imamo
nF(n)  aF(o) o F(o n F(o)= n O (5.5)
Prelaskom na limes n! +1 u (5.5), iz (5.3) i(5.4)| dobijamo
; k—n-
n!I|r+nl n;=0: (5.6)

Uogimo da e da iz (5.6)|postoji n; 2 Ntakvodan ¥ 1zasvakon nj. Slijedi

n

1
n  —Zzan ng: (5.7)
Nk

Poka imo da je fXp0n2n KoOXijev niz i posmatraimo m;n 2 Ntakve dam>n  n;.

1z (4.7) imamo
d(Xm;Xn) mi1it m2t + 5 i

Xt 1
Red — na osnovu [(5.7) konvergira pa slijedi da je fx,gnon Koxijev niz. Zbog
i=n Ik

kompletnosti metrigkog prostora X postoji x 2 X takvo da limy +1 X, = X .
Konagno, iz neprekidnosti T dobijamo

d(Tx ;x)= nI!irg1 d(Txn;Xp) = nI!irQ1 d(Xn+1;Xn) = 0:

S ede i primjer koji pokazuje da je prehodna teorema uopxte e Banahovog princi-
pa kontrakcije.

8 9
. . < X n(n+1) T
Primjer 5.4 ( [98]) Neka je skupX = XnjXn= k = > s N2N i

) k=0 '

dix;y) =jx vVyj; X;y 2 X standardna metrika. Tada je (X;d) kompletan metrigki
prostor. Definiximo preslikava e T: X! XsaT(xy) = Xgi T(Xn) = Xpn,. Na-
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vedeno preslikava e nije Banahova kontrakcija ali jeste F -kontrakcija i vrijedi
(G.3) gdie =1 i F(x)= x+In x (deta nije vidjeti u [98).

Rezultat Vardovskog otvorio je gitavu liniju istra iva a u kojoj su brojni auto-

ri nastojali da oslabe pogetne uslove i proxire klasu kontrakcija. Tako su u radu

Pirija i Kumama [147] predlo ena da a slab e a uslova na funkciju F izosta-
vaem uslova (F3), a u radu Popeskua i Stana [148] date su dve opxte teoreme
o fiksnim tagkama za F -kontrakcije koje pokrivaju vixe razligitih slugajeva. U

radu Karapinara [149] pojav uje se  -tip F-kontrakcije, pri gemu se kao posebni
slugajevi dobijaju Banahova, Kananova i Qater ina teorema. Ajdi, Karapinar i Ja-

zidi [150] uveli su modifikovane  F-kontrakcije uz  -dopustivost i primenili ih

na integralne jednagine, dok je Ozturk [151] razmatrao iterativha F -kontraktivna
preslikava a i pokazao da se fiksna tagka dobija i kada je kontraktivnost zadovo-

ena tek za n-tu iteraciju preslikava a. Cvetkovi [152] je dala pore e e izme u

F -kontrakcija i kontrakcija Bojd-Vonga, Matkovskog i Meir-Kilera pokazuju i ka-

da jedan okvir sadr i drugi. Svi ovi rezultati sistematizovani su u sveobuhvatnom
pregledu Fabiana, Kadelburga, Mirkova, Xexum-Qavi i Radenovi a [153] koji daje
potpunu sliku prve decenije razvoja ove teorije.

U b-metrigkim prostorima, koncept je tako e dobio brojne adaptacije. U radu Pi-

rija i Kumama [154] date su F-Suzuki varijante u b-metrigkom okru e u, pri gemu

su dokazane teoreme egzistencije i jedinstvenosti uz Pikarovu konvergenciju. Ka-
delburg i Radenovi [155] listiqu da je suvixe jak skup uslova na funkciju F, pa
pokazuju da je gesto dovo no pretpostaviti samo monotonost i neprekidnost. Junis

i saradnici [156] pokazuju da je u mnogim teoremama dovo no svojstvo (F1). Hu-
ang, Mitrovi, Zoto i Radenovi [157] razvijaju koncept konveksnih F -kontrakcija
u b-metrigkim prostorima i pokazuju da se jedinstvena fiksna tagka dobija i bez
klasignih uslova neprekidnosti. Ali i saradnici [158] uvode generalizovane vix-
eznagneF -kontrakcije i dobijaju rezultate o postojau fiksnih skupova. Rosafi

i Kari [159] analiziraju (;F )-kontrakcije u bmetrigkim prostorima i dobija-

ju verzije Banahovih i Kananovih rezultata. Sing i saradnici [160] uvode (F; )-
kontrakcione parove u parcijalnim  b-metrigkim prostorima sa usmjerenim grafo-
vima i dokazuju rezultate o postoja u zajednigke fiksne tagke.

U slabim b-metrigkim prostorima Huang, Zoto, Mitrovi i Radenovi [161] defi-

nixu generalizovane F-kontrakcije. Hamad i De la Sen [162] [razmatraju genera-
lizovane Jagi F-kontrakcije u slabom b-metrigkom prostoru i dobijaju rezultate

0 egzistenciji fiksnih tagaka. Joxi, Sing i Petruxel [163] prime uju teoreme o

F -kontrakcijama na integralne jednagine. Zoto i saradnici [164]|uvode generalizo-
vane kontraktivne uslove preko C-klase funkcija i dobijaju jedinstvenost fiksne
tagke. De la Sen, Nikoli, Doxenovi, Pavlovi i Radenovi [165] analiziraju
(s;0)-graf F-kontrakcije i pokazuju ihovu primenu u slabim b-metrigkim pro-
storima. Mitrovi i saradnici [166] daju nove rezultate za Jagi- W -kontrakcije u
istom okviru, dok Ju, Qen i Vang [167]|razvijaju zajednigke fiksne tagke za  (T;Q)f-
kontrakcije. Gardaxevi -Filipovi i saradnici [168] pokazuju rezultate najbo e
aproksimacije u ortogonalnim slabim  b-metrigkim prostorima za razligite tipove
kontrakcija. Da i rezultati se mogu prona i u radovima [169{175].
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5.1. Proxirene F-kontrakcije u metrigkim prostorima

5.1 Proxirene F -kontrakcije u metrigkim pro-
storima

U ovom poglav u dajemo nove rezultate iz teorije fiksne tagke u metrigkim pro-
storima koji su objav eni u radu [1756]. U navedenom istra ivau povezujumo ge-
tiri tipa kontrakcija: interpolativnu Kananovu kontrakciju, proxirenu inter-
polativhu i Geretijevu kontrakciju, interpolativnu Hardi-Ro ers kontrakciju i

F -kontrakciju . Za vixe deta a o svim navedenim tipovima kontrakcija pogledaj-
te [78,/83:92,153, 177{191].

Na samom pogetku navodimo dvije leme, koje emo intenzivno koristiti u da em
radu sa F-kontrakcijama, a koje su se pokazale izuzetno korisne kada je potrebno
odrediti da li je Pikarov niz Koxijev u metrigkom prostoru (X;d).

Lema 5.1 ( [85]) Neka je (X;d) metrigki prostor i fXnOn2on Pikarov niz. Ako za
sven 1lvrijedi d(Xn;Xp+1) <d(Xn 1;Xn), tada je X, 6 X, za svaki n 6 m.

Dokaz. ([85]) Pretpostavimo suprotno da postoji m >n gdjex, = X,. Tada
d(Xn:Xn+1) = d(Xm:Xm+1):

Me utim, po pretpostavci niz  fd(Xk;Xk+1)g je strogo opadajui, pa d(Xm;Xm+1) <
d(Xm 1;Xm). Kako je Xy, = X,, slijedi  d(Xp;Xn+1) <d(Xm 1;Xn). S druge strane,

d(Xm 1:Xn)  d(Xm 1:Xm) + d(Xm;Xn) = d(Xm 1;Xm);

pa bi vrijedi d(Xn;Xp+1) < d(Xm 1;Xm), XtOo je u suprotnosti sa  d(Xn;Xp+1) =
d(Xm;Xm+1) | Strogo opadaju om prirodom niza rastoja a. Dakle, svi su glanovi
me usobno razligiti.

Lema 5.2 ( [78]) Neka je u metrigkom prostoru (X;d) dat Pikarov niz  fX,0On2n
takav da je niz rastojaa  d(Xp;Xp+1) nNerastuii - limy 11 d(Xn;Xn+1) = 0. Ako pod-
niz fxo,,g nije Koxijev, onda postoje "> 0 rastui podnizovi prirodnih brojeva

My Nk Ssa osobinomn, > m > k tako da nizovi

d(Xom, iX2n);  A(Xom,:Xon, 1); A(Xom,+1:X2n);  A(Xom, 1:X2nc+1);  O(Xom,+1:Xon,+1); 00t

tee "* kadak!1l

Dokaz. ( [85]) Na osnovu negacije definicije Koxijevog niza postoji "> 0 tako
da za svakop postoje indeksi n>m  p, d(Xom;X2n) . Definiximo

m;n = d(XZm;XZn) (n >m ):

Izaberimo m; < nj; tako da ,n, = Mnf ., DN >m 1, mn "g. Dae,
po istom principu (sa pogetkom od Kk + 1), dobijamo rastu e nizove my < ny, ng >
my >k, za koje je m..n, " Sa minimalnom razlikom indeksa i minimalnim M.
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5.1. Proxirene F-kontrakcije u metrigkim prostorima

Tvrdimo da limy; mene = S desne strane. Naime, zbog minimalnosti, vrijedi
d(Xom:Xzn, 1) <" d (Xom+13X2n, ) <

jer bi u suprotnom jedan od tih parova dao mau uda enost od men. KOja je jox

uvijek ve a ili jednaka ", xto protivrjeqi minimalnosti. Slijedi

mene d(Xom i Xon, 1) + d(X2n, 1:X2n, ) <"+ d(X2n, 1;X2n);

pa oduzima em " dobijamo

0 mene < d (Xan, 1:X2n,):

Po pretpostavci  d(Xn;Xn+1) ! O pa desna strana te i nuli tj. mene | "7 Potpuno
analogni argument (sa pomjeraem indeksa za 1 i korixte em nerastu eg niza
susjednih uda enosti) daje

n+ .

d(Xam, i X2n, 1); d(Xam, +1:X2n, ) d(Xam, 1:X2n,+1); A(Xom, +1 :X2n, 41 )5 000 !

Pos edica 5.1 Lemaje tagna i bez hipoteze dajeniz  d(Xn;Xp+1) nerastui.
Oqigledno, u tom slugaju imamo da slede i nizovi

d(Xm, ;Xn, ) d(Xm i Xne 1)5 AXmy+1 53X, ) d(Xmye 1:Xn,+1 )50(Xmy 41 3 X0 +2)5 00
tee "* kadak! +1:

Podsjetimo se da je svaka strogo rastu a funkcija F iz (0;+ 1 ) u R neprekidna
skoro svuda, i da u svakoj tagki aiz (0;+ 1 ) postoje lijevi i desni limesi F(a 0)
i F(a+0) respektivno, i da za ih vai: F(@ 0) F(a F(a+0). U naxoj
studiji, pretpostaviemo da je  F(0*) = 1 ; jer postoje primeri strogo rastu ih
funkcijaiz  (0;+ 1 ) uR za koje jeF (0") konagan.

Slede om definicijom a zatim i teoremom koja slijedi dajemo novi pristup pove-
ziva u getiri tipa kontrakcija.

Definicija 5.3 ( [176]) Neka je (X;d) metrigki prostor i T preslikava e sa
X u samog sebe. Kaemo da jel interpolativna-Hardi-Ro ers-Gereti tipa F-
kontrakcija ako postoje brojevi  a;b;ciz (0;1) gdjea+ b+ ¢ < 1, Geretijeva funkcija
g:[0;+1)! (0;1) sa osobinom: akog(x,) ! 1 tada x, ! O; strogo rastua
funkcija F iz (0;+1)uRsaF(O+)= 1 i > 0tako da vrijedi

+F d(TxTy) F g vxyTabg v(xyT:abg ; (5.8)
za svex;y 2 XnFix (T) gdjed(Tx;Ty) > O

d(x;Ty)+ d(y;Tx) * 2P .
5 :

vy Tabg= degy) * dxTx) ° d(yTy) ©
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5.1. Proxirene F-kontrakcije u metrigkim prostorima

Teorema 5.2 ([176]) Svaka interpolativha Hardi-Ro ers-Gereti tipa F -kontra-
kcija na kompletnom metrigkom prosotru (X;d) ima fisknu tagku.

Dokaz. Primijetimo da je Geretijeva funkcija g ogranigena a da je F strogo ra-
stu a, pa iz (5.8)]slijedi novi kontraktivni uslov:

+F d(TxTy) <F v(xyy;T;a;b;9 : (5.9)

Prema tome, Geretijeva funkcija g je eliminisana. Da e, kako je funkcija F strogo
rastu a iz (5[9) [dobijamo novi uslov:

d(TxTy) <v (xy;T;a;b;9; (5.10)

za d(Tx;Ty) > 0. Neopodno je pokazati da iz uslova (5.10) slijedi postoja e bar
jedne fiksne tagke preslikava a T. Nastavimo u standardnom maniru, odaberimo
proizvo no Xg iz X. Tada za odgovaraju i Pikardov niz = X,+1 = TXn; n = 0;1;2;::
imamo dvije razligite mogu nosti:

1. Postoji ng iz N takav da Xn,+«1 = Xpg-

Prvi slugaj je trivijalan, Xn, J€ fiksna tagka preslikava a T i dokaz teoreme 5.2
je zavrxen.

2. Za svaki niz N ako je x4+ razligito  xn, tj. d(X,;Xn+1) > 0 za sven.

Za drugi slugaj prvo emo pokazati da je niz  fx,g Koxijev. Tada zbog kompletnosti
prostora (X;d), niz fx,g je konvergentan i ima granignu vrijednost ziz X. U svrhu
gore navedenog, pretpostavimo da za nekd iz N :d(xx 1;Xk)  d(Xk;Xks1) : 1z (5.10)
dobijamo

d(Xxeen) < dXien) =% d(XeXie) ©

2d (Xk Xk labe brctl a b
% = d(Xixea) T 0

f. d(Xk;Xk+1) < d (Xk;Xk+1 ) : Kontradikcija.

Prema tome, niz d(X,;Xn+1) je strogo opadajui i prema Lemi 5.vi egovi
glanovi su me usobno razligiti. Xtavixe, konvergira ka nekom nenegativhom broju

0. Dokaimo da je  =0. Za dokaz ovog tvr e a moramo se vratiti u uslov (5.9) |
gdje ugestvuje funkcija F. Uvrstimo X = X, 1;¥ = X,; pa dobijamo

+F d(xn;xn+1) I
bo
ath d(Xn 1;Xn+1) tabe

d(XnXns1) © 5

Fod(Xn 1,%n)
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5.1. Proxirene F-kontrakcije u metrigkim prostorima

a+b d(Xn 1:Xn) + d(Xn:Xn+1)

> ;

F d(Xn 1;Xn) d(Xn;Xn+1) ¢
gdje! =1 a b c Prelaskomnalimesgdje n! +1 iprimjenom osobine funkcije
F da u svakoj tagki iz (0;+ 1 ) ima lijevi i desni limes, dobijamo

+F + F +

Oqigledno smo dobili kontradikciju jer je > 0: Time smo dokazali da niz

d(Xn;Xn+1) tei 0. Preostaje da pokaemo da je niz fx,g Koxijev uz pomo Leme
5.2. Pretpostavimo suprotno, i uvrstimo u (5.10) | x = X,,;y = Xm,: Dobijamo s ede u
strogu nejednakost:

a b
d Xne+1 Xmes1 < d Xn i Xm, d XniXn,+1

!labc

¢ d Xne i Xme+1 Tt d Xng+1 :Xmy
2

d Xm, :Xm,+1

Ako u prethodnoj nejednakosti pustimo limes kada ktei +1 , dobijamo
g labc

MO0 —— =0;

xto je u suprotnostisa "> O:

Dakle, dobijamo d(x,;xm) ! Okadan;m! +1 ;tj. kakoje (X;d) kompletan metrigki
prostor postoji neki x 2 X takavdax,! xkakon! +1 :Dae, uvrstimo u (5{10)]
Xn I X, gdjex granigna vrijednost niza X,

d(XneTX) < d(XniX) & d(XniXns1) ; d(x;Tx) °

d(Xn;TX)+ d(Xne1x) 22 °°
2

d(Xn;X) a d(Xn;Xn+1) b d(x;Tx) ¢

d(Xn;X) + d(XTX)+ d(Xner;x) = 2° ¢
2

(5.11)

Prelaskom na limes u (5.11) kada n! +1 , dobijamo d(x;Tx) = 0; tj. x je fiksna
tagka preslikavaa T.

Primijetimo da iz prethodnog (5.8) iinplicira (5.9) i[da (5.9) ifpljcira opxtiji
uslov (b.10). 1z (§.10)| i samo jednom iz ($.8) dobili smo da preslikavae T ima fik-
snu tagku. Ako pretpostavimo da su x i y dve razligite fiksne tagke preslikava a
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5.1. Proxirene F-kontrakcije u metrigkim prostorima

T, koriste i uslov (5.10) dobijamo:

dxy) = dTxTy) < d(gy) * d(xTx) ° d(yTy) °

d(xTy)+ d(y;Tx) t2Pb¢
2

d(xy) * (0)°(0)°
d(x;y) 1 bc

Dobijamo da je d(x;y) = 0, tj. x = y i dokazali smo da preslikavae T, ako zadovo-
ava uslove (5.10) ima jedinstvenu fiksnu tagku.

dixy)+d(yx) “2°°¢
2

0 0=0:

Autori su u [192]| uveli pojam proxirenih interpolativnih iri -Rajh-Rus tipa
F -kontrakcija.

Definicija 5.4 ([192]) Neka je (X;d) metrigki prostor. Preslikava e T:X!
X je proxirena interpolativna iri -Rajh-Rus tipa F -kontrakcija ako postoje
; 2(01)sa + < 1; > 0i F2F takvida

+ F d(TxTy) F od(xyy) + F d(x;Tx)

(5.12)
+(1 JF d(y;Ty)
za svex;y 2 XnFix (T) sad(Tx;Ty) > O:
Tako e, u [192] autori su formulisali i dokazali slede i rezultat:
Teorema 5.3 ([192]) Proxirena interpolativna iri -Rajh-Rus tipa F -kontra-

kcija na kompletnom metrigkom prostoru X ima fiksnu tagku.

Sada koriste i sligne argumente, tj., Leme 5.1 7 5.2[kdo i svojstva (F1)i (F2)
funkcije F, znagajno emo pobo xati glavni rezultat iz ([192]| Teorema 2.2). Dokaz
se zasniva na ve uvedenoj Definiciji 5.4, k&o i Teoremi 5.3] ]

Dokaz. Za proizvonu tagku Xg 2 X, odgovaraju i Pikarov niz oblika Xn+1 =
Tx, ima s ede e dvije razligite osobine. Postoji k 2 N takav da je xx = Xk 1
ili za sve glanove niza X, vrijedi da je X, ; razligito od Xx,. Iz prvog slugaja
slijedi da je x, : fiksna tagka preslikava a T: Za drugi sluqgaj, prvo dokazujemo
da d(Xn;Xn+1) < d (X, 1;Xn) : Pretpostavimo suprotno, tj. postoji m iz N takav da
d(Xm 1;Xm) d(Xm;Xm+1) : Tada koriste i kontraktivni uslov u Definiciji 5.4, |:]
dobijamo

+ F d(XmiXm+1)
aF d(Xm 1;Xm) + bF d(Xm 1;3Xm) +(1 a bF d(Xm;Xm+1)

aF d(XmiXm+1) + bF d(XmiXm+1) +(@ a bF d(Xm;Xm+1)
= (at b+l a dF dXmXm+1) = F dXmiXm+1) ;
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5.1. Proxirene F-kontrakcije u metrigkim prostorima

xto je kontradikcija sa > 0. Ovo dokazuje da je niz d(Xn;Xn+1) Strogo opadaju i
i te i nekom 0: Lako se moe pokazati da je = 0: Sada na scenu stupaju
poznate Leme[5.]l i[5.2. Iz prve slijedi da su svi glanovi niza fx,g me usobno

razligiti, a iz druge, stav aju i X = Xp Y = Xm, U (5.12) xto je prema Lemi
mogu e(d(Tx;Ty) > 0):

Dakle imamo

+F d Xn+1 :Xmy +1 aF d Xne  Xm, T bF d X s Xny +1

+(1 a BbF d Xm Xm+1
Prelaskom na limes kada ktei +1 dobijamo
+F " aF "* +(1 aF 0
tj.
+(1 aF " (1 aF 0" =1 ;
xto je ogigledno kontradikcija. Prema tome, dobijamo da  d(Xn;Xm)! Okadan;m!
+1 ; odnosno, budui da je (X;d) kompletan metrigki prostor postoji neki X2 X

takav da x, ! x kadan! +1 : Sada, pretpostavimo da x 6 Tx; tj., d(x;Tx) > O:
Jasno je da postoji prirodan broj k takav da x, Tx 6 x, za sven k: U ovom slugaju,

stav ajuiu (5.12) | x, i x imamo

+ F d(Xn+1;TX) Fod(Xnx) + F d(XnXn+1)

(5.13)
+(1 )F d(x;Tx) :

Puxtajui n! +1 unejednakosti(p.13), dobijamodaF d(X,«;Tx) ! 1 :Prema
svojstvu (F2) preslikavaa F slijedida xp,y1 !' Tx kadan! +1: To znagi da
Tx = X; tj. x je fiksna tagka preslikava a T:

Primjer 5.5  Neka je naX = f1;2;3g definisana metrika

8
30akox = v;

d(xyy) = 5 2 ako (xyy) 2 f (2;3):(3;2)g;
- 1 inage.

Jasno, (X;d) je kompletan. Uzmimo T1=T3=11i T2=3.Zax=11 y=2,imamo
F(A(TLT2)) = F(d(1;3)) = F() i F(d(xy)) = F(d(1;2) = F(1):

Oqigledno ne mo emo prona i > 0Otakvo da + F(d(Tx;Ty)) F(d(x;y)), t.
teorema o fiksnoj tagki F kontrakcije nije primjen iva.

S druge strane, neka sux;y 2 X nFix(T) sad(Tx;Ty) > 0. Slijedi  (x;y) 2 f (2;3);(3;2)g.
Bez gubitka opxtosti, uzmimo (xy) =(2;3):
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5.1. Proxirene F-kontrakcije u metrigkim prostorima

lzaberimo a= 1, b= %, c= % F(t)=In(t), g(t)= i =In 2 .Imamo
+F d(Tx;Ty) = +In(d(T2T3))= +In(d(3;1))
10
= +In(1)=In 5

Buduidaje 28In5+49In2< 76In3 nakon nekoliko transformacija dobijamo

0 5 1
10 9 58 1
Inh = Inh@= = = A
"9 S0 3 2
Odnosno imamo
0 5 1
10 9 56 1
+F dTxTy) =In = In@= = = A
(TxTy) =ln 5 %5 3 2
9 5 a+b 1 1 ab c!
=1|n — — _ =
10 3 2
!
9 d2:1) tabe
=In I d(2;3)? d(2:3)° d(3;1)° %

=F g d(xy)® dxTx)® dyTy) °
|
d(x;Ty)+ d(y;Tx) 2P¢

2

dixy) * dxTx) "
!
d(xTy)+ d(y;Tx) t2P¢

d(y:Ty) ° .

odnosno, Teoremdb.2 vrijedi za sve x;y 2 X nFix(T) sad(Tx;Ty) > 0. Prema tome,
iz Teoreme T ima jedinstvenu fiksnu tagku ~ (x =1).

Primjer 5.6 Ako razmotrimo F(t) = In(t) zat > 0 u Teoremi kontrakcija
postaje

dTx;Ty) e g v(xyT;ab;0 v(xy;T;ab;9:

Kao xto mo emo primijetiti, Teorema 5.7 proxiruje interpolativhu Gereti-
jevu kontrakciju.

Sada uvodimo proxirenu interpolativnhu iri -Rajh-Rus-Hardi-Ro ers tipa F-
kontrakciju i dokaza emo odgovaraju i rezultat.

Definicija 5.5 ([176]) Neka je (X;d) metrigki prostor. Preslikava e T saX
u samog sebe je proxirena interpolativna iri -Rajh-Rus-Hardi-Ro ers tipa F-
kontrakcije (skra eno proxirena CR kontrakcija) ako postoje ;; 2 (0;1); > O

80
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i F2F tako da

+ F d(Tx;Ty) F d(xy) + F d(x;Tx)
d(x;Ty) + d(y;Tx) (5.14)

+ F d(y;Ty) +(1 )F >

za svakox;y 2 XnFix (T) gdjed(Tx;Ty) > O:

Teorema 5.4 ( [176]) Proxirena CR kontrakcija na kompletnom metrigkom pro-
storu ima fiksnu tagku ako je ispu en bar jedan od s ede ih uslova:

1. T je neprekidna;

2: F je neprekidna.

Dokaz. [176] Neka jexo 2 X proizvo an. Da e, za odgovaraju i Pikarov niz Xn =
Txn, 1;n =1;2;::; imamo dvije opcije:

Imamo ili Xy = Xx 1 za nekok 2 N ili x, 6 X, 1 za svakon 2 N: U prvom slugaju
ogigledno je da je x, ; fiksna tagka od T: Dok u drugom slugaju, dokaza emo da
je niz fx,g Koxijev. Prvo, razmotrimo niz d(Xn;Xn+1) : Za ega dobijamo slede e:

stavajui X = Xp 15y = Xp u (5.14):
+ F d(Xn;Xn+1)
( + )F d(xn 1;Xn) + F d(xn;xn+1)

d(xn 1;Xn)+ d(xn;xn+1)
2

(5.15)

+(1 )F
Pretpostavimo da za neko m 2 N imamod(Xm 1;Xm)  d(Xm;Xm+1): Tada iz (5.15),
slijedi
+ F d(Xm:Xm+1) ( + + )F d(XmiXm+1)
d(Xm:Xm+1) + d(Xm;Xm+1)

+(1 )F >
= ( + + )+(1 ) F d(xm;xm+l)
to jest,
+ F d(XmiXm+1) F d(XmiXm+1) : (5.16)
1z (4.16) slijedi kontradikcija sa > 0
Dakle niz  d(X,;Xn+1) je strogo opadajui. Prema tome, postoji 0 takvo da

d(Xn+1:Xn) ! "1 Ako je > 0O dobijamo prema [5.16):
+ F + F + ’
xto je nova kontradikcija sa > 0: Slijedi  d(Xp+1;Xp) ! 0" kadan! +1:

Sada, prema Lemi[5.2, stavajui X = Xp,;y = Xm, (t0 je mogu e jer je jasno da je
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x 6 y) dobijamo

+F d Xpe+1:Xmy 41
Fd X, Xm, + F d X Xn+ + F d Xm iXm+1
|

d Xnk;ka+1 + d ka;Xnk+1 .
2 )

+(1 )F

iz gega, akok ! +1 ; slijedi:

+ F n+ F n+ + F O+ + F O+

||++ll+
+(1 )F >
=F " +( + )F 0 +(1 YE ¥
=(1 YE " +( + )F O

ili,

+( + )F " 1
xto je ogigledno kontradikcija. To znagi da je niz fXng Koxijev. Budui da je
metrigki prostor  (X;d) kompletan, postoji x 2 X takav da x, ! x kadan! +1:
Dokaza emo da jeTx = x ako vai ili (i) ili ~ (ii). Pretpostavimo daje Tx 6 x: U
slugaju (i) to je nemogu e. Ako uslov (ii ) vazi onda postoji prirodan broj ng takav da
zan ngimamo dax;Tx 2fx,:n neg: Stavajuisada x,i x u (5.18) dobijamo:

+ F d(Xn+1:;TX) FodXxXpx) + F d(Xn 1;Xn)
d(Xn;TX)+ d(X;Xp+1) (5.17)
> :

+F d(xTx) +(1 )F

Puxtajuilimes u (5.17) knda n! +1 ,buduidaje F neprekidna, dobijamo,

+ F d(x;Tx) F 0" + F 0" + F d(xTx)
d(x;Tx)

+(1 )F >

(+ )F 0O +F dxTx) +(1 YF d(x;Tx)

to jest,
+( + )F d(xTx) 1

xto je kontradikcija, pa pretpostavka da X 6 TXx je nemogu a.
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5.2. Proxirene F-kontrakcije u slabim b-metrigkim prostorima

5.2 Proxirene F -kontrakcije u slabim b-metriqg-
Kim prostorima

U ovom poglavu usmjereni smo na prougavae (s;q; ;F )-kontrakcija u slabim b
metrigkim prostorima, koje na prirodan nagin proxiruju i dopuuju postoje e
rezultate zasnovane na klasama interpolativnih i F -kontrakcija. Ove kontrakcije
obuhvataju xiroku i fleksibilnu klasu transformacija, definisanih u terminima

s;q; | F,qgime se pokrivaju ilinearni i nelinearni slugajevi, za deta e pogledati
[68{72,92| 148,186, 193{208].

Glavni rezultat pokazuje da (s;q; ;F )-g-slabe kontrakcije posjeduju fiksnu tagku u
slabim b-metrigkim prostorima ukoliko je funkcija F ili samo kontrakcija nepre-
kidna. Kao ilustraciju, primijenili smo dobijene rezultate na problem postoja a

i jedinstvenosti rjexe a za odre ene klase nelinearnih integralnih jednagina.

Posebno treba istai da je generalizacija Banahovog principa kontrakcije, uvede-

na kroz F-kontrakcije Vardovskog [98,209] i interpolativne kontrakcije Karapi-

nara [92], dala sna an podsticaj da em razvoju ove oblasti. Ti pristupi su kasnije
proxireni dodatnim relaksacijama, kao xto su slab e e kontraktivnih uslova

ili ukla a e odre enih ogranige a na preslikava a i same prostore. U tom kon-

tekstu, kontrakcije tipa  (s;;F )i (s;q;;F ), koje uvodimo u ovom poglav u, predsta-
v aju prirodne varijante kontrakcija Vardovskog u okru e u slabih b-metrigkih
prostora i omogu avaju obuhvatniju analizu fiksnih tagaka.

Zapoqi emo sa definicijom koja je proxiruje pojam kontrakcije Vardovskog (;F)-
kontrakcija u okviru generalizovanog metrigkog prostora.

Definicija 5.6 ( [210]) Neka je (X;d) slabi b-metrigki prostor sa parametrom

s 1li f preslikavae u sebe skupa X . Za preslikavae f kaemo da je (s;q; ;F )-
kontrakcija ako postoje funkcije F:0;+1)! Ri :(0;+1)! (0;+1) takve
da:

(a) F je strogo rastu a;
(b liminf (r) > 0za svet> 0
rt ot
(c) Zasvex;y 2 X safx 6 fy,izanekoq>0

(d(x;y)) + F(sUd(fx;fy )  F(d(x;y)): (5.18)

Napomena 5.3 1z svojstva funkcije ~ F i uslova (5.18) dobijamo
difx;fy ) s¥d(fx;fy ) <d(xy):

Neprekidnost preslikavaa f slijedi iz nejednakosti  d(fx;fy ) <d(x;y).
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Napomena 5.4

" Definicija generalizuje prethodne definicije date u [9,198]i sadri
sma en broj uslova u pore e u sa prethodnim definicijama.

" Definicija  [5.1 je neposredna pos edica definicije  (s;q;F)-kontrakcije, ako
uzmemo :(0;+1)! (0;+ 1) da bude konstantna funkcija.

" Ako je s = 1 dobijamo definiciju Vardovskog u [98,209]u slugaju slabih me-
trigkih prostora ( metric-like space)

S ede e tvre e je prva teorema o fiksnoj tagki za preslikava e tipa (s;q; ;F)-
kontrakcije.

Teorema 5.5 ([210]) Neka je(X;d) kompletan slabi b-metrigki prostor sa parame-
trom s 1. Ako jef (s;q;;F )-kontrakcija na X, onda funkcija f ima jedinstvenu
fiksnu tagku u  X.

Dokaz. ([210])Neka jexq 2 X i Pikarov iterativni niz fx,g definisan sa Xp+1 =
f(Xn) zan 2 10;1;2;:::9. Dokaz je jasan u slugaju da postoji ng 2 N, SaXp,+1 = Xn,-
Dakle, pretpostaviemo da X,+1 6 X,, xto daje fx, 6 fx, i d(fx,;fx, 1) > 0, za
sven 2 N. Koriste i nejednakost (5.18), jmamo

F(sTd(xn:Xn+1))  (d(Xn 1:Xn)) + F(s%d(Xn:Xn+1))
= (d(xn 1;Xn)) + F(s%d(fx n 1;fxn)) (5.19)
F(d(Xn 1;%n)):

Da e iz nejednakosti (5[19) |[dobijamo
s7d(XniXns+1) <d(Xn 1:Xn);

xto implicira
1
d(Xn;Xn+1) < gd(xn 1,Xn)"

U pogledu Lem¢ 1.1, odgovaraju i Pikarov niz  fx,g sa pogetnom tagkonx, je Koxijev
niz takav da lim . d(Xn;Xn) = 0. Posto je (X;d) kompletan slabi b-metrigki pro-
nm! +

stor, zak uqujemo da postoji x 2 X takav da

lim d(Xp;x) = d(x;x) = Iim  d(Xp;Xm) =0: (5.20)
n! +1 nm! +1

Prema (5.18) slijedi
F(sd(fx;fx 1)) (d(xixn)) + F(s%d(fx;fx ) F(d(x;Xn));

iz svojstva F dobijamo
sdd(fx;fx n)  d(x;xn): (5.21)
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1z relaksirane nejednakosti trougla i (5.21), imamo
dfx;fx ) 2sd(fx;fx ,)  2s%d(fx;fx )  2d(x;xy):

Kako je f neprekidna i koriste i (5.20), (5.21) dpbijamo
d(fx;fx ) = Iiml d(fx n;fx) Iim1 2d(x;x) = 2d(x;x) = 0: (5.22)
nt + n! +

Iz d(x;fx) s[d(x;fx ,)+ d(fx;fx ,)], kadan! +1 dobijamo da jed(x;fx) = 0. Dakle
fx = xitako f ima fiksnu tagku. Tako e iz (5.20) imamo  d(x;x) =0.

Da bismo dokazali jedinstvenost fiksne tagke, pretpostavimo da je v 2 X jox jedna
razligita fiksna tagka. 1z v 6 x slijedi fv 6 fx, tada

F (s%d(v;x)) = F(s%d(fv;fx )) (d(v;x)) + F(s%d(fv;fx )  F(d(v;x));

xto implicira
1
d(v;x) < Ed(v,x).

Prethodna nejednakost je kontradikcija, pa je d(v;x) = 0 i fiksna tagka je jedin-
stvena.

Posedica5.2 ([210]) Neka je(X;d) slabi b-metrigki prostor sa parametrom S
1i f preslikava e u sebe skupa X . Ako postoje rastu a funkcija F:(0;+1)! R
I pozitivna konstanta takve da

+ F(s%d(fx;fy ))  F(d(x;y)) (5.23)

za svex;y 2 X safx 6 fy, i za neko q > 0, ondaf ima jedinstvenu fiksnu tagku
uX.

Dokaz. ([210]) Iz nejednakosti (5.18) dobijamo (5.23) ako uvrstimo  (r)= > O.

Primjer 5.7 ( [210]) Neka je X =[0;+ 1) i d(xy) = x2+ y2+jx Vj? za sve
x;y 2 X. Primijetimo da je d, slaba b-metrika na X, sa parametrom s = 2 i
(X;d) je kompletan. Tako e, d nije metrika niti b-metrika na X . Posmatrajmo
In(1+ x)

preslikavae f :X ! X definisano sa fx = 5

g=2, imamo

. Za svex;y 2 X i konstantu

Sd(fx;fy ) =4 f2x+ f2y+jfx  fxj?
|

_, x+1) * o on(y+1) *in(x+1) In(y+1) ?

5 5 5 5
2 2 2# h i
X y X Yy _ 4, 2, .2
—+ —+ - = = — + y°+
257 257 5 5 25 X TY TV

1

—d(x:y):

5(x,y)
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Uzimaju i logaritme u gor oj nejednakosti i fiksiraju i = In5 i funkciju
F(t) =In t imamo da su uslovi Pos edice ispu eni i ogigledno  x =0 je jedin-
stvena fiksna tagka od f.

Sa ci em proxire a Definicije 5.1 i rezuliata koji uk uquje Teoremu 5.5 ene[ ]
odgovarajuce pos edice uvodimo s ede e pojmove.
Neka je 4 skup svih neprekidnih funkcija  g:[0;+1 )*! [0;+ 1 ) koje zadovo avaju

(a) gje neopadaju a u odnosu na svaku promjen ivu,
(b g(t;it;it;t) tzat2[0;+1).

Definicija 5.7 ([220]) [] Neka je(X;d) slabi b-metrigki prostor sa parametrom

s 1i f :X ! X preslikavae u sebe skupa X. Kaemo da je f generalizovana
(s:q; ;F )-g-slaba kontrakcija, ako postoje funkcije F:(0;+1)! R, :(0;+1)!
O;+1)i g2 4 takve da:

(a) F je strogo rastu a;

(b liminf (r) > 0za svet> 0
rtot

©

d(x;fy ) + d(y;fx)
4s

(d(xy)) + F(s¥d(fx;fy ))  F g d(x;y);d(x;fx );d(y;fy);

(5.24)
za svex;y 2 X safx 6 fy,izanekoq 1L

Pos edica 5.3 ( [220))

" Gor a definicija se svodi na generalizovanu  (s;q;F)-g-slabu kontrakciju po-
stavaem :(0;+1)! (0;+ 1) da bude konstantna funkcija (ry=>0.

" Zaparametar s =1 dobijamo definiciju ( ;F )-g-slabe kontrakcije u okru e u
metrigkih i slabih metrigkih prostora.

" Zas=11i (r) = > 0 dobijamo definiciju (F-g)-slabe kontrakcije u
okru e u metrigkih i slabih metrigkih prostora.

Teorema 5.6 ([210]) Neka je(X;d) slabi b-metrigki prostor sa parametrom s 1
i preslikavae f : X ! X generalizovana (s;q; ;F )-g-slaba kontrakcija. Ako je f
ili  F neprekidna, tada f ima jedinstvenu fiksnu tagku u X.

Dokaz. Neka jexo 2 X proizvo no i konstruiximo Pikarov iterativni niz fxng

kao xn+1 = f(Xn) zan 2 10;1;2;:::9. Dokaz je jasan u slugaju da postoji ng 2 N, sa

Xno+1 = Xn,- Prema tome, pretpostav amo da Xn+1 6 X, Xto znagi fxn, 6 fx, 1 ili
d(fx n;fx, 1) >0

zasven 2 N[f Og.
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Koriste i (5.44) Za X = X,, Y = X, 1 imamo
(d(Xn;Xn+1)) + F(S¥d(Xn;Xne1)) = (d(fXn 1;fx0)) + F(s%(fxn 15fX 1)) |
d(x, 1;fxn)+ d(Xn;fxn 1)

F g dXn 1;Xn);d(Xn 1;fX 0 1);d(Xn;fX n); 25

!
d(xn 1;Xn+1)+ d(Xn;Xn)
4s

=F g dXn 1;%n);d(Xn 1:Xn);0d(Xn;Xn+1);

sd(Xn 1;Xn) + SA(Xn;Xn+1) +25d(Xn 1;Xn)

F g d(Xn 1;%n):d(Xn 1:Xn);0d(Xn;Xn+1); 7S

!
d(Xn;Xn+1) +3d(Xn 1;Xn)

=F g dXn 1:Xn);d(Xn 1:Xn);d(Xn;Xn+1); 7

(5.25)
Ako pretpostavimo da je d(x, 1;Xn) d(Xn;Xn+1) tada nejednakost (5.25) daje
(d(Xn;Xn+1)) + F(S¥d(XniXn+1))  F g d(Xn:Xn+1)50(Xn;Xn+1);0(Xn X041 );Ad(Xn 3 Xn+1)
F(d(xn;xn+l));

za sven 2 N. Dakle, dobijamo

F(s%d(Xn:Xns1)  F(d(Xn;Xn+1)) (d(Xn:Xn+1))
<F (d(xn Xn+1 )) ;

xto je kontradikcija. Prema tome
d(Xn;Xn+1) < d(Xn 1;Xn);

za sven 2 N. Tako je niz fd(x, 1;Xn)g opadajui i ogranigen odozdo. Shodno tome,
postoji | Otakav da d(x, 1;xp)! | kadan! +1 . Akojel> 0, onda kada pustimo

n! +1 u (5.29) dobijamo
)+ F(s)  F();

xto je kontradikcija. Zbog toga, zakuquijemo daje |=0I

Iim1 d(Xn 1;Xn) =0: (5.26)
n!' +

Da e, pokazujemo da Iirlrl1 d(Xn;Xm) = 0. Pretpostavimo suprotno "r.Tf d(Xn;Xm) >
nm! nm!

0. Tada po Lemi [L.4 postoje " > 01i nizovi fmygi fngg pozitivnih celih brojeva,
sang > my >k, tako da

dXm, i Xn) " d(XmiXn, 1) <
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@ Iikr'nfgp dXm, 1:Xn, 1) 'S

—  limsup d(Xn, 1:Xm,) "S%
k! +1

—  limsup d(Xm, 1;%Xn,) "S%
S ki +1

Iz uslova (5.24), dobijamo

(d(Xm, :Xn,)) + F(s%d(Xm, :Xn,))
= (d(Xm;Xn, ) + F(SWA(fX m, 15X 0, 1))

F g dXm, 1:Xn, 1):d(Xm, 1:FXm, 1);d(Xn, 1:fXn, 1);
I
d(Xm, 1;fXn 1)+ d(Xn, 1;fXm, 1)
4s

d(x Xn, )+ d(X X
=F g dXm, 1%, 1);0Xm, 1:Xm);d(Xn, 1Xn,); (Ximy 1 ”k)4s (o 2Xm, )

(5.27)

Uzimaju i goru granicu u (5.2f) kada k! +1 ikoristei Lemu 1.3, Lemu 1.4 7]
(5.26), dobijamo

liminf  (d(Xm, X)) + F(s*)  lminf  d(Xm,Xn,) +F  limsupsid(xm,:Xn,)

imi
nt o+ n +1

F limsupg d(Xm, 1:Xn, 1);d(Xm, 1:Xm,);d(Xn, 1;Xn,);

n +1
!
d(Xm, 1:Xn)+ d(Xn, 1:Xm,)

4s
!
F g 00
F("s):
Prema tome, dobijena nejednakost
liminf  (d(Xm, Xn,)) + F("s%) <F ("s);
n! +
je kontradikcija poxto je "> 0. Tako lim d(xs:Xm) =0 iniz fx,g je Koxijev u

kompletnom slabom b-metrigkom prostoru (X;d). Dakle, postoji x 2 X takav da

lim d(Xp;x) = d(x;x) = Iim  d(Xn;Xm) =0: (5.28)
nl +1 nm! +1
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Neka jeng 2 N takav da x,+; 6 fx zasven ngi x 6 fx. Sada koriste i uslov
(5.29) i svojstvo preslikavaa F imamo
(d(xn;x)) + F(s%d(Xn+1;fx)) = (d(Xn;x)) + F(s%(fx n;fx))
d(Xn;fx) + d(X;fX n)
4s

d(Xn;fx) + d(X;Xn+1)
4s ’

F g d(xn;x);d(Xn;fx n);d(x;fx );

=F g d(Xn;X);d(Xn;Xn+1);d(X;fX);

iz gega slijedi

d(X;Xn+1)
2s

Uzimaju i gor u granicu u (5.2P), ikoriste i Lemu 1.1 i flezliltat (5.26), s[ijed]

da je

(d(Xn;fx)) + sTd(Xn+15Tx) <@ d(Xn;X);d(Xn:Xn+1 ) d(XFX ); (5.29)

Iirlnjqf (d(xn:fx)) + s% d(x;fx ) = s :—SLd(x;f)<g 0;0;d(x;fx );0  d(x;fx): (5.30)

Iz uslova q 1, nejednakost (5.30) dajed(x;fx ) = 0 pa jefx = x. Dakle, x je fiksna
tagka i
0 = d(x;fx ) = d(x;x): (5.31)

Neka sux i v dve fiksne tagke od f, gdje jefx = xi fv = v. Iz x 6 v slijedi
fx 6 fv, pa na osnovu |(5.24) imamo

(x;v) + F(s%d(x;v)) = (xv) + F(s¥d(fx;fv )

d(x;fv) + d(v;fx)

F g d(x;v);d(x;fx );d(v;fv); s

I
d(x;v) + d(v;x)

= F g d(x;v);d(x;x);d(v;v);

4s
[
=F g d(X;V);d(X;x);d(v;v);d()z(;v) (5.32)
!
- w1-0r0- 906Y)
=F g dxv):00—;
F g d(xv);d(x;v);d(x;v);d(x;v)
F d(xv) :
Kako smo doxli do kontradikcije, slijedi da je d(x;v) = 0. Prema tomex = v i

fiksna tagka je jedinstvena.

S ede i rezultat slijedi iz Teoreme 5.6 zamjenom (r) =
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5.2. Proxirene F-kontrakcije u slabim b-metrigkim prostorima

Teorema 5.7 ([210]) Neka je(X;d) slabi b-metrigki prostor sa parametrom s 1
i f :X ! X neprekidno preslikava e. Pretpostavimo da postoje funkcije F:
0;+1)! R,g2 4ikonstanta > 0 takve da

(a) F je strogo rastu a;

(B +F(sd(fxfy)) F g d(x;y);d(x;fx);d(y;fy);d(x;fy)st(y;fx) za sve

x;y 2 X safx 6 fy, za nekoqg 1
Tadaf ima jedinstvenu fiksnu tagku u X.

Napomena 5.5 Neka je (X;d) slabi b-metrigki prostor sa parametrom s 1li
f : X I X neprekidno preslikava e. Pretpostavimo da postoje funkcije F :
©0;+1)! R, :(0;+1)! (O;+ 1) takve da:

(a) F je strogo rastu a;

(b liminf (r) > 0za svet> 0
rtot*

()

(d(x;y)) + F(s¥d(fx;fy ))

d(x;fy ) + d(y;fx) (5.33)

F max d(xy);d(x;fx );d(y;fy); 7S

za svex)y 2 X safx 6 fy,izanekoq 1

Tadaf ima jedinstvenu fiksnu tagku u X.

Dokaz. Dokaz slijedi iz Teoreme 5[6 Juzimaem g 2 4 kao g(ts;toitsts) =
maxf ty;to;ts;t4g.

Napomena 5.6 Neka je (X;d) slabi b-metrigki prostor sa parametrom s 1i
f : X I X neprekidno preslikava e. Pretpostavimo da postoje funkcije F :
©0;+1)! R, :(0;+1)! (O;+ 1) takve da:

(a) F je strogo rastu a;

(b) Iirpitgf (r) > 0za svet> 0;
() (d(xy)) + F(sd(fx;fy ))

d(x;fy ) + d(y;fx)

F max ad(x;y) + ad(x;fx )+ azd(y;fy) + ay s

(5.34)

za svex;y 2 X safx 6 fy,izanekoq 1.

Tadaf ima jedinstvenu fiksnu tagku u X.

90



5.2. Proxirene F-kontrakcije u slabim b-metrigkim prostorima

Dokaz. Dokaz slijedi iz Teoreme 5[6.|Odaberimo g2 4 kao g(ts;to;tsits) = ayty +
at, + agts + ayty sal<a;+a+az+ as < 1

U prethodnoj deceniji kao jedan od smjerova intenzivnog istraiva a su novi ti-

povi kontrakcija poznati kao interpolativhe kontrakcije i hibridne kontrakcije.

Qitaoca upu ujemo na radove [69,(92,186, 199{201]. U nastavku se bavimo ovim ti-
pom kontrakcija proxirenih u kontekstu slabih b-metrigkih prostora, koje se mogu
dobiti iz s ede ih rezultata kao specijalni slugajevi.

Teorema 5.8 ([210]) Neka je(X;d) slabi b-metrigki prostor sa parametrom s 1
i f : X ! X neprekidno preslikava e. Pretpostavimo da postoje funkcije F:
O;+1)!' R, :(0;+1)! (0;+ 1) takve da:

(a) F je strogo rastu a;

(b liminf (r) > 0za svet> 0
rtot

(©)
(d(Xé}/)) + F(sd(fx;fy )) )
" N
: . p p
F %3 a, (d(x;y))P + ax(d(x:fx )P + ag(d(y:fy))P + au d(X'fY)ZSd(y,fX) ¢
(5.35)

za svex;y 2 X safx 6 fy,izanekoq 1

Tadaf ima jedinstvenu fiksnu tagku u  X.
Dokaz. Dokaz slijedi iz Teoreme 5[6 lizimaem g2 4 kao
1
O(tatartaita) = auth + apth + agth + asth »;p>0;

gdiejeO<a;+ a+az+ ayu< 1.

Teorema 5.9 ([210]) Neka je (X;d) slabi b-metrigki prostor sa parametrom s 1
i f X 1 X neprekidno preslikava e. Pretpostavimo da postoje funkcije F:
G+1)! R, :(0;+1)! (0;+ 1) takve da:

(a) F je strogo rastu a;

(b liminf (r) > 0za svet> 0;
rtot*
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5.2. Proxirene F-kontrakcije u slabim b-metrigkim prostorima

()

(dixy)) + F (std(fx;fy )
2
(

1
) 33
F%Afmax (dOx:y))Pa(d(x:Ex )P (d(y:Fy ) P; d(x;fy ) + d(y;fx) P 5§

4s
(5.36)
za svex;y 2 X safx 6 fy,izanekoq 1.
Tadaf ima jedinstvenu fiksnu tagku u X.
Dokaz. Dokaz slijedi iz Teoreme 5[6 lizimaem g2 ,kao
h i1
o(titotaty) = max thth:thth ";p> o

Teorema 5.10 Neka je (X;d) slabi b-metrigki prostor sa parametrom s 1i
f : X I X neprekidno preslikava e. Pretpostavimo da postoje funkcije F :

G6+1)! R, :(0;+1)! (0;+ 1) takve da:
(a) F je strogo rastu a;

(b liminf (r) > 0za svet> 0
rtot*

()

(dG;y)) + F(sd(fx;fy ) |

docfy )+ d(y:fx) ! Grera) (537)

F o (d0ay)) ™ (d0ctx )™ (dlyity )™ <

za svex;y 2 X safx 6 fy,izanekoq 1

Tadaf ima jedinstvenu fiksnu tagku u X.

Dokaz. Dokaz slijedi iz Teoreme 5[6 lizimaem g2 ,kao
g(titotaity) = t3 132 t3 {3 (ureeras),
gdje sua;ax;a32 (0;1)i ag+ ax+ azg < L

Teorema 5.11 ( [210]) Neka je(X;d) slabi b-metrigki prostor sa parametrom S
1i f : X ! X neprekidno preslikava e. Pretpostavimo da postoje funkcije
F:0;+1)! R, :(0;+1)! (O;+1)i 2(0;1) takve da:

(a) F je strogo rastu a;
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(b) liminf (r) > 0 za svet> 0;
rtot*

(c)

(d(xy)) + F(s'd(fxify ))
2 (
F %4 max  (d(x;y))P;(d(x;Fx )P;(d(y;fy ))P;

1

) %

doify) + diy;fx) g §
4s

(5.38)

za svex;y 2 X safx 6 fy,izanekoq 1.

Tadaf ima jedinstvenu fiksnu tagku u X.

Dokaz. ( [210]) Dokaz slijedi iz Teoreme 5.6 izimaem g2 4, kao

h i1
dtitatats) = max thththth "ip>0; 2 (0;1):

Teorema 5.12 ( [210]) Neka je(X;d) slabi b-metrigki prostor sa parametrom S
1i f : X ! X neprekidno preslikava e. Pretpostavimo da postoje funkcije
F:0;+1)! R, :(0;+1)! (0;+ 1) takve da:

(@) F je strogo rastu a;

(b) liminf (r) > 0 za svet> 0;
rtot+

()
(d0Gy) + F(s%d(fxfy ))  F (dOafx )™ (dly;fy)* * (5.39)

za svex;y 2 X nF(Fix(f)) safx 6 fy, za nekoq 1

Tadaf ima jedinstvenu fiksnu tagku u X.

Dokaz. Dokaz slijedi iz Teoreme 5[6 lizimaem g2 ,kao

gtitotaty) = t3 t3 %22 (0;1):

5.2.1 Primjena na rjexava e integralne jednagine

Studija egzistencije i jedinstvenosti rjexe a diferencijalnih i integralnih jed-
nagina igra fundamentalnu ulogu u istra iva ima nelinearne analize i primje-

e e matematike. Jedan od glavnih alata u ovoj oblasti je primjena teorema fiskne
tagke.
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Ispita emo postoja e rjexe a nelinearne integralne jednagine
V4 t YA k
vi)= 1 Ga(t JHa(v()d + 2 Go(t; )H2(5v( )d; tk2[01]  (5.40)
0 0
gdje su ; pozitivhe konstante i funkcije G :[01] [61]! R*;H;:[0;1] R! R
zai = 1,2 su date.
Neka je X = C([0;1]) skup svih realnih neprekidnih funkcija na [0;1] sa slabom

b-metrikom

div;u)= sup v( )+ u( )™ zasvev;u2 X;m 2 N: (5.41)
2[0:1]

Oqigledno (X;d) je kompletan slabi b-metrigki prostor sa parametrom s=2M 1,
Posmatrajmo preslikavae f :X ! X definisano sa

Z, Zy

fv(t)= 1 . Ga(t; JH(v( )d + > . Ga(t; YH2(5v ( )d ;

za svakov 2 X i tk 2 [0;1].

Teorema 5.13 ( [210]) Neka za integralnu jednaginu ( vrijede s ede i uslovi :
(i) Preslikavae f :X ! X je neprekidno;
(i) H; :[0;1] R! R su neprekidne i postoji konstanta A; koja zadovo ava
Hi(Gv () + HiGGu ()  Aiv()+u()
zai =121 t;;k 2 [01];

(iii) Konstante ;A i funkcije G;j, zai =1;2 zadovo avju uslov
Z t z k
1
0< A; Gu(t )d + A, Gyt )< P=—=
0 0 sa+t

zattk 2 (0;1)i g 1

Tada integralna jednagina ( ima jedinstveno riexee  v(t) 2 X.

Dokaz. Za svakot 2 [0;1] i v;u2 X imamo
s d(fv(?;fu(t)) = s9fv(t)+ fu(t) "
t Z k

=s% 1 Gu(t )Hi(;v()d + 2 Gat; )Ha(;v( )d
t k

+ 1 Gu(t; )H2(u()d + 2 Ga(t; )H2(5u())d )
0 0
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Z t
=81 1 Gty ) Hi(sv( )+ Ha(su()) d
Z .
+ 2 Gty ) Ha(sv( )+ Ha(su()) d
z. Z, m
s 1 Gyt )AL v()+u() d+ > . Ga(t; JA2 v()+u() d
YA t 1 Z k 1 m
=St 1 Gt A v()+u()" "d + _ Galti A v()+u()™ "d
Z, . Z ) m
s 1 Gyt )Ay d(viu) "d + > Ga(t; )Az d(v;u) " d
0 0
1 Z t 1 Z k m
=% g d(v;u) ™ AGy(t )d + o d(viu) M AGy(t; )d
0
1 Z, Z, bom
=st dv;u) ™ Ar 1 Gi(t; )d + A Gyt )d
0 0
1 ERNLL
s W d(v;u) ™
_ d(vu),
(5.42)

s
Ako primijenimo logaritam u zad oj nejednakosti (5.42) imamo

Ins+In(s%(fv;fu)) In(d(v;u)):
Odnosno, akouvrstimo F( ) =In( ), =Insiprimjenimo g2 ,4takva g(ti;ty;ts;ts) =

t, slijedi
!

F g d(V;U);d(v;fV);d(x;fu);d(v;fu)gsd(x;fv)

+ F sid(fv;fu)

Prema tomef je (s;q; ;F )-g-kontrakcija na X i svi uslovi Teoreme 5[7 su ispu eni.
f, tj. rjexe e integralne jednagine

Uogimo da je v(t) jedinstvena fiksna tagka od

€.49).

[
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Zak ugak

U ovom istraivau dobijeni su rezultati koji doprinose da em razvoju teori-

je fiksne tagke u metrigkim i generalizovanim metrigkim prostorima. Dokazano

je postoja e jedinstvene fiksne tagke za proxirene Hardi{Ro ersove kontrakci-

je u klasignim metrigkim prostorima. Uvedene su polinomske i slabe polinomske
kontrakcije u b-metrigkim prostorima, a zatim je dokazana i teorema zajednigke
fiksne tagke Jungovog tipa za te klase preslikava a. Osim toga, izvrxena je pre-
cizna analiza grexke iterativnih nizova u b-metrigkim, kao i u kvazi  b-metrigkim
prostorima.

Dodatni znagaj predstava uvoe e (s;q;;F )-kontrakcija i ihovih slabih vari-
janti u okviru slabih  b-metrigkih prostora. Dokazano je da za takve klase presli-
kava a postoji jedinstvena fiksna tagka, gime se objediuju i proxiruju rezul-

tati Vardovskog i drugih autora u okviru F -kontrakcija, uz mogu nost primene u
rjexava u integralnih jednagina, xto predstav a va nu sponu izme u apstraktne
teorije i konkretnih matematigkih modela.

U okviru drugog pravca, radovi posve eni interpolativnim i proxirenim kon-
trakcijama (Gereti, Hardi{Ro ers, Rus, iri, kao i noviji pristupi Vardovskog)

pru aju znagajne pobo xa a ranije formulisanih rezultata. Formulisane su nove
klase proxirenih interpolativnih F -kontrakcija sa stro ijim uslovima. Dobi-
jeni rezultati omogu avaju jedinstveno postoja e fiksne tagke u kompletnim me-
trigkim prostorima i postav aju osnovu za da a istra iva a razligitih tipova
kontraktivnih uslova. Jedan od trenutnih pravaca da eg istra iva a su Jungova

i Hardi-Ro ers teorema u perturbiranim metrigkim prostorima kao i vixeznagna
preslikava a u jakim  b-normiranim prostorima.

Sumirano, rad objediuje klasigne i moderne koncepte u okviru teorije fiksne
tagke, uvodi nove klase kontrakcija i pru a precizne procene iterativnih meto-
da, istovremeno naglaxavaju i ihovu primjen ivost. Tako postav eni rezultati
otvaraju prostor za da e istra iva e topoloxkih i geometrijskih svojstava gene-
ralizovanih prostora, kao i ihovu integraciju u savremene matematigke i pri-
mje ene discipline.
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