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Furthermore, we introduce (s,q,ϕ,F )-contractions and (s,q,ϕ,F )-g weak contracti-
ons in b-metric-like spaces, and it is shown that such mappings admit a unique
fixed point.

Keywords: iterative sequences, generalized metric spaces, fixed point, polynomial
contraction, F -contraction.

Scientific area: Mathematics

Scientific field: Mathematical analysis and aplications

Classification code: P001

Creative Commons license type: CC BY-NC-ND

ii



Zahvalnica

Prije svega zahva	ujem se svom mentoru, prof. dr Zoranu Mitrovi�u, na nesebiqnoj

podrxci i strp	e�u. �egove struqne sugestije i usmjere�a bili su od neprocje�i-

vog znaqaja u oblikova�u mog istra�iva�a i akademskog razvoja.

Zahva	ujem qlanovima komisije prof. dr Miroslavu Prani�u, prof. dr Miloxu

Arsenovi�u i dr Borisu Petkovi�u koji su svojim savjetima i primjedbama do-

prinijeli kvalitetu disertacije. Zahvalnost dugujem prijate	ima i kolegama na

razumijeva�u i potpori koju su mi pru�ali tokom istra�iva�a.

Najdub	u zahvalnost upu�ujem svojoj porodici, koja je svojim beskrajnim strp	e-

�em, 	ubav	u i ohrabre�em bila moj najve�i oslonac.

Duxan Bajovi�

Septembar, 2025.

Ba�a Luka

iii



Bez predanosti, nikada ne�ete poqeti.

Bez dos	ednosti, nikada ne�ete zavrxiti.

iv



Sadr�aj

Uvod 1

1 Metriqki prostori i generalizacije 3

1.1 Metriqki prostori . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3

1.2 Generalizacije metriqkog prostora . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

1.2.1 b-metriqki prostori . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

1.2.2 Slabi b-metriqki prostori . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

2 Iterativni nizovi i fiksne taqke 21

2.1 Metriqka teorija fiskne taqke . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21

2.1.1 Proxire�e Hardi-Ro
ers kontrakcije . . . . . . . . . . . . . . 34

2.1.2 Fiksna taqka u b-metriqkim prostorima . . . . . . . . . . . . . . 37

3 Procjene rastoja�a i kriterijumi konvergencije 39

3.1 Procjene u b-metriqkim prostorima . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44

4 Polinomske kontrakcije 51

4.1 Slabe kontrakcije . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51

4.2 Polinomske kontrakcije u b-metriqkim prostorima . . . . . . . . . . . 60

5 F -kontrakcije 70

5.1 Proxirene F -kontrakcije u metriqkim prostorima . . . . . . . . . . . 74

5.2 Proxirene F -kontrakcije u slabim b-metriqkim prostorima . . . . . . 83

5.2.1 Primjena na rjexava�e integralne jednaqine . . . . . . . . . . . 93

v



Zak	uqak 96

Literatura 97

Biografija autora 111

vi



Uvod

Pojam uda	enosti u matematici posmatrao se mnogo prije nego xto je uvedena ap-
straktna definicija metrike. U euklidskoj geometriji uda	enost izme�u taqaka
shvatala se kao du�ina du�i koja ih spaja, dok je nejednakost trougla posmatrana
kao osnovno svojstvo du�i u trouglu. Tek u 19. vijeku uda	enost dobija sistematsku
ulogu u analizi i geometriji, najprije kod Koxija (1821), koji koristi |x − y|
za formalizaciju granice i konvergencije na R [1]. Riman (1854, objav	eno 1868)
uvodi metriqki tenzor kao sredstvo za definisa�e uda	enosti integracijom du�
geodetskih krivih, otvaraju�i put neeuklidskim geometrijama [2]. Beltrami (1868)
i Klajn (1871{73) razra�uju hiperboliqke modele, a Poenkare (1882{1884) sistema-
tizuje disk i poluravan s hiperboliqkom metrikom [3{5].

Primje�ujemo da je ideja uda	enosti, iako uvijek vezana za konkretne strukture,
bila predmet intenzivnog istra�iva�a mnogo prije rada Frexea (1906), koji je
dao k	uqni doprinos uvo�e�em apstraktne definicije metrike kroz aksiome [6]. U
svojoj doktorskoj disertaciji Frexe nije koristio termin metriqki prostor, ve�
je govorio o prostorima snabdjevenim funkcijom uda	enosti, naglaxavaju�i ulo-
gu funkcije rastoja�a kao osnovnog pojma. Sam naziv metriqki prostor pojavio
se tek nekoliko godina kasnije zahva	uju�i Hauzdorfu (1914), koji je istovremeno
uveo i opxti pojam topoloxkog prostora u kojem se metriqki prostori prirodno
smjextaju [7]. Time je naqi�en presudan prelaz od lokalnih geometrijskih modela
ka opxtoj aksiomatskoj teoriji, koja je omogu�ila da	i razvoj pojmova konvergen-
cije, kompletnosti i kompaktnosti, a zatim i same teorije fiksnih taqaka. Teme	e
metriqke teorije fiskne taqke postavio je Stefan Banah u svom pionirskom radu
iz 1922. godine [8], gdje je formulisao i dokazao princip kontrakcije u komplet-
nim metriqkim prostorima. Ovim rezultatom zapoqi�e razvoj navedene oblasti,
jer je po prvi put dat opxti kriterijum za postoja�e i jedinstvenost rjexe�a, sa
neposrednim pos	edicama u teoriji diferencijalnih i integralnih jednaqina.

Me�utim, ubrzo se pokazalo da klasiqna metrika mo�e biti previxe restriktivna.
Simetrija d(x,y) = d(y,x) ne odgovara situacijama u kojima prelazi x → y i y → x
imaju razliqite vrijednosti; uslov d(x,x) = 0 nije prirodan kada objekat pred-
stav	a djelimiqnu informaciju; stroga nejednakost trougla ograniqava modele u
kojima se grexke akumuliraju, a tako�e isk	uquje va�ne nehauzdorfove prostore
koji se pojav	uju u fizici, hemiji, biologiji, medicini i raqunarstvu. Upravo su
ta opa�a�a podstakla razvoj qitave porodice generalizacija metriqkog koncep-
ta, s ci	em da se saquva operativnost metriqkih metoda u xirem, realistiqnijem
okru�e�u.
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Jedna od najvixe istra�ivanih generalizacija metrike zasniva se na relaksaciji
nejednakosti trougla gdje za neku konstantu s ≥ 1 vrijedi

d(x,z) ≤ s [d(x,y) + d(y,z)],

xto je dovelo do uvo�e�a pojma b-metriqkih prostora. Premda se pojam b-metriqkog
prostora u savremenom smislu najqex�e vezuje za rad Qervika (1993) [9], ideja osla-
b	enih metriqkih struktura pojav	uje se i ranije. Jox u radovima Vulpea iz se-
damdesetih i osamdesetih godina razmatrane su funkcije rastoja�a koje ne zado-
vo	avaju strogu nejednakost trougla, ali su ipak omogu�avale definisa�e pojmova
konvergencije i kompletnosti [10]. U xirem matematiqkom kontekstu, u djelu Bur-
bakija [11], mogu se na�i konstrukcije koje anticipiraju ideju metrika sa relak-
siranim aksiomima, pri qemu je akcenat stav	en na topoloxke pos	edice ovakvih
definicija. Presudan korak naqinio je Bahtin (1989) [12], koji je prvi formalno ko-
ristio modifikovanu nejednakost trougla sa konstantom s, dok je Qervik (1993) [9]
dao potpunu aksiomatizaciju i uveo sam termin b-metriqki prostor. �egov rezul-
tat pokazao je da Banahov princip kontrakcije vrijedi i u ovom xirem okru�e�u,
qime je otvoren put za da	a istra�iva�a i raznovrsne primjene.

Parcijalne metrike [13] da	e dopuxtaju d(x,x) > 0, dok G-metrika [14] i rektangu-
larna metrika [15] proxiruju sam pojam uda	enosti na vixeargumentne relacije.
Asimetriqne i kvazimetriqke strukture potpuno napuxtaju simetriju, a vjerovat-
nosne i fazi metrike uvode stohastiqku ili lingvistiqku komponentu u mjere�e
uda	enosti [16, 17]. Na najopxtijem nivou, Lavereova teorija [18] reinterpretira
metriqke prostore kao sluqaj oboga�enih kategorija.

Sve ove generalizacije dijele istu ambiciju: da oquvaju snagu teorema fiksne taqke
i iterativnih metoda u okvirima koji bo	e odra�avaju realne podatke i procese.
Pita�a metrizabilnosti, kompletnosti i kompaktnosti ostaju centralna tema, a
istra�iva�e granica izme�u razliqitih klasa prostora otkriva koliko daleko
mo�emo prenijeti metode klasiqne analize. Na taj naqin, generalizovane metrike
nisu tek estetske varijante, ve� nu�ni modeli koji povezuju teoriju i praksu.
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1. Metriqki prostori i generali-

zacije

U ovom poglav	u dajemo pregled osnovnih pojmova vezanih za metriqke prostore i
razne generalizacije metriqkog prostora, sa posebnim osvrtom na b-metriqke pro-
store.

1.1 Metriqki prostori

Poglav	e zapoqi�emo definicijom pojmova metrike i metriqkog prostora.

Definicija 1.1 ( [6]) Neka je X neprazan skup i preslikava�e d : X × X → R
takvo da zadovo	ava s	ede�e uslove

(M1) za sve x,y ∈ X, d(x,y) ≥ 0 (pozitivna definitnost);

(M2) za sve x,y ∈ X, d(x,y) = 0 ⇔ x = y (separacija taqaka);

(M3) za sve x,y ∈ X, vrijedi d(x,y) = d(y,x) (simetriqnost);

(M4) za sve x,y,z ∈ X, vrijedi d(x,y) ≤ d(x,z) + d(y,z) (nejednakost trougla).

Preslikava�e d nazivamo metrika a ure�eni par (X,d) metriqki prostor.

Svaka metrika generixe topologiju. Za x ∈ X i r > 0, otvorena lopta definisana
je sa

B(x,r) = {y ∈ X : d(x,y) < r}.

Skup U ⊆ X naziva se otvoren ako za svaku taqku x ∈ U postoji r > 0 takvo da otvo-
rena lopta B(x,r) = {y ∈ X : d(x,y) < r} zadovo	ava B(x,r) ⊆ U . Skup F ⊆ X naziva
se zatvoren ako je �egov komplement X \ F otvoren. Skup svih otvorenih lopti qi-
ni bazu topologije, pa tako svaki metriqki prostor postaje i topoloxki prostor.
Ova topologija ima nekoliko va�nih osobina: svaki metriqki prostor je T1 i Ha-
uzdorfov (T2), a dodatno je i regularan (T3) i normalan (T4). Dakle, u metriqkim
prostorima va�e sve osnovne odlike klasiqne topologije, a pojmovi konvergencije,
kompletnosti, kompaktnosti i neprekidnosti preslikava�a mogu se u potpunosti
opisati putem same metrike. Osim toga postoji prebrojiva baza topologije, pa su
time separabilni i Lindelefovi, a �ihova topologija je sekvencijalna tj. dovo	no
je pratiti konvergenciju nizova za potpunu analizu prostora.
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1.1. Metriqki prostori

Definicija 1.2 Za niz {xn} u metriqkom prostoru (X,d) ka�emo da konvergira
ka x ∈ X ako za svako ε > 0 postoji prirodan broj n0 takav da

n ≥ n0 =⇒ d(xn,x) < ε.

Ekvivalentno, uslov za konvergenciju se mo�e iskazati

d(xn,x) → 0, n→ +∞.

Definicija 1.3 Neka je (X,d) metriqki prostor. Niz {xn} je Koxijev ako za
svako ε > 0 postoji prirodan broj n0 takav da

m,n ≥ n0 =⇒ d(xm,xn) < ε,

ili
d(xm,xn) → 0, n,m→ +∞.

Kompletnost i kompaktnost su dvije osnovne osobine koje omogu�avaju primjenu me-
triqkih metoda u analizi i koje stoje u osnovi mnogih rezultata o postoja�u i
jedinstvenosti rjexe�a u razliqitim matematiqkim kontekstima.

Definicija 1.4 Metriqki prostor (X,d) nazivamo kompletnim ako je svaki
Koxijev niz konvergentan.

Definicija 1.5 Neka je (X,d) metriqki prostor i S ⊆ X.

� Familija otvorenih skupova {Ui}i∈I u X naziva se otvoreni pokrivaq skupa
S ako vrijedi

A ⊆
⋃
i∈I

Ui,

tj. svaka taqka x ∈ S pripada bar jednom otvorenom skupu Ui.

� Ako za isti skup S postoji konaqan podskup indeksa i1, . . . ,im ∈ I takav da

S ⊆ Ui1 ∪ Ui2 ∪ · · · ∪ Uim ,

onda se {Ui1 , . . . ,Uim} naziva konaqan podpokrivaq otvorenog pokrivaqa {Ui}i∈I .

Definicija 1.6 Neka je (X,d) metriqki prostor. Podskup S ⊆ X naziva se kom-
paktan ako svaka otvoren pokrivaq {Ui}i∈I skupa S sadr�i konaqan podpokrivaq.

Napomena 1.1 U metriqkim prostorima postoji nekoliko ekvivalentnih karak-
terizacija kompaktnosti:

� S je kompaktan ako i samo ako svaki niz u S ima podniz koji konvergira u S
(sekvencijalna kompaktnost).

� Skup S je kompaktan ako i samo ako je kompletan i totalno ograniqen.
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1.1. Metriqki prostori

U nastavku donosimo nekoliko standardnih primjera metrika. Kod svakog primjera
kratko istiqemo neke topoloxke pos	edice.

Primjer 1.1 Na proizvo	nom nepraznom skupu X mo�emo uvijek definisati me-
triku na s	ede�i naqin

d(x,y) =

{
0, x = y,

1, x ̸= y.

Diskretna metrika generixe diskretnu topologiju: svaka taqka je izolovana, a
svaki podskup je i otvoren i zatvoren. Svaki niz konvergira jedino ako je od nekog
indeksa stalno jednak svojoj granici. Svaki diskretni prostor je kompletan, ali
je kompaktan samo ako je konaqan.

Primjer 1.2 Za x = (x1, . . . ,xn) i y = (y1, . . . ,yn) definixemo

d2(x,y) =
∥∥x− y

∥∥
2

=
√

(x1 − y1)2 + · · · + (xn − yn)2.

Ovo je standardna metrika dobijena iz euklidske norme. Alternativno, qesto ko-
ristimo i

d∞(x,y) = max
1≤i≤n

|xi − yi|, d1(x,y) =
n∑

i=1

|xi − yi|.

Sve ove metrike indukuju istu (standardnu) topologiju na Rn (ekvivalentne su u
smislu normi). Prostor (Rn, d2) je kompletan i nije kompaktan. Niz konvergira u
d2 normi ako i samo ako konvergira koordinatno.

Primjer 1.3 Neka je (X,d) metriqki prostor i CL(X) skup svih nepraznih za-
tvorenih i ograniqenih podskupova od X. Za A,B ∈ CL(X) definixemo usmjerene
uda	enosti

δ(A,B) = sup
a∈A

inf
b∈B

d(a,b), δ(B,A) = sup
b∈B

inf
a∈A

d(b,a),

pa Hauzdorfovu uda	enost

H(A,B) = max{δ(A,B), δ(B,A)}.

Tada je (CL(X),H) metriqki prostor
(
ako je X kompletan, tada je i (CL(X),H)

kompletan
)
. U praksi se qesto radi sa K(X), skupom kompaktnih nepraznih podsku-

pova, jer je H(A,B) < +∞. Hauzdorfova metrika mjeri koliko se dva skupa nalaze
jedan unutar uve�anog susjedstva drugog. Formalno, H(A,B) ≤ r ako i samo ako
A ⊆ Br i B ⊆ Ar, gdje je Br = {x ∈ X : d(x,B) ≤ r}.

Definicija 1.7 Neka su (X,dX) i (Y,dY ) metriqki prostori. Preslikava�e f :
X → Y je neprekidno u taqki x0 ∈ X ako za svako ε > 0 postoji δ > 0 takvo da za
sve x ∈ X iz uslova

dX(x,x0) < δ

slijedi
dY
(
f(x),f(x0)

)
< ε.
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1.1. Metriqki prostori

Napomena 1.2 Neprekidnost se mo�e izraziti i sekvencijalno: f je neprekidna
u x0 ako za svaki niz {xn} u X koji konvergira ka x0 vrijedi

f(xn) → f(x0).

U metriqkim prostorima ove dvije formulacije su ekvivalentne.

Iako mogu biti veoma razliqiti po pita�u algebarske strukture kao npr. C i R2

kao metriqki prostori izme�u �ih nema primjetne razlike. Tehniqki sliqnost me-
triqkih prostora se iskazuje izometrijama.

Definicija 1.8 Neka su (X,dX) i (Y,dY ) metriqki prostori. Preslikava�e f :
X → Y naziva se izometrija ako za sve x,y ∈ X vrijedi

dY
(
f(x),f(y)

)
= dX(x,y).

Primjer 1.4 U metriqkom prostoru (C[0,1], d) gdje je d(f, g) = sup
x∈[0,1]

|f(x) − g(x)|.

Za fiksiranu konstantu c ∈ R definixemo preslikava�e T : C[0,1] → C[0,1],
(Tf)(x) = f(x) + c. Lako se pokazuje da je T izometrija u uniformnoj metrici d.

Napomena 1.3 Izometrija quva sve me�usobne uda	enosti izme�u taqaka i samim
tim automatski oquva sve osobine koje zavise od metrike: konvergenciju nizova,
Koxijeve nizove, kompletnost, kompaktnost, zatvorenost i otvorenost skupova
itd. Izometrija je uvijek injektivna i neprekidna a ako je izometrija bijektivna,
ona je homeomorfizam, pa prostori povezani takvim preslikava�em imaju potpuno
istu topoloxku i metriqku strukturu. Za razliku od izometrija, opxte bijek-
cije, pa qak i diferencijabilna preslikava�a, ne moraju oquvati ove osobine: mogu
zadr�ati glatko�u transformacije, ali ne i metriqku strukturu. Zbog toga se
izometrija u teoriji metriqkih prostora posmatra kao stro�iji pojam od same
bijekcije, jer obezbje�uje da se sve suxtinske metriqke i topoloxke karakteri-
stike prenose u potpunosti.

Definicija 1.9 Topoloxki prostor (X,τ) naziva se metrizabilan ako postoji
metrika d na X takva da topologija indukovana metrikom d poklapa topologiju
τ . Drugim rijeqima, skupovi otvoreni u topoloxkom smislu su taqno oni koji se
dobijaju kao unije otvorenih lopti u metrici d.

Primjer 1.5 Na prostoru R2 posmatrajmo dvije metrike:

d1(x,y) =
√

(x1 − y1)2 + (x2 − y2)2, x = (x1,x2), y = (y1,y2),

xto je standardna euklidska metrika, i

d2(x,y) = |x1 − y1| + |x2 − y2|,

xto je tzv. taksimetarska ili Menhetn metrika. Ove dvije metrike d1 i d2
generixu istu topologiju na R2, tj. standardnu topologiju.
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1.2. Generalizacije metriqkog prostora

1.2 Generalizacije metriqkog prostora

Polaze�i od klasiqne definicije metriqkog prostora, uvedene u radovima Frexea
[6] i Hauzdorfa [7], u savremenoj teoriji razvijen je qitav niz generalizovanih
struktura koje omogu�avaju prouqava�e situacija gdje standardne metriqke pretpo-
stavke nisu dovo	ne.
Radi lakxe sistematizacije generalizacija posmatrajmo s	ede�e uslove:

(d1) d(x,x) = 0;

(d1a) d(x,y) = 0 =⇒ x = y, ali nije obavezno d(x,x) = 0;

(d1b) d(x,x) = 0, ali d(x,y) = 0 ne povlaqi x = y;

(d2) d(x,y) = d(y,x) = 0 =⇒ x = y;

(d3) d(x,y) = d(y,x);

(d4) d(x,z) ≤ d(x,y) + d(y,z);

(d4a) d(x,z) ≤ d(x,y) + d(y,z) − d(z,z);

(d4b) d(x,z) ≤ d(x,y) + d(y,w) + d(w,z) za razliqite y,w;

(d4c) d(x,z) ≤ s[d(x,y) + d(y,z)] za neko s ≥ 1;

(d4e) d(x,z) ≤ max{d(x,y),d(y,z)};

(d4m) d(x,z) ≤ λ [d(x,y) + d(y,z)] za neku konstantu λ ∈ (0,1];

(d5) d(x,x) ≤ d(x,y);

S	ede�a tabela predstav	a neke od poznatih proxire�a metriqkih prostora.

Tabela 1.1: Proxire�a metriqkih prostora [19]

Prostor Aksiome
Metriqki prostor [6, 7] (d1),(d2),(d3),(d4)
Pseudometriqki prostor [6] (d2),(d3),(d4)
Kvazimetriqki prostor [20] (d1),(d2),(d4)
Semimetriqki prostor [21] (d1),(d2),(d3)
Hemimetriqki prostor [22,23] (d1),(d4)
Parcijalni metriqki prostor [13] (d1),(d3),(d4a),(d5)
b-metriqki prostor [9, 12] (d1),(d2),(d3),(d4c)
Ultrametriqki prostor [24] (d1),(d2),(d3),(d4e)
Dislocirani metriqki prostor [25] (d1),(d3),(d4a)
Slabi metriqki prostor [26] (d1a),(d3),(d4)
Rektangularni prostori [15] (d1),(d2),(d3),(d4b)
Parcijalni b-metriqki prostor [27] (d1),(d3),(d4c),(d5)
Modifikovani metriqki prostor [28,29] (d1),(d2),(d3),(d4m)
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1.2. Generalizacije metriqkog prostora

Vrijedi napomenuti da postoje i brojna druga proxire�a pojma metrike, kao xto su
modularni metriqki prostori, konusni metriqki prostori, C∗-algebarski metriqki
prostori, vjerovatnosni metriqki prostori, fazi metriqki prostori, G-metriqki
prostori i mnogi drugi [14, 17, 30{33]. U ovoj disertaciji ograniqi�emo se na re-
zultate dobijene u okviru b-metriqkih prostora, dok �emo za ostale generalizacije
iznijeti samo neke od najva�nijih rezultata.

Pseudometrike se koriste u funkcionalnoj analizi, na prostorima mjer	ivih
funkcija gdje je norma definisana do skoro svuda jednakosti, pa razliqite funk-
cije mogu imati uda	enost nula.

Primjer 1.6 (Pseudometrika) Neka je X neprazan skup. Uvedimo d(x,y) ≡ 0 za sve
x,y ∈ X. Uoqimo da je d pseudometrika: vrijedi uslov d(x,x) = 0 , simetriqnost i
nejednakost trougla su trivijalni, ali iz d(x,y) = 0 ne slijedi x = y. Topologija
je indiskretna samo ∅ i X su otvoreni, pa ako je |X| > 1 prostor nije Hauzdorfov;
razliqite taqke se ne mogu razdvojiti disjunktnim otvorenim okolinama.

Primjer 1.7 (Pseudometrika u funkcionalnoj analizi) Neka je (X,A,µ) mjer	iv
prostor i neka je

Lp(X) =

{
f : X → R

∣∣∣∣ f mjer	iva,

∫
X

|f |p dµ <∞
}
, p ≥ 1.

Na Lp(X) definixemo funkciju

d(f,g) =

(∫
X

|f(x) − g(x)|p dµ(x)

)1/p

.

Tada d zadovo	ava nenegativnost, simetriju i nejedakost trougla, ali vrijedi

d(f,g) = 0 ⇐⇒ f = g µ-skoro svuda.

Dakle, d je pseudometrika, a ne metrika, jer razliqite funkcije koje se razlikuju
samo na skupu mjere nula imaju rastoja�e nula. Uvo�e�em relacije ekvivalencije
f ∼ g ⇐⇒ f = g µ-skoro svuda dobijamo faktorski prostor

Lp(X) = Lp(X)/∼,

koji uz ovu funkciju postaje pravi Banahov prostor.

Kvazimetrike nalaze primjenu u teoriji algoritama i teoriji grafova, gdje je uda-
	enost u pravcu od x do y razliqita od uda	enosti nazad.

Primjer 1.8 (Zorgenfrejeva prava) Na skupu realnih brojeva R definiximo kva-
zimetriku

d(a,b) =

{
|a− b|, a ≤ b,

1, a > b.

Tada je (R,d) kvazimetriqki prostor. Indukovana topologija nije standardna to-

8



1.2. Generalizacije metriqkog prostora

pologija na R. Baza topologije su intervali oblika [a,b) = {x ∈ R | a ≤ x < b}.
Topologija Zorgenfrejeve prave nije metrizabilna.

Primjer 1.9 (Kvazimetrika) Uvedimo funkciju rastoja�a sa d(x,y) = max{0, y−x}
na R. Direktnom provjerom dobijamo da je (R,d) kvazimetriqki prostor. Otvorene
lopte definixemo kao

B(x,r) = {y ∈ R : d(x,y) < r} = {y : y < x+ r} = (−∞, x+ r).

Za x ̸= y ne postoje disjunktne otvorene okoline; svaka okolina x je interval tipa
(−∞,x + r), a svaka okolina y je (−∞,y + s); �ihov presjek je uvijek (−∞,min{x +
r,y + s}) ̸= ∅. Prema tome prostor nije Hauzdorfov (qak nije ni T1).

Ultrametrike se prirodno jav	aju u p-adskim brojevima Qp i u analizi hijerarhij-
skih struktura.

Primjer 1.10 (p-adska ultrametrika) Neka je p prost broj. Za svaki n ∈ Z \ {0}
pixemo n = pkm, gdje m nije dje	iv sa p (i k ∈ N je p-adni eksponent). Definixemo
p-adsku valuaciju

vp(n) = k, vp(0) = +∞.

Na skupu racionalnih brojeva Q uvodimo normu

|x|p = p−vp(x), x ∈ Q, x ̸= 0,

i |0|p = 0. Za x,y ∈ Q definixemo

dp(x,y) = |x− y|p.

Ova funkcija dp je ultrametrika, jer zadovo	ava

dp(x,z) ≤ max{dp(x,y), dp(y,z)}, ∀x,y,z ∈ Q.

Lopte u ultrametriqkom prostoru (Q,dp) imaju osobinu da su istovremeno otvo-
rene i zatvorene, a svaka taqka lopte je �en centar. Takva topologija je potpuno
razliqita od standardne euklidske: na primjer, skup svih p-adskih cijelih brojeva

Zp = {x ∈ Qp | |x|p ≤ 1}

je kompaktan, iako je beskonaqan. Ako dopustimo da se u ovaj prostor dodaju sve
granice Koxijevih nizova u ultrametrici dp, dobijamo p-adsko po	e Qp, koje pred-
stav	a kanonsko proxire�e Q u smislu p-adske topologije i ima fundamentalnu
ulogu u teoriji brojeva.

Parcijalne metrike uvodi Metjuz [13] sa ci	em da modeluje parcijalne informacije
u raqunarstvu, posebno u teoriji denotacionih semantika programskih jezika.

Primjer 1.11 (Parcijalna metrika) Na X = {0,1} posmatrajmo parcijalnu me-
triku p datu sa p(x,y) = max{x,y}. Oqigledno p(x,x) ≤ p(x,y), vrijedi simetri-
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qnost i specijalna nejednakost trougla p(x,z) ≤ p(x,y) + p(y,z) − p(y,y). Baze
okolina su Bp(x,ε) = {y : p(x,y) < p(x,x) + ε}. Za x = 1 i svako ε > 0 imamo
p(1,0) = 1 < 1 + ε, pa svaka okolina taqke 1 sadr�i i 0. Zak	uqujemo da parcijalni
metriqki prostor nije Hauzdorfov (niti T1).

Dislocirane metrike daju da	a proxire�a u teoriji fiksnih taqaka, gdje rasto-
ja�e taqke od same sebe zavisi od �ene pozicije i koristi se u aproksimacionim
metodama. Rektangularne metrike pojav	uju se u istra�iva�ima stabilnosti i ge-
neralizacija fiksnih taqaka, gdje se klasiqna trougaona nejednakost zamje�uje pra-
vougaonom formom. Fazi i vjerovatnosne metrike koriste se za modelova�e situ-
acija sa neizvjesnox�u, npr. u teoriji odluqiva�a i u teoriji mjere�a u neizvje-
snim okru�e�ima. Konusne i C∗-algebarske metrike pojav	uju se u funkcionalnoj
analizi i teoriji operatora, gdje metrika poprima vrijednosti u konusima ili C∗-
algebrama, xto omogu�ava preciznije prouqava�e linearnih operatora i spektral-
nih svojstava. Pored ovih, razvijene su i modularne i vjerovatnosne metrike koje
nalaze primjenu u geometrijskoj teoriji funkcija i u analizi prostora sa dodatnom
strukturom.

1.2.1 b-metriqki prostori

Ideja relaksacije trougaone nejednakosti jav	a se u okviru kvazinormi i kvazime-
trika. Hajers [34] i Burgin [35] uvode kvazinorme, a prirodno se pokazalo da one
indukuju kvazimetrike. Prvi rad u kojem se kvazimetrika koristi u modernom smi-
slu jeste rad Koifmana i de Guzmana (1970) [36], gdje se uvodi tzv. funkcija rasto-
ja�a u harmonijskoj analizi i prouqava�u prostora homogenog tipa. Ovaj pristup
proxiruju Masijas i Segovija (1979) [37], koji sistematizuju rad sa kvazimetrikama
u teoriji funkcionalnih prostora.

U radu Koifmana i Vajsa [38] ukazuje se kako se mo�e konstruisati kvazimetriqki
prostor na topoloxkom prostoru na kome je definisana Borelova mjera (i samim
tim kako se mo�e konstruisati prostor homogenog tipa). Klasa kvazimetriqkih
prostora obuhvata porodicu svih kvazi-Banahovih prostora, koji uk	uquju mnoxtvo
funkcionalnih prostora od fundamentalnog znaqaja u analizi: Lebegove prostore,
slabe Lebegove prostore, Lorencove prostore, Hardijeve prostore, slabe Hardijeve
prostore itd. [39]. Od posebne va�nosti je rad Vulpea [10], u kojem se deta	no ana-
lizira topoloxka struktura kvazimetriqkih prostora i postoja�e fiskne taqke
kontrakcije. U istorijskom pregledu Berindea i Paqurara [40] istiqe se da Vul-
peovi rezultati predstav	aju pretequ onoga xto danas nazivamo teorijom fiskne
taqke u b-metriqkim prostorima i da ih treba smatrati pionirskim doprinosom u
ovoj oblasti.

Uvo�e�e kvazimetrike u teoriju fiksnih taqaka nanovo poqi�e radom Bahtina
(1989) [12], dok k	uqni iskorak pravi Qervik (1993) [9] koji uvodi sam naziv b-
metriqki prostor i pokazuje da Banahov princip kontrakcije, kao i druge klasiqne
teoreme, ostaju validne. Oblast se pokazala kao vrlo aktivna xto je dovelo do
znaqajnog broja rezultata u pogledu razvoja teorije fiksne taqke i sistematizacije
kontraktivnih uslova.
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U da	em dijelu disertacije koristi�emo naziv b-metriqki prostori s obzirom da u
savremenoj literaturi kvazimetriqki prostor oznaqava drugu generalizaciju.

Definicija 1.10 (Qervik [9]) Neka je X neprazan skup i s ≥ 1 realan broj. Funk-
cija d : X ×X → [0,+ ∞) je b-metrika na X ako su ispu�eni uslovi:

(i) d(x,y) = 0 ⇐⇒ x = y, za svako x,y ∈ X;

(ii) d(x,y) = d(y,x), za sve x,y ∈ X;

(iii) d(x,z) ≤ s
(
d(x,y) + d(y,z)

)
, za sve x,y,z ∈ X.

Par (X,d) naziva se b-metriqki prostor sa konstantom s ≥ 1.

Napomena 1.4 Umjesto para (X,d) u literaturi se qesto koristi ure�ena trojka
(X,d,s), gdje s ≥ 1 oznaqava konstatnu relaksacije nejednakosti trougla. Uoqimo
da za s = 1 dobijamo standardnu nejednakost trougla odnosno da je metrika ustvari
specijalni sluqaj b-metrike.

Primjer 1.12 Neka je X = X1 ∪ X2 disjunktna unija, gdje X1 = {a,b} ima dva
elementa, a X2 = {c} jedan element. Definiximo

d(x,y) =


0, x = y;

4, x,y ∈ X1, x ̸= y;

1, ako x ∈ X1, y ∈ X2 (ili obratno).

Lako se provjerava da d(x,y) ≥ 0, d(x,y) = d(y,x) i d(x,x) = 0. Tako�e, (iii) je ispu�ena
za s = 2 provjerom konaqnog broja sluqajeva. Na primjer, za x,y ∈ X1 i z ∈ X2

dobijamo d(x,y) = 4 i d(x,z) + d(y,z) = 1 + 1 = 2, pa d(x,y) = 4 = 2 · 2 = 2 [d(x,z) +
d(y,z)]. Ipak, d oqigledno nije metrika jer nejednakost trougla ne vrijedi 4 ̸≤ 1+1.
Ovaj primjer pokazuje da b-metrika nije ekvivalentna metrici u opxtem sluqaju.

Primjer 1.13 ( [19]) Na skupu realnih brojeva definixemo

d(x,y) = |x− y|p, x,y ∈ R,

za fiksni p ∈ (0,1). Funkcija d nije metrika jer ne zadovo	ava standardnu nejed-
nakost trougla, ali je b-metrika sa konstantom s = 21/p−1.

Primjer 1.14 ( [39]) Neka je (X,∥ · ∥) kvazinormirani prostor, tj. funkcija ∥ · ∥
zadovo	ava ∥x+ y∥ ≤ K(∥x∥ + ∥y∥) za neku konstantu K ≥ 1. Definiximo

d(x,y) = ∥x− y∥.

Tada (X, d, s) predstav	a b-metriqki prostor sa istom konstantom s = K. Ovaj
primjer povezuje b-metrike sa analizom u kvazinormiranim prostorima.
Neka je (X,A, µ) mjer	iv prostor i 0 < p < 1. Definiximo

Lp(X,µ) =
{
f : X → R

∣∣∣ ∫
X

|f(x)|p dµ(x) <∞
}
.
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Za f ∈ Lp(X,µ) uvodimo kvazinormu

∥f∥p =

(∫
X

|f(x)|p dµ(x)

)1/p

.

Funkcija ∥ · ∥p nije norma jer za p < 1 ne vrijedi nejednakost trougla. Ipak, za sve
f,g ∈ Lp(X,µ) vrijedi

∥f + g∥pp ≤ ∥f∥pp + ∥g∥pp,

xto pokazuje da (Lp(X,µ),∥ · ∥p) qini kvazinormirani linearni prostor. Ako defi-
nixemo

d(f,g) = ∥f − g∥p, f,g ∈ Lp(X,µ),

onda (Lp(X,µ),d) predstav	a b-metriqki prostor sa konstantom s = 2
1
p
−1.

U b-metriqkom prostoru uvode se pojmovi konvergencije i Koxijevih nizova sliqno
kao u metriqkim prostorima.

Definicija 1.11 ( [9]) Neka je (X, d, s) b-metriqki prostor. Niz {xn} ⊂ X je
konvergentan ako postoji x ∈ X takav da za svako ε > 0 postoji N ∈ N sa

d(xn, x) < ε, ∀n ≥ N,

tj. limn→∞ d(xn, x) = 0.
Niz {xn} ⊂ X je Koxijev ako za svako ε > 0 postoji N ∈ N sa

d(xn, xm) < ε, ∀n,m ≥ N,

tj. limn,m→∞ d(xn, xm) = 0.

Definicija 1.12 ( [9]) Neka su (X, dX , sX) i (Y, dY , sY ) b-metriqki prostori.
Preslikava�e f : X → Y neprekidno u taqki x0 ∈ X ako za svaki niz {xn} ⊆ X
koji konvergira ka x0 u (X,dX) vrijedi

f(xn) → f(x0) u (Y, dY ).

Svaka b-metrika d indukuje topologiju τd na X preko baznih lopti B(x,r) = {y ∈
X : d(x,y) < r} [41]. Me�utim, ta topologija mo�e imati neintuitivne osobine: na
primjer, mogu�e je da skup B(x,r) nije otvoren u toj topologiji.

Primjer 1.15 ( [42]) Definiximo na X funkciju

d(x,y) =

{
0 ako x = y,

2 ako x ̸= y.

Tada je (X,d) b-metriqki prostor za s = 2. Lopta B(x,1) = {x} nije otvorena
u topologiji koju generixe d, jer svaka okolina taqke x sadr�i ili samo x ili
cijeli skup X.
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Funkcija d (kao preslikava�e sa X × X u R) ne mora biti neprekidna po svojim
argumentima (za razliku od svake metrike) [19].

Primjer 1.16 ( [43]) Neka je X = R2 i neka je d : X ×X → [0,+ ∞) definisano sa

d(x,y) =

{
|x1 − x2|, y1 = y2,

2
(
|x1 − x2| + |y1 − y2|

)
, y1 ̸= y2,

za x = (x1,x2), y = (y1,y2).

Tada je (X,d) b-metriqki prostor sa konstantom s = 2. Ako uzmemo

xn =
(
1, 1

n

)
, x = (1,0), yn = (0,0), y = (0,0),

dobijamo da xn → x i yn → y dok d(xn,yn) = 2 + 2
n
→ 2 ̸= 1 = d(x,y). Dakle, d nije

neprekidna.

Za razliku od prethodno pomenutih generalizacija u b-metriqkim prostorima T2
aksioma i da	e vrijedi, odnosno svaki b-metriqki prostor (X,d,s) je Hauzdorfov.

Pos	edica 1.1 Neka je (X, d, s) b-metriqki prostor. Tada vrijedi:

(i) Svaki konvergentan niz ima jedinstvenu granicu.

(ii) Svaki konvergentan niz je Koxijev.

Primjer 1.17 ( [9]) Obrat tvr�e�a (ii) u Pos	edici 1.1 u opxtem sluqaju ne
vrijedi. Skup Q sa b-metrikom d(x,y) = |x − y|2 nije kompletan: postoji Koxijev
niz racionalnih brojeva koji konvergira ka

√
2 /∈ Q, pa ne konvergira u Q.

Definicija 1.13 b-metriqki prostor (X, d, s) kompletan ako je svaki Koxijev
niz u X konvergentan.

Podskup D ⊆ X naziva se sekvencijalno otvoren ako za svaki konvergentan niz
{xn} → x ∈ D postoji N tako da xn ∈ D za sve n ≥ N . Podskup F ⊆ X naziva se se-
kvencijalno zatvoren ako nijedan niz iz F ne konvergira ka taqki van F . Prostor X
je sekvencijalan ako svaki sekvencijalno otvoren skup jeste otvoren. Sekvencijalna
topologija na b-metriqkom prostoru (X,d) oznaqava se sa τ . Ipak kao u prethod-
nom sluqaju navedena topologija ima iste nedostatke kao i τd. Da bi se izbjegle
ovakve potexko�e, uvedena je topologija τ d, koja predstav	a najfiniju topologiju
kompatibilnu sa d i u kojoj lopte funkcionixu kao baze okolina.

Definicija 1.14 ( [44]) Neka je (X,d) b-metriqki prostor sa konstantom s ≥ 1.
Topologija τ d na skupu X definixe se na s	ede�i naqin: U ⊆ X pripada τ d ako i
samo ako za svaku taqku x ∈ U postoji realan broj r > 0 takav da

Bd

(
x,
r

s

)
⊆ U.
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Drugim rijeqima, baza topologije τ d qine skupovi dobijeni kao presjeci lopti
oblika Bd(x,

r
s
).

Teorema 1.1 ( [44]) Za svaki b-metriqki prostor (X, d, s) vrijedi:

(i) τ = τd (sekvencijalna i standardna topologija se poklapaju);

(ii) τd ⊆ τ d (topologija τ d proxiruje standardnu).

Napomena 1.5 Topologija τ d ima k	uqnu ulogu jer vra�a oqekivano ponaxa�e po-
znato iz metriqkih prostora: lopte su baze okolina, funkcija d(·,·) je neprekidna
u sopstvenoj topologiji, a prostor (X,d) postaje metrizabilan (tj. postoji prava
metrika koja generixe istu topologiju). Na taj naqin τ d omogu�ava da se klasiq-
ni rezultati analize (konvergencija, kompletnost, neprekidnost preslikava�a)
primijene i u b-metriqkom okru�e�u.

Primjer 1.18 ( [44]) U opxtem sluqaju inkluzija τd ⊆ τ d je stroga. Neka je

X = {0,1,1
2
,1
3
, . . . , 1

n
, . . .},

a d : X ×X → [0,∞) definisano sa

d(x,y) =


0, x = y,

1, x ̸= y, x,y ∈ {0,1},
|x− y|, x ̸= y, x,y ∈ {0} ∪ { 1

2n
: n ∈ N},

4, inaqe.

Tada vrijedi:

(i) d je b metrika na X sa s = 8;

(ii) d nije metrika na X;

(iii) d nije neprekidna po svakoj promjen	ivoj;

(iv) lopta B(1,2) nije otvorena u τ , ali jeste u τ d.

Osobine kompletnosti b-metrike analogne su metriqkom sluqaju. Svaka zatvoreni
podskup kompletnog b-metriqkog prostora je kompletan [45] . Obrnuto, svaki kom-
pletan podskup Y ⊆ X mora biti zatvoren u X [45]. Poznata je karakterizacija u
metriqkim prostorima da je podskup kompaktan (sekvencijalno kompaktan) ako i sa-
mo ako je kompletan i totalno ograniqen. Sliqan kriterijum va�i i u b-metriqkim
prostorima: kompaktnost, sekvencijalna kompaktnost i kombinacija kompletnosti
i totalne ograniqenosti i da	e su ekvivalentni pojmovi [45]. Preciznije, svaki se-
kvencijalno kompakatan podskup b-metriqkog prostora je kompaktan i obratno (jer
je prostor koji ispu�ava prvu aksiomu prebrojivosti po bazi lopti) [45]. Tako�e,
svaki kompaktan skup K u b-metriqkom prostoru je totalno ograniqen (i ograniqen)
i zatvoren. Obrnuto, ako je A totalno ograniqen podskup kompletnog prostora X,
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1.2. Generalizacije metriqkog prostora

tada je A kompaktan: svaki niz u A ima Koxijev podniz (zbog totalne ograniqeno-
sti), koji zbog kompletnosti prostora konvergira u X, a graniqna vrijednost mora
ostati u A (jer je A zatvoren).

Druga linija pristupa, razvijena sa ci	em da se izbjegnu pomenute potexko�e u to-
poloxkoj strukturi b-metriqkih prostora, jeste uvo�e�e pojma strogog b-metriqkog
prostora, koji su predlo�ili Kirk i Xazad [46].

Definicija 1.15 ( [46]) Neka je X neprazan skup i s ≥ 1. Preslikava�e d : X×X →
[0,+ ∞) je stroga b-metrika ako za sve x,y,z ∈ X vrijedi:

(i) d(x,y) = 0 ⇐⇒ x = y,

(ii) d(x,y) = d(y,x),

(iii) stroga b-nejednakost trougla:

d(x,z) ≤ d(x,y) + s d(y,z).

Topoloxke osobine strogih b-metriqkih prostora su znatno ure�enije od opxtih
b-metriqkih prostora:

� svaka lopta B(x,r) je otvorena i skup lopti qini bazu topologije;

� topologija indukovana strogom b-metrikom je metrizabilna, tj. postoji prava
metrika koja generixe istu topologiju;

� pojmovi Koxijevih nizova u potpunosti ponaxaju se identiqno kao u metriq-
kim prostorima;

� funkcija d(·,·) je neprekidna u sopstvenoj topologiji.

Primjer 1.19 ( [46]) Na skupu R definiximo

d(x,y) = |x− y| + |x− y|2.

Tada d zadovo	ava uslov

d(x,z) ≤ d(x,y) + 2 d(y,z), x,y,z ∈ R,

pa je (R,d) strogi b-metriqki prostor sa s = 2. Indukovana topologija se poklapa
sa standardnom euklidskom topologijom.

Pita�e metrizabilnosti b-metriqkih prostora (kvazimetriqkih) ima dugu istori-
ju i zauzima znaqajno mjesto u teoriji generalizovanih metrika. Posebna pa��a
je posve�ena prostoru (X,d) kada je relaksirana nejednakost trougla zadovo	ena sa
konstantom s = 2, jer ovaj sluqaj predstav	a graniqnu situaciju izme�u metriq-
kih i opxtijih b-metriqkih struktura. Upravo za ovaj sluqaj dobijeni su klasiqni
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1.2. Generalizacije metriqkog prostora

rezultati metrizabilnosti. Frink uvodi lanqanu metriku

ρ(x,y) = inf
{ n−1∑

i=0

d(xi,xi+1) : n ∈ N, x = x0, . . . ,xn = y
}
,

koja ispu�ava uslov nejednakosti trougla. Rezultat pokazuje da svi b-metriqki pro-
stori za s = 2 su metrizabilni.

Teorema 1.2 (Frink [47]) Neka je (X,d) b-metriqki prostor koji zadovo	ava

d(x,z) ≤ 2 [d(x,y) + d(y,z)], ∀x,y,z ∈ X.

Tada postoji metrika ρ na X ekvivalentna sa d takva da

ρ(x,y) ≤ d(x,y) ≤ 4ρ(x,y), ∀x,y ∈ X.

Gustavson pojednostav	uje Frinkovu metodu i daje direktniji konstruktivni dokaz
metrizabilnosti b-metriqkih prostora, qime povezuje rane rezultate Qitendena [21]
i Vilsona [20].

Teorema 1.3 (Gustavson [48]) Za svaki b-metriqki prostor (X,d,s) mo�e se kon-
struisati metrika ρ ekvivalentna sa d modifikacijom Frinkove konstrukcije.

Korix�e�em rafiniranih lanqanih procjena Xreder generalizuje Frinkov rezul-
tat i pokazuje da se metrizabilnost prostire na sve b-metriqke prostore sa s ≤ 2.

Teorema 1.4 (Xreder [49]) Ako je (X,d) b-metriqki prostor sa konstantom s ≤ 2,
tada postoji metrika ρ na X ekvivalentna sa d koja zadovo	ava

ρ(x,y) ≤ d(x,y) ≤ 2s ρ(x,y), ∀x,y ∈ X.

Za b-metriqke prostore (X,d), An i Dung su pokazali da je topologija indukovana
konvergencijom nizova (sekvencijalna topologija) jednaka standardnoj d-topologiji
te da je prostor semimetrizabilan; uz blagu pretpostavku neprekidnosti d po jed-
noj promjen	ivoj, a ako je prostor regularan i posjeduje σ diskretnu bazu, tada je
po Nagata{Smirnov teoremi metrizabilan [50{53]. U tom sluqaju mo�emo izabrati
metriku koja taqno generixe topologiju τ d.

Som [54, 55] je pokazao da svaki b-metriqki prostor (X,d,s) je metrizabilan i bez
pretpostavki o neprekidnosti funkcije d. Som primje�uje generalizovane metri-
zacione teoreme tipa Qitendena i Vilsona i ukla�a tehniqke restrikcije iz re-
zultata Ana i Dunga qime pokazuje da metrizabilnost nije osjet	iva na dodatne
uslove.

Prvi pristup gdje se koristi stepenova�e b-metrike umjesto kontrukcije lanqanih
suma je prikazan u radu Masijasa i Segovije [37].
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1.2. Generalizacije metriqkog prostora

Teorema 1.5 (Masijas-Segovija [37]) Za svaku b-metriku d postoji ekvivalentna
metrika ρ i eksponent α ∈ (0,1] te konstanta C ≥ 1 tako da vrijedi

C−1 ρ(x,y)α ≤ d(x,y) ≤ C ρ(x,y)α,

i mo�e se izabrati ekvivalentna b-metrika u kojoj su sve lopte otvorene.

Rad Ajmara, Jafeia i Nitija [56] proxiruje i sistematizuje Masijas-Segovija kon-
strukciju i daje uslove pod kojima metrika ρα daje ekvivalentnu strukturu uz pri-
mjene u analizi prostora homogenog tipa.

Nova metoda sa p-lancima uvodi se u radu Paluxinskog i Xtempaka [57]. Posmatra-
�em hp kontrolixe se akumulacija konstante s u lanqanim procjenama a formula
(2s)p = 2 odre�uje optimalan eksponent p. Time se pokazuje da za svaki s ≥ 1 postoji
odgovaraju�i p koji daje ekvivalentnu metriku. Rezultat je naroqito va�an jer nu-
di kvantitativni kriterijum metrizabilnosti: dp i h

p su ekvivalentni, a procjena
1
4
hp ≤ dp ≤ hp daju taqnu kontrolu.

Teorema 1.6 (Paluxinski-Xtempak [57]) Neka je (X,h) b-metriqki prostor sa
konstantom s ≥ 1. Ako p ∈ (0,1] zadovo	ava (2s)p = 2, tada je preslikava�e

dp(x,y) = inf
{ n∑

j=1

h(xj−1,xj)
p : n ∈ N, x = x0, . . . ,xn = y

}
metrika na X i vrijedi

1
4
h(x,y)p ≤ dp(x,y) ≤ h(x,y)p, ∀x,y ∈ X.

Fundamentalni iskorak donosi rad Dunga i Hanga [58] jer pokazuje da b-metriqki
prostori, pored metrizabilnosti, uvijek posjeduju i kompletira�e analogno me-
triqkim prostorima.

Teorema 1.7 (Dung-Hang [58]) Za svaki b-metriqki prostor (X,d,s) postoji b-
metriqko kompletira�e (X∗,d∗,4s3) koje je jedinstveno do izometrije i u koje se
(X,d,s) ura�a kao gust podprostor.

Kobzax i Qervik u [59] koriste ekvivalenciju Koxijevih nizova u b-metriqkom kon-
tekstu, generalizuju�i standardno metriqko kompletira�e. Ovaj pristup pokazuje
da razliqite tehnike dovode do istog zak	uqka: b-metriqki prostori imaju dobro
definisana kompletira�a i da se na �ima mogu razvijati rezultati fiksne taqke.

1.2.2 Slabi b-metriqki prostori

U ovom poglav	u istaknu�emo neka od proxire�a b-metriqkog prostora. Uz nave-
dene definicije izdvajamo nekoliko tehniqki znaqajnih lema u okviru slabih b-
metriqkih prostora, jer upravo u tom okru�e�u dobijamo nove rezultate koji �e
biti deta	no razmotreni u nastavku disertacije.
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1.2. Generalizacije metriqkog prostora

Prvo proxire�e b-metriqkih prostora predstav	aju b-kvazimetriqki prostori, ko-
je su uveli Husain i Xah [60]. Nakon toga, Husain, Hamzi i Latif [61] uvode dislo-
cirane b-metriqke prostore, dok Xukla [27] definixe parcijalne b-metriqke pro-
store, inspirisane Metjuzovim parcijalnim metrikama. Nada	e, Mustafa, Sims,
Ajdi i Karapinar [62] formulixu rektangularne b-metriqke prostore dok Al-
hamdi, Husain i Salimi [63] uvode pojam slabih b-metriqkih prostora (eng. b-
metric-like spaces), koji predstav	aju prirodno proxire�e b-metrike relaksacijom
uslova na dijagonali.

Tabela 1.2: Proxire�a b-metriqkih prostora

Prostor Aksiome
b-metriqki prostor [9, 12] (d1),(d2),(d3),(d4c)
Parcijalni b-metriqki prostor [27] (d1),(d3),(d4c),(d5)
Dislocirani b-metriqki prostor [61] (d1),(d3),(d4c)
Rektangularni b-metriqki prostor [62] (d1),(d2),(d3),(d4b)
Slabi b-metriqki prostor (b-metric-like) [63] (d1a),(d2),(d3),(d4c)
b-pseudometriqki prostor (d1b),(d3),(d4c)
b-ultrametriqki prostor (d1),(d2),(d3),(d4e)
Modifikovani b-metriqki prostor [28,29] (d1),(d2),(d3),(d4m)

U drugom pravcu Huang i Xu [64] razmatraju konusne b-metriqke prostore, dok Ka-
rapinar, Naxine i Samet [65] prouqavaju vjerovatnosne b-metriqke prostore. Fazi
varijanta uvodi se kod Sameta, Vetra i Vetra [66], dok Ma, Jiang i Ju [67] razvijaju
teoriju C∗-algebarskih b-metriqkih prostora.

U okviru savremenih istra�iva�a generalizacija b-metrike posebno mesto zauzima-
ju slabi b-metriqki prostori, a koji predstav	aju proxire�e b-metriqkih prostora
relaksacijom uslova na dijagonali i pru�aju novi okvir za istra�iva�e prvenstve-
no u oblasti teorije fiksne taqke.

Primjer 1.20 Neka je X = R+, p > 1 konstanta i d : X×X → [0,+∞) definisana
sa

d(x,y) = (x+ y)p.

Tada je (X,d) slabi b-metriqki prostor sa koeficijentom s = 2p−1 ali nije b-
metriqki prostor jer je za x > y, d(x,x) > d(x,y).

U slabom b-metriqkom prostoru (X,d), ako su x,y ∈ X i d(x,y) = 0, onda je x = y.
Me�utim, obrnuto ne mora biti taqno i d(x,x) mo�e biti pozitivno za x ∈ X.

Definicija 1.16 ( [68]) Neka je (X,d) slabi b-metriqki prostor sa parametrom
s ≥ 1, {xn} niz u X i x ∈ X. Tada vrijede slede�a tvr�e�a:

(a) Niz {xn} konvergira ka x ako lim
n→+∞

d(xn,x) = d(x,x);

(b) Niz {xn} je Koxijev niz u (X,d) ako lim
n,m→+∞

d(xn,xm) postoji i konaqan je;

18



1.2. Generalizacije metriqkog prostora

(c) (X,d,s) se naziva kompletan slabi b-metriqki prostor ako za svaki Koxijev
niz {xn} ⊂ X, postoji x ∈ X tako da lim

n,m→+∞
d(xn,xm) = lim

n→+∞
d(xn,x) =

d(x,x).

Definicija 1.17 ( [68]) Neka je (X,d) slabi b-metriqki prostor sa parametrom
s ≥ 1 i f preslikava�e u sebe skupa X.Funkcija f je neprekidna ako i samo ako
lim

n→+∞
d(fxn,fx) = d(fx,fx), za svaki niz {xn} ⊂ X, koji zadovo	ava lim

n→+∞
d(xn,x) =

d(x,x).

Pos	edica 1.2 Ako u slabom b-metriqkom prostoru sa parametrom s ≥ 1 vrijedi
lim

n,m→+∞
d(xn,xm) = 0 onda je granica niza {xn} jedinstvena ako postoji.

Lema 1.1 ( [69, 70]) Neka je (X,d) kompletan slabi b-metriqki prostor sa para-
metrom s ≥ 1 i {xn} niz takav da d(xn,xn+1) ≤ λd(xn−1,xn), za sve n ∈ N, gdje je
λ ∈ [0,1). Tada je {xn} b-Koxijev niz takav da lim

n,m→+∞
d(xn,xm) = 0.

Lema 1.2 ( [71]) Neka je (X,d) slabi b-metriqki prostor sa parametrom s ≥ 1 i
pretpostavimo da {xn} konvergira ka x i d(x,x) = 0. Tada

s−1d(x,y) ≤ lim inf
n→+∞

d(xn,y) ≤ lim sup
n→+∞

d(xn,y) ≤ sd(x,y),

za sve y ∈ X.

Napomena 1.6 Baza topologije slabih b-metriqkih definixe se pomo�u otvorenih
lopti. Na osnovu ove baze definixe se topologija τd, u kojoj konvergencija niza {xn}
ka taqki x ∈ X zadovo	ava uslov

lim
n→∞

d(xn,x) = d(x,x).

Bitno je ista�i da ova topologija, za razliku od standardne b-metriqke, nije
nu�no Hauzdorfova, jer centar lopte ne mora pripadati lopti, pa granica niza
ako postoji ne mora biti jedinstvena. Ipak, prema Pos	edici 1.2 sa dodatnim
uslovima mo�e se obezbijediti jedinstvenost i teoreme fiskne taqke se mogu
posti�i sekvencijalnim pristupom.

Lema 1.3 ( [71]) Neka je (X,d), slabi b-metriqki prostor sa parametrom s ≥ 1.
Tada vrijede s	ede�a tvr�e�a:

(a) Ako je d(x,y) = 0, onda d(x,x) = d(y,y) = 0;

(b) Ako je {xn} niz takav da lim
n→+∞

d(xn,xn+1) = 0, onda imamo

lim
n→+∞

d(xn,xn) = lim
n→+∞

d(xn+1,xn+1) = 0;

(c) Ako x ̸= y, onda d(x,y) > 0.

19



1.2. Generalizacije metriqkog prostora

Lema 1.4 ( [72]) Neka je (X,d) kompletan slabi b-metriqki prostor sa parametrom
s ≥ 1. Neka je {xn} ⊂ X niz takav da lim

n→+∞
d(xn,xn+1) = 0. Ako za niz {xn} vrijedi

lim
n,m→+∞

d(xn,xm) ̸= 0, tada postoje ε > 0 i nizovi {mk}+∞
k=1 i {nk}+∞

k=1 prirodnih

brojeva sa nk > mk > k, tako da

d(xmk
,xnk

) ≥ ε, d(xmk
,xnk−1) < ε,

ε

s2
≤ lim sup

k→+∞
d(xmk−1,xnk−1) ≤ εs,

ε

s
≤ lim sup

k→+∞
d(xnk−1,xmk

) ≤ εs2,

ε

s
≤ lim sup

k→+∞
d(xmk−1,xnk

) ≤ εs2.
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2. Iterativni nizovi i fiksne taq-

ke

U ovom poglav	u dajemo teme	an pregled rezultata iz teorije fiksne taqke u me-
triqkim prostorima i �ihovim raznim generalizacijama. Prvi dio posve�en je
klasiqnim teoremima, poput Banahovog principa kontrakcije i �egovih ranih
proxire�a, dok se u nastavku razmatraju znaqajne modifikacije i nove klase kon-
traktivnih preslikava�a koje su uvedene radi obuhvata�a xireg spektra prostora.
Na kraju dajemo pregled savremenih rezultata u b-metriqkim prostorima sa ci	em
da se istaknu �ihove osobenosti i doprinos savremenom razvoju teorije.

Poqetke metriqke teorije fiksne taqke mo�emo prona�i jox u radovima Liuvi-
la [73] o metodama sukcesivnih aproksimacija za rjexava�e odre�enih diferenci-
jalnih jednaqina. Navedeni metod je razvio i Pikar [74] znatno kasnije, ali indi-
rektno obje metode su koristile fiksnu taqku. Mnogi drugi autori su posmatrali
razne probleme koji su imali odre�ena poima�a fiskne taqke poput Koxija [1],
Peana [75] i Lipxica [76]. Formalno, za poqetak metriqke teorije fiskne taqke
uzima se istaknuti Banahov rezultat iz 1922. godine. Rezultat je objav	en u Ba-
nahovoj disertaciji dvije godine ranije ali nije postao naxiroko poznat dok nije
objav	en qasopisu Fundamenta mathematica. Savremeniju verziju Banahovog prin-
cipa kontrakcije dao je Kaqiopoli 1930. godine pa se u literaturi nekada navodi
kao Banah-Kaqiopoli teoreoma [77].

2.1 Metriqka teorija fiskne taqke

U ovom poglav	u istaknu�emo neke od najznaqajnijih klasiqnih i savremenih rezul-
tata u metriqkoj teoriji fiksne taqke koji se zasnivaju na razliqitim oblicima
kontraktivnih uslova. Ovi rezultati predstav	aju teme	 da	eg razvoja teorije i
osnovu za mnoge kasnije generalizacije. Za sveobuhvatniji pregled odnosa izme�u
razliqitih kontraktivnih uslova i �ihove me�usobne ekvivalentnosti ili neekvi-
valentnosti, qitaoca upu�ujemo na opxirni rad Bili J. Roudsa [78], koji predstav	a
jedno od najopse�nijih sistematizovanih istra�iva�a u ovoj oblasti.
Pikarova teorema o sukcesivnim aproksimacijama smatra se prvom koja je imala
formu standardne teoreme o fiksnoj taqki. Ona je kasnije poslu�ila kao nepo-
sredna preteqa Banahovom principu kontrakcije, koji je u potpunosti oblikovao
metriqku teoriju fiksne taqke.
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Teorema 2.1 (Pikar [74]) Neka je T : [a,b] → R neprekidna funkcija i T : (a,b) → R
diferencijabilna. Ako postoji L < 1 takav da∣∣T ′(x)

∣∣ ≤ L

za sve x ∈ (a,b), tada niz {xn} u (a,b) definisan sa

xn+1 = Txn

konvergira ka rjexe�u jednaqine Tx = x.

Napomena 2.1 Iterativni niz xn definisan sa xn+1 = Txn naziva se Pikarov
iterativni niz. Zbog svoje jednostavnosti i opxte primjen	ivosti, Pikarova
iteracija ostaje centralna tehnika i u svim savremenim varijantama i genera-
lizacijama teorema fiskne taqke.

U metriqkoj teoriji fiksne taqke, centralnu ulogu zauzima klasa kontraktivnih
preslikava�a u kompletnim prostorima.

Definicija 2.1 Neka je (X,d) metriqki prostor. Preslikava�e T : X → X na-
ziva se kontrakcija ako postoji konstanta λ ∈ [0,1) takva da

d(Tx,Ty) ≤ λ d(x,y), ∀x,y ∈ X.

Kao xto smo ve� naglasili u uvodnom dijelu polazni rezultat je Banahov princip
kontrakcije.

Teorema 2.2 (Banah [8]) Neka je (X,d) kompletan metriqki prostor i T : X 7→ X
kontrakcija tj. postoji λ ∈ [0, 1) takvo da

d(Tx,Ty) ≤ λd(x,y)

za sve x, y ∈ X. Tada vrijedi:
(i) T ima jedinstvenu fiksnu taqku x∗ ∈ X;
(ii) Da	e, za svako x0 ∈ X, iterativni niz {xn} definisan sa xn+1 = T (xn) konver-
gira ka fiksnoj taqki x∗ od T odnosno Tx∗ = x∗.

Napomena 2.2 Uslov d(Tx,Ty) < d(x,y) za sve x ̸= y nije dovo	an da osigura posto-
ja�e fiksne taqke. Primijetimo da funkcija T : [1,+∞) → [1,+∞), T (x) = x+ 1

x

nema fiksnu taqku ali ispu�ava navedeni uslov. Me�utim, u kompaktnom metriq-
kom prostoru ovaj uslov implicira postoja�e i jedinstvenost fiksne taqke.

Primjer 2.1 Na (R,| · |) posmatrajmo T (x) = ax+ b sa |a| < 1. Tada za svako x,y ∈ R

|T (x) − T (y)| = |ax+ b− (ay + b)|
= |a| · |x− y| ≤ λ|x− y| (λ := |a| < 1),

22



2.1. Metriqka teorija fiskne taqke

pa je T kontrakcija. Fiksna taqka je jedinstvena i dobija se iz x∗ = ax∗ + b, tj.

x∗ =
b

1 − a
.

Za Pikarovu iteraciju xn+1 = T (xn) vrijedi

xn = anx0 + (1 − an)x∗,

pa iz toga slijedi i procjena konvergencije

|xn − x∗| = |a|n |x0 − x∗| −−−→
n→∞

0.

Primjer 2.2 Na Banahovom prostoru (C[0,1],∥ · ∥∞) (sa ∥f∥∞ = supt∈[0,1] |f(t)|) de-
finixemo

(Tf)(t) = g(t) + α

∫ 1

0

f(s) ds, |α| < 1, g ∈ C[0,1].

Za f,h ∈ C[0,1] i svaki t ∈ [0,1] vrijedi

|(Tf)(t) − (Th)(t)| = |α|

∣∣∣∣∣
∫ 1

0

(f − h)(s) ds

∣∣∣∣∣
≤ |α|

∫ 1

0

|f − h|(s) ds ≤ |α| ∥f − h∥∞,

pa ∥Tf −Th∥∞ ≤ |α| ∥f −h∥∞; dakle T je kontrakcija sa konstantom λ = |α|. Kako
je C[0,1] kompletan, Banahov princip daje jedinstvenu fiksnu taqku f ∗ ∈ C[0,1] i
procjenu konvergencije ∥T nf − f ∗∥∞ ≤ |α|n∥f − f ∗∥∞.

Dodatno, oznaqimo m :=
∫ 1

0
f ∗(s) ds, tada iz f ∗(t) = g(t) + αm integracijom po t

dobijamo

m =

∫ 1

0

g(t) dt+ αm ⇒ m =

∫ 1

0
g(t) dt

1 − α
.

Prema tome

f ∗(t) = g(t) +
α

1 − α

∫ 1

0

g(s) ds.

Primjer 2.3 Na nekompletnom metriqkom prostoru X = (0,1) (sa standardnom
metrikom) operator T (x) = x

2
je kontrakcija jer

|T (x) − T (y)| = 1
2
|x− y| (λ = 1

2
).

Me�utim, jedina fiksna taqka u R je 0, a 0 /∈ X, pa T nema fiksnu taqku u X.
Za svako x0 ∈ (0,1) Pikarova iteracija xn+1 = xn

2
konvergira ka 0 izvan X. Ovo

pokazuje da u Banahovoj teoremi kompletnost (ili bar kompletnost zatvorenog
T -invarijantnog podskupa) nije tehniqka pretpostavka, ve� suxtinski uslov.

23



2.1. Metriqka teorija fiskne taqke

Primjer 2.4 Posmatrajmo na [0,1] preslikava�e T (x) = x2. Fiksne taqke su
rjexe�a jednaqine x = x2, tj. x ∈ {0,1}. Ipak, T nije kontrakcija na [0,1]:

sup
x ̸=y

|x2 − y2|
|x− y|

= sup
x,y∈[0,1]

|x+ y| = 2,

a tako�e supx∈[0,1] |T ′(x)| = supx∈[0,1] 2x = 2 > 1. Dakle, postoja�e (pa qak ni vixe-
strukost) fiksnih taqaka ne implicira kontraktivnost. Banahov uslov je dovo-
	an za jedinstvenost i globalnu konvergenciju, ali nije potreban za samo posto-
ja�e fiksne taqke. Na ma�im intervalima [0,c] sa c < 1

2
, T postaje kontrakcija

jer je Lipxic konstanta 0 ≤ 2c < 1, pa je tada jedina fiksna taqka 0 i Pikarova
iteracija konvergira prema 0.

Iako kontraktivnost neposredno povlaqi neprekidnost i obezbje�uje postoja�e je-
dinstvene fiksne taqke, ovaj uslov se pokazao prejakim, pa je bilo prirodno tragati
za slabijim pretpostavkama koje i da	e garantuju sliqne rezultate. Prvi rezultat
koji nije zahtijevao neprekidnost dao je Kaqiopoli. U narednim decenijama pojavi-
li su se rezultati Kanana, Rajha, Hardi-Ro
ersa, Qater
e i Zamfireskua. Kananova
i Qater
ina teorema predstav	aju dva klasiqna primjera nekonvencionalnih kon-
trakcija, jer u svojim uslovima ne koriste samo uda	enost d(x,y) ve� i kombinacije
uda	enosti od taqaka do �ihovih slika. Ove dvije nejednakosti imaju sliqnu struk-
turu i qesto se posmatraju kao simetriqne varijante jedna druge. Rajhova teorema
zatim uvodi interpolaciju izme�u Banahovog i Kananovog principa, dopuxtaju�i
kombinaciju uslova koja uk	uquje i uda	enost d(x,y) i izraze d(x,Tx), d(y,Ty). Na
taj naqin ona obuhvata xiru klasu preslikava�a od prethodnih rezultata. Konaq-
no, Hardi-Ro
ersova teorema pru�a da	u generalizaciju, jer uzima u obzir svih
pet tipiqnih me�usobnih uda	enosti (d(x,y), d(x,Tx), d(y,Ty), d(x,Ty) i d(y,Tx))
sa odgovaraju�im te�inskim koeficijentima. Time se dobija jedinstven okvir koji
uk	uquje Banahov, Kananov, Qater
in i Rajhov rezultat kao posebne sluqajeve.

Teorema 2.3 (Kaqiopoli [77]) Neka je (X,d) kompletan metriqki prostor i T :
X → X preslikava�e. Pretpostavimo da postoji m ∈ N takvo da je iteracija Tm

kontraktivno preslikava�e, tj.

d(Tmx, Tmy) ≤ α d(x,y), za sve x,y ∈ X,

za neku konstantu α ∈ (0,1). Tada T posjeduje jedinstvenu fiksnu taqku x∗ ∈ X.

Primjer 2.5 Na prostoru (R,| · |) posmatrajmo preslikava�e

T (x) = e−x, x ∈ R.

Preslikava�e T nije kontrakcija jer Lipxic konstanta iznosi maxx∈R |T ′(x)| = 1.

Me�utim, za drugu iteraciju dobijamo

T 2(x) = e−e−x

, (T 2)′(x) = e−e−x · e−x.

Kako vrijedi 0 < (T 2)′(x) ≤ 1
e
< 1 za sve x ∈ R, zak	uqujemo da je T 2 kontrakcija.
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Prema Kaqiopolijevoj teoremi, T ima jedinstvenu fiksnu taqku x∗ ∈ R, odre�enu
rjexe�em x∗ = e−x∗

.

Primjer 2.6 Neka je (X,∥ · ∥) = (C[0,1],∥ · ∥∞) Banahov prostor neprekidnih funk-
cija na [0,1] sa supremum normom. Definiximo operator

(Tu)(t) =

∫ t

0

u(s) ds, t ∈ [0,1].

Operator T nije kontrakcija jer je ∥T∥ = 1. Me�utim, za m ∈ N vrijedi

∥Tm∥ ≤ 1

m!
.

Stoga je Tm kontrakcija za svako m ≥ 2. Prema Kaqiopolijevoj teoremi, T posje-
duje jedinstvenu fiksnu taqku, a to je trivijalno u∗(t) = 0 za sve t ∈ [0,1].

Primjer 2.7 Neka je (X,d) = ([0,1],| · |) kompletan metriqki prostor. Preslika-
va�e

T (x) =


1
2
, x = 1,

0, x ∈ [0,1) ,

je prekidno i nije kontrakcija ali T 2 je stroga kontrakcija (konstanta). Za svaki
x ∈ [0,1] imamo:

T 2(x) = T (T (x)) =

{
T (1

2
) = 0, x = 1,

T (0) = 0, x ∈ [0,1).

Dakle T 2 ≡ 0 je konstantno preslikava�e; za sve x,y vrijedi |T 2x − T 2y| = 0 ≤ 0 ·
|x−y|, pa je kontrakcija s koeficijentom λ = 0. Po Teoremi 2.3, T ima jedinstvenu
fiksnu taqku x∗ = 0.

Kanan je 1968. godine uveo novu klasu kontraktivnih preslikava�a koja povezuje
uda	enosti taqaka sa �ihovim slikama.

Teorema 2.4 (Kanan [79]) Neka je (X,d) kompletan metriqki prostor T : X → X
preslikava�e tako da postoji α ∈

(
0, 1

2

)
i vrijedi

d(Tx, Ty) ≤ α[d(Tx,x) + d(Ty,y)]

za sve x,y ∈ X. Tada T ima jedinstvenu fiksnu taqku u X.

Primjer 2.8 ( [80]) Neka je X = R i d uobiqajena metrika. Za preslikava�e T :
X → X definisano sa

T (x) =

{
0, x ∈ (−∞,2],
1
2
, x ∈ (2,+ ∞).

Oqigledno T nije neprekidno na R, ali jeste Kananova kontrakcija sa parametrom
α = 1

5
.
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Primjer 2.9 Na segmentu [0,1] definiximo preslikava�e

Tx =

{
1
3
, x ∈ [0,1)

1, x = 1.

Ovo preslikava�e je prekidno u taqki x = 1, ali i da	e vrijedi Kananova kontrak-
tivna nejednakost. Za α = 1

3
razlikujemo sluqajeve:

� x,y ∈ [0,1), tada T (x) = T (y) = 1
3
, pa je d(Tx,Ty) = 0, xto trivijalno zadovo-

	ava uslov.

� x = 1 i y ∈ [0,1), tada T (1) = 0, T (y) = 1
3
, pa je d(Tx,Ty) = |0 − 1

3
| = 1

3
. Za

desnu stranu Kananove nejednakosti dobijamo

d(x,Tx) + d(y,Ty) = |1 − 0| + |y − 1
3
| ≥ 1.

Prema tome,
1
3
≤ 1

3
· (1 + |y − 1

3
|),

pa je uslov ispu�en.

Dakle, T je Kananovo preslikava�e sa konstantom α = 1
3
. Me�utim, T nije Bana-

hova kontrakcija. Na kraju, lako se uoqava da x∗ = 1
3
zadovo	ava T (x∗) = x∗, pa je

to jedina fiksna taqka.

Primjer 2.10 ( [79]) Na R definixemo T (x) = 1
2
x. Za svako x,y ∈ R vrijedi

|T (x) − T (y)| = 1
2
|x− y|,

pa je T Banahova kontrakcija sa konstantom α = 1
2
. Poka�imo sada da T nije

Kananovo preslikava�e. Pretpostavimo suprotno i za y = −x (x ̸= 0) vrijedi

|T (x) − T (y)| =
∣∣1
2
x− 1

2
(−x)

∣∣ = |x|.

S druge strane, u Kananovoj nejednakosti imamo

|x| ≤ α
(
|x− Tx| + |y − Ty|

)
= α

(
|x− 1

2
x| + | − x− 1

2
(−x)|

)
= α(|1

2
x| + |1

2
x|) = α|x|.

To bi znaqilo da α ≥ 1, xto je nemogu�e jer se tra�i α < 1. Dakle, ovo preslikava-
�e nije Kananovo, iako je Banahova kontrakcija. Prema tome Kananova i Banhova
kontrakcija nisu ekvivalentne.

Teorema 2.5 (Qater
a [81]) Neka je (X,d) kompletan metriqki prostor i T : X →
X preslikava�e za koje postoji α ∈

(
0, 1

2

)
tako da

d(Tx, Ty) ≤ α [d(x,Ty) + d(y,Tx)], ∀x,y ∈ X.

Tada T ima jedinstvenu fiksnu taqku u X.
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Primjer 2.11 Neka je X = [0,1] sa standardnom metrikom d(x,y) = |x − y|. Pre-
slikava�e

T (x) =

1
4
, x ∈ [0,1),

0, x = 1.

je T Qater
ina kontrakcija sa konstantom α = 1
3
∈ (0,1

2
), ali T nije Banahova

kontrakcija na [0,1].

Teorema 2.6 (Rajh [82]) Neka je (X,d) kompletan metriqki prostor i T : X → X
preslikava�e. Ako postoji α, β, γ ∈ [0,1) tako da

d(Tx, Ty) ≤ α d(x,y) + βd(x,Tx) + γd(y,Ty)

za sve x,y ∈ X, gdje α + β + γ < 1, tada T ima jedinstvenu fiksnu taqku u X.

Teorema 2.7 (Hardi-Ro
ers [83]) Neka je (X,d) kompletan metriqki prostor i
T : X → X preslikava�e za koje postoje nenegativni brojevi α1,α2,α3,α4,α5 sa

α1 + α2 + α3 + α4 + α5 < 1,

tako da za sve x,y ∈ X vrijedi

d(Tx,Ty) ≤ α1d(x,y) + α2d(x,Tx) + α3d(y,Ty) + α4d(x,Ty) + α5d(y,Tx).

Tada T ima jedinstvenu fiksnu taqku u X.

Primjer 2.12 Neka je d standardna metrika na R. Posmatrajmo funkciju

T : [0,1] → [0,1], T (x) =

{
0, 0 ≤ x < 1,
1
2
, x = 1.

Oqigledno T je prekidna funkcija, pa ne mo�emo primijeniti Banahov princip
kontrakcije. Da	e uoqimo

d
(
T 1

2
,T1
)

= d
(
0,1

2

)
= 1

2
,

odnosno

d
(
T 1

2
,T1
)

= 1
2

(
d
(
1
2
,T 1

2

)
+ d (1,T1)

)
= 1

2

(
d
(
1
2
,0
)

+ d
(
1,1

2

))
= 1

2
,

pa nije ispu�en uslov za Kananovu kontrakciju.
Sliqno

d
(
T 1

2
,T1
)

= 1
2

(
d
(
1
2
,T1
)

+ d
(
1,T 1

2

))
= 1

2

(
d
(
1
2
,1
2

)
+ d(1,0)

)
= 1

2
.

pa T ne ispu�ava uslove za kontarkciju Qater
e. Slijedi da je T je Hardi-Ro
ers
kontrakcija sa parametrima α1 = 1

10
, α2 = 1

9
, α3 = 1

8
, α4 = 1

7
, α5 = 1

2
.
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Zamfiresku je objedinio vixe kontraktivnih nejednakosti u jedan rezultat.

Teorema 2.8 (Zamfiresku [84]) Ako je (X;d) kompletan i postoji a 2 (0;1) takvo
da za svex;y 2 X vrijedi bar jedna od:

(Z1) d(Tx;Ty) � a d(x;y);

(Z2) d(Tx;Ty) � a [d(x;Tx) + d(y;Ty)];

(Z3) d(Tx;Ty) � a [d(x;Ty) + d(y;Tx)];

ondaT ima jedinstvenu fiksnu taqku.

Primjer 2.13 ( [84]) Preslikava�e

T(x) =

(
1
2x; jxj � 1;
1
4x; jxj < 1;

je dio po dio kontrakcija i ispu�ava uslove Zamfireskog ali ne i Banaha.

�iri� je dao opxti okvir koji maksimumom uda	enosti uk	uquje prethodne tipove
kao posebne sluqajeve. U literturi navedena klasa funkcija je poznata kao kvazi-
kontrakcije.

Definicija 2.2 (�iri� [85]) Preslikava�e T : X ! X naziva se kvazikontrak-
cija ako postoji q 2 (0;1) takav da

d(Tx;Ty) � qmax
�

d(x;y); d(x;Tx); d(y;Ty)
	

; 8x;y 2 X:

Teorema 2.9 (�iri� [85]) Ako je (X;d) kompletan metriqki prostor i T : X ! X
kvazikontrakcija, onda T ima jedinstvenu fiksnu taqku i iteracija Tnx0 konver-
gira prema toj taqki.

Teorema 2.10 (�iri� [85]) Neka je(X;d) kompletan. Ako za neke a;b� 0 gdjea+ b <
1 vrijedi

d(Tx;Ty) � a d(x;y) + bmaxf d(x;Tx);d(y;Ty);d(x;Ty);d(y;Tx)g;

ondaT ima jedinstvenu fiksnu taqku.

Definicija 2.3 (�iri� [85]) Neka je (X;d) metriqki prostor. Preslikava�e T :
X ! X je �iri�eva kontrakcija ako postoji konstanta q 2 (0;1) takva da za sve
x;y 2 X vrijedi

d(Tx;Ty) � qmax
�

d(x;y); d(x;Tx); d(y;Ty);
d(x;Ty) + d(y;Tx)

2

�
:

Teorema 2.11 (�iri� [85]) Ako je (X;d) kompletan metriqki prostor i T : X ! X
�iri�eva kontrakcija, tada T ima jedinstvenu fiksnu taqku x � 2 X , a niz f Tnx0g
konvergira prema x � za svako poqetno x0 2 X .
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Prethodne klasiqne kontrakcije su imale za zajedniqku ideju promjenu uslova sa
desne strane nejednakosti; odnosno posmatrale su se razliqite kombinacije uda	e-
nosti taqke i slike. U mnogim problemima iz primije�ene matematike i operatorne
teorije, prirodno se jav	aju preslikava�a koja nisu linearno kontraktivna, ali
ipak posjeduju sliqna svojstva konvergencije. Da bi se obuhvatili takvi sluqajevi,
uvedene su razliqite nelinearne kontrakcije, koje opuxtaju uslov kontrakcije i
zamje�uju ga slo�enijim, ali fleksibilnijim nejednakostima. U narednom dijelu
posmatramo razne verzije nelineranih kontrakcija.

Definicija 2.4 (Rouds [86, 87])Neka je (X;d) metriqki prostor. Preslikava�e
T : X ! X je slaba kontrakcija ukoliko postoji konstanta � 2 (0;1) i funkcija

' : [0;1 ) ! [0;1 )

koja je neprekidna i takva da vrijedi ' (t) = 0 () t = 0, pri qemu je za svako
x;y 2 X ispu�en uslov

d(Tx;Ty) � � d (x;y) + ' (d(x;y)) :

Teorema 2.12 (Rouds [87]) Neka je (X;d) kompletan metriqki prostor i neka je
T : X ! X slaba kontrakcija. Pretpostavimo dodatno da postoji konstanta
� 2 [0;1 � � ) takva da

' (t) � � t za svakot � 0:

Tada vrijedi:

1. T ima jedinstvenu fiksnu taqku x � 2 X ;

2. za svako poqetno x0 2 X niz definisan Pikarovom iteracijom xn+1 = Txn

konvergira prema x � ;

3. uz q := � + � 2 (0;1) vrijedi apriorna procjena

d(xn ;x � ) �
qn

1 � q
d(x1;x0) za svakon 2 N:

Definicija 2.5 (Rouds [86, 87])Neka je (X;d) metriqki prostor. Preslikava�e
T : X ! X je ' -slaba kontrakcija ako postoji funkcija

' : [0;1 ) ! [0;1 )

koja je nenegativna, neprekidna i takva da vrijedi ' (0) = 0 i ' (t) > 0 za svako
t > 0, pri qemu za svako x;y 2 X vrijedi

d(Tx;Ty) � d(x;y) � '
�
d(x;y)

�
:

Teorema 2.13 (Rouds [87])Neka je(X;d) kompletan metriqki prostor i T : X ! X
' -slaba kontrakcija u smislu prethodne definicije. Tada:
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1. T ima jedinstvenu fiksnu taqku x � 2 X ;

2. za svako poqetnox0 2 X Pikarov niz xn+1 = Txn konvergira ka x � ;

3. ako oznaqimosn := d(xn ;xn+1 ), vrijedi

sn+1 � sn � ' (sn ); sn # 0;
1X

n=0

' (sn ) < 1 ;

4. (aposteriorna procjena) za svaki n 2 N vrijedi

d(xn ;x � ) �
1X

k= n

sk :

Napomena 2.3 Za � 2 (0;1) i ' (t) � (1 � � ) t, iz d(Tx;Ty) � d(x;y) � ' (d(x;y))
slijedi Banahova kontrakcija d(Tx;Ty) � � d (x;y).

Definicija 2.6 Za preslikava�e  : A ! R (A � R) ka�emo da je odozgo polune-
prekidno u taqki c 2 A sa desna ako va�i da je lim supt ! c+  (t) �  (c).

Definicija 2.7 ( [78]) Neka su'; : [0;1 ) ! [0;1 ) takve da je ' odozgo polune-
prekidna i neopadaju�a, a  odozdo poluneprekidna i nerastu�a. Preslikava�e T je
(' �  )-slaba kontrakcija ako

d(Tx;Ty) � '
�
d(x;y)

�
�  

�
d(x;y)

�
; 8 x;y 2 X;

pri qemu vrijedi:

(i) ' (0) �  (0) = 0 i ' (t); (t) > 0 za svet > 0;

(ii ) ' (t) �  (t) < t za svet > 0.

Napomena 2.4 Banahova kontrakcija je poseban sluqaj: uz � 2 [0;1
2)

d(Tx;Ty) � (1 + � )d(x;y) � (1 � � )d(x;y) = 2 � d (x;y);

xto odgovara izboru ' (t) = (1 + � )t,  (t) = (1 � � )t.

Definicija 2.8 (Meir-Kiler [88]) T je Meir-Kiler kontrakcija ako za svako
" > 0 postoji � > 0 takvo da

" � d(x;y) < " + � ) d(Tx;Ty) < ":

Teorema 2.14 (Meir-Kiler [88] ) Neka je(X;d) kompletan i T je Meir-Kiler pre-
slikava�e. Tada T ima jedinstvenu fiksnu taqku.

Primjer 2.14 Neka je (X;d) metriqki prostor i T Banahova kontrakcija sa pa-
rametrom � . Uzmimo proizvo	no " > 0 i definiximo � (") = 1

2 "
�

1
� � 1

�
> 0.
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Ako je " � d(x;y) < " + � (" ), tada vrijedi d(Tx;Ty) � � d (x;y) < �
�
" + � (" )

�
.

Izborom � (") dobijamo

�
�
" + � (" )

�
= �" + � � 1

2 "
�

1
� � 1

�
= 1

2(� + 1) " � 1
2 �" = ":

Dakle, d(Tx;Ty) < " , odnosnoT je Meir-Kiler kontrakcija.

Definicija 2.9 (Bojd-Vong [89]) Neka je ' : (0;1 ) ! (0;1 ) odozgo poluneprekidna
s desna i ' (t) < t za t > 0. Preslikava�e T zadovo	ava uslov ' -kontrakcije ako

d(Tx;Ty) � '
�
d(x;y)

�
; 8 x;y 2 X:

Teorema 2.15 (Bojd-Vong [89]) Ako je (X;d) kompletan i T je ' -kontrakcija, tada
T ima jedinstvenu fiksnu taqku.

Primjer 2.15 Neka je X = [0;1] sa standardnom metrikom d(x;y) = jx � yj. Defi-
niximo T(x) =

p
x; x 2 [0;1]. Oqigledno, T nije Banaqova kontrakcija. Naime, za

x;y blizu nule vrijedi

jT(x) � T(y)j
jx � yj

=
j
p

x �
p

yj
jx � yj

=
1

p
x +

p
y

! + 1 kad x;y ! 0+ :

Dakle, Lipxic konstanta ne postoji i T nije Banahova kontrakcija.

Me�utim, za x;y 2 [0;1] dobijamo

d(Tx;Ty) = j
p

x �
p

yj2 � j x � yj � ' (d(x;y)) ; gdje je' (t) =
p

t; t � 0:

Primijetimo da je ' desno poluneprekidna i da vrijedi ' (t) < t za svakot 2 (0;1).
Dakle, T je Bojd{Vong kontrakcija.

Definicija 2.10 (Jung [90]) Za f;g : X ! X ka�emo da qine Jungov kontrakcioni
par ako

d(fx;fy ) � � d (gx;gy) (8x;y 2 X )

za neki � 2 [0;1).

Teorema 2.16 (Jung [90]) Neka je (X;d) kompletan. Ako f;g : X ! X komutiraju,
f (X ) � g(X ) i (f;g ) je Jungov kontrakcioni par, tada f i g imaju jedinstvenu
zajedniqku fiksnu taqku x � .

Primjer 2.16 Uzmimo X = [0;1 ), g(x) = 2 x, f (x) = 3
2x. Tada f (X ) � g(X ) i

fg = gf . Za svex;y vrijedi

d(fx;fy ) = 3
2 jx � yj � 0:8 � 2jx � yj = � d (gx;gy) ( � = 0:8 < 1):

Po Jungovoj teoremi, postoji jedinstvena zajedniqka fiksna taqka x � = 0.
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Definicija 2.11 (Gereti [91]) Preslikava�e T : X ! X je Geretijeva kontrak-
cija ako postoji � : [0;1 ) ! [0;1) sa svojstvom:

� (tn ) ! 1 ) tn ! 0;

takva da za sve x;y 2 X vrijedi

d(Tx;Ty) � �
�
d(x;y)

�
d(x;y):

Teorema 2.17 (Gereti [91]) Geretijeva kontrakcija ima jedinstvenu fiksnu taqku
na kompletnom metriqkom prostoru.

Primjer 2.17 (Gereti [91]) Neka jeX = [0;1 ) i T(x) =
x

1 + x
. Za t = jx � yj vrijedi

jT(x) � T(y)j =
jx � yj

(1 + x)(1 + y)
�

t
1 + t

= � (t) t; � (t) =
1

1 + t
:

Jasno je � : [0;1 ) ! (0;1] i ako � (tn ) ! 1 onda tn ! 0. Dakle, T je Geretijeva
kontrakcija i jedinstvena fiksna taqka je 0.

Definicija 2.12 (Interpolativna Kananova kontrakcija [92]) Neka je (X;d) me-
triqki prostor. Preslikava�e T : X ! X interpolativna Kananova kontrakcija
ako postoje konstante � 2 [0;1) i � 2 (0;1) takve da

d(Tx;Ty) � � [d(x;Tx)]� � [d(y;Ty)] 1� � ; 8x;y 2 X:

Teorema 2.18 (Karapinar [92]) Neka je (X;d) kompletan metriqki prostor i T :
X ! X interpolativna Kananova kontrakcija, tj. postoje � 2 [0;1) i � 2 (0;1)
takvi da

d(Tx;Ty) � � [d(x;Tx)]� � [d(y;Ty)] 1� � ; 8x;y 2 X:

Tada T ima jedinstvenu fiksnu taqku x � 2 X .

Primjer 2.18 ( [92]) Uzmimo skup X = f x;y;z;wg sa metrikom d datom:

d(x;x) = d(y;y) = d(z;z) = d(w;w) = 0 ;

d(x;y) = 3 ; d(x;z) = 4 ; d(y;z) = 3
2 ;

d(x;w) = 5
2 ; d(y;w) = 2 ; d(z;w) = 3

2 :

Neka je preslikava�e T : X ! X definisano sa

T(x) = w; T(y) = x; T (z) = y; T(w) = x:

Tada T nije Kananova kontrakcija, ali za � = 1
8 i � = 9

10 vrijedi interpolativna
nejednakost

d(Tu;Tv) � � [d(u;Tu)]� [d(v;Tv)]1� � ; 8u;v 2 X;

pa je T interpolativna Kananova kontrakcija, a jedinstvena fiksna taqka je x.
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Teorema 2.19 (Suzuki [93,94]) Neka je (X;d) kompletan i T : X ! X takvo da za
svakax;y 2 X vrijedi implikacija

1
2

d(x;Tx) < d (x;y) =) d(Tx;Ty) � � d (x;y) za neki � < 1:

Tada T ima jedinstvenu fiksnu taqku i Pikarove iteracije konvergiraju.

Primjer 2.19 Na intervalu [0;1] definiximo preslikava�e

T(x) =

8
<

:

x
2

; x < 1;

0; x = 1:

Dakle, T nije Banahova kontrakcija. Ipak, zadovo	ava Suzukijev uslov: za x = 1
imamo 1

2 d(x;Tx) < d (x;y) odnosno1
2 � 1 < j1 � yj, tj. y < 1

2 ; tada

jT(1) � T(y)j =
y
2

�
1
2

j1 � yj;

pa uslov vrijedi (npr. sa � = 1
2). Za ostale parove (x;y) provjera je trivijalna.

Motivacija za novi rezulat je doxla iz dva pravca, prvi je posmatra�e fiskne taq-
ke za vixeznaqna preslikava�ae a drugi prelazak sa strogo kontraktivnih uslova
na funkcijske uslove i varijacionu logika (minimizacija do�e poluneprekidnih
funkcionala na kompletnim prostorima). Time se fiksne taqke povezuju sa prin-
cipima optimizacije i stabilnosti.

Teorema 2.20 (Nadler [95]) Ako je (X;d) kompletan, a T : X ! CB(X ) zadovo	ava

H (Tx;Ty) � � d (x;y); � 2 [0;1);

gdje jeH Hauzdorfova metrika, tada postoji x � 2 X sa x � 2 T(x � ).

Primjer 2.20 Na [0;1] posmatramo T(x) = f x
2 ;x+1

2 g. Tada

H (Tx;Ty) = max
n�

� x
2 � y

2

�
� ;

�
� x+1

2 � y+1
2

�
�
o

= 1
2 jx � yj;

pa je uslov zadovo	en za� = 1
2 .

Lema 2.1 (Ekeland [96]) Neka je (X;d) kompletan metriqki prostor i f : X !
(�1 ; + 1 ] do�e poluneprekidna i ograniqena odozdo. Tada postoji x � 2 X takav da

f (x � ) � f (y) + d(y;x� ) za svaki y 2 X:

Teorema 2.21 (Karisti [97]) Neka je (X;d) kompletan metriqki prostor i ' :
X ! [0;1 ) do�e poluneprekidna. Ako preslikava�e T : X ! X ispu�ava

d(x;Tx) � ' (x) � ' (Tx) za svaki x 2 X; (2.1)

ondaT ima fiksnu taqku.
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Napomena 2.5 Ako je T Banahova kontrakcija sa koeficijentom � 2 (0;1), uzmimo

' (x) :=
1

1 � �
d(x;Tx):

Tada je

' (x) � ' (Tx) =
d(x;Tx) � d(Tx;T 2x)

1 � �
�

(1 � � ) d(x;Tx)
1 � �

= d(x;Tx):

Dakle (2.1) vrijedi, pa je Banahov princip poseban sluqaj Karistijeve teoreme.

Karistijeva teorema i Ekelandov varijacioni princip me�usobno su ekvivalentni.

Napomena 2.6 Za F -kontrakcije, koje je uveo Vardovski [98] i koje predstav	aju
jedno od najznaqajnijih savremenih proxire�a Banahovog principa, izdvajamo po-
sebno poglav	e u kojem �e biti deta	no razmotrene �ihove osobine i primjene.

2.1.1 Proxire�e Hardi-Ro
ers kontrakcije

Gornicki [80,99,100] je proxirio Kananovu kontrakciju razmatraju�i opxtije uslo-
ve koji uk	uquju kompaktnost i asimptotsku regularnost preslikava�a, pri qemu
je napustio ograniqe�e parametra iz klasiqne definicije. Dodatno je pokazao da i
u ovim relaksiranim okolnostima va�i postoja�e i jedinstvenost fiksne taqke, uz
precizne procjene brzine konvergencije Pikarovih iteracija. Na osnovu navedenog,
uvodimo novu definiciju koja proxiruje klasiqni uslov i omogu�ava dobija�e no-
vih rezultata za Hardi{Ro
ersove kontrakcije u kompaktnom metriqkom prostoru.

Definicija 2.13 Neka je(X;d) metriqki prostor i T preslikava�e sa X u samog
sebe. Preslikava�e T je Hardi-Ro
ers tipa ako postoje � 1, � 2,� 3, � 4, � 5 2 [0; + 1 )
takvi da

d(Tx;Ty) � � 1d(x;y) + � 2d(x;Tx) + � 3d(y;Ty) + � 4d(x;Ty) + � 5d(y;Tx); x;y 2 X:

Analogno, T je strogo Hardi-Ro
ers preslikava�e ako postoje � 1, � 2,� 3, � 4, � 5 2
[0; + 1 ) tako da

d(Tx;Ty) < � 1d(x;y) + � 2d(x;Tx) + � 3d(y;Ty) + � 4d(x;Ty) + � 5d(y;Tx) za x 6= y:

Napomena 2.7 Za � 1 < 1 i � 2 = � 3 = � 4 = � 5 = 0 dobijamo Banahovu kontrakciju.
Za � 1 = � 4 = � 5 = 0 i � 2 + � 3 < 1 dobijamo Kananovu kontrakciju, a za � 1 = � 2 =
� 3 = 0 i � 4 + � 5 < 1 dobijamo Qater
inu kontrakciju.

Teorema 2.22 Neka je (X;d) kompletan metriqki prostor i T : X ! X presli-
kava�e Hardi-Ro
ers tipa gdje � 3 + � 4 < 1. Neka su a i b konstante takve da
0 � a < 1 i b > 0. Ako za proizvo	an x 2 X postoji r 2 X tako da

d(r;T r ) � a � d(x;Tx) i d(r;x ) � b� d(x;Tx); (2.2)

tada T ima bar jednu fiksnu taqku.
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Dokaz. Neka je x0 2 X proizvo	no. Iz (2.2) postoji x1 u X tako da

d(x1;Tx1) � ad(x0;Tx0) i d(x1;x0) � bd(x0;Tx0):

Sliqno, postoji x2 tako da

d(x2;Tx2) � ad(x1;Tx1) i d(x2;x1) � bd(x1;Tx1):

Na osnovu prethodnog mo�emo konstruisati niz f xng � X koji zadovo	ava

d(xn+1 ; Txn+1 ) � ad(xn ;Txn ) i d(xn+1 ;xn ) � bd(xn ;Txn );

za svakon 2 N. Iz

d(xn+1 ;xn ) � bd(xn ;Txn ) � anbd(x0;Tx0)

lako zak	uqujemo da je f xng Koxijev niz u X pa na osnovu kompletnosti X postoji
x � 2 X tako da

lim
n! + 1

xn = x � :

Da	e slijedi

d(x � ;Tx� ) � d(x � ;xn ) + d(xn ;Tx� ) � d(x � ;xn ) + d(xn ;Txn ) + d(Txn ;Tx� )

� d(x � ;xn ) + d(xn ;Txn ) + � 1d(xn ;x � ) + � 2d(xn ;Txn ) + � 3d(x � ;Tx� )

+ � 4d(xn ;Tx� ) + � 5d(x � ;Txn )

� (1 + � 1)d(x � ;xn ) + (1 + � 2)d(xn ;Txn ) + � 3d(x � ;Tx� )

+ � 4
�
d(xn ;x � ) + d(x � ;Tx� )

�
+ � 5

�
d(x � ;xn ) + d(xn ;Txn )

�

� (1 + � 1 + � 4 + � 5)d(x � ;xn ) + (1 + � 2 + � 5)d(xn ;Txn ) + ( � 3 + � 4)d(x � ;Tx� );

odnosno

d(x � ;Tx� ) �
1 + � 1 + � 4 + � 5

1 � � 3 � � 4
d(x � ;xn ) +

1 + � 2 + � 5

1 � � 3 � � 4
d(xn ;Txn )

�
1 + � 1 + � 4 + � 5

1 � � 3 � � 4
d(x � ;xn ) +

1 + � 2 + � 5

1 � � 3 � � 4
and(x0;Tx0) ! 0

kada n ! + 1 i imamo Tx� = x � tj. x � je fiksna taqka preslikava�a T. �

U s	ede�oj teoremi posmatramo kompaktni metriqki prostor i strogo Hardi-Ro
ers
neprekidno preslikava�e.

Teorema 2.23 Neka je(X;d) kompaktan metriqki prostor i T : X ! X neprekidno
preslikava�e. Ako je T strogo Hardi-Ro
ers preslikava�e i � 1+ � 2+ � 3+ � 4+ � 5 � 1
tada T ima fiksnu taqku x � , tj. za svako x 2 X iterativni niz f Tnxg konvergira
x � .

Dokaz. Funkcija g : X ! [0; + 1 ), g(x) = d(x;Tx) je neprekidna i prostor X je
kompaktan pa postoji x � 2 X takvo da f (x � ) = inf f g(x) : x 2 X g. Iz pretpostavke
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x � 6= Tx� slijedi

d(Tx� ;T2x � ) <� 1d(x � ;Tx� ) + � 2d(x � ;Tx� ) + � 3d(Tx� ;T2x � )

+ � 4d(x � ;T2x � ) + � 5d(Tx� ;Tx� )

< (� 1 + � 2)d(x � ;Tx� ) + � 3d(Tx� ;T2x � ) + � 4
�
d(x � ;Tx� ) + d(Tx� ;T2x � )

�

=( � 1 + � 2 + � 4)d(x � ;Tx� ) + ( � 3 + � 4)d(Tx� ;T2x � );

odnosno

d(Tx� ;T2x � ) <
� 1 + � 2 + � 4

1 � � 3 � � 4
d(x � ;Tx� ) (2.3)

Na osnovu simetrije � 2 sa � 3 i � 4 sa � 5 u (2.3) dobijamo

d(Tx� ;T2x � ) <
� 1 + � 3 + � 5

1 � � 2 � � 5
d(x � ;Tx� ):

Kako je

min
�

� 1 + � 2 + � 4

1 � � 3 � � 4
;
� 1 + � 3 + � 5

1 � � 2 � � 5

�
� 1

imamo
g(Tx� ) = d(Tx� ;T2x � ) < d (x � ;Tx� ) = g(x � ):

Kontradikcija. Prema tome, x � je jedinstvena fiksna taqka.
Za drugi, dio dokaza definiximo niz xn = Tnx. S obzirom da je sluqaj x = x �

trivijalan pretpostavimo da je x 6= x � . Da	e imamo

d(Tn+1 x;T nx) <� 1d(Tnx;T n� 1x) + � 2d(Tnx;T n+1 x) + � 3d(Tn� 1x;T nx)

+ � 4d(Tnx;T nx) + � 5d(Tn� 1x;T n+1 x)

< (� 1 + � 3 + � 5)d(Tnx;T n� 1x) + ( � 2 + � 5)d(Tnx;T n+1 x):

Slijedi d(Tn+1 x;T nx) < kd (Tnx;T n� 1x) < d (Tnx;T n� 1x) < : : : < d (Tx;x); gdje je

k = min
�

� 1 + � 2 + � 4

1 � � 3 � � 4
;
� 1 + � 3 + � 5

1 � � 2 � � 5

�
:

Zak	uqujemo da je niz zn = d(Tn+1 x;T nx) nenegativan i opadaju�i odnosno konver-
gentan. Pretpostavimo lim

n! + 1
zn = z > 0. Iz kompaktnosti X , niz f Tnxg sadr�i

konvergentan podniz f Tn i xg tako da Tn i x ! r 2 X za i ! + 1 .
Dakle 0 < z = lim

i ! + 1
d(Tn i +1 x;T n i x) = d(T r;r ) tj. r 6= x � . Xtavixe, iz (2.3)

z = lim
i ! + 1

(Tn i +2 x;T n i +1 x) = d(T2r;T r ) < d (T r;r ) = z;

xto je nemogu�e, pa slijedi z = 0 i limn! + 1 d(Tn+1 x;x � ) � z = 0. Konaqno, dobijamo
da niz Tn+1 x konvergira x � .

�
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2.1.2 Fiksna taqka u b-metriqkim prostorima

U nastavku dajemo pregled rezultata iz teorije fiskne taqke u b-metriqkim prosto-
rima. Za rezultate u ostalim generalizacijama pogledati [101{105].

Pojam kvazimetriqkog prostora, koji �e kasnije biti poznat kao b-metriqki pro-
stor, razmatran je poqetkom osamdesetih godina. U radu Vulpea i saradnika [10]
analizirana je topoloxka struktura kvazimetriqkih prostora. Iako u tom periodu
jox nisu formulisani rezultati o fiksnim taqkama u takvim prostorima, otvorena
su vrata za da	a istra�iva�a. Prvi rezultat o fiksnoj taqki u ovom okviru dao
je I. A. Bahtin (1989) [12]. On je uveo termin

"
skoro metriqki prostor" i dokazao

verziju Banahovog principa kontrakcije. �egov rezultat pokazuje da i u opxtijem
okru�e�u, gdje nejednakost trougla vrijedi samo do odre�enog koeficijenta K � 1
kontraktivna preslikava�a i da	e imaju jedinstvenu fiksnu taqku u kompletnom
prostoru. Na ovaj naqin Bahtin je generalizovao Banahov princip i postavio teme-
	e budu�ih istra�iva�a.

Tokom devedesetih godina dolazi do intenzivnog razvoja. Stefan Qervik (1993) [9],
nezavisno od Bahtina, uvodi termin

"
b-metriqki prostor" i daje niz rezultata

o fiksnim taqkama u ovom kontekstu. �egov rad predstav	a prekretnicu jer je
pokazao da Banahov princip kontrakcije mo�e biti formulisan i dokazan u b-
metriqkim prostorima, uk	uquju�i i ' -kontrakcije. U istom periodu, Vasile Be-
rinde (1993) [106] nezavisno proxiruje Bahtinove rezultate na xire klase kontrak-
tivnih uslova. Kasnije, 1996. godine, Berinde [107] razmatra iterativne nizove ope-
ratora u kvazimetriqkim prostorima i �ihovu konvergenciju ka fiksnim taqkama.
Godine 1997. objav	uje monografiju [108] u kojoj sistematizuje i proxiruje poznate
rezultate o uopxtenim kontrakcijama, uk	uxuju�i i one u b-metriqkim prostori-
ma. Krajem decenije, Qervik (1998) [28] xiri okvir na vixeznaqna preslikava�a i
dokazuje da i u ovom kontekstu postoje fiksne taqke.

Poqetkom milenijuma istra�iva�a privremeno usporavaju. Qervik zajedno sa Dlu-
tekom i Singom (2001) razmatra stabilnost iterativnih procedura u b-metriqkim
prostorima [109]. Obnova interesova�a dolazi sredinom decenije kada Sing, Batna-
gar i Mixra (2005) dokazuju teoremu o fiksnoj taqki za klasu uopxtenih vixeznaq-
nih kontrakcija [110]. Krajem 2000-ih Boriceanu (2008) [111] i Olatinvo (2008) [112]
proxiruju teoriju na hibridna preslikava�a, xto znaqajno xiri okvir.

U narednoj deceniji slijedi pravi procvat. Paqurar (2010) [113] ukla�a tehniq-
ko ograniqe�e pretpostavke o ograniqenosti orbite, qime su rezultati Bahtina i
Qervika dodatno proxireni. Ajdi, Bota, Karap=nar i Moradi (2012) [114] dokazuju
zajedniqku teoremu o fiksnoj taqki za slabe ' -kontrakcije, a Roxan i saradnici
(2013) [115] razmatraju ( ;' )-kontraktivne uslove u ure�enim b-metriqkim prosto-
rima.

U istom periodu aktivno doprinose i doma�i autori: Radenovi� i saradnici ra-
zvijaju varijante Kananovih, Rajhovih i interpolativnih kontrakcija [116], dok
Mitrovi� i Aran�elovi� obra�uju primjene u diferencijalnim jednaqinama i nu-
meriqkim metodama [117, 118]. Karapinar u sarad�i sa doma�im autorima, obja-
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v	uje veliki broj radova i sistematizuje (' �  )-kontrakcije, interpolativne i
F -kontrakcije u ovom okviru.

Ulaskom u 2020-e, istra�iva�a postaju jox raznovrsnija. Qervik (2021) pokazuje
da Brauerova i Xauderova teorema o fiksnoj taqki mogu biti uspjexno dokazane u
b-metriqkim prostorima [119]. Ajdi, Karapinar, Mitrovi�, Radenovi� i Aran�elo-
vi� doprinose razvoju novih kontrakcija (npr. F -kontrakcija, simulacione funk-
cije) i xire�u na parcijalne i proxirene b-metriqke prostore [120{125]. �ihovi
rezultati pokazuju kako ovaj koncept ima znaqajan potencijal za primjene u dife-
rencijalnim i integralnim jednaqinama, optimizaciji i analizi fraktala. Na taj
naqin, b-metriqki prostori su tokom posled�ih decenija postali prirodan okvir
za gotovo sve klasiqne i moderne varijante teorema o fiksnim taqkama.
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3. Procjene rastoja�a i kriteri-
jumi konvergencije u b-metriqkim
prostorima

U ovoj glavi dajemo procjenu rastoja�a d(xn ;x � ) za iterativni niz u b-metriqkom
prostoru koji ispu�ava kontraktivni uslov d(xn+1 ;xn ) � � d (xn ;xn� 1), za svako
n 2 N, gdje je � 2 (0;1). Kao pos	edicu dobijamo novi dokaz konvergencije ite-
rativnog niza i procjenu za Banahovu, Rajhovu i Kananovu kontrakciju.
Jedna od pos	edica Banahovog stava o kontrakcijama [8] je apriorna i aposterior-
na ocjena Pikarovog iterativnog niza. Apriorna ocjena se koristi na poqetku za
procjenu broja koraka neopodnih za dobija�e date taqnosti. Aposteriorna procjena
mo�e se iskoristi u me�ukoracima za procjenu brzine konvergencije u odnosu na
predlo�enu sa apriornom procjenom.

Pos	edica 3.1 (Banah [8]) Neka je T : X ! X kontrakcija na kompletnom me-
triqkom prostoru X , x0 poqetna taqka Pikarovog iterativnog niza xn+1 = Txn

i x � fiksna taqka preslikava�a T. Vrijede s	ede�e procjene

(i) d(xn ;x � ) �
� n

1 � �
� d(x0;x1)(apriorna);

(ii ) d(xn+1 ;x � ) �
�

1 � �
� d(xn ;xn+1 )(aposteriorna);

za svakon 2 N.

Posebna pa��a u savremenom istra�iva�u posve�ena je razvoju raznih nejednakosti
i kontraktivnih uslova, kao i metoda za precizne procjene grexaka, qime se obez-
bje�uje dub	e razumijeva�e konvergencije Pikarovih nizova i stabilnosti itera-
tivnih procesa u b-metriqkim prostorima [59,72,126{136]. Me�u prvim znaqajnijim
rezultatima nakon Qervikovog rada [9] istiqe se doprinos Singa, Krola i Qervi-
ka [126] u kojem su uvedene nove aproksimativne procjene ub-metriqkim prostorima,
qime je unaprije�ena analiza konvergencije iterativnih procesa.

Lema 3.1 [126] Neka je(X;d) b-metriqki prostor sa konstantom s � 1 i neka je
f xngn2 N � X niz za koji postoji � 2

�
0;1

s

�
takav da

d(xn+1 ;xn+2 ) � � d (xn ;xn+1 ) za svakon 2 N:

Tada je niz f xng Koxijev.
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Kako je prethodna lema imala ograniqe�a jer je zavisila od konstante s i nije da-
vala dovo	no precizan kriterijum za Koxijeve nizove, Suzuki [127] je ovu slabost
otklonio i dokazao osnovnu nejednakost u b-metriqkim prostorima, qime je obezbi-
jedio jaqi uslov za iterativne i Koxijeve nizove.

Lema 3.2 ( [127]) Neka je(X;d) b-metriqki prostor sa konstantom s � 1. Za svaki
n 2 N i svaku (x0; : : : ;xn ) 2 X n+1 vrijedi

d(x0;xn ) � s f (n)
n� 1X

j =0

d(x j ;x j +1 ): (3.1)

U prethodnoj lemi koristimo funkciju

f : N ! N [ f 0g; f (n) = �
�
� log2 n

�
;

tako da je f (1) = 0 , f (2) = 1 , f (3) = f (4) = 2 , f (5) = � � � = f (8) = 3 , itd.

Dokaz. ( [127]) Tvrdimo da za svako n vrijedi 2f (n)� 1 < n � 2f (n) . Za n = 1 je (3.1)
oqigledno. Pretpostavimo da (3.1) vrijedi za svako n � 2k za nekok � 0 i uzmimo
n gdje 2k < n � 2k+1 . Tada je f (n) = k + 1, f (2k) = k i f (n � 2k) � k. Primjenom
nejednakosti trougla na razlaga�e kroz taqku x2k i iz induktivne pretpostavke
dobijamo

d(x0;xn ) � s d(x0;x2k ) + s d(x2k ;xn )

� s � s f (2k )
2k � 1X

j =0

d(x j ;x j +1 ) + s � s f (n� 2k )
n� 1X

j =2 k

d(x j ;x j +1 )

� sk+1
n� 1X

j =0

d(x j ;x j +1 ) = s f (n)
n� 1X

j =0

d(x j ;x j +1 );

qime je dokaz zavrxen. �

Napomena 3.1 Za s = 1 (obiqan metriqki prostor) (3.1) se svodi na trivijal-
nu ocenud(x0;xn ) �

P n� 1
j =0 d(x j ;x j +1 ). Za s > 1 k	uqan je logaritamski eksponent

f (n) = �b� log2 nc, dobijen diadiqkom dekompozicijom puta x0 ! xn .

Lema 3.3 ( [127]) Neka je (X;d) b-metriqki prostor sa konstantom s � 1, i neka
je f xngn2 N � X niz za koji postoji r 2 [0;1) tako da

d(xn+1 ;xn+2 ) � r d(xn ;xn+1 ); 8n 2 N: (3.2)

Tada je niz f xng Koxijev.

Dokaz. ( [127]) Ako je r = 0, tvr�e�e je oqigledno, pa pretpostavimo r > 0. Izabe-
rimo ` 2 N tako da je s r2`

< 1. Neka je m > n .
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1� m � n + 2 ` . Iz (3.1) za segment (xn ; : : : ;xm ) i iz (3.2) zak	uqujemo

d(xn ;xm ) � s f (m� n)
m� 1X

j = n

d(x j ;x j +1 ) � s`
1X

j = n

r j � 1d(x1;x2) = s` r n d(x1;x2)
r (1 � r )

:

2� m > n +2 ` . Uvrstimo � =
�

m� n
2`

�
i primjenimo nejednakost trougla u blokovima

du�ine 2` , a zatim i (3.2). Dobijamo

d(xn ;xm ) �
� � 1X

i =0

s i +1 d
�

xn+ i 2` ; xn+( i +1)2 `

�
+ s� d

�
xn+ � 2` ; xm

�

�
� � 1X

i =0

s i + `+1 r n+ i 2`
C + s� + ` r n+ � 2`

C � r n C
1X

i =0

s i + `+1 r i 2`

= r n C
s`+1

1 � s r2` ;

gde jeC =
d(x1;x2)
r (1 � r )

.

U oba sluqaja d(xn ;xm ) ! 0 kad n ! 1 , pa je f xng Koxijev.

�

Uporedo sa Suzukijevim doprinosom, rad Mikuleskog i Mihaila [128] donosi no-
ve procjene za iterativne nizove u b-metriqkim prostorima i predstav	a polaznu
taqku za naxe da	e istra�iva�e [137].

Lema 3.4 ( [128]) Za svaki niz f xngn2 N elemenata b-metriqkog prostora (X;d;s)
vrijedi nejednakost

d(x0; xk) � sn
k� 1X

i =0

d(x i ; x i +1 )

za svakon 2 N i svako k 2 f 1; 2; 3; : : : ; 2n � 1; 2ng.

Dokaz. ( [128]) Tvr�e�e �emo dokazati principom matematiqke indukcije. Oznaqimo
sa P(n) tvr�e�e: d(x0; xk) � sn

P k
i =0 d(x i ; x i +1 ) za svako n 2 N i svako k 2

f 1; 2; 3; : : : ; 2n � 1; 2ng. Tvr�e�a P(0) i P(1) su oqigledna, pa preostaje da doka�emo
P(n) ) P(n + 1) . Uoqimo da za svakok 2 f 1; 2; 3; : : : ; 2n � 1; 2ng, imamo

d(x0; xk)
P (n)
� sn

k� 1X

i =0

d(x i ; x i +1 ) � sn+1
k� 1X

i =0

d(x i ; x i +1 ):

Sa druge strane, za svakok 2 f 2n + 1; 2n + 2; : : : ; 2n+1 � 1; 2n+1 g, vrijedi

d(x0; xk) � s(d(x0; x2n ) + d(x2n ; xk))
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P (n)
� s

0

@sn
2n � 1X

i =0

d(x i ; x i +1 ) + sn
k� 1X

i =2 n

d(x i ; x i +1 )

1

A = sn+1
k� 1X

i =0

d(x i ; x i +1 ):

pa je navedena implikacija taqna. �

Lema 3.5 ( [128]) Svaki niz f xngn2 N elemenata iz b-metriqkog prostora (X;d;s),
koji ima osobinu da postoji 
 2 [0;1) tako da

d(xn+1 ; xn ) � 
d (xn ; xn� 1);

za svakon 2 N je Koxijev.

Dokaz. ( [128]) Kao prvo primijetimo da je

d(xn+1 ; xn ) � 
 nd(x1; x0); (3.3)

za svakon 2 N.

Oznaqimo sap = blog2 kc. Za svakom; k 2 N imamo

d(xm+1 ; xm+ k) � sd(xm+1 ; xm+2 ) + sd(xm+2 ; xm+ k)

� sd(xm+1 ; xm+2 ) + s2d(xm+2 ; xm+2 2 ) + s2d(xm+2 2 ; xm+ k)

� sd(xm+1 ; xm+2 ) + s2d(xm+2 ; xm+2 2 ) + s3d(xm+2 2 ; xm+2 3 ) + s3d(xm+2 3 ; xm+ k)
...

�
pX

n=1

snd(xm+2 n � 1 ; xm+2 n ) + sp+1 d(xm+2 p ; xm+ k)

�
pX

n=1

s2n

0

@
m+2 n � 1 � 1X

i = m

d(x2n � 1+ i ; x2n � 1+ i +1 )

1

A + s2(p+1)

0

@
m+ k� 2p � 1X

i = m

d(x2p + i ; x2p + i +1 )

1

A

�
p+1X

n=1

s2n

0

@
m+2 n � 1 � 1X

i = m

d(x2n � 1+ i ; x2n � 1+ i +1 )

1

A
(3.3)
� d(x0; x1)

p+1X

n=1

s2n

0

@
2n � 1 � 1X

i =0


 m+2 n � 1+ i

1

A

�
d(x0; x1)
 m

1 � 


p+1X

n=1

s2n 
 2n � 1
= 
 m d(x0; x1)

1 � 


p+1X

n=1


 2n log
 s+2 n � 1
:

Kako je limn!1 (2n log
 s+2 n� 1 � n) = 1 , postoji n0 2 N tako da 2n log
 s+2 n� 1 � n �
M , tj. 
 2n log
 s+2 n � 1

� 
 M 
 n za svako n 2 N, n � n0, pa je red
P 1

n=1 
 2n log
 s+2 n � 1

konvergentan. Ako oznaqimo �egovu sumu saS dobijamo

d(xm+1 ; xm+ k) � 
 m d(x0; x1)S
1 � 


;

za svakom; k 2 N. Iz limn!1 
 n = 0 zak	uqujemo da je niz f xngn2 N Koxijev. �
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Napomena 3.2 Iz Leme 3:5 dobijamo da je niz f xng Koxijev ako postoji c 2 [0; + 1 )
i � 2 [0; 1) tako da

d(xn+1 ; xn ) � � n � c (3.4)

za svakon 2 N.

Naredni znaqajan niz rezultata u oblasti b-metriqkih prostora dat je u radovima
grupe autora [72, 130, 138] u kojima su razra�ene dodatne procjene i modifikacije
klasiqnih principa kontrakcije. U radu [138] Mitrovi� polazi se od opxte pret-
postavke o sma�e�u sukcesivnih uda	enosti:

d(xn+1 ;xn ) � � d (xn ;xn� 1); � 2 [0;1); (3.5)

bez direktnog poziva�a na konkretnan operator T. Ova fleksibilnost omogu�ava
primjenu rezultata i van klasiqnog Banahovog okvira, na nizove nastale npr. dis-
kretnim metodama za diferencijalne i integralne jednaqine. U radu [72] Aleksi�,
Mitrovi� i Radenovi� uveli su novije apriorne i aposteriorne procjene za Pika-
rove nizove u b-metriqkim prostorima, qime su dobijeni precizniji kriterijumi
konvergencije i proxire�e rezultata ranijih autora, dok u [130] Mitrovi� daje
procjene za proxirene b-metriqke prostore.

Lema 3.6 ( [138]) Neka je (X;d;b) b-metriqki prostor i neka je f xng niz u X .
Pretpostavimo da postoji � 2 (0;1) takvo da vrijedi

d(xn+1 ;xn ) � �d (xn ;xn� 1); za svakon 2 N:

Ako je n0 2 N tako da n0 > � log b
log � , tada vrijedi:

1: niz f xnn 0 g je Koxijev;

2: d
�

xn ; xn0b n
n 0

c

�
! 0 kadan ! 1 .

Dokaz. [ [138]] Neka jen0 2 N takvo da je n0 > � log b
log � . Oznaqimo sa� = � n0 b < 1.

Za svakon 2 N imamo

d(xn+ n0 ;xn ) � bn0
�
d(xn+1 ;xn ) + d(xn+2 ;xn+1 ) + � � � + d(xn+ n0 ;xn+ n0 � 1)

�
:

Iz uslova d(xk+1 ;xk) � �d (xk ;xk� 1) dobijamo induktivno da

d(xk+1 ;xk) � � kd(x1;x0):

Prema tome,

d(xn+ n0 ;xn ) � bn0
�
� n + � n+1 + � � � + � n+ n0 � 1

�
d(x1;x0):

U zagradi je suma geometrijskog niza, pa imamo

d(xn+ n0 ;xn ) �
bn0 � n

1 � �
d(x1;x0):
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3.1. Procjene u b-metriqkim prostorima

Iz definicije � slijedi
d(xn+ n0 ;xn ) � C� n ;

za neku konstantu C > 0. Dakle, podniz f xnn 0 g je Koxijev.

Da	e, za svako n 2 N, vrijedi

d(xn ; xn0bn=n 0c) � d(xn ;xn+1 ) + � � � + d(xn0bn=n 0c; xn0bn=n 0c� 1);

xto zajedno sa prethodnim procjenama daje

d(xn ; xn0bn=n 0c) ! 0 kada n ! 1 :

�

Iz prethodnih lema elegantno dobijamo rezultate Suzukija, Mikuleskog i Mihaila.

Lema 3.7 ( [127], [128])Neka je(X;d;b) b-metriqki prostor i neka je f xng niz u X .
Ako postoji � 2 [0;1) takvo da vrijedi

d(xn+1 ;xn ) � �d (xn ;xn� 1); za svakon 2 N;

tada je f xng Koxijev niz.

Dokaz. Neka je f xng niz u X koji zadovo	ava uslov

d(xn+1 ;xn ) � �d (xn ;xn� 1); za svakon 2 N:

Ako uzmemon0 2 N sa n0 > � log b
log � , primjenom Leme 3.6 dobijamo da je niz f xnn 0 g

Koxijev i da
d(xn ; xn0b n

n 0
c) ! 0:

Poxto je podniz Koxijev, a razlika izme�u xn i odgovaraju�eg qlana podniza te�i
nuli, slijedi da je i cio niz f xng Koxijev. �

Ovim poglav	em izdvojili smo samo dio doprinosa u ovoj oblasti, pa qitaoca
upu�ujemo na radove [139, 140], gdje mo�e prona�i xiri spektar generalizacija i
rezultate koji prevazilaze okvir ovog izlaga�a. U s	ede�em poglav	u dajemo re-
zultate koje smo dobili u kontekstu b-metriqkih prostora a objav	eni su [137].

3.1 Procjene u b-metriqkim prostorima

Za procjenu koju smo dobili u [137] neophodno je uvesti pomo�no tvr�e�e za nizove
u b-metriqkim prostorima.

Lema 3.8 ( [137]) Neka je (X; d; s) kompletan b-metriqki prostor i f xng niz u X .
Ako postoji � 2 [0; 1) tako da

d(xn+1 ; xn ) � �d (xn ; xn� 1); (3.6)
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3.1. Procjene u b-metriqkim prostorima

za svakon 2 N, vrijedi s	ede�a procjena za i < j

d(x i ;x j ) � s� i (1 + s� + : : : + sj � i � 2� j � i � 2 + sj � i � 2� j � i � 1)d(x0;x1) (3.7)

Dokaz. [ [137]] Neka jei;j 2 N i i < j . Iz relaksirane nejednakosti trougla dobi-
jamo

d(x i ;x j ) � s[d(x i ;x i +1 ) + d(x i +1 ;x j )]

� s� i d(x0;x1) + s2[d(x i +1 ;x i +2 ) + d(x i +2 ;x j )]

�
�

s� i + s2� i +1
�

d(x0;x1) + s3[d(x i +2 ;x i +3 ) + d(x i +3 ;x j )]

�
�

s� i + s2� i +1 + s3� i +2
�

d(x0;x1) + s4[d(x i +3 ;x i +4 ) + d(x i +4 ;x j )]

...

� s� i (1 + s� + : : : + sj � i � 2� j � i � 2 + sj � i � 2� j � i � 1)d(x0;x1):

Za s� 6= 1, zbogs > 1 imamo procjenu rastoja�a

d(x i ;x j ) � s� i 1 � (s� ) j � i

1 � s�
d(x0;x1):

�

Sada prelazimo na glavna tvr�e�a o procjeni u b-metriqkim prostorima.

Teorema 3.1 ( [137]) Neka je(X; d; s) kompletan b-metriqki prostor i neka je f xng
niz u X . Pretpostavimo da postoji � 2 [0; 1) takvo da

d(xn+1 ; xn ) � �d (xn ; xn� 1);

za svakon 2 N. Neka je
n0 = min f j 2 N j s� j < 1g: (3.8)

Tada zas� 6= 1

d(xn ; x � ) � Cs2� n0b n
n 0

c

 

1 +
s2

1 � s� n0

!

; (3.9)

gdje jex � = lim
n! + 1

xn i C = sd(x0;x1)
1 � (s� )n0

1 � s�
.

Dokaz. Neka sun; p 2 N. Iz relaksirane nejednakosti trougla dobijamo

d(xn ; xn+ p) � sd(xn ; xn0b n
n 0

c) + s2[d(xn0b n
n 0

c; xn0bn + p
n 0

c) + d(xn0bn + p
n 0

c;xn+ p)]: (3.10)

Iz n0( n
n0

� 1) < n 0b n
n0

c � n0
n
n0

slijedi

0 � n � n0b
n
n0

c < n 0:
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3.1. Procjene u b-metriqkim prostorima

Primjenom Leme 3.8 dobijamo

d(xn ;xn0b n
n 0

c) � s� n0b n
n 0

cd(x0;x1)
1 � (s� )n� n0b n

n 0
c

1 � s�

� s
h
d(xn ;xn0b n

n 0
c+1 ) + d(xn0b n

n 0
c+1 ;xn0b n

n 0
c)

i

� s2
h
d(xn ;xn0b n

n 0
c+2 ) + d(xn0b n

n 0
c+2 ;xn0b n

n 0
c+1 )

i

+ sd(xn0b n
n 0

c+1 ;xn0b n
n 0

c)

...

� sn0 � 1� n� 1d(x0;x1) + sn0 � 2� n� 2d(x0;x1)

+ : : : + s� n0b n
n 0

cd(x0;x1)

= s� n0b n
n 0

cd(x0;x1)
�

1 + s� + : : : + sn� n0b n
n 0

c� 1� n� n0b n
n 0

c� 1
�

Dakle,
d(xn ; xn0b n

n 0
c) � C� n0b n

n 0
c: (3.11)

Na isti naqin dobijamo

d(xn0bn + p
n 0

c; xn+ p) � C� n0bn + p
n 0

c: (3.12)

Iz (3.12) zak	uqujemo da

lim
p! + 1

d(xn0bn + p
n 0

c; xn+ p) = 0 : (3.13)

Da	e, imamo

d(x(n+1) n0 ; xnn 0 ) � sn0
�
d(x(n+1) n0 ; x(n+1) n0 � 1) + � � � + d(xnn 0+1 ; xnn 0 )

�

� sn0

�
� (n+1) n0 � 1 + � � � + � nn 0

�
d(x1; x0)

� sn0 � nn 0
d(x1; x0)

1 � �
:

Odnosno
d(x(n+1) n0 ; xnn 0 ) � C� n ; (3.14)

gdje je � = � n0 : Na osnovu (3.8) dobijamo da je�s < 1. Iz relaksirane nejednakosti
trougla i (3.14) dobijamo

d(xn0b n
n 0

c; xn0bn + p
n 0

c) �

n0bn + p
n 0

c� 2
X

j = n0b n
n 0

c

sj +1 � n0b n
n 0

cd(xn0 j ; xn0 (j +1) )

+ sn0bn + p
n 0

c� 1� n0b n
n 0

cd(xn0 (n0bn + p
n 0

c� 1); xn0bn + p
n 0

c)
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3.1. Procjene u b-metriqkim prostorima

�

n0bn + p
n 0

c� 2
X

j = n0b n
n 0

c

sj +1 � n0b n
n 0

cC� j + Csn0 � 1� n0b n
n 0

c(s� )n0 (bn + p
n 0

c� 1);

pa imamo

lim
p! + 1

d(xn0b n
n 0

c; xn0bn + p
n 0

c) � Cs1� n0b n
n 0

c (s� )n0b n
n 0

c

1 � s�

= Cs
� n0b n

n 0
c

1 � s�
:

Prema tome,

lim
p! + 1

d(xn0b n
n 0

c; xn0bn + p
n 0

c) � Cs
� b n

n 0
c

1 � s� n0
: (3.15)

Iz (3.10), (3.11), (3.12) i (3.15) dobijamo

lim
p! + 1

d(xn ; xn+ p) � Cs� n0b n
n 0

c

 

1 +
s2

1 � s� n0

!

: (3.16)

S druge strane,
d(xn ; x � ) � s[d(xn ; xn+ p) + d(xn+ p; x � )]; (3.17)

pa iz (3.16) i (3.17), ako p ! + 1 , dobijamo (3.9). �

Primjer 3.1 Razmotrimo niz x0 = (1 ;1
2 ; 1

22 ; : : :) u prostoru l 1
2
(poznato da je s = 2).

Prema tome dobijamo

d(xn+1 ;xn ) = d
�

1
2

xn ;xn

�
�

1
2

d(xn ;xn� 1):

Dakle, imamo poseban sluqaj gdje jes� = 1.

Uoqavamo iz primjera 3.1 da Teorema 3.1 ne vrijedi u sluqaju kada je s� = 1, pa �emo
sada dati dokaz gdje taj uslov nije potreban. Novi dokaz prevazilazi prethodni
problem, ali dolazi do sma�e�a preciznosti nejednakosti u pore�e�u sa prvim.

Teorema 3.2 ( [137]) Neka je(X; d; s) kompletan b-metriqki prostor i neka je f xng
niz u X . Pretpostavimo da postoji � 2 (0; 1) takvo da

d(xn+1 ; xn ) � �d (xn ; xn� 1); (3.18)

za svakon 2 N. Neka je
n0 = min f j 2 N j s� j < 1g: (3.19)

Tada

d(xn ; x � ) � Cs2� n0b n
n 0

c

 

1 +
s2

1 � s� n0

!

; (3.20)

gdje jex � = lim n! + 1 xn i C = sn0 d(x1 ;x0 )
1� � .
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3.1. Procjene u b-metriqkim prostorima

Dokaz. ( [137]) Neka sun; p 2 N. Iz relaksirane nejednakosti trougla dobijamo

d(xn ; xn+ p) � sd(xn ; xn0b n
n 0

c) + s2

�
d(xn0b n

n 0
c; xn0bn + p

n 0
c) + d(xn0bn + p

n 0
c;xn+ p)

�
: (3.21)

Iz n0( n
n0

� 1) < n 0b n
n0

c � n0
n
n0

slijedi 0 � n � n0b n
n0

c < n 0. Dakle, imamo

d(xn ; xn0b n
n 0

c) � sn0

h
d(xn ; xn� 1) + � � � + d(xn0b n

n 0
c+1 ; xn0b n

n 0
c)

i

� sn0

�
� n� 1 + � � � + � n0b n

n 0
c)d(x1; x0

�

� sn0 � n0b n
n 0

c d(x1; x0)
1 � �

:

Dakle,
d(xn ; xn0b n

n 0
c) � C� n0b n

n 0
c: (3.22)

Na isti naqin dobijamo

d(xn0bn + p
n 0

c; xn+ p) � C� n0bn + p
n 0

c: (3.23)

Iz (3.23) zak	uqujemo da

lim
p! + 1

d(xn0bn + p
n 0

c; xn+ p) = 0 : (3.24)

Da	e, imamo

d(x(n+1) n0 ; xnn 0 ) � sn0
�
d(x(n+1) n0 ; x(n+1) n0 � 1) + � � � + d(xnn 0+1 ; xnn 0 )

�

� sn0

�
� (n+1) n0 � 1 + � � � + � nn 0 )d(x1; x0

�

� sn0 � nn 0
d(x1; x0)

1 � �
:

Dakle,
d(x(n+1) n0 ; xnn 0 ) � C� n ; (3.25)

gdje je � = � n0 : Upotrebom (3.19) dobijamo da je�b < 1. Iz ( 3b) i (3.25) dobijamo

d(xn0b n
n 0

c; xn0bn + p
n 0

c) �

n0bn + p
n 0

c� 2
X

j = n0b n
n 0

c

sj +1 � n0b n
n 0

cd(xn0 j ; xn0 (j +1) )

+ sn0bn + p
n 0

c� 1� n0b n
n 0

cd(xn0 (n0bn + p
n 0

c� 1); xn0bn + p
n 0

c)

�

n0bn + p
n 0

c� 2
X

j = n0b n
n 0

c

sj +1 � n0b n
n 0

cC� j + Csn0 � 1� n0b n
n 0

c(s� )n0 (bn + p
n 0

c� 1);
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pa imamo

lim
p! + 1

d(xn0b n
n 0

c; xn0bn + p
n 0

c) � Cs1� n0b n
n 0

c (s� )n0b n
n 0

c

1 � s�

= Cs
� n0b n

n 0
c

1 � s�
:

Prema tome,

lim
p! + 1

d(xn0b n
n 0

c; xn0bn + p
n 0

c) � Cs
� b n

n 0
c

1 � s� n0
: (3.26)

Iz (3.10), (3.11), (3.12) i (3.15) dobijamo

lim
p! + 1

d(xn ; xn+ p) � Cs� n0b n
n 0

c

 

1 +
s2

1 � s� n0

!

: (3.27)

S druge strane,
d(xn ; x � ) � s[d(xn ; xn+ p) + d(xn+ p; x � )]; (3.28)

pa iz (3.27) i (3.28), ako p ! + 1 , dobijamo (3.20).

�

Napomena 3.3 Iz (3.16) dobijamo rezultate Mikuleskua i Mihaila [128] i Suzu-
kija [127]. Teorema 3.1 vrijedi i za kvazi b-metriqke prostore.

Napomena 3.4 Neka je(X; d; s) kompletan b-metriqki prostor i neka je T : X ! X
preslikava�e. Ako iterativni niz f Tnxg konvergira za svako x 2 X ka fiksnoj
taqki x � , onda iz (3.9) za dato � > 0 mo�emo odrediti n" 2 N tako da vrijedi

d(xn � ; x � ) � ": (3.29)

Dakle, procjena (3.9)se mo�e koristiti u velikom broju rezultata o fiksnim
taqkama u b-metriqkim prostorima, gdje iterativni f Tnxg konvergira ka fik-
snoj taqki x � . Mo�emo je primeniti na teoreme tipa Banah, Kanan, Qater
a,
Rajh, �iri�, Hardi{Ro
ers, itd. Tako�e, procjena iz (3.9) mo�e se koristiti za
rezultate o zajedniqkim fiksnim taqkama, na primer Jung, kao i za multifunk-
cije, na primjer Nadlerovi rezultati.

Primjer 3.2 (Procena za kontrakcije Banaha, Kanana i Rajha) Kao xto je nave-
deno u Napomeni3.4, procjena se mo�e koristiti u velikom broju rezultata o
fiksnim taqkama u b-metriqkim prostorima.
Najpre odre�ujemon" za Banahovu kontrakciju sa parametrom � 2 (0; 1). Fiksirajmo
" > 0. Tada iz (3.9) dobijamo

Cs2� n0b n
n 0

c

 

1 +
s2

1 � s� n0

!

< ": (3.30)
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Za pos	ed�u nejednakost da bi vrijedila, neophodno je izabrati n � n" , gdje je

n" =
�

log�
" (1 � s� n0 )

Cs2(1 + s2 � s� n0 )

�
: (3.31)

Za Kananovu kontrakciju T : X ! X koja zadovo	ava d(Tx; Ty) � � [d(x;Tx) +
d(y;Ty)], gdje je0 < � < 1

2 , n" dobijamo zamjenom� sa �
1� � u (3.31).

Za Rajhovu kontrakciju T : X ! X , koja zadovo	avad(Tx; Ty) � �d (x;y)+ �d (x;Tx)+

d (y;Ty), gdje su�; �; 
 2 (0; 1) takvi da � + � + 
 < 1, n" dobijamo zamjenom� sa
� + 

1� � u (3.31).

Napomena 3.5 U metriqkom prostoru (X; d) za s = 1 i n0 = 1 iz Teoreme 3.2
dobijamo

d(xn ; x � ) �
� n

1 � �

�
1 +

1
1 � �

�
d(x0; x1); (3.32)

a iz Teoreme 3.1 slijedi

d(xn ; x � ) �
� n (2 � � )

1 � �
d(x0; x1): (3.33)
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4. Polinomske kontrakcije

U prvom dijelu ovog poglav	a uvodimo pojam slabih kontrakcija i dajemo osvrt na
osnovne osobine i odnose sa ostalim vrstama kontrakcija. Da	e, uspostav	amo uslo-
ve pod kojim postoji jedinstvena fiksna taqka slabih kontrakcija. U drugom dijelu
uvodimo polinomske kontrakcije i slabe polinomske kontrakcije u b-metriqkim
prostorima koje su proxire�e datih rezultata slabih kontrakcija. Rezultati do-
bijeni za polinomske kontrakcije u b-metriqkim prostorima su objav	eni u radu
Jungck common �xed point theorem inb-metric spaces with polynomial conditioni tre-
nutno se nalazi na recenziji.

4.1 Slabe kontrakcije

Za razliku od Banahovog stava o kontrakcijama [8] koji zahtijeva da funkcija bude
neprekidna Kananov rezultat iz 1968. godine [79] proxiruje pod odre�enim uslovima
postoja�e fiskne taqke i za prekidna preslikava�a. U narednoj deceniji, brojni su
autori intenzivno istra�ivali raznovrsne kontraktivne uslove koji, iako ne zah-
tijevaju neprekidnost preslikava�a, garantuju egzistenciju i jedinstvenost fiksne
taqke(Kanan, Qater
a, Zamfiresku, �iri�, Rakoq, itd.) [81{84,89,141,142].
Berinde je u radu iz 2003. [143] uveo novu klasu slabih kontrakcija tako da obuhva-
ta klase preslikava�a koje ispu�avaju kontraktivne uslove Banaha [8], Kanana [79],
Qater
e [81] i Zamifireskua [84]. S obzirom da su razvijeni razni neekvivalentni
koncepti slabih kontrakcija [78] u ovom poglav	u posmatra�emo isk	uqivo slabe
kontrakcije po definiciji Berindea.

Definicija 4.1 (Berinde [143]) Neka je (X;d) metriqki prostor. Preslikava�e
T : X ! X je slaba kontrakcija ako postoji konstanta � 2 (0;1) i neko L � 0 tako
da za svakox;y 2 X vrijedi

d(Tx;Ty) � � � d(x;y) + Ld(x;Ty) (4.1)

Napomena 4.1 ( [143]) Iz simetrije metrike i kontraktivnog uslova Berindeove
kontrakcije (4.1) implicitno slijedi i dualni uslov

d(Tx;Ty) � � � d(x;y) + Ld(y;Tx) za svex; y 2 X: (4.2)

Oqigledno, svaka kontrakcija zadovo	ava (4.1) za � = � i L = 0 i prema tome je
slaba kontrakcija.
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4.1. Slabe kontrakcije

Primjer 4.1 ( [144]) Neka je [0;1] jediniqni interval sa standardnom metrikom.
Uzmimo zaT identiqko preslikava�e na segmentu [0;1], tj. Tx = x. Vrijede s	ede�a
tvr�e�a

1: T nije Banahova kontrakcija jer za d(x;y) = jx � yj imamo

jx � yj > � �jx � yj ; za svakox 6= y i 0 < � < 1:

2: T je slaba kontrakcija sa proizvo	nim � 2 (0;1) i L � 1 � � .

3: Skup fiksnih taqaka je qitav segment [0;1].

Iz navedenog primjera jasno uoqavamo da Definicija 4.1 obuhvata xiru klasu pre-
slikava�a od strogih kontrakcija. S	ede�a tvr�e�a pru�aju dodatne primjere.

Stav 4.1 ( [143]) Svaka Kananova kontrakcija je slaba kontrakcija.

Dokaz. Neka T zadovo	ava uslov Kananove kontrakcije. Slijedi

d(Tx; Ty) � b[d(x; Tx) + d(y; Ty)] �

� bf [d(x; y) + d(y; Tx)] + [ d(y; Tx) + d(Tx; Ty)]g

odnosno
(1 � b)d(Tx; Ty) � bd(x; y) + 2 b� d(y; Tx)

iz qega dobijamo

d(Tx; Ty) �
b

1 � b
d(x; y) +

2b
1 � b

d(y; Tx); za svakox; y 2 X;

tj. za 0 < b < 1
2 , ispu�eni su uslovi Definicije 4.1 gdje � = b

1� b i L = 2b
1� b. Iz

simetrije Kananovog uslova slijedi (4.2). �

Stav 4.2 ( [143]) Svaka Qater
ina kontrakcija je slaba kontrakcija.

Dokaz. Iz uslova Qater
ine kontrakcije imamo

d(x; Ty) � d(x; y) + d(y; Tx) + d(Tx; Ty)

odnosno

d(Tx; Ty) �
c

1 � c
d(x; y) +

2c
1 � c

d(y; Tx):

Prema tome,T je slaba kontrakcija gdje � = c
1� c < 1 (zbogc < 1

2) i L = 2c
1� c � 0. Iz

simetrije Qater
inog uslova slijedi (4.2). �

S	ede�e tvr�e�e je direktna pos	edica Stava 4.1 i Stava 4.2.

Pos	edica 4.1 ( [143]) Svaka kontrakcija Zamfireskua je slaba kontrakcija.
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4.1. Slabe kontrakcije

Stav 4.3 ( [143]) Svaka �iri�eva kvazi-kontrakcija je za 0 < h < 1
2 slaba kontrak-

cija.

Dokaz. ( [143]) Neka jeT : X ! X �iri�eva kvazi-kontrakcija, tj. operator za
koji postoji 0 � h < 1 tako da

d(Tx; Ty) � h � M (x; y); za svakox; y 2 X

gdje
M (x; y) = max f d(x; y); d(x; Tx); d(y; Ty); d(y; Tx); d(Tx; Ty)g:

Neka sux; y 2 X proizvo	ni. Razmatramo pet razliqitih sluqajeva.

Sluqaj 1. M (x; y) = d(x; y) pa su uslovi (4.1) i (4.2) oqigledno ispu�eni za � = h
i L = 0.

Primijetimo da je M (x; y) = M (y; x) pa u narednim sluqajevima �e biti dovo	no
da poka�emo ispu�enost samo jednog od uslova (4.1) ili (4.2).

Sluqaj 2. M (x; y) = d(x; Tx) pa na osnovu nejednakosti trougla imamo

d(Tx; Ty) � hd(x; Tx) � h[d(x; y) + d(y; Tx)];

odnosno (4.1) vrijedi gdje � = h i L = h. Kako je d(x; Tx) � d(x; y)+ d(y; Tx), dobijamo

d(Tx; Ty) �
h

1 � h
d(x; y) +

h
1 � h

d(y; Ty);

za sve� 2 (0; 1), pa i (4.2) tako�e va�i.

Sluqaj 3. M (x; y) = d(y; Ty). Iz simetrije M (x;y) slijedi na osnovu prethodnog
sluqaja.

Sluqaj 4. M (x; y) = d(y; Tx). Oqigledno (4.2) je ispu�eno ali (4.1) je ispu�eno
samo zah < 1

2 . Zaista, iz definicije M (x;y) imamo d(Tx; Ty) � h � d(y; Tx) i

d(y; Tx) � d(y; Ty) + d(Ty; Tx) + d(Tx; x);

pa slijedi

d(Tx; Ty) �
h

1 � h
d(x; y) +

h
1 � h

d(y; Tx);

qime smo dobili (4.1) gdje � = h
1� h < 1 (zbogh < 1

2) i L = h
1� h > 0.

Sluqaj 5. M (x; y) = d(y; Tx) se svodi na prethodni sluqaj. �

Iz narednih primjera mo�emo primjetiti odnos kvazi kontrakcija i slabih kon-
trakcija.

Primjer 4.2 ( [143]) Neka je [0;1] jediniqni interval sa standardnom metrikom.
Uzmimo zaT identiqko preslikava�e na segmentu [0;1], tj. Tx = x. Vrijede s	ede�a
tvr�e�a
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4.1. Slabe kontrakcije

1: T nije �iri�eva kontrakcija jer za M (x;y) = jx � yj imamo

jx � yj > h �jx � yj ; za svakox 6= y i 0 < h < 1:

2: T je slaba kontrakcija sa proizvo	nim � 2 (0;1) i L � 1 � � .

Primjer 4.3 ( [143]) Neka je T : [0;1] ! [0;1] dato sa Tx = 2
3 , za x 2 [0;1) i T1 = 0.

Vrijede s	ede�a tvr�e�a:

1: T je �iri�eva kontrakcija za h 2
�

2
3 ;1

�
;

2: T je slaba kontrakcija za � � 2
3 i L � � ;

Primjer 4.4 ( [143]) Neka je T[0;1] ! [0;1] dato sa Tx = 1
2 , za x 2 [0;1) i T1 = 1.

Vrijede s	ede�a tvr�e�a :

1: T nije �iri�eva kontrakcija niti kontrakcija Zamfireskog.

2: T ima dvije fiksne taqke F ix (T) =
�

1
2 ;1

	
.

3: T nije slaba kontrakcija, iako svaka Pikarova iteracija konvergira fiksnoj
taqki.

Iz Stava 4.3 dobijamo da su kvazi kontrakcije sa 0 � h < 1
2 tako�e slabe kontrakcije.

Ipak, postoje kvazi kontrakcije sa q � 1
2 , koje su tako�e slabe kontrakcije (Primjer

4.3). Prema tomeh < 1
2 , nije potreban uslov da bi kvazi kontrakcija bila slaba kon-

trakcija. Uopxteno �iri�eve kvazi kontrakcije i Berindeove slabe kontrakcije su
nezavisne klase preslikava�a jer ni jedna od �ih ne obuhvata u potpunosti drugu
klasu [144]. Iako predstav	aju mo�ne generalizacije Banahovog principa kontrak-
cije, one to qine u razliqitim pravcima. Postoje i drugi primjeri kontraktivnih
uslova iz kojih proizilaze slabe kontrakcije, za deta	e pogledati [144,145].

Centralni rezultat slabih kontrakcija u kompletnim metriqkim prostorima je dat
s	ede�om teoremom.

Teorema 4.1 ( [143]) Neka je (X; d) kompletan metriqki prostor i T : X ! X
slaba kontrakcija. Vrijede s	ede�a tvr�e�a

1. F ix (T) 6= ; ;

2. Za proizvo	an x0 2 X , Pikarov iterativni niz f xng konvergira ka x � 2
F ix (T);

3. Apriorna i aposteriorna procjena je data sa

d(xn ; x � ) �
� n

1 � �
d(x0; x1); n = 0; 1; 2; : : : (4.3)

d(xn ; x � ) �
�

1 � �
d(xn� 1; xn ); n = 1; 2; : : : (4.4)
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4.1. Slabe kontrakcije

Dokaz. ( [143]) Dokaza�emo daT ima bar jednu fiksnu taqku u X . Odaberimo
x0 2 X proizvo	no i definiximo xn+1 = Txn . Iz (4.1) imamo

d(Txn� 1; Txn ) � � � d(xn� 1; xn );

odnosno
d(xn ; xn+1 ) � � � d(xn� 1; xn ): (4.5)

Koriste�i princip matematiqke indukcije iz (4.5) slijedi

d(xn ; xn+1 ) � � nd(x0; x1); n = 0; 1; 2; : : :

odnosno

d(xn ; xn+ p) � d(xn ; xn+1 ) + d(xn+1 ; xn+2 ) + � � � + d(xn+ p� 1; xn+ p)

� � nd(x0; x1) + � n+1 d(x0; x1) + � � � + � n+ p� 1d(x0; x1)

= � n (1 + � + � � � + � p� 1)d(x0; x1)

=
� n (1 � � p)

1 � �
d(x0; x1); n; p 2 N; p 6= 0:

(4.6)

Kako je 0 � � < 1, iz (4.6) slijedi da je niz f xng Koxijev pa je konvergentan.
Oznaqimo x � = lim n!1 xn : Na osnovu nejednakosti trougla

d(x � ; Tx� ) � d(x � ; xn+1 ) + d(xn+1 ; Tx� )

= d(x � ; Txn ) + d(Txn ; Tx� )

� d(x � ; xn+1 ) + d(xn+1 ; Tx� ) + d(Txn ; Tx� )

pa iz (4.1) slijedi
d(Txn ; Tx� ) � �d (xn ; x � ) + Ld(x � ; Txn )

odnosno

d(x � ; Tx� ) � d(x � ; xn+1 ) + d(xn+1 ; Tx� ) + �d (xn ; x � ) + Ld(x � ; Txn )

� (1 + L)d(x � ; xn+1 ) + �d (xn ; x � )
(4.7)

Puxtaju�i da n ! 1 u (4.7) dobijamo

d(x � ; Tx� ) = 0 ;

tj. x � je fiksna taqka od T.

Procjenu (4.3) dobijemo iz (4.6) kada p ! 1 . Sliqno dokazujemo i procjenu (4.4). �

Napomena 4.2 Prethodna teorema je znaqajno proxire�e klasiqnih rezultata
Banaha, Qater
e, Kanana i Zamfireskog. Mogu�e je uvijek konstruisati Pikarov
iterativni niz i na�i aproksimacije za kriterijum zaustav	a�a iterativnog
procesa slabe kontrakcije. Klasa slabih kontrakcija prema tome pripada klasi
slabih Pikarovih operatora, a tako�e zadovo	ava Banahov orbitalni uslov. Ma�-
kavost u odnosu na klasiqne koncepte je nejedinstvenost fiksne taqke. Naravno,
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4.1. Slabe kontrakcije

dodava�em kontraktivnog uslova na slabe kontrakcije mogu�e je posti�i jedin-
stvenost.

Teorema 4.2 ( [144]) Neka je(X; d) kompletan metriqki prostor, T : X ! X slaba
kontrakcija i parametri a 2 (0;1) i L1 � 0 takvi da

d(Tx;Ty) � a � d(x;y) + L1 � d(x;Tx) za svex;y 2 X: (4.8)

Tada vrijede s	ede�a tvr�e�a

1. F ix (T) = f x � g tj. fiksna taqka je jedinstvena;

2. Za proizvo	an x0 2 X , Pikarov iterativni niz f xng konvergira ka x � ;

3. Apriorna i aposteriorna procjena je data sa

d(xn ; x � ) �
� n

1 � �
d(x0; x1); n = 0; 1; 2; : : : (4.9)

d(xn ; x � ) �
�

1 � �
d(xn� 1; xn ); n = 1; 2; : : : (4.10)

4. Brzina konvergencije Pikarove iteracije je data sa

d(xn ;x � ) � ad(xn� 1;x � ); n = 1;2; : : : (4.11)

Dokaz. Pretpostavimo da T ima dvije razliqite fiksne taqke x � ; y� 2 X . Iz (4.8)
imamo

d(x � ;y� ) � a � d(x � ;y� ) , (1 � a)d(x � ;y� ) � 0:

Slijedi d(x � ;y� ) � 0 xto je u suprotnosti sa pretpostavkom. Da	i dio dokaza je
identiqan kao u Teoremi 4.1. �

Da	e istra�iva�e slabih kontrakcija odvijalo se u smjeru dodava�a sa desne stra-
ne kontraktivnog uslova komparativne funkcije ' .

Definicija 4.2 ( [144]) Preslikava�e ' : R+ ! R+ naziva se komparativna
funkcija ako zadovo	ava s	ede�e uslove

1. ' je monotono rastu�a

2. Niz iteracija ' n (t)1
n=0 konvergira ka nuli za sve t 2 R+ .

Ako ' ispu�ava prvi uslov i red s(t) =
P + 1

k=0 ' k(t) konvergira za svako t 2 R+ tada
za ' ka�emo da je c-komparativna funkcija.

Napomena 4.3 Oqigledno svaka c-komparativna funkcija je komparativna funk-
cija. Tako�e komparativne funkcije ne moraju biti ni linearne ni neprekidne ali
svaka komparativna funkcija je neprekidna u nuli.
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Primjer 4.5 ( [144]) Jedan od najjednostavnijih primjera komparativne funkcije
je

' 1(t) = at; t 2 R+ ; 0 � a < 1:

Za ' 2(t) = t
t+1 ; t 2 R+ imamo da je komparativna funkcija nelinearna i nije c-

komparativna funkcija, dok za

' 3(t) =

(
t
2 ; 0 � t < 1

t � 1
3 ; t � 1;

imamo prekidnu c-komparativnu funkciju.

S	ede�om definicijom uvodimo slabe ' -kontrakcije.

Definicija 4.3 ( [144]) Neka je (X; d) metriqki prostor. Preslikava�e T : X !
X se naziva slaba ' -kontrakcija ako postoje komparativna funkcija ' i neko L � 0
takvi da va�i s	ede�a nejednakost:

d(Tx; Ty) � ' (d(x;y)) + Ld(y; Tx); za svex; y 2 X:

Napomena 4.4 Sve slabe kontrakcije kontrakcije su slabe ' -kontrakcije, gdje
' (t) = �t; t 2 R+ ; � 2 (0;1), ali sve slabe ' -kontrakcije nisu slabe kontrakcije
npr. ' 2 iz Primjera 4.5.

Naredne dvije teoreme nam daju uslove pod kojim postoji fiksna taqka slabe ' -
kontrakcije.

Teorema 4.3 ( [144]) Neka je (X; d) kompletan metriqki prostor i T : X ! X
slaba ' -kontrakcija gdje ' c -komparativna funkcija. Tada:

1. F ix (T) = f x 2 X : Tx = xg 6= ; ;

2. Za bilo koje x0 2 X , Pikarova iteracija f xng1
n=0 definisana sa x0 2 X i

xn+1 = Txn , n = 0; 1; 2; : : : konvergira ka fiksnoj taqki x � operatora T;

3. Va�i s	ede�a procjena:

d(xn ; x � ) � s
�
d(xn ; xn+1 )

�
; n = 0; 1; 2; : : : (4.12)

gdje jes(t) =
P + 1

k=0 ' k(t); t 2 R+ .

Dokaz. Dokaza�emo daT ima bar jednu fiksnu taqku u X . U tom ci	u, neka je
x0 2 X proizvo	an i neka je f xng1

n=0 Pikarova iteracija.

Poxto je T slaba ' -kontrakcija, postoje c-komparativna funkcija ' i neki L � 0,
takvi da

d(Tx; Ty) � '
�
d(x; y)

�
+ L � d(y; Tx); za svex; y 2 X: (4.13)
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Uzmimo x := xn� 1, y := xn u (4.13). Dobijamo

d(xn ; xn+1 ) � '
�
d(xn� 1; xn )

�
; za sven = 1; 2; : : : (4.14)

Poxto ' nije opadaju�a, iz (4.14) imamo

d(xn+1 ; xn+2 ) � '
�
d(xn ; xn+1 )

�

xto induktivno daje

d(xn+ k ; xn+ k+1 ) � ' k
�
d(xn ; xn+1 )

�
; k = 0; 1; 2; : : : (4.15)

Prema nejednakosti trougla imamo

d(xn ; xn+ p) � d(xn ; xn+1 ) + d(xn+1 ; xn+2 ) + � � � + d(xn+ p� 1; xn+ p) (4.16)

� r + ' (r ) + � � � + ' n+ p� 1(r );

gdje smo oznaqili sa r = d(xn ; xn+1 ). Ponovo iz (4.14) nalazimo da

d(xn ; xn+1 ) � ' n
�
d(x0; x1)

�
; n = 0; 1; 2; : : : (4.17)

xto prema svojstvu komparativne funkcije, implicira

lim
n!1

d(xn ; xn+1 ) = 0 : (4.18)

Kako je ' pozitivna, oqigledno je da

r + ' (r ) + � � � + ' n+ p� 1(r ) < s (r ); (4.19)

gdje jes(t) suma reda
P 1

k=0 ' k(r ). Zatim, iz (3.6) i (3.9) dobijamo

d(xn ; xn+ p) � s
�
d(xn ; xn+1 )

�
; n 2 N; p 2 N: (4.20)

Budu�i da je s neprekidna u nuli, (4.16) i (4.19) ukazuju da je f xng1
n=0 Koxijev niz.

Kako je X kompletan, f xng1
n=0 je konvergentan. Neka jex � = lim n!1 xn . Dokaza�emo

da je x � fiksna taqka operatora T. Zaista

d(x � ; Tx� ) � d(x � ; xn+1 ) + d(xn+1 ; Tx� )

= d(xn+1 ; x � ) + d(Txn ; Tx� ):

Iz (4.14) imamo
d(Txn ; Tx� ) � ' (d(xn ; x � )) + Ld(x � ; Txn )

i prema tome
d(x � ; Tx� ) � (1 + L)d(xn+1 ; x � ) + ' (d(xn ; x � )) ; (4.21)

xto vrijedi za sve n � 0. Sada, puxtaju�i n ! + 1 u (4.21) i koriste�i neprekid-
nost funkcije ' u nuli, sledi

d(x � ; Tx� ) = 0 ;
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4.1. Slabe kontrakcije

tj. x � je fiksna taqka operatora T. Procena (4.12) se dobija iz (4.16) puxtaju�i
p ! + 1 . �

Kao i u sluqaju slabih kontrakcija dodava�em uslova se mo�e posti�i jedinstvenost
fiksne takqke.

Teorema 4.4 ( [144]) Neka je(X; d) kompletan metriqki prostor i T : X ! X sla-
ba ' -kontrakcija sa ' c -komparativnom funkcijom. Pretpostavimo da T tako�e
zadovo	ava s	ede�i uslov: postoji komparativna funkcija  i neki L1 � 0 takvi
da

d(Tx; Ty) �  
�
d(x; y)

�
+ L1d(x; Tx); (4.22)

vrijedi za sve x; y 2 X . Tada:

1: T ima jedinstvenu fiksnu taqku, tj. F ix (T) = f x � g.

2: Va�i s	ede�a procjena:

d(xn ; x � ) � s
�
d(xn ; xn+1 )

�
; n = 0; 1; 2; : : : (4.23)

gdje jes(t) =
P + 1

k=0 ' k(t); t 2 R+ .

3: Brzina konvergencije Pikarove iteracije je data sa

d(xn ; x � ) � '
�
d(xn� 1; x � )

�
; n = 1; 2; : : : : (4.24)

Dokaz. ( [144]) Pretpostavimo da postoje dve razliqite fiksne taqke x � ; y� 2 X .
Tada iz (4.22) sa x := x � i y := y� sledi

d(x � ; y� ) �  
�
d(x � ; y� )

�

xto induktivno daje

d(x � ; y� ) �  n
�
d(x � ; y� )

�
; n = 1; 2; : : : : (4.25)

Puxtaju�i n ! + 1 u (4.25) dobijamo

d(x � ; y� ) = 0 ;

tj. x � = y� , xto je kontradikcija. Dakle, T ima jedinstvenu fiksnu taqku. Za dokaz
(4.24), uvrstimo x := x � , y := xn u (4.22) �

U radu [146] �leli, Paqurar i Samet su uveli polinomske kontrakcije u metriqkim
prostorima i uspostavili dvije teoreme od postoja�u fiskne taqke prvo za nepre-
kidno preslikava�e a potom za specijalnu klasu prekidnih preslikava�a. U drugom
dijelu uvo�e�em klase slabo polinomskih kontrakcija dobijena je generalizacija
slabih kontrakcija(Berinde [143,144]). Motivisani rezultatima Berindea [143,144]
i �lelija, Paqurar i Sameta [146] proxirili smo navedene rezultate na klasu b-
metriqkih prostora i pokazali tvr�e�a Jungovog tipa o zajedniqkoj fiksnoj taqki.
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4.2 Polinomske kontrakcije u b-metriqkim pro-
storima

U ovom poglav	u uvodimo klasu polinomskih kontrakcija na b-metriqkim prosto-
rima i ispitujemo uslove za egzistenciju i jedinstvenost zajedniqke fiskne taqke
komutativnih preslikava�a.

Definicija 4.4 Neka je (X;d;s) b-metriqki prostor i T : X ! X preslikava�e.
Za preslikava�e T ka�emo da je polinomska kontrakcija, ako postoji � 2 [0;1),
prirodan broj k � 1 i familija preslikava�a ai : X � X ! [0; + 1 ), i = 0;1; : : : ;k
takva da

kX

i =0

ai (Tx;Ty)di (Tx;Ty) � �
kX

i =0

ai (x;y)di (x;y) (4.26)

za svakox;y 2 X .

Napomena 4.5 Navedena definicija uk	uquje ve�u klasu funkcija od strogih kon-
trakcija jer za k = 1, a0 = 0 i a1 = 1 dobijamo Banahovu kontrakciju u b-metriqkom
prostoru.

Posmatramo teoremu Jungovog tipa o fiksnoj taqki za polinomske kontrakcije:

Teorema 4.5 Neka suT i I komutativna preslikava�a kompletnog b-metriqkog
prostora (X;d;s) u samog sebe koja zadovo	avaju nejednakost

kX

i =0

ai (Tx;Ty)di (Tx;Ty) � �
kX

i =0

ai (Ix;Iy )di (Ix;Iy ) (4.27)

za svex;y 2 X , gdje0 < � < 1. Pretpostavimo da vrijede s	ede�i uslovi:

(i) T je neprekidna polinomska kontrakcija;

(ii ) postoji j 2 f 1;2; : : : ;kg i A j > 0 tako da

aj (x;y) � A j za svex;y 2 X ;

(iii ) slika preslikava�a I sadr�i sliku od T i I je neprekidno;

Tada T i I imaju jedinstvenu zajedniqku fiksnu taqku.

Dokaz. Neka je x0 proizvo	no. Oqigledno Tx0 i Ix 0 su dobro definisani. Iz (iii )
Tx0 2 I (X ), pa uzmimo da jex1 2 X takvo da

Ix 1 = Tx0:

Uopxteno za xn biramo xn+1 takav da

Ix n+1 = Txn :
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Pokaza�emo da jef Ix ng Koxijev niz. Iz (4.27) imamo

d(Ix n ;Ix n+1 ) = d(Txn ;Txn� 1) =
kX

i =0

ai (Txn� 1;Txn )di (Txn� 1;Txn )

� �
kX

i =0

ai (Ix n� 1;Ix n )di (Ix n� 1;Ix n )

= �
kX

i =0

ai (Txn� 2;Txn� 1)di (Txn� 2;Txn� 1)

� � 2
kX

i =0

ai (Ix n� 2;Ix n� 1)di (Ix n� 2;Ix n� 1)

...

� � n
kX

i =0

ai (Ix 0;Ix 1)di (Ix 0;Ix 1) = � nM 0;1

(4.28)

gdje

M 0;1 =
kX

i =0

ai (Ix 0;Ix 1)di (Ix 0;Ix 1):

Kako je
aj (Txn� 1;Txn )dj (Txn� 1;Txn ) � � nM 0;1;

iz (ii ) dobijamo
A j dj (Txn� 1;Txn ) � � nM 0;1;

pa na osnovu (4.28) slijedi

d(Ix n ;Ix n+1 ) = d(Txn� 1;Txn ) � � n
j M

1
j
0;1 (4.29)

Lako uoqavamo da� j 2 [0;1) pa iz Leme 3.5 zak	uqujemo da jef Ix ng Koxijev.

Iz kompletnosti I (X ) postoji u 2 X za koje

lim
n! + 1

Ix n = lim
n! + 1

Txn� 1 = u:

Neprekidnost preslikava�a I , (i ) i komutativnost preslikava�a T i I daju

Iu = I
�

lim
n! + 1

Txn

�
= lim

n! + 1
ITx n = lim

n! + 1
T Ix n = T

�
lim

n! + 1
Ix n

�
= Tu

Neka je sadaw = Tu = Iu , tj.

Tw = T Iu = ITu = Iw:
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Ako Tu 6= Tw iz (4.27) dobijamo

kX

i =0

ai (Tu;Tw)di (Tu;Tw) � �
kX

i =0

ai (Iu;Iw )di (Iu;Iw )

<
kX

i =0

ai (Tu;Tw)di (Tu;Tw)

Prema tomeTu = Tv i Tv = Iv = v pa je w jedinstvena fiksna taqka za preslika-
va�a T i I . �

Napomena 4.6 Ako uvrstimo da je I identiqko preslikava�e dobijamo da je T ne-
prekidna polinomska kontrakcija koja prema Teoremi 4.5 ima jedinstvenu fiksnu
taqku u kompletnom b-metriqkom prostoru.

Stav 4.4 Neka je (X;d;s) b-metriqki prostor i T : X ! X polinomska kontrak-
cija. Pretpostavimo da vrijede s	ede�a tvr�e�a:

(i) a0(x;y) = 0 za svakox;y 2 X ;

(ii ) za svakoi 2 f 1; : : : ;kg postoji B i tako da

ai (x;y) � B i za svakox;y 2 X ;

(iii ) postoji j 2 f 1;2; : : : ;kg i A j > 0 tako da

aj (x;y) � A j za svakox;y 2 X:

Tada preslikava�e T je neprekidno.

Dokaz. Neka za niz f xng � X vrijedi

lim
n! + 1

d(xn ;w) = 0 ; (4.30)

za nekow 2 X . Iz (4.26) dobijamo

kX

i =0

ai (Txn ;Tw)di (Txn ;Tw) � �
kX

i =0

ai (xn ;w)di (xn ;w):

Da	e na osnovu (ii ) i (iii ) slijedi

A j dj (Txn ;Tw) � �
kX

i =1

B i di (xn ;w): (4.31)

Prelaskom na limes n ! + 1 u (4.31) uz primjenu (4.30) imamo

lim
n! + 1

dj (Txn ;Tw) = 0 ;
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xto je ekvivalentno sa
lim

n! + 1
d(Txn ;Tw) = 0 :

Prema tomeT je neprekidno preslikava�e.

�

Iz Teoreme 4.5 i Stava 4.4 zak	uqujemo s	ede�i rezultat.

Pos	edica 4.2 Neka je (X;d;s) kompletan b-metriqki prostor i T : X ! X
polinomska konntrakcija. Pretpostavimo da vrijede s	ede�a tvr�e�a:

(i) a0(x;y) = 0 za svakox;y 2 X ;

(ii ) za svakoi 2 f 1; : : : ;kg postoji B i tako da

ai (x;y) � B i x;y 2 X ;

(iii ) postoji j 2 f 1;2; : : : ;kg i A j > 0 tako

aj (x;y) � A j za svakox;y 2 X:

Preslikava�e T ima jedinstvenu fiksnu taqku w 2 X i za svako x0 2 X , Pikarov
iterativni niz f xng � X konvergira w.

S	ede�i rezultat slijedi direktno iz Pos	edice 4.2.

Pos	edica 4.3 Neka je (X;d;s) kompletan b-metriqki prostor i T : X ! X
preslikava�e u samog sebe. Pretpostavimo da postoje � 2 [0;1), prirodan borj k � 1
i konaqan niz f ai gk

i =1 � (0; + 1 ) tako da:

kX

i =0

ai di (Tx;Ty) � �
kX

i =0

ai di (x;y) (4.32)

za svakox;y 2 X . Tada T ima jedinstvenu fiksnu taqku w 2 X i za svako x0 2
X , Pikarov iterativni niz f xng � X definisan sa xn+1 = Txn za svakon � 0
konvergira w.

Napomena 4.7 Zamjenomk = 1 i a1 = 1 u Pos	edicu 4.3dobijamo Banahovu teoremu
o fiksnoj taqki u b-metriqkim prostorima.

U s	ede�em primjeru navodimo primjenu Teoreme 4.5.

Primjer 4.6 Posmatrajmo prostor

lp =

8
<

:
xn :

+ 1X

n=1

jxn jp < + 1

9
=

;
; p 2 (0;1)
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zajedno sa funkcijom d : lp � lp ! R,

d(xn ;yn ) =

0

@
+ 1X

n=1

jxn � yn jp

1

A

1
p

Navedeni lp prostor je b-metriqki prostor sa s = 2
1
p . Preslikava�a T, I : lp ! lp

definisana sa

T(x1;x2;x3;x4; : : :) =
�

0;
x1

3
;
x2

2
;
x3

2
;
x4

2
: : :

�

I (x) = Id(x)

imaju zajedniqku fiksnu taqku (0,0,0,0,. . . ). Tako�e, T i I su neprekidni i komu-
tativni. Za xn ;yn 2 lp vrijedi

d(Txn ;Tyn ) =
�

jx1 � y1jp

3p
+

jx2 � y2jp

2p
+

jx3 � y3jp

2p
+

jx4 � y4jp

2p
+ � � �

� 1
p

�
�

jx1 � y1jp

2p
+

jx2 � y2jp

2p
+

jx3 � y3jp

2p
+

jx4 � y4jp

2p
+ � � �

� 1
p

�
1
2

d(Ix n ;Iy n ):

Oqigledno
d2(Txn ;Tyn ) �

1
2

d2(Ix n ;Iy n );

pa za a0 = 0, a1 = a2 = 1 slijedi

d(Txn ;Tyn ) + d2(Txn ;Tyn )

�
1
2

�
d(Ix n ;Iy n ) + d2(Ix n ;Iy n )

�

Prema tome, T je polinomska kontrakcija.

Naredni korak u istra�iva�u je pronala�e�e uslova pod kojim postoji fiksna
taqka polinomskih kontrakcija koje nisu neprekidne.

Definicija 4.5 Neka je(X;d;s) b-metriqki prostor. Preslikava�e T : X ! X je
Pikar-neprekidno, ako za svako w;u 2 X vrijedi

lim
n! + 1

d(Tnw;u) = 0 ) lim
n! + 1

d(T(Tnw);Tu) = 0 ;

gdjeT0w = w i Tn+1 w = T(Tnw) za svakon � 0.

Primijetimo da za neprekidno preslikava�e T : X ! X da je T Pikar-neprekidno,
ali obrat ne vrijedi.

Teorema 4.6 Neka je (X;d;s) kompletan b-metriqki prostor i T : X ! X poli-
nomska kontrakcija. Pretpostavimo da vrijede s	ede�a tvr�e�a:
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(i) T je Pikar-neprekidno;

(ii ) postoji j 2 f 1;2; : : : ;kg i A j > 0 tako da

aj (x;y) � A j za svakox;y 2 X:

Tada T ima jedinstvenu fiksnu taqku w 2 X . Xtavixe, za svako x0 2 X , Pikarov
iterativni niz f xng � X konvergira w.

Dokaz. Neka je x0 2 X proizvo	no. Definiximo niz

xn+1 = Txn ; n � 0;

tj.
xn = Tnx0; n � 0:

Iz Teoreme 4.5 zak	uqujemo da je f xng Koxijev pa zbog kompletnosti X postoji
w 2 X tako da

lim
n! + 1

d(Tnx0;w) = 0 :

Iz Pikarove neprekidnosti slijedi

lim
n! + 1

d(Tn+1 x0;Tw) = lim
n! + 1

d(T(Tnx0);Tw) = 0 :

Kako je graniqna vrijednost jedinstvena, w je fiksna taqka od T. Da	i dio dokaza
je sliqan dokazu Teoreme 4.5. �

Kao u sluqaju slabih kontrakcija s	ede�om defnicijom uvodimo slabe polinomske
kontrakcije.

Definicija 4.6 Neka je (X;d;s) b-metriqki prostor i T : X ! X dato pre-
slikava�e. Ka�emo da je T slaba polinomska kontrakcija, ako postoji � 2 [0;1),
prirodan broj k � 1, konaqan niz f L i gk

i =0 2 (0; + 1 ) i familija preslikava�a
ai : X � X ! [0; + 1 ), i = 0; : : : ;k tako da

kX

i =0

ai (Tx;Ty)di (Tx;Ty) � �
kX

i =0

ai (x;y)[di (x;y) + L i di (y;Tx)] (4.33)

za svakox;y 2 X .

Napomena 4.8 Definicija 4.6 uk	uquje polinomske kontrakcije za L i = 0.

Posmatramo Jungovu teoremu o fiksnoj taqki za slabe polinomske kontrakcije:

Teorema 4.7 Neka su T i I komutativna preslikava�a b-metriqkog prostora
(X;d;s) u samog sebe koja ispu�avaju nejednakost

kX

i =0

ai (Tx;Ty)di (Tx;Ty) � �
kX

i =0

ai (Ix;Iy )[di (Ix;Iy ) + L i di (Iy;Tx )] (4.34)
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za svakox;y 2 X , gdje je0 < � < 1. Pretpostavimo da vrijede s	ede�a tvr�e�a:

(i) T je neprekidna slaba polinomska kontrakcija;

(ii ) postoji j 2 f 1;2; : : : ;kg i A j > 0

aj (x;y) � A j za svakox;y 2 X ;

(iii ) slika od I sadr�i sliku od T i I je neprekidno;

Tada T i I imaju zajedniqku fiksnu taqku.

Dokaz. Neka je x0 2 X proizvo	an. Kako Tx0 2 I (X ), postoji x1 2 X tako da
Ix 1 = Tx0. U opxtem sluqaju za xn biramo xn+1 tako da

Ix n+1 = Txn :

Poka�imo da je f Ix ng Koxijev niz. Iz (4.34) imamo

d(Ix n ;Ix n+1 ) = d(Txn ;Txn� 1)
kX

i =0

ai (Txn� 1;Txn )di (Txn� 1;Txn ) �

�
kX

i =0

ai (Ix n� 1;Ix n )[di (Ix n� 1;Ix n ) + L i di (Ix n ;Txn� 1)] =

�
kX

i =0

ai (Ix n� 1;Ix n )di (Ix n� 1;Ix n ) =

�
kX

i =0

ai (Txn� 2;Txn� 1)di (Txn� 2;Txn� 1) �

� 2
kX

i =0

ai (Ix n� 2;Ix n� 1)[di (Ix n� 2;Ix n� 1) + L i di (Ix n� 1;Txn� 2)] =

� 2
kX

i =0

ai (Ix n� 2;Ix n� 1)di (Ix n� 2;Ix n� 1) �

...

� n
kX

i =0

ai (Ix 0;Ix 1)di (Ix 0;Ix 1) = � nM 0;1

(4.35)

gdje

M 0;1 =
kX

i =0

ai (Ix 0;Ix 1)di (Ix 0;Ix 1):
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4.2. Polinomske kontrakcije u b-metriqkim prostorima

Iz
aj (Txn� 1;Txn )dj (Txn� 1;Txn ) � � nM 0;1;

i uslova (ii ) slijedi
A j dj (Txn� 1;Txn ) � � nM 0;1;

pa iz (4.35) proizilazi

d(Ix n ;Ix n+1 ) = d(Txn� 1;Txn ) � � n
j M

1
j
0;1 (4.36)

Evidentno � j 2 [0;1) pa iz Leme 3.5 slijedi da je niz f Ix ng Koxijev. Iz kompletnosti
I (X ) postoji u 2 X tako da

lim
n! + 1

Ix n = lim
n! + 1

Txn� 1 = u:

Preslikava�a T i I komutiraju pa iz neprekidnosti I i uslova (i ) dobijamo

Iu = I
�

lim
n! + 1

Txn

�
= lim

n! + 1
ITx n = lim

n! + 1
T Ix n = T

�
lim

n! + 1
Ix n

�
= Tu:

Neka je w = Tu = Iu , tj.
Tw = T Iu = ITu = Iw:

Za Tu 6= Tw iz (4.34) dobijamo

kX

i =0

ai (Tu;Tw)di (Tu;Tw) � �
kX

i =0

ai (Iu;Iw )[di (Iu;Iw ) + L i di (Iw;Tu)]

<
kX

i =0

ai (Tu;Tw)di (Tu;Tw)

Dakle Tu = Tv pa je Tv = Iv = v i w je zajedniqka fiksna taqka za T i I . �

U narednom primjeru �emo prikazati primjenu prethodne teoreme.

Primjer 4.7 Posmatrajmo b-metriqki prostor lp, p 2 (0;1) sa b-metrikom d :
lp � lp ! R

d(xn ;yn ) =

0

@
+ 1X

n=1

jxn � yn jp

1

A

1
p

:

Definniximo preslikava�a T, I : lp ! lp sa

T(x1;x2;x3;x4; : : :) =
�

0;x1;
x2

5
;
x3

5
;
x4

5
: : :

�

I (x1;x2;x3;x4; : : :) =
�

0;
5x1

2
;
x2

2
;
x3

2
;
x4

2
: : :

�
:

Oqigledno zajedniqka fiksna taqka (0;0;0;0; : : :). Operatori T i I su neprekidni i
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4.2. Polinomske kontrakcije u b-metriqkim prostorima

komutativni. Za xn ;yn 2 lp vrijedi

d(Txn ;Tyn ) =
�

jx1 � y1jp +
jx2 � y2jp

5p
+

jx3 � y3jp

5p
+

jx4 � y4jp

5p
+ � � �

� 1
p

�
2
5

�
5pjx1 � y1jp

2p
+

jx2 � y2jp

2p
+

jx3 � y3jp

2p
+

jx4 � y4jp

2p
+ � � �

� 1
p

�
2
5

d(Ix n ;Iy n ):

Iz prethodne nejednakosti imamo

d2(Txn ;Tyn ) �
2
5

d2(Ix n ;Iy n );

pa za a0 = 0, a1 = a2 = 1,L1 = L2 = 1 dobijamo

d(Txn ;Tyn ) + d2(Txn ;Tyn )

�
2
5

�
d(Ix n ;Iy n ) + d(Iy n ;Txn ) + d2(Ix n ;Iy n ) + d2(Iy n ;Txn )

�

Slijedi da je T slaba polinomska kontrakcija. Primijetimo da T nije kontrakcija.
Za xn = (3 ;0;0;0; : : :) i y = (4 ;0;0;0; : : :), imamo d(xn ;yn ) = 1 i d(Tx;Ty) = 1 odnosno

d(Tx;Ty) � �d (x;y) ; � � 1:

Definicija 4.7 Neka je (X;d;s) b-metriqki prostor i T : X ! X dato presli-
kava�e. Za operator T ka�emo da je slabi Pikarov operator ako

(i) skup fiksnih taqaka operatora T je neprazan;

(ii ) za svakox0 2 X , Pikarov niz f Tnx0g je konvergentan i �egova graniqna vri-
jednost pripada skupu fiksnih taqaka od T.

Teorema 4.8 Neka je (X;d;s) kompletan b-metriqki prostor i T : X ! X slaba
polinomska kontrakcija. Pretpostavimo da vrijede s	ede�a tvr�e�a:

(i) T je Pikar neprekidan;

(ii ) postoji j 2 f 1;2; : : : ;kg i A j > 0 tako da

aj (x;y) � A j za svex;y 2 X:

Tada T je slabi Pikarov operator.

Dokaz. Dokaz direktno slijedi iz Teoreme 4.7 za I = id. �

Pos	edica 4.4 Neka je (X;d;s) kompletan b-metriqki prostor i T : X ! X
dato preslikava�e. Ako postoje � 2 [0;1), prirodan broj k � 1, i dva konaqna niza
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4.2. Polinomske kontrakcije u b-metriqkim prostorima

f ai gk
i =1 ;f L i gk

i =0 2 (0; + 1 ), tako da (4.34) vrijedi za svako x; y 2 X tada je T slabi
Pikarov operator.

Dokaz. Dokaz slijedi iz Teoreme 4.8 kao specijalni sluqaj.

Napomena 4.9 Iz prethodnih tvrd�i neposredno slijede s	ede�i rezultati

ˆ U Pos	edici 4.4 za k = 1, a0 = 0, a1 = 1 i L i = 0 dobijamo Banahov princip
kontrakcije u b-metriqkim prostorima.

ˆ U Pos	edici 4.4 za k = 1, a0 = 0, a1 = 1 i L1 = l
� ; l > 0 dobijamo Berindeovu

teoremu o fiksnoj taqki u b-metriqkim prostorima.

ˆ U Teoremi 4.7 za k = 1, a0 = 0, a1 = 1, L i = 0 i I (X ) = X dobijamo Jungovu
teoremu o fiksnoj taqki u b-metriqkom prostoru.

ˆ U Teoremi 4.7 za s = 1 i I (X ) = X dobijamo rezultat za polinomske kon-
trakcije u metriqkim prostorima [146].
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5. F -kontrakcije

U ovom poglav	u uvodimo pojam F -kontrakcija, zatim iznosimo osnovne rezultate
u vidu k	uqnih teorema i doprinosa iz ove oblasti, a potom pokazujemo �ihova
proxire�a u okviru generalizovanih metriqkih prostora sa razliqitim kontrak-
tivnim uslovima.
Po	ski matematiqar Darijux Vardovski [98] je 2012. godine formulisao generali-
zaciju Banahovog principa kontrakcije uvo�e�em F -kontrakcija u metriqke prosto-
re. Generalizacija se sastojala od promjene uslova u standardnoj definiciji kon-
trakcije novim uslovom vezanim uz funkciju F sa specijalnim osobinama. Osnovni
predmet posmatra�a je klasa preslikava�a koju dajemo s	ede�om definicijom.

Definicija 5.1 (Vardovski [98]) Neka je F : (0; + 1 ) ! R preslikava�e koje
ispu�ava s	ede�e uslove:

(F 1) F je strogo rastu�a funkcija;

(F 2) Pozitivan niz xn te�i nuli ako i samo ako lim
n! + 1

F (xn ) = 0 ;

(F 3) lim
x! 0+

xkF (x) = 0 za nekok 2 (0;1).

Familiju preslikava�a F : (0; + 1 ) ! R koja zadovo	avaju (F 1), (F 2) i (F 3)
oznaqavamo saF .

Definicija 5.2 (Vardovski [98]) Neka je F 2 F i T preslikava�e metriqkog
prostora (X;d) u samog sebe. Ako postoji� > 0 takav da vrijedi

(8x; y 2 X ) d(Tx;Ty) > 0 ) � + F (d(Tx;Ty)) � F (d(x;y)) ; (5.1)

tada preslikav�e T nazivamo F -kontrakcija.

Iz definicije mo�emo uoqiti da za razliqita preslikava�a F dobijamo razne
poznate kontrakcije.

Primjer 5.1 ( [98]) Neka jeF : (0;+ 1 ) ! R, F (x) = ln x. Oqigledno da F ispu�ava
osobine (F 1) � (F 3) pa svako preslikava�e T : X ! X koje zadovo	ava (5.1) je
F -kontrakcija takva da

d(Tx;Ty) � e� � d(x;y) za svex; y 2 X; Tx 6= Ty:

Uoqimo da je e� � 2 (0;1) tj. T je Banahova kontrakcija.
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Primjer 5.2 ( [98]) Funkcija F (x) = ln x + x; x > 0 zadovo	ava uslove (F 1) � (F 3)
i uslov (5.1) koji je u ovom sluqaju oblika

d(Tx;Ty)
d(x;y)

ed(T x;T y )� d(x;y ) � e� � ; 8x;y 2 X; Tx 6= Ty:

Primjer 5.3 ( [98]) Posmatrajmo F (x) = � 1p
x ; x > 0. F ispu�ava uslove (F 1)� (F 3)

za k 2
�

1
2 ;1

�
. U ovom sluqaju, za svakuF -kontrakciju vrijedi

d(Tx;Ty) �
1

�
1 +

p
d(x;y)

� 2 d(x;y) za svex; y 2 X; Tx 6= Ty:

Dobili smo specijalni sluqaj nelinearnih kontrakcija Bojd-Vonga [89] i Rakoqa
[141].

Napomena 5.1 Primijetimo da samo iz osobine (F 1) mo�emo zak	uqiti da je
funkcija F skoro svuda neprekidna. U svakoj taqki postoji lijevi i desni limes
i vrijedi jedno od tvr�e�a limx! 0+ F (x) = r; r 2 R ili limx! 0+ F (x) = �1 . Iz (F 1)
i (5.1) slijedi da je svaka F kontrakcija T tako�e kontrakcija pa je i neprekidno
preslikava�e.

Napomena 5.2 ( [98]) Neka suF1 i F 2 preslikava�a koja zadovo	avaju (F 1) � (F 3).
Akoje F1(x) � F2(x) za svakox > 0 i preslikava�e G = F2 � F1 neopadaju�e ta-
da svakaF1-kontrakcija T je i F2-kontrakcija. Zaista, iz Napomene 5.1 ima-
mo G

�
d(Tx;Ty)

�
� G(d(x;y)) za sve x; y 2 X; Tx 6= Ty. Prema tome, za svako

x; y 2 X; Tx 6= Ty imamo

� + F2(d(Tx;Ty)) = � + F1(d(Tx;Ty)) + G(d(Tx;Ty))

� F1(d(Tx;Ty)) + G(d(Tx;Ty)) = F2d(Tx;Ty)):

Centralni rezultat Vardovskog je naveden u s	ede�oj teoremi.

Teorema 5.1 ( [98]) Neka je (X;d) kompletan metriqki prostor i T : X ! X
F -kontrakcija. Tada T ima jedinstvenu fiksnu taqku. Xtavixe, Pikarov itera-
tivni niz f Tnx0g, za svakox0 2 X . konvergira ka fiknoj taqki.

Dokaz. Kao prvo uoqimo da T mo�e imati samo jednu fiksnu taqku. Za dvije
razliqite fiksne taqke x �

1, x �
2 imamo

� � F (d(x �
1;x �

2)) � F (d(Tx�
1;x �

2)) = 0 ;

xto je kontradikcija sa (5.1). Dakle, fiksna taqka je jedinstvena.
Za proizvo	no x0 2 X definiximo niz f xng � X sa xn+1 = Txn . Da	e, oznaqimo sa

 n = d(xn+1 ;xn ); n = 0;1;::. U sluqaju da postoji n0 2 N za koje jexn0+1 = xn0 dokaz
je zavrxen. Pretpostavimo da je xn+1 6= xn , za svakon 2 N. Vrijedi 
 n > 0 za svako
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n 2 N pa iz (5.1) slijedi:

F (
 n ) � F (
 n� 1) � � � F (
 n� 2) � 2� � : : : � F (
 0) � n�: (5.2)

Iz (5.2) dobijamo limn! + 1 F (
 n ) = �1 pa (F 2) daje

lim
n! + 1


 n = 0: (5.3)

Na osnovu(F 3) postoji k 2 (0;1) takav da je

lim
n! + 1


 k
nF (
 n ) = 0 : (5.4)

Za svakon 2 N iz (5.2) imamo


 k
nF (
 n ) � 
 k

nF (
 0) � 
 k
n

�
F (
 0) � n�

�
� 
 k

nF (
 0) = � 
 k
nn� � 0: (5.5)

Prelaskom na limes n ! + 1 u (5.5), iz (5.3) i(5.4) dobijamo

lim
n! + 1

n
 k
n = 0: (5.6)

Uoqimo da	e da iz (5.6) postoji n1 2 N takvo da n
 k
n � 1 za svakon � n1. Slijedi


 n �
1

n
1
k

za n � n1: (5.7)

Poka�imo da je f xngn2 N Koxijev niz i posmatrajmo m; n 2 N takve da m > n � n1.
Iz (5.7) imamo

d(xm ;xn ) � 
 m� 1 + 
 m� 2 + � � � + 
 n �
+ 1X

i = n


 i �
+ 1X

i = n

1

i
1
k

:

Red
+ 1X

i = n

1

i
1
k

na osnovu (5.7) konvergira pa slijedi da je f xngn2 N Koxijev niz. Zbog

kompletnosti metriqkog prostora X postoji x � 2 X takvo da limn! + 1 xn = x � .
Konaqno, iz neprekidnosti T dobijamo

d(Tx� ;x � ) = lim
n! + 1

d(Txn ;xn ) = lim
n! + 1

d(xn+1 ;xn ) = 0 :

�

S	ede�i primjer koji pokazuje da je prehodna teorema uopxte�e Banahovog princi-
pa kontrakcije.

Primjer 5.4 ( [98]) Neka je skup X =

8
<

:
xn j xn =

nX

k=0

k =
n(n + 1)

2
; n 2 N

9
=

;
i

d(x;y) = jx � yj ; x; y 2 X standardna metrika. Tada je (X;d) kompletan metriqki
prostor. Definiximo preslikava�e T : X ! X sa T(x1) = x1 i T(xn ) = xn1 . Na-
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vedeno preslikava�e nije Banahova kontrakcija ali jeste F -kontrakcija i vrijedi
(5.1) gdje� = 1 i F (x) = x + ln x (deta	nije vidjeti u [98]).

Rezultat Vardovskog otvorio je qitavu liniju istra�iva�a u kojoj su brojni auto-
ri nastojali da oslabe poqetne uslove i proxire klasu kontrakcija. Tako su u radu
Pirija i Kumama [147] predlo�ena da	a slab	e�a uslova na funkciju F izosta-
v	a�em uslova (F 3), a u radu Popeskua i Stana [148] date su dve opxte teoreme
o fiksnim taqkama za F -kontrakcije koje pokrivaju vixe razliqitih sluqajeva. U
radu Karapinara [149] pojav	uje se � -tip F -kontrakcije, pri qemu se kao posebni
sluqajevi dobijaju Banahova, Kananova i Qater
ina teorema. Ajdi, Karapinar i Ja-
zidi [150] uveli su modifikovane F -kontrakcije uz � -dopustivost i primenili ih
na integralne jednaqine, dok je Ozturk [151] razmatrao iterativna F -kontraktivna
preslikava�a i pokazao da se fiksna taqka dobija i kada je kontraktivnost zadovo-
	ena tek za n-tu iteraciju preslikava�a. Cvetkovi� [152] je dala pore�e�e izme�u
F -kontrakcija i kontrakcija Bojd-Vonga, Matkovskog i Meir-Kilera pokazuju�i ka-
da jedan okvir sadr�i drugi. Svi ovi rezultati sistematizovani su u sveobuhvatnom
pregledu Fabiana, Kadelburga, Mirkova, Xexum-Qavi� i Radenovi�a [153] koji daje
potpunu sliku prve decenije razvoja ove teorije.

U b-metriqkim prostorima, koncept je tako�e dobio brojne adaptacije. U radu Pi-
rija i Kumama [154] date su F -Suzuki varijante u b-metriqkom okru�e�u, pri qemu
su dokazane teoreme egzistencije i jedinstvenosti uz Pikarovu konvergenciju. Ka-
delburg i Radenovi� [155] istiqu da je suvixe jak skup uslova na funkciju F , pa
pokazuju da je qesto dovo	no pretpostaviti samo monotonost i neprekidnost. Junis
i saradnici [156] pokazuju da je u mnogim teoremama dovo	no svojstvo ( F 1). Hu-
ang, Mitrovi�, Zoto i Radenovi� [157] razvijaju koncept konveksnih F -kontrakcija
u b-metriqkim prostorima i pokazuju da se jedinstvena fiksna taqka dobija i bez
klasiqnih uslova neprekidnosti. Ali i saradnici [158] uvode generalizovane vix-
eznaqneF -kontrakcije i dobijaju rezultate o postoja�u fiksnih skupova. Rosafi
i Kari [159] analiziraju (';F )-kontrakcije u b-metriqkim prostorima i dobija-
ju verzije Banahovih i Kananovih rezultata. Sing i saradnici [160] uvode (F; )-
kontrakcione parove u parcijalnim b-metriqkim prostorima sa usmjerenim grafo-
vima i dokazuju rezultate o postoja�u zajedniqke fiksne taqke.

U slabim b-metriqkim prostorima Huang, Zoto, Mitrovi� i Radenovi� [161] defi-
nixu generalizovane F -kontrakcije. Hamad i De la Sen [162] razmatraju genera-
lizovane Jagi F -kontrakcije u slabom b-metriqkom prostoru i dobijaju rezultate
o egzistenciji fiksnih taqaka. Joxi, Sing i Petruxel [163] prime�uju teoreme o
F -kontrakcijama na integralne jednaqine. Zoto i saradnici [164] uvode generalizo-
vane kontraktivne uslove preko C-klase funkcija i dobijaju jedinstvenost fiksne
taqke. De la Sen, Nikoli�, Doxenovi�, Pavlovi� i Radenovi� [165] analiziraju
(s;q)-graf F -kontrakcije i pokazuju �ihovu primenu u slabim b-metriqkim pro-
storima. Mitrovi� i saradnici [166] daju nove rezultate za Jagi- W-kontrakcije u
istom okviru, dok Ju, Qen i Vang [167] razvijaju zajedniqke fiksne taqke za (T;g)F -
kontrakcije. Gardaxevi�-Filipovi� i saradnici [168] pokazuju rezultate najbo	e
aproksimacije u ortogonalnim slabim b-metriqkim prostorima za razliqite tipove
kontrakcija. Da	i rezultati se mogu prona�i u radovima [169{175].
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5.1. Proxirene F -kontrakcije u metriqkim prostorima

5.1 Proxirene F -kontrakcije u metriqkim pro-
storima

U ovom poglav	u dajemo nove rezultate iz teorije fiksne taqke u metriqkim pro-
storima koji su objav	eni u radu [176]. U navedenom istra�iva�u povezujumo qe-
tiri tipa kontrakcija: interpolativnu Kananovu kontrakciju, proxirenu inter-
polativnu i Geretijevu kontrakciju, interpolativnu Hardi-Ro
ers kontrakciju i
F -kontrakciju . Za vixe deta	a o svim navedenim tipovima kontrakcija pogledaj-
te [78,83,92,153,177{191].

Na samom poqetku navodimo dvije leme, koje �emo intenzivno koristiti u da	em
radu sa F -kontrakcijama, a koje su se pokazale izuzetno korisne kada je potrebno
odrediti da li je Pikarov niz Koxijev u metriqkom prostoru (X;d).

Lema 5.1 ( [85]) Neka je (X;d) metriqki prostor i f xngn2 N Pikarov niz. Ako za
sve n � 1 vrijedi d(xn ;xn+1 ) < d (xn� 1;xn ), tada je xn 6= xm za svaki n 6= m.

Dokaz. ( [85]) Pretpostavimo suprotno da postoji m > n gdje xm = xn . Tada

d(xn ;xn+1 ) = d(xm ;xm+1 ):

Me�utim, po pretpostavci niz f d(xk ;xk+1 )g je strogo opadaju�i, pa d(xm ;xm+1 ) <
d(xm� 1;xm ). Kako je xm = xn , slijedi d(xn ;xn+1 ) < d (xm� 1;xn ). S druge strane,

d(xm� 1;xn ) � d(xm� 1;xm ) + d(xm ;xn ) = d(xm� 1;xm );

pa bi vrijedi d(xn ;xn+1 ) < d (xm� 1;xm ), xto je u suprotnosti sa d(xn ;xn+1 ) =
d(xm ;xm+1 ) i strogo opadaju�om prirodom niza rastoja�a. Dakle, svi su qlanovi
me�usobno razliqiti. �

Lema 5.2 ( [78]) Neka je u metriqkom prostoru (X;d) dat Pikarov niz f xngn2 N

takav da je niz rastoja�a d(xn ;xn+1 ) nerastu�i i limn! + 1 d(xn ;xn+1 ) = 0 . Ako pod-
niz f x2ng nije Koxijev, onda postoje " > 0 i rastu�i podnizovi prirodnih brojeva
mk ;nk sa osobinomnk > m k > k tako da nizovi

d(x2mk ;x2nk ); d(x2mk ;x2nk � 1); d(x2mk +1 ;x2nk ); d(x2mk � 1;x2nk +1 ); d(x2mk +1 ;x2nk +1 ); : : :

te�e "+ kadak ! 1 .

Dokaz. ( [85]) Na osnovu negacije definicije Koxijevog niza postoji " > 0 tako
da za svakop postoje indeksi n > m � p, d(x2m ;x2n ) � " . Definiximo

� m;n := d(x2m ;x2n ) (n > m ):

Izaberimo m1 < n 1 tako da � m1 ;n1 = min f � m;n : n > m � 1; � m;n � "g. Da	e,
po istom principu (sa poqetkom od k + 1), dobijamo rastu�e nizove mk < n k , nk >
mk > k , za koje je � mk ;nk � " sa minimalnom razlikom indeksa i minimalnim mk .
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Tvrdimo da limk!1 � mk ;nk = " s desne strane. Naime, zbog minimalnosti, vrijedi

d(x2mk ;x2nk � 1) < "; d (x2mk +1 ;x2nk ) < ";

jer bi u suprotnom jedan od tih parova dao ma�u uda	enost od � mk ;nk koja je jox
uvijek ve�a ili jednaka ", xto protivrjeqi minimalnosti. Slijedi

" � � mk ;nk � d(x2mk ;x2nk � 1) + d(x2nk � 1;x2nk ) < " + d(x2nk � 1;x2nk );

pa oduzima�em " dobijamo

0 � � mk ;nk � " < d (x2nk � 1;x2nk ):

Po pretpostavci d(xn ;xn+1 ) ! 0 pa desna strana te�i nuli tj. � mk ;nk ! "+ . Potpuno
analogni argument (sa pomjera�em indeksa za � 1 i korixte�em nerastu�eg niza
susjednih uda	enosti) daje

d(x2mk ;x2nk � 1); d(x2mk +1 ;x2nk ); d(x2mk � 1;x2nk +1 ); d(x2mk +1 ;x2nk +1 ); : : : �! "+ :

�

Pos	edica 5.1 Lema 5.2 je taqna i bez hipoteze da je niz
�

d (xn ;xn+1 )
	

nerastu�i.
Oqigledno, u tom sluqaju imamo da slede�i nizovi

d(xmk ;xnk );d(xmk ;xnk � 1); d(xmk +1 ;xnk );d(xmk � 1;xnk +1 );d(xmk +1 ;xnk +1 ); : : :

te�e "+ kadak ! + 1 :

Podsjetimo se da je svaka strogo rastu�a funkcija F iz (0; + 1 ) u R neprekidna
skoro svuda, i da u svakoj taqki a iz (0; + 1 ) postoje lijevi i desni limesi F (a � 0)
i F (a + 0) respektivno, i da za �ih va�i: F (a � 0) � F (a) � F (a + 0) . U naxoj
studiji, pretpostavi�emo da je F (0+ ) = �1 ; jer postoje primeri strogo rastu�ih
funkcija iz (0; + 1 ) u R za koje jeF (0+ ) konaqan.

Slede�om definicijom a zatim i teoremom koja slijedi dajemo novi pristup pove-
ziva�u qetiri tipa kontrakcija.

Definicija 5.3 ( [176]) Neka je (X;d) metriqki prostor i T preslikava�e sa
X u samog sebe. Ka�emo da jeT interpolativna-Hardi-Ro
ers-Gereti tipa F -
kontrakcija ako postoje brojevi a;b;ciz (0;1) gdjea+ b+ c < 1, Geretijeva funkcija
g : [0; + 1 ) ! (0;1) sa osobinom: akog(xn ) ! 1� tada xn ! 0; strogo rastu�a
funkcija F iz (0; + 1 ) u R sa F (0+) = �1 i � > 0 tako da vrijedi

� + F
�
d(Tx;Ty)

�
� F

�
g

�
v (x;y;T;a;b;c)

�
� v (x;y;T;a;b;c)

�
; (5.8)

za svex;y 2 X nF ix (T) gdjed(Tx;Ty) > 0 i

v (x;y;T;a;b;c) =
�
d (x;y)

� a
�
�
d (x;Tx)

� b
�
�
d (y;Ty)

� c
�
�

d (x;Ty) + d(y;Tx)
2

� 1� a� b� c

:
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Teorema 5.2 ( [176]) Svaka interpolativna Hardi-Ro
ers-Gereti tipa F -kontra-
kcija na kompletnom metriqkom prosotru (X;d) ima fisknu taqku.

Dokaz. Primijetimo da je Geretijeva funkcija g ograniqena a da je F strogo ra-
stu�a, pa iz (5.8) slijedi novi kontraktivni uslov:

� + F
�
d(Tx;Ty)

�
< F

�
v (x;y;T;a;b;c)

�
: (5.9)

Prema tome, Geretijeva funkcija g je eliminisana. Da	e, kako je funkcija F strogo
rastu�a iz (5.9) dobijamo novi uslov:

d(Tx;Ty) < v (x;y;T;a;b;c) ; (5.10)

za d(Tx;Ty) > 0. Neopodno je pokazati da iz uslova (5.10) slijedi postoja�e bar
jedne fiksne taqke preslikava�a T. Nastavimo u standardnom maniru, odaberimo
proizvo	no x0 iz X . Tada za odgovaraju�i Pikardov niz xn+1 = Txn ; n = 0;1;2;:::
imamo dvije razliqite mogu�nosti:

1. Postoji n0 iz N takav da xn0+1 = xn0 .

Prvi sluqaj je trivijalan, xn0 je fiksna taqka preslikava�a T i dokaz teoreme 5.2
je zavrxen.

2. Za svaki n iz N ako je xn+1 razliqito xn , tj. d(xn ;xn+1 ) > 0 za sven.

Za drugi sluqaj prvo �emo pokazati da je niz f xng Koxijev. Tada zbog kompletnosti
prostora (X;d), niz f xng je konvergentan i ima graniqnu vrijednost z iz X . U svrhu
gore navedenog, pretpostavimo da za nekok iz N : d(xk� 1;xk) � d (xk ;xk+1 ) : Iz (5.10)
dobijamo

d(xk ;xk+1 ) <
�
d (xk ;xk+1 )

� a+ b
�
�
d (xk ;xk+1 )

� c

�
�

2d(xk ;xk+1 )
2

� 1� a� b� c

=
�
d(xk ;xk+1 )

� a+ b+ c+1 � a� b� c
;

tj. d (xk ;xk+1 ) < d (xk ;xk+1 ) : Kontradikcija.

Prema tome, niz
�

d(xn ;xn+1 )
	

je strogo opadaju�i i prema Lemi 5.1, svi �egovi
qlanovi su me�usobno razliqiti. Xtavixe, konvergira ka nekom nenegativnom broju
� � 0. Doka�imo da je � = 0. Za dokaz ovog tvr�e�a moramo se vratiti u uslov (5.9)
gdje uqestvuje funkcija F . Uvrstimo x = xn� 1; y = xn ; pa dobijamo

� + F
�
d(xn ;xn+1 )

�
�

F

 
�
d (xn� 1;xn )

� a+ b
�
�
d (xn ;xn+1 )

� c
�
�

d (xn� 1;xn+1 )
2

� 1� a� b� c
!

�
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F

 
�
d (xn� 1;xn )

� a+ b
�
�
d (xn ;xn+1 )

� c
�
�

d (xn� 1;xn ) + d(xn ;xn+1 )
2

� !
!

;

gdje! = 1 � a� b� c. Prelaskom na limes gdje n ! + 1 i primjenom osobine funkcije
F da u svakoj taqki iz (0; + 1 ) ima lijevi i desni limes, dobijamo

� + F
�
� +

�
� F

�
� +

�
:

Oqigledno smo dobili kontradikciju jer je � > 0: Time smo dokazali da niz�
d (xn ;xn+1 )

	
te�i 0. Preostaje da poka�emo da je niz f xng Koxijev uz pomo� Leme

5.2. Pretpostavimo suprotno, i uvrstimo u (5.10) x = xnk ;y = xmk : Dobijamo s	ede�u
strogu nejednakost:

d
�
xnk +1 ;xmk +1

�
<

�
d

�
xnk ;xmk

� � a
�
�

d
�
xnk ;xnk +1

� � b

�
�

d
�
xmk ;xmk +1

� � c
�

 
d

�
xnk ;xmk +1

�
+ d

�
xnk +1 ;xmk

�

2

! 1� a� b� c

:

Ako u prethodnoj nejednakosti pustimo limes kada k te�i + 1 , dobijamo

" � (" )a � (0)b � (0)c �
�

" + "
2

� 1� a� b� c

= 0;

xto je u suprotnosti sa " > 0:

Dakle, dobijamo d(xn ;xm ) ! 0 kadan;m ! + 1 ; tj. kako je (X;d) kompletan metriqki
prostor postoji neki x 2 X takav da xn ! x kako n ! + 1 : Da	e, uvrstimo u (5.10)
xn i x, gdje x graniqna vrijednost niza xn

d(xn+1 ;Tx) <
�
d(xn ;x)

� a
�
�
d (xn ;xn+1 )

� b
�
�
d (x;Tx)

� c

�
�

d (xn ;Tx) + d(xn+1 ;x)
2

� 1� a� b� c

�
�
d (xn ;x)

� a
�
�
d (xn ;xn+1 )

� b
�
�
d (x;Tx)

� c

�
�

d (xn ;x) + d(x;Tx) + d(xn+1 ;x)
2

� 1� a� b� c

:

(5.11)

Prelaskom na limes u (5.11) kada n ! + 1 , dobijamo d(x;Tx) = 0 ; tj. x je fiksna
taqka preslikava�a T. �

Primijetimo da iz prethodnog (5.8) implicira (5.9) i da (5.9) implicira opxtiji
uslov (5.10). Iz (5.10) i samo jednom iz (5.8) dobili smo da preslikava�e T ima fik-
snu taqku. Ako pretpostavimo da su x i y dve razliqite fiksne taqke preslikava�a
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T, koriste�i uslov (5.10) dobijamo:

d(x;y) = d(Tx;Ty) <
�
d(x;y)

� a
�
�
d (x;Tx)

� b
�
�
d (y;Ty)

� c

�
�

d (x;Ty) + d(y;Tx)
2

� 1� a� b� c

=
�
d(x;y)

� a
� (0)b (0)c �

�
d (x;y) + d(y;x)

2

� 1� a� b� c

=
�
d(x;y)

� 1� b� c
� 0 � 0 = 0:

Dobijamo da je d(x;y) = 0 , tj. x = y i dokazali smo da preslikava�e T, ako zadovo-
	ava uslove (5.10) ima jedinstvenu fiksnu taqku.

Autori su u [192] uveli pojam proxirenih interpolativnih �iri�-Rajh-Rus tipa
F -kontrakcija.

Definicija 5.4 ( [192]) Neka je (X;d) metriqki prostor. Preslikava�e T : X !
X je proxirena interpolativna �iri�-Rajh-Rus tipa F -kontrakcija ako postoje
�;� 2 (0;1) sa � + � < 1;� > 0 i F 2 F takvi da

� + F
�
d(Tx;Ty)

�
� �F

�
d (x;y)

�
+ �F

�
d (x;Tx)

�

+ (1 � � � � ) F
�
d (y;Ty)

� (5.12)

za svex;y 2 X nF ix (T) sa d(Tx;Ty) > 0:

Tako�e, u [192] autori su formulisali i dokazali slede�i rezultat:

Teorema 5.3 ( [192]) Proxirena interpolativna �iri�-Rajh-Rus tipa F -kontra-
kcija na kompletnom metriqkom prostoru X ima fiksnu taqku.

Sada koriste�i sliqne argumente, tj., Leme 5.1 i 5.2 kao i svojstva (F 1) i (F 2)
funkcije F , znaqajno �emo pobo	xati glavni rezultat iz ( [192], Teorema 2.2). Dokaz
se zasniva na ve� uvedenoj Definiciji 5.4, kao i Teoremi 5.3.

Dokaz. Za proizvo	nu taqku x0 2 X , odgovaraju�i Pikarov niz oblika xn+1 =
Txn ima s	ede�e dvije razliqite osobine. Postoji k 2 N takav da je xk = xk� 1

ili za sve qlanove niza xn vrijedi da je xn� 1 razliqito od xn . Iz prvog sluqaja
slijedi da je xn� 1 fiksna taqka preslikava�a T: Za drugi sluqaj, prvo dokazujemo
da d(xn ;xn+1 ) < d (xn� 1;xn ) : Pretpostavimo suprotno, tj. postoji m iz N takav da
d(xm� 1;xm ) � d (xm ;xm+1 ) : Tada koriste�i kontraktivni uslov u Definiciji 5.4,
dobijamo

� + F
�
d(xm ;xm+1 )

�

� aF
�
d(xm� 1;xm )

�
+ bF

�
d(xm� 1;xm )

�
+ (1 � a � b) F

�
d(xm ;xm+1 )

�

� aF
�
d(xm ;xm+1 )

�
+ bF

�
d(xm ;xm+1 )

�
+ (1 � a � b) F

�
d(xm ;xm+1 )

�

= ( a + b+ 1 � a � d)F
�
d(xm ;xm+1 )

�
= F

�
d(xm ;xm+1 )

�
;
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xto je kontradikcija sa � > 0. Ovo dokazuje da je niz
�

d (xn ;xn+1 )
	

strogo opadaju�i
i te�i nekom � � 0: Lako se mo�e pokazati da je � = 0: Sada na scenu stupaju
poznate Leme 5.1 i 5.2. Iz prve slijedi da su svi qlanovi niza f xng me�usobno
razliqiti, a iz druge, stav	aju�i x = xnk ;y = xmk u (5.12) xto je prema Lemi 5.1
mogu�e(d(Tx;Ty) > 0):

Dakle imamo

� + F
�

d
�
xnk +1 ;xmk +1

� �
� aF

�
d

�
xnk ;xmk

� �
+ bF

�
d

�
xnk ;xnk +1

� �

+ (1 � a � b) F
�

d
�
xmk ;xmk +1

� �
:

Prelaskom na limes kada k te�i + 1 dobijamo

� + F
�
"+

�
� aF

�
"+

�
+ (1 � a) F

�
0+

�

tj.
� + (1 � a) F

�
"+

�
� (1 � a) F

�
0+

�
= �1 ;

xto je oqigledno kontradikcija. Prema tome, dobijamo da d(xn ;xm ) ! 0 kada n;m !
+ 1 ; odnosno, budu�i da je (X;d) kompletan metriqki prostor postoji neki x 2 X
takav da xn ! x kada n ! + 1 : Sada, pretpostavimo da x 6= Tx; tj., d (x;Tx) > 0:
Jasno je da postoji prirodan broj k takav da x, Tx 6= xn za sven � k: U ovom sluqaju,
stav	aju�i u (5.12) xn i x imamo

� + F
�
d(xn+1 ;Tx)

�
� �F

�
d (xn ;x)

�
+ �F

�
d (xn ;xn+1 )

�

+ (1 � � � � ) F
�
d (x;Tx)

�
:

(5.13)

Puxtaju�i n ! + 1 u nejednakosti (5.13), dobijamo daF
�
d(xn+1 ;Tx)

�
! �1 : Prema

svojstvu (F 2) preslikava�a F slijedi da xn+1 ! Tx kada n ! + 1 : To znaqi da
Tx = x; tj. x je fiksna taqka preslikava�a T: �

Primjer 5.5 Neka je naX = f 1;2;3g definisana metrika

d(x;y) =

8
>><

>>:

0 ako x = y;
5
3 ako (x;y) 2 f (2;3);(3;2)g;

1 inaqe.

Jasno, (X;d) je kompletan. Uzmimo T1 = T3 = 1 i T2 = 3. Za x = 1 i y = 2, imamo

F (d(T1;T2)) = F (d(1;3)) = F (1) i F (d(x;y)) = F (d(1;2)) = F (1):

Oqigledno ne mo�emo prona�i � > 0 takvo da � + F (d(Tx;Ty)) � F (d(x;y)) , tj.
teorema o fiksnoj taqki F � kontrakcije nije primjen	iva.
S druge strane, neka su x;y 2 X nFix(T) sad(Tx;Ty) > 0. Slijedi (x;y) 2 f (2;3);(3;2)g.
Bez gubitka opxtosti, uzmimo (x;y) = (2 ;3):
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Izaberimo a = 1
2 , b= 1

3 , c = 1
8 , F (t) = ln( t), g(t) = 9

10 i � = ln
�

10
9

�
. Imamo

� + F
�
d(Tx;Ty)

�
= � + ln( d(T2;T3)) = � + ln( d(3;1))

= � + ln(1) = ln
�

10
9

�
:

Budu�i da je 28 ln 5 + 49 ln 2< 76 ln 3 nakon nekoliko transformacija dobijamo

ln
�

10
9

�
� ln

0

@ 9
10

�
�

5
3

� 5
6

�
�

1
2

� 1
24

1

A :

Odnosno imamo

� + F
�
d(Tx;Ty)

�
= ln

�
10
9

�
� ln

0

@ 9
10

�
�

5
3

� 5
6

�
�

1
2

� 1
24

1

A

= ln

 
9
10

�
�

5
3

� a+ b

�
�

1
2

� 1� a� b� c
!

=

= ln

 
9
10

� d(2;3)a � d(2;3)b � d(3;1)c �
�

d(2;1)
2

� 1� a� b� c
!

= F

 

g

 
�
d (x;y)

� a
�
�
d (x;Tx)

� b
�
�
d (y;Ty)

� c

�
�

d (x;Ty) + d(y;Tx)
2

� 1� a� b� c
!

�
�
d (x;y)

� a
�
�
d (x;Tx)

� b

�
�
d (y;Ty)

� c
�
�

d (x;Ty) + d(y;Tx)
2

� 1� a� b� c
!

odnosno, Teorema5.2 vrijedi za sve x;y 2 X n Fix(T) sa d(Tx;Ty) > 0. Prema tome,
iz Teoreme 5.2, T ima jedinstvenu fiksnu taqku (x = 1) .

Primjer 5.6 Ako razmotrimo F (t) = ln( t) za t > 0 u Teoremi 5.2 kontrakcija
postaje

d(Tx;Ty) � e� � � g
�
v(x;y;T;a;b;c)

�
� v(x;y;T;a;b;c):

Kao xto mo�emo primijetiti, Teorema 5.2 proxiruje interpolativnu Gereti-
jevu kontrakciju.

Sada uvodimo proxirenu interpolativnu �iri�-Rajh-Rus-Hardi-Ro
ers tipa F -
kontrakciju i dokaza�emo odgovaraju�i rezultat.

Definicija 5.5 ( [176]) Neka je (X;d) metriqki prostor. Preslikava�e T sa X
u samog sebe je proxirena interpolativna �iri�-Rajh-Rus-Hardi-Ro
ers tipa F -
kontrakcije (skra�eno proxirena CR kontrakcija) ako postoje �;�;
 2 (0;1) ;� > 0
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i F 2 F tako da

� + F
�
d(Tx;Ty)

�
� �F

�
d (x;y)

�
+ �F

�
d (x;Tx)

�

+ 
F
�
d (y;Ty)

�
+ (1 � � � � � 
 ) F

�
d (x;Ty) + d(y;Tx)

2

�
(5.14)

za svakox;y 2 X nF ix (T) gdjed(Tx;Ty) > 0:

Teorema 5.4 ( [176]) Proxirena CR kontrakcija na kompletnom metriqkom pro-
storu ima fiksnu taqku ako je ispu�en bar jedan od s	ede�ih uslova:

1: T je neprekidna;

2: F je neprekidna.

Dokaz. [176] Neka jex0 2 X proizvo	an. Da	e, za odgovaraju�i Pikarov niz xn =
Txn� 1;n = 1;2;::: imamo dvije opcije:

Imamo ili xk = xk� 1 za nekok 2 N ili xn 6= xn� 1 za svakon 2 N: U prvom sluqaju
oqigledno je da je xn� 1 fiksna taqka od T: Dok u drugom sluqaju, dokaza�emo da
je niz f xng Koxijev. Prvo, razmotrimo niz d(xn ;xn+1 ) : Za �ega dobijamo slede�e:
stav	aju�i x = xn� 1;y = xn u (5.14):

� + F
�
d(xn ;xn+1 )

�

� (� + � ) F
�
d (xn� 1;xn )

�
+ 
F

�
d (xn ;xn+1 )

�

+ (1 � � � � � 
 ) F
�

d (xn� 1;xn ) + d(xn ;xn+1 )
2

�
:

(5.15)

Pretpostavimo da za neko m 2 N imamo d(xm� 1;xm ) � d (xm ;xm+1 ) : Tada iz (5.15),
slijedi

� + F
�
d(xm ;xm+1 )

�
� (� + � + 
 ) F

�
d (xm ;xm+1 )

�

+ (1 � � � � � 
 ) F
�

d (xm ;xm+1 ) + d(xm ;xm+1 )
2

�

=
�
(� + � + 
 ) + (1 � � � � � 
 )

�
F

�
d (xm ;xm+1 )

�

to jest,
� + F

�
d(xm ;xm+1 )

�
� F

�
d (xm ;xm+1 )

�
: (5.16)

Iz (5.16) slijedi kontradikcija sa � > 0:

Dakle niz
�

d (xn ;xn+1 )
	

je strogo opadaju�i. Prema tome, postoji � � 0 takvo da
d(xn+1 ;xn ) ! � + : Ako je � > 0 dobijamo prema (5.16):

� + F
�
� +

�
� F

�
� +

�
;

xto je nova kontradikcija sa � > 0: Slijedi d (xn+1 ;xn ) ! 0+ kada n ! + 1 :

Sada, prema Lemi 5.2, stav	aju�i x = xnk ;y = xmk (to je mogu�e jer je jasno da je
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x 6= y) dobijamo

� + F
�

d
�
xnk +1 ;xmk +1

� �

� �F
�

d
�
xnk ;xmk

� �
+ �F

�
d

�
xnk ;xnk +1

� �
+ 
F

�
d

�
xmk ;xmk +1

� �

+ (1 � � � � � 
 ) F

 
d

�
xnk ;xmk +1

�
+ d

�
xmk ;xnk +1

�

2

!

;

iz qega, ako k ! + 1 ; slijedi:

� + F
�
"+

�
� �F

�
"+

�
+ �F

�
0+

�
+ 
F

�
0+

�

+ (1 � � � � � 
 ) F
�

"+ + "+

2

�

= �F
�
"+

�
+ ( � + 
 ) F

�
0+

�
+ (1 � � � � � 
 ) F

�
"+

�

= (1 � � � 
 ) F
�
"+

�
+ ( � + 
 ) F

�
0+

�

ili,
� + ( � + 
 ) F

�
"+

�
� �1 ;

xto je oqigledno kontradikcija. To znaqi da je niz f xng Koxijev. Budu�i da je
metriqki prostor (X;d) kompletan, postoji x 2 X takav da xn ! x kada n ! + 1 :
Dokaza�emo da jeTx = x ako va�i ili (i ) ili (ii ). Pretpostavimo da je Tx 6= x: U
sluqaju (i ) to je nemogu�e. Ako uslov (ii ) vazi onda postoji prirodan broj n0 takav da
za n � n0 imamo dax;Tx =2 f xn : n � n0g: Stav	aju�i sada xn i x u (5.15) dobijamo:

� + F
�
d(xn+1 ;Tx)

�
� �F

�
d (xn ;x)

�
+ �F

�
d (xn� 1;xn )

�

+ 
F
�
d (x;Tx)

�
+ (1 � � � � � 
 ) F

�
d (xn ;Tx) + d(x;xn+1 )

2

�
:

(5.17)

Puxtaju�i limes u (5.17) kada n ! + 1 , budu�i da je F neprekidna, dobijamo,

� + F
�
d(x;Tx)

�
� �F

�
0+

�
+ �F

�
0+

�
+ 
F

�
d (x;Tx)

�

+ (1 � � � � � 
 ) F
�

d (x;Tx)
2

�

� (� + � ) F
�
0+

�
+ 
F

�
d (x;Tx)

�
+ (1 � � � � � 
 ) F

�
d (x;Tx)

�

to jest,
� + ( � + � ) F

�
d (x;Tx)

�
� �1 ;

xto je kontradikcija, pa pretpostavka da x 6= Tx je nemogu�a. �
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5.2. Proxirene F -kontrakcije u slabim b-metriqkim prostorima

5.2 Proxirene F -kontrakcije u slabim b-metriq-
kim prostorima

U ovom poglav	u usmjereni smo na prouqava�e (s;q;�;F )-kontrakcija u slabim b-
metriqkim prostorima, koje na prirodan naqin proxiruju i dopu�uju postoje�e
rezultate zasnovane na klasama interpolativnih i F -kontrakcija. Ove kontrakcije
obuhvataju xiroku i fleksibilnu klasu transformacija, definisanih u terminima
s; q; � i F , qime se pokrivaju i linearni i nelinearni sluqajevi, za deta	e pogledati
[68{72,92,148,186,193{208].

Glavni rezultat pokazuje da (s;q;�;F )-g-slabe kontrakcije posjeduju fiksnu taqku u
slabim b-metriqkim prostorima ukoliko je funkcija F ili samo kontrakcija nepre-
kidna. Kao ilustraciju, primijenili smo dobijene rezultate na problem postoja�a
i jedinstvenosti rjexe�a za odre�ene klase nelinearnih integralnih jednaqina.

Posebno treba ista�i da je generalizacija Banahovog principa kontrakcije, uvede-
na kroz F -kontrakcije Vardovskog [98, 209] i interpolativne kontrakcije Karapi-
nara [92], dala sna�an podsticaj da	em razvoju ove oblasti. Ti pristupi su kasnije
proxireni dodatnim relaksacijama, kao xto su slab	e�e kontraktivnih uslova
ili ukla�a�e odre�enih ograniqe�a na preslikava�a i same prostore. U tom kon-
tekstu, kontrakcije tipa (s;�;F ) i (s;q;�;F ), koje uvodimo u ovom poglav	u, predsta-
v	aju prirodne varijante kontrakcija Vardovskog u okru�e�u slabih b-metriqkih
prostora i omogu�avaju obuhvatniju analizu fiksnih taqaka.

Zapoqi�emo sa definicijom koja je proxiruje pojam kontrakcije Vardovskog (�;F )-
kontrakcija u okviru generalizovanog metriqkog prostora.

Definicija 5.6 ( [210]) Neka je (X;d) slabi b-metriqki prostor sa parametrom
s � 1 i f preslikava�e u sebe skupa X . Za preslikava�e f ka�emo da je (s;q;�;F )-
kontrakcija ako postoje funkcije F : (0; + 1 ) ! R i � : (0; + 1 ) ! (0; + 1 ) takve
da:

(a) F je strogo rastu�a;

(b) lim inf
r ! t+

� (r ) > 0 za svet > 0;

(c) Za svex; y 2 X sa fx 6= fy , i za neko q > 0

� (d(x; y)) + F (sqd(fx;fy )) � F (d(x;y)) : (5.18)

Napomena 5.3 Iz svojstva funkcije F i uslova (5.18) dobijamo

d(fx;fy ) � sqd(fx;fy ) < d (x;y):

Neprekidnost preslikava�a f slijedi iz nejednakosti d(fx;fy ) < d (x;y).
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5.2. Proxirene F -kontrakcije u slabim b-metriqkim prostorima

Napomena 5.4

ˆ Definicija 5.6 generalizuje prethodne definicije date u [9, 198] i sadr�i
sma�en broj uslova u pore�e�u sa prethodnim definicijama.

ˆ Definicija 5.1 je neposredna pos	edica definicije (s;q;F)-kontrakcije, ako
uzmemo� : (0; + 1 ) ! (0; + 1 ) da bude konstantna funkcija.

ˆ Ako je s = 1 dobijamo definiciju Vardovskog u [98, 209]u sluqaju slabih me-
triqkih prostora ( metric-like space).

S	ede�e tvr�e�e je prva teorema o fiksnoj taqki za preslikava�e tipa (s;q;�;F )-
kontrakcije.

Teorema 5.5 ( [210]) Neka je(X;d) kompletan slabi b-metriqki prostor sa parame-
trom s � 1. Ako je f (s;q;�;F )-kontrakcija na X , onda funkcija f ima jedinstvenu
fiksnu taqku u X .

Dokaz. ( [210])Neka jex0 2 X i Pikarov iterativni niz f xng definisan sa xn+1 =
f (xn ) za n 2 f 0;1;2; : : :g. Dokaz je jasan u sluqaju da postoji n0 2 N, sa xn0+1 = xn0 .
Dakle, pretpostavi�emo da xn+1 6= xn , xto daje fx n 6= fx n� 1 i d(fx n ;fx n� 1) > 0, za
sven 2 N. Koriste�i nejednakost (5.18), imamo

F (sqd(xn ;xn+1 )) � � (d(xn� 1;xn )) + F (sqd(xn ;xn+1 ))

= � (d(xn� 1;xn )) + F (sqd(fx n� 1;fx n ))

� F (d(xn� 1;xn )) :

(5.19)

Da	e iz nejednakosti (5.19) dobijamo

sqd(xn ;xn+1 ) < d (xn� 1;xn );

xto implicira

d(xn ;xn+1 ) <
1
sq

d(xn� 1;xn ):

U pogledu Leme 1.1, odgovaraju�i Pikarov niz f xng sa poqetnom taqkomx0 je Koxijev
niz takav da lim

n;m ! + 1
d(xn ;xn ) = 0 . Posto je (X;d) kompletan slabi b-metriqki pro-

stor, zak	uqujemo da postoji x 2 X takav da

lim
n! + 1

d(xn ;x) = d(x;x) = lim
n;m ! + 1

d(xn ;xm ) = 0 : (5.20)

Prema (5.18) slijedi

F (sqd(fx;fx n )) � � (d(x;xn )) + F (sqd(fx;fx n )) � F (d(x;xn )) ;

iz svojstva F dobijamo
sqd(fx;fx n ) � d(x;xn ): (5.21)
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5.2. Proxirene F -kontrakcije u slabim b-metriqkim prostorima

Iz relaksirane nejednakosti trougla i (5.21), imamo

d(fx;fx ) � 2sd(fx;fx n ) � 2sqd(fx;fx n ) � 2d(x;xn ):

Kako je f neprekidna i koriste�i (5.20), (5.21) dobijamo

d(fx;fx ) = lim
n! + 1

d(fx n ;fx ) � lim
n! + 1

2d(xn ;x) = 2 d(x;x) = 0 : (5.22)

Iz d(x;fx ) � s[d(x;fx n )+ d(fx;fx n )], kada n ! + 1 dobijamo da jed(x;fx ) = 0 . Dakle
fx = x i tako f ima fiksnu taqku. Tako�e iz (5.20) imamo d(x;x) = 0 .
Da bismo dokazali jedinstvenost fiksne taqke, pretpostavimo da je v 2 X jox jedna
razliqita fiksna taqka. Iz v 6= x slijedi fv 6= fx , tada

F (sqd(v;x)) = F (sqd(fv;fx )) � � (d(v;x)) + F (sqd(fv;fx )) � F (d(v;x)) ;

xto implicira

d(v;x) <
1
sq

d(v;x):

Prethodna nejednakost je kontradikcija, pa je d(v;x) = 0 i fiksna taqka je jedin-
stvena. �

Pos	edica 5.2 ( [210]) Neka je(X;d) slabi b-metriqki prostor sa parametrom s �
1 i f preslikava�e u sebe skupa X . Ako postoje rastu�a funkcija F : (0; + 1 ) ! R
i pozitivna konstanta � takve da

� + F (sqd(fx;fy )) � F (d(x;y)) (5.23)

za svex; y 2 X sa fx 6= fy , i za neko q > 0, onda f ima jedinstvenu fiksnu taqku
u X .

Dokaz. ( [210]) Iz nejednakosti (5.18) dobijamo (5.23) ako uvrstimo � (r ) = � > 0.�

Primjer 5.7 ( [210]) Neka je X = [0; + 1 ) i d(x;y) = x2 + y2 + jx � yj2, za sve
x;y 2 X . Primijetimo da je d, slaba b-metrika na X , sa parametrom s = 2 i
(X;d) je kompletan. Tako�e, d nije metrika niti b-metrika na X . Posmatrajmo

preslikava�e f : X ! X definisano sa fx =
ln(1 + x)

5
. Za svex;y 2 X i konstantu

q = 2, imamo

s2d(fx;fy ) = 4
�

f 2x + f 2y + jfx � fx j2
�

= 4

 �
ln(x + 1)

5

� 2

+
�

ln(y + 1)
5

� 2

+

�
�
�
�
ln(x + 1)

5
�

ln(y + 1)
5

�
�
�
�

2
!

� 4

"
x2

25
+

y2

25
+

�
�
�
�
x
5

�
y
5

�
�
�
�

2
#

=
4
25

h
x2 + y2 + jx � yj2

i

�
1
5

d(x;y):
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5.2. Proxirene F -kontrakcije u slabim b-metriqkim prostorima

Uzimaju�i logaritme u gor�oj nejednakosti i fiksiraju�i � = ln 5 i funkciju
F (t) = ln t imamo da su uslovi Pos	edice 5.2 ispu�eni i oqigledno x = 0 je jedin-
stvena fiksna taqka od f .

Sa ci	em proxire�a Definicije 5.1 i rezultata koji uk	uquje Teoremu 5.5 i �ene
odgovarajuce pos	edice uvodimo s	ede�e pojmove.
Neka je � 4 skup svih neprekidnih funkcija g : [0;+ 1 )4 ! [0;+ 1 ) koje zadovo	avaju

(a) g je neopadaju�a u odnosu na svaku promjen	ivu,

(b) g(t;t;t;t ) � t za t 2 [0; + 1 ) .

Definicija 5.7 ( [210]) [] Neka je(X;d) slabi b-metriqki prostor sa parametrom
s � 1 i f : X ! X preslikava�e u sebe skupa X . Ka�emo da je f generalizovana
(s;q;�;F )-g-slaba kontrakcija, ako postoje funkcije F : (0;+ 1 ) ! R, � : (0;+ 1 ) !
(0; + 1 ) i g 2 � 4 takve da:

(a) F je strogo rastu�a;

(b) lim inf
r ! t+

� (r ) > 0 za svet > 0;

(c)

� (d(x;y)) + F (sqd(fx;fy )) � F

 

g
�

d(x;y);d(x;fx );d(y;fy );
d(x;fy ) + d(y;fx )

4s

� !

(5.24)
za svex;y 2 X sa fx 6= fy , i za neko q � 1.

Pos	edica 5.3 ( [210])

ˆ Gor�a definicija se svodi na generalizovanu (s;q;F)-g-slabu kontrakciju po-
stav	a�em � : (0; + 1 ) ! (0; + 1 ) da bude konstantna funkcija � (r ) = � > 0.

ˆ Za parametar s = 1 dobijamo definiciju (�;F )-g-slabe kontrakcije u okru�e�u
metriqkih i slabih metriqkih prostora.

ˆ Za s = 1 i � (r ) = � > 0 dobijamo definiciju (F -g)-slabe kontrakcije u
okru�e�u metriqkih i slabih metriqkih prostora.

Teorema 5.6 ( [210]) Neka je(X;d) slabi b-metriqki prostor sa parametrom s � 1
i preslikava�e f : X ! X generalizovana (s;q;�;F )-g-slaba kontrakcija. Ako je f
ili F neprekidna, tada f ima jedinstvenu fiksnu taqku u X .

Dokaz. Neka je x0 2 X proizvo	no i konstruiximo Pikarov iterativni niz f xng
kao xn+1 = f (xn ) za n 2 f 0;1;2; : : :g. Dokaz je jasan u sluqaju da postoji n0 2 N, sa
xn0+1 = xn0 . Prema tome, pretpostav	amo da xn+1 6= xn , xto znaqi fx m 6= fx n� 1 ili

d(fx n ;fx n� 1) > 0

za sven 2 N [ f 0g.
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Koriste�i (5.24) za x = xn , y = xn� 1 imamo

� (d(xn ;xn+1 )) + F (sqd(xn ;xn+1 )) = � (d(fx n� 1;fx n )) + F (sqd(fx n� 1;fx n ))

� F

 

g
�

d(xn� 1;xn );d(xn� 1;fx n� 1);d(xn ;fx n );
d(xn� 1;fx n ) + d(xn ;fx n� 1)

4s

� !

= F

 

g
�

d(xn� 1;xn );d(xn� 1;xn );d(xn ;xn+1 );
d(xn� 1;xn+1 ) + d(xn ;xn )

4s

� !

� F

 

g
�

d(xn� 1;xn );d(xn� 1;xn );d(xn ;xn+1 );
sd(xn� 1;xn ) + sd(xn ;xn+1 ) + 2 sd(xn� 1;xn )

4s

� !

= F

 

g
�

d(xn� 1;xn );d(xn� 1;xn );d(xn ;xn+1 );
d(xn ;xn+1 ) + 3 d(xn� 1;xn )

4

� !

:

(5.25)

Ako pretpostavimo da je d(xn� 1;xn ) � d(xn ;xn+1 ) tada nejednakost (5.25) daje

� (d(xn ;xn+1 )) + F (sqd(xn ;xn+1 )) � F
�

g
�
d(xn ;xn+1 );d(xn ;xn+1 );d(xn ;xn+1 );d(xn ;xn+1 )

� �

� F (d(xn ;xn+1 )) ;

za sven 2 N. Dakle, dobijamo

F (sqd(xn ;xn+1 ) � F (d(xn ;xn+1 )) � � (d(xn ;xn+1 ))

< F (d(xn ;xn+1 )) ;

xto je kontradikcija. Prema tome

d(xn ;xn+1 ) < d (xn� 1;xn );

za sven 2 N. Tako je niz f d(xn� 1;xn )g opadaju�i i ograniqen odozdo. Shodno tome,
postoji l � 0 takav da d(xn� 1;xn ) ! l kada n ! + 1 . Ako je l > 0, onda kada pustimo
n ! + 1 u (5.25) dobijamo

� (l) + F (sql ) � F (l);

xto je kontradikcija. Zbog toga, zak	uqujemo da je l = 0 i

lim
n! + 1

d(xn� 1;xn ) = 0 : (5.26)

Da	e, pokazujemo da lim
n;m !1

d(xn ;xm ) = 0 . Pretpostavimo suprotno lim
n;m !1

d(xn ;xm ) >

0. Tada po Lemi 1.4 postoje " > 0 i nizovi f mkg i f nkg pozitivnih celih brojeva,
sa nk > m k > k , tako da

d(xmk ;xnk ) � "; d(xmk ;xnk � 1) < ";
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"
s2

� lim sup
k! + 1

d(xmk � 1;xnk � 1) � "s;

"
s

� lim sup
k! + 1

d(xnk � 1;xmk ) � "s2;

"
s

� lim sup
k! + 1

d(xmk � 1;xnk ) � "s2:

Iz uslova (5.24), dobijamo

� (d(xmk ;xnk )) + F (sqd(xmk ;xnk ))

= � (d(xmk ;xnk )) + F (sqd(fx mk � 1;fx nk � 1))

� F

 

g

 

d(xmk � 1;xnk � 1);d(xmk � 1;fx mk � 1);d(xnk � 1;fx nk � 1);

d(xmk � 1;fx nk � 1) + d(xnk � 1;fx mk � 1)
4s

!!

= F

 

g
�

d(xmk � 1;xnk � 1);d(xmk � 1;xmk );d(xnk � 1;xnk );
d(xmk � 1;xnk ) + d(xnk � 1;xmk )

4s

� !

(5.27)

Uzimaju�i gor�u granicu u (5.27) kada k ! + 1 i koriste�i Lemu 1.3, Lemu 1.4 i
(5.26), dobijamo

lim inf
n! + 1

� (d(xmk ;xnk )) + F (sq" ) � lim inf
n! + 1

�
�
d(xmk ;xnk )

�
+ F

 

lim sup
n! + 1

sqd(xmk ;xnk )

!

� F

 

lim sup
n! + 1

g
�

d(xmk � 1;xnk � 1);d(xmk � 1;xmk );d(xnk � 1;xnk );

d(xmk � 1;xnk ) + d(xnk � 1;xmk )
4s

�
!

� F

 

g
�

";0;0;
"
2s

� !

� F ("s):

Prema tome, dobijena nejednakost

lim inf
n! + 1

� (d(xmk ;xnk )) + F ("sq) < F ("s);

je kontradikcija poxto je " > 0. Tako lim
n;m !1

d(xn ;xm ) = 0 i niz f xng je Koxijev u

kompletnom slabom b-metriqkom prostoru (X;d). Dakle, postoji x 2 X takav da

lim
n! + 1

d(xn ;x) = d(x;x) = lim
n;m ! + 1

d(xn ;xm ) = 0 : (5.28)
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Neka je n0 2 N takav da xn+1 6= fx za sven � n0 i x 6= fx . Sada koriste�i uslov
(5.24) i svojstvo preslikava�a F imamo

� (d(xn ;x)) + F (sqd(xn+1 ;fx )) = � (d(xn ;x)) + F (sqd(fx n ;fx ))

� F

 

g
�

d(xn ;x);d(xn ;fx n );d(x;fx );
d(xn ;fx ) + d(x;fx n )

4s

� !

= F

 

g
�

d(xn ;x);d(xn ;xn+1 );d(x;fx );
d(xn ;fx ) + d(x;xn+1 )

4s

� !

;

iz qega slijedi

� (d(xn ;fx )) + sqd(xn+1 ;fx ) < g
�

d(xn ;x);d(xn ;xn+1 );d(x;fx );
d(x;xn+1 )

2s

�
: (5.29)

Uzimaju�i gor�u granicu u (5.29), i koriste�i Lemu 1.1 i rezultat (5.26), slijedi
da je

lim inf
n! + 1

� (d(xn ;fx )) + sq� 1d(x;fx ) = sq �
1
s

d(x;f ) < g
�
0;0;d(x;fx );0

�
� d(x;fx ): (5.30)

Iz uslova q � 1, nejednakost (5.30) dajed(x;fx ) = 0 pa je fx = x. Dakle, x je fiksna
taqka i

0 = d(x;fx ) = d(x;x): (5.31)

Neka su x i v dve fiksne taqke od f , gdje je fx = x i fv = v. Iz x 6= v slijedi
fx 6= fv , pa na osnovu (5.24) imamo

� (x;v) + F (sqd(x;v)) = � (x;v) + F (sqd(fx;fv ))

� F

 

g
�

d(x;v);d(x;fx );d(v;fv );
d(x;fv ) + d(v;fx )

4s

� !

= F

 

g
�

d(x;v);d(x;x);d(v;v);
d(x;v) + d(v;x)

4s

� !

= F

 

g
�

d(x;v);d(x;x);d(v;v);
d(x;v)

2s

� !

= F

 

g
�

d(x;v);0;0;
d(x;v)

2s

� !

� F
�

g
�
d(x;v);d(x;v);d(x;v);d(x;v)

� �

� F
�
d(x;v)

�
:

(5.32)

Kako smo doxli do kontradikcije, slijedi da je d(x;v) = 0 . Prema tome x = v i
fiksna taqka je jedinstvena. �

S	ede�i rezultat slijedi iz Teoreme 5.6 zamjenom � (r ) = � .
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Teorema 5.7 ( [210]) Neka je(X;d) slabi b-metriqki prostor sa parametrom s � 1
i f : X ! X neprekidno preslikava�e. Pretpostavimo da postoje funkcije F :
(0; + 1 ) ! R, g 2 � 4 i konstanta � > 0 takve da

(a) F je strogo rastu�a;

(b) � + F (sqd(fx;fy )) � F

 

g
�

d(x;y);d(x;fx );d(y;fy );
d(x;fy ) + d(y;fx )

4s

� !

za sve

x;y 2 X sa fx 6= fy , za nekoq � 1.

Tada f ima jedinstvenu fiksnu taqku u X .

Napomena 5.5 Neka je (X;d) slabi b-metriqki prostor sa parametrom s � 1 i
f : X ! X neprekidno preslikava�e. Pretpostavimo da postoje funkcije F :
(0; + 1 ) ! R, � : (0; + 1 ) ! (0; + 1 ) takve da:

(a) F je strogo rastu�a;

(b) lim inf
r ! t+

� (r ) > 0 za svet > 0;

(c)

� (d(x;y)) + F (sqd(fx;fy ))

� F

 

max
�

d(x;y);d(x;fx );d(y;fy );
d(x;fy ) + d(y;fx )

4s

� !
(5.33)

za svex;y 2 X sa fx 6= fy , i za neko q � 1.

Tada f ima jedinstvenu fiksnu taqku u X .

Dokaz. Dokaz slijedi iz Teoreme 5.6 uzima�em g 2 � 4 kao g(t1;t2;t3;t4) =
maxf t1;t2;t3;t4g. �

Napomena 5.6 Neka je (X;d) slabi b-metriqki prostor sa parametrom s � 1 i
f : X ! X neprekidno preslikava�e. Pretpostavimo da postoje funkcije F :
(0; + 1 ) ! R, � : (0; + 1 ) ! (0; + 1 ) takve da:

(a) F je strogo rastu�a;

(b) lim inf
r ! t+

� (r ) > 0 za svet > 0;

(c) � (d(x;y)) + F (sqd(fx;fy ))

� F

 

max
�

a1d(x;y) + a2d(x;fx ) + a3d(y;fy ) + a4
d(x;fy ) + d(y;fx )

4s

� !

(5.34)

za svex;y 2 X sa fx 6= fy , i za neko q � 1.

Tada f ima jedinstvenu fiksnu taqku u X .
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5.2. Proxirene F -kontrakcije u slabim b-metriqkim prostorima

Dokaz. Dokaz slijedi iz Teoreme 5.6. Odaberimo g 2 � 4 kao g(t1;t2;t3;t4) = a1t1 +
a2t2 + a3t3 + a4t4 sa 0 < a 1 + a2 + a3 + a4 < 1.

�

U prethodnoj deceniji kao jedan od smjerova intenzivnog istra�iva�a su novi ti-
povi kontrakcija poznati kao interpolativne kontrakcije i hibridne kontrakcije.
Qitaoca upu�ujemo na radove [69, 92, 186, 199{201]. U nastavku se bavimo ovim ti-
pom kontrakcija proxirenih u kontekstu slabih b-metriqkih prostora, koje se mogu
dobiti iz s	ede�ih rezultata kao specijalni sluqajevi.

Teorema 5.8 ( [210]) Neka je(X;d) slabi b-metriqki prostor sa parametrom s � 1
i f : X ! X neprekidno preslikava�e. Pretpostavimo da postoje funkcije F :
(0; + 1 ) ! R, � : (0; + 1 ) ! (0; + 1 ) takve da:

(a) F je strogo rastu�a;

(b) lim inf
r ! t+

� (r ) > 0 za svet > 0;

(c)

� (d(x;y)) + F (sqd(fx;fy ))

� F

0

B
@

"

a1(d(x;y))p + a2(d(x;fx ))p + a3(d(y;fy ))p + a4

�
d(x;fy ) + d(y;fx )

4s

� p
# 1

p

1

C
A

(5.35)

za svex;y 2 X sa fx 6= fy , i za neko q � 1.

Tada f ima jedinstvenu fiksnu taqku u X .

Dokaz. Dokaz slijedi iz Teoreme 5.6 uzima�em g 2 � 4 kao

g(t1;t2;t3;t4) =
�
a1tp

1 + a2tp
2 + a3tp

3 + a4tp
4

� 1
p ; p > 0;

gdje je0 < a 1 + a2 + a3 + a4 < 1.

�

Teorema 5.9 ( [210]) Neka je(X;d) slabi b-metriqki prostor sa parametrom s � 1
i f : X ! X neprekidno preslikava�e. Pretpostavimo da postoje funkcije F :
(0; + 1 ) ! R, � : (0; + 1 ) ! (0; + 1 ) takve da:

(a) F je strogo rastu�a;

(b) lim inf
r ! t+

� (r ) > 0 za svet > 0;
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(c)

� (d(x;y)) + F (sqd(fx;fy ))

� F

0

B
B
@

2

4max

(

(d(x;y))p;(d(x;fx ))p;(d(y;fy ))p;
�

d(x;fy ) + d(y;fx )
4s

� p
) 3

5

1
p

1

C
C
A

(5.36)

za svex;y 2 X sa fx 6= fy , i za neko q � 1.

Tada f ima jedinstvenu fiksnu taqku u X .

Dokaz. Dokaz slijedi iz Teoreme 5.6 uzima�em g 2 � 4 kao

g(t1;t2;t3;t4) =
h
max

�
tp
1;tp

2;tp
3;tp

4

	 i 1
p

; p > 0:

�

Teorema 5.10 Neka je (X;d) slabi b-metriqki prostor sa parametrom s � 1 i
f : X ! X neprekidno preslikava�e. Pretpostavimo da postoje funkcije F :
(0; + 1 ) ! R, � : (0; + 1 ) ! (0; + 1 ) takve da:

(a) F je strogo rastu�a;

(b) lim inf
r ! t+

� (r ) > 0 za svet > 0;

(c)

� (d(x;y)) + F (sqd(fx;fy ))

� F

 

(d(x;y))a1 (d(x;fx ))a2 (d(y;fy ))a3

�
d(x;fy ) + d(y;fx )

4s

� 1� (a1+ a2+ a3 )
!

(5.37)

za svex;y 2 X sa fx 6= fy , i za neko q � 1.

Tada f ima jedinstvenu fiksnu taqku u X .

Dokaz. Dokaz slijedi iz Teoreme 5.6 uzima�em g 2 � 4 kao

g(t1;t2;t3;t4) = ta1
1 � ta2

2 � ta3
3 � t1� (a1+ a2+ a3 )

4 ;

gdje sua1; a2; a3 2 (0;1) i a1 + a2 + a3 < 1. �

Teorema 5.11 ( [210]) Neka je (X;d) slabi b-metriqki prostor sa parametrom s �
1 i f : X ! X neprekidno preslikava�e. Pretpostavimo da postoje funkcije
F : (0; + 1 ) ! R, � : (0; + 1 ) ! (0; + 1 ) i � 2 (0;1) takve da:

(a) F je strogo rastu�a;
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(b) lim inf
r ! t+

� (r ) > 0 za svet > 0;

(c)

� (d(x;y)) + F (sqd(fx;fy ))

� F

0

B
B
@

2

4� max

(

(d(x;y))p;(d(x;fx ))p;(d(y;fy ))p;
�

d(x;fy ) + d(y;fx )
4s

� p
) 3

5

1
p

1

C
C
A

(5.38)

za svex;y 2 X sa fx 6= fy , i za neko q � 1.

Tada f ima jedinstvenu fiksnu taqku u X .

Dokaz. ( [210]) Dokaz slijedi iz Teoreme 5.6 uzima�em g 2 � 4 kao

g(t1;t2;t3;t4) =
h
� max

�
tp
1;tp

2;tp
3;tp

4

	 i 1
p

; p > 0; � 2 (0;1):

�

Teorema 5.12 ( [210]) Neka je (X;d) slabi b-metriqki prostor sa parametrom s �
1 i f : X ! X neprekidno preslikava�e. Pretpostavimo da postoje funkcije
F : (0; + 1 ) ! R, � : (0; + 1 ) ! (0; + 1 ) takve da:

(a) F je strogo rastu�a;

(b) lim inf
r ! t+

� (r ) > 0 za svet > 0;

(c)
� (d(x;y)) + F (sqd(fx;fy )) � F

�
(d(x;fx ))a1 (d(y;fy ))1� a1

�
(5.39)

za svex;y 2 X n F (Fix(f )) sa fx 6= fy , za nekoq � 1.

Tada f ima jedinstvenu fiksnu taqku u X .

Dokaz. Dokaz slijedi iz Teoreme 5.6 uzima�em g 2 � 4 kao

g(t1;t2;t3;t4) = ta
2 � t1� a

3 ; a 2 (0;1):

�

5.2.1 Primjena na rjexava�e integralne jednaqine

Studija egzistencije i jedinstvenosti rjexe�a diferencijalnih i integralnih jed-
naqina igra fundamentalnu ulogu u istra�iva�ima nelinearne analize i primje-
�e�e matematike. Jedan od glavnih alata u ovoj oblasti je primjena teorema fiskne
taqke.
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5.2. Proxirene F -kontrakcije u slabim b-metriqkim prostorima

Ispita�emo postoja�e rjexe�a nelinearne integralne jednaqine

v(t) = � 1

Z t

0
G1(t;� )H1(�;v (� ))d� + � 2

Z k

0
G2(t;� )H2(�;v (� ))d� ; t;k 2 [0;1]; (5.40)

gdje su� i pozitivne konstante i funkcije Gi : [0;1] � [0;1] ! R+ ; H i : [0;1] � R ! R
za i = 1;2 su date.
Neka je X = C([0;1]) skup svih realnih neprekidnih funkcija na [0;1] sa slabom
b-metrikom

d(v;u) = sup
� 2 [0;1]

�
�v(� ) + u(� )

�
�m

za svev;u 2 X; m 2 N: (5.41)

Oqigledno (X;d) je kompletan slabi b-metriqki prostor sa parametrom s = 2m� 1.
Posmatrajmo preslikava�e f : X ! X definisano sa

fv (t) = � 1

Z t

0
G1(t;� )H1(�;v (� ))d� + � 2

Z k

0
G2(t;� )H2(�;v (� ))d� ;

za svakov 2 X i t;k 2 [0;1].

Teorema 5.13 ( [210]) Neka za integralnu jednaqinu ( 5:40) vrijede s	ede�i uslovi :

(i) Preslikava�e f : X ! X je neprekidno;

(ii ) H i : [0;1] � R ! R su neprekidne i postoji konstanta A i koja zadovo	ava

H i (�;v (� )) + H i (�;u (� )) � A i

�
�v(� ) + u(� )

�
�

za i = 1;2 i t;�;k 2 [0;1];

(iii ) Konstante � i ; A i i funkcije Gi , za i = 1;2 zadovo	avju uslov

0 < � 1A1

Z t

0
G1(t;� )d� + � 2A2

Z k

0
G2(t;� ) <

1
m
p

sq+1

za t;k 2 (0;1) i q � 1.

Tada integralna jednaqina ( 5:40) ima jedinstveno rjexe�e v(t) 2 X .

Dokaz. Za svakot 2 [0;1] i v;u 2 X imamo

sq� d(fv (t);fu (t)) = sq
�
� fv (t) + fu (t)

�
�m

= sq
�
�
� � 1

Z t

0
G1(t;� )H1(�;v (� ))d� + � 2

Z k

0
G2(t;� )H2(�;v (� ))d�

+ � 1

Z t

0
G1(t;� )H1(�;u (� ))d� + � 2

Z k

0
G2(t;� )H2(�;u (� ))d�

�
�
�
m
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= sq
�
�
� � 1

Z t

0
G1(t;� )

�
H1(�;v (� )) + H1(�;u (� ))

�
d�

+ � 2

Z k

0
G2(t;� )

�
H2(�;v (� )) + H2(�;u (� ))

�
d�

�
�
�
m

� sq

�
�
�
�
�
� 1

Z t

0
G1(t;� )A1

� �
�v(� ) + u(� )

�
�
�

d� + � 2

Z k

0
G2(t;� )A2

� �
�v(� ) + u(� )

�
�
�

d�

�
�
�
�
�

m

= sq

�
�
�
�
�
� 1

Z t

0
G1(t;� )A1

� �
�v(� ) + u(� )

�
�m

� 1
m

d� + � 2

Z k

0
G2(t;� )A2

� �
�v(� ) + u(� )

�
�m

� 1
m

d�

�
�
�
�
�

m

� sq

�
�
�
�
�
� 1

Z t

0
G1(t;� )A1

�
d(v;u)

� 1
m d� + � 2

Z k

0
G2(t;� )A2

�
d(v;u)

� 1
m d�

�
�
�
�
�

m

= sq

�
�
�
�
�
� 1

�
d(v;u)

� 1
m

Z t

0
A1G1(t;� )d� + � 2

�
d(v;u)

� 1
m

Z k

0
A2G2(t;� )d�

�
�
�
�
�

m

= sq

�
�
�
�
�
�

�
d(v;u)

� 1
m

 

A1� 1

Z t

0
G1(t;� )d� + A2� 2

Z k

0
G2(t;� )d�

! �
�
�
�
�
�

m

� sq

�
�
�
�

1
m
p

sq+1

�
d(v;u)

� 1
m

�
�
�
�

m

=
d(v;u)

s
:

(5.42)

Ako primijenimo logaritam u zad�oj nejednakosti (5.42) imamo

ln s + ln( sqd(fv;fu )) � ln(d(v;u)):

Odnosno, ako uvrstimo F (� ) = ln( � ), � = ln s i primjenimo g 2 � 4 takva g(t1;t2;t3;t4) =
t1 slijedi

� + F
�
sqd(fv;fu )

�
� F

 

g
�

d(v;u);d(v;fv );d(x;fu );
d(v;fu ) + d(x;fv )

2s

� !

:

Prema tomef je (s;q;�;F )-g-kontrakcija na X i svi uslovi Teoreme 5.7 su ispu�eni.
Uoqimo da je v(t) jedinstvena fiksna taqka od f , tj. rjexe�e integralne jednaqine
(5.40).
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Zak	uqak

U ovom istra�iva�u dobijeni su rezultati koji doprinose da	em razvoju teori-
je fiksne taqke u metriqkim i generalizovanim metriqkim prostorima. Dokazano
je postoja�e jedinstvene fiksne taqke za proxirene Hardi{Ro
ersove kontrakci-
je u klasiqnim metriqkim prostorima. Uvedene su polinomske i slabe polinomske
kontrakcije u b-metriqkim prostorima, a zatim je dokazana i teorema zajedniqke
fiksne taqke Jungovog tipa za te klase preslikava�a. Osim toga, izvrxena je pre-
cizna analiza grexke iterativnih nizova u b-metriqkim, kao i u kvazi b-metriqkim
prostorima.

Dodatni znaqaj predstav	a uvo�e�e (s;q;';F )-kontrakcija i �ihovih slabih vari-
janti u okviru slabih b-metriqkih prostora. Dokazano je da za takve klase presli-
kava�a postoji jedinstvena fiksna taqka, qime se objedi�uju i proxiruju rezul-
tati Vardovskog i drugih autora u okviru F -kontrakcija, uz mogu�nost primene u
rjexava�u integralnih jednaqina, xto predstav	a va�nu sponu izme�u apstraktne
teorije i konkretnih matematiqkih modela.

U okviru drugog pravca, radovi posve�eni interpolativnim i proxirenim kon-
trakcijama (Gereti, Hardi{Ro
ers, Rus, �iri�, kao i noviji pristupi Vardovskog)
pru�aju znaqajne pobo	xa�a ranije formulisanih rezultata. Formulisane su nove
klase proxirenih interpolativnih F -kontrakcija sa stro�ijim uslovima. Dobi-
jeni rezultati omogu�avaju jedinstveno postoja�e fiksne taqke u kompletnim me-
triqkim prostorima i postav	aju osnovu za da	a istra�iva�a razliqitih tipova
kontraktivnih uslova. Jedan od trenutnih pravaca da	eg istra�iva�a su Jungova
i Hardi-Ro
ers teorema u perturbiranim metriqkim prostorima kao i vixeznaqna
preslikava�a u jakim b-normiranim prostorima.

Sumirano, rad objedi�uje klasiqne i moderne koncepte u okviru teorije fiksne
taqke, uvodi nove klase kontrakcija i pru�a precizne procene iterativnih meto-
da, istovremeno naglaxavaju�i �ihovu primjen	ivost. Tako postav	eni rezultati
otvaraju prostor za da	e istra�iva�e topoloxkih i geometrijskih svojstava gene-
ralizovanih prostora, kao i �ihovu integraciju u savremene matematiqke i pri-
mje�ene discipline.
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