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Rezime

Karakterizcija mjera Karlesona, ogranicenost Bergmanove projekcije i odredivanje
dualnog prostora su centralni problemi u teoriji prostora analitickih i harmonijskih
funkcija. Glavni objekat istrazivanja u ovoj disertaciji je prostor tezinskih harmonijskih
funkcija sa mjesovitom normom definisanih na ogranicenim glatkim oblastima u R™.
U kontekstu ovih prostora, proucavaju se navedeni problemi. Dobijeni rezultati
daju potpunu informaciju o prostorima funkcija sa mjesovitom normom sa stepenom
tezinom te uopStavaju niz poznatih rezultata za netezinske prostore i prostore na
geometrijski jednostavnijim domenima.

Disertacija se sastoji od Sest glava. U prvoj glavi su uvedeni pojmovi koji se koriste
u toku disertacije i dat je pregled dosadasnjih istrazivanja koja su u vezi sa predmetom
istrazivanja same disertacije. Druga glava je posveé¢ena nekim bitnim osobine har-
monijskih funkcija, budué¢i da su upravo harmonijske funkcije u fokusu istrazivanja. U
istoj glavi je definisan i glavni objekat istrazivanja - prostor harmonijskih funkcija sa
mjesovitom normom BP9(Q2).

Glavni rezultati disertacije su izlozeni u trecoj, ¢etvrtoj, petoj i Sestoj glavi. Treca
glava se bavi mjerama Karlesona za prostore BP4(2). Dat je potreban i dovoljan uslov
za Borelovu mjeru p da utapanje BP4(2) < LP%(u) bude neprekidno. Uslov je ge-
ometrijski i povezuje mjeru p sa tezinskom Lebegovom mjerom. Takode, u ovoj glavi
su opisane iS¢ezavajuce mjere Karlesona, tj. dat je potreban i dovoljan uslov za Borelovu
mjeru p da utapanje B??(Q2) < LP%(u) bude kompaktno. U ¢etvrtoj glavi su dobijeni
rezultati u vezi sa ogranicenoséu Bergmanove projekcije koja djeluje na prostor L2?($2),
projektujuéi ga na prostor BE4(2). Takode, u istoj glavi je opisano i djelovanje tezinske
Bergmanove projekcije na drugi prostor mjerljivih funkcija sa mjeSovitom normom, u
oznaci f/g’q(Q), za odredeni raspon parametara prostora.

U petoj glavi je dobijen dualni prostor prostora BP9(f2), za odredeni raspon
parametara, i to kao posljedica ograni¢enosti Bergmanove projekcije i rezultata
dualnosti za prostor mjerljivih funkcija sa mjeSsovitom normom, definisan u nesto
apstraktnijem okviru. Konac¢no, u Sestoj glavi su rezultati o Teplicovim operatorima,
koji predstavljaju primjenu dobijenih rezultata o mjerama Karlesona, Bergmanovim
projekcijama i dualnosti prostora funkcija sa mjeSovitom normom. Naime, u ovoj



glavi su dati potrebni i dovoljni uslovi da Teplicov operator T}, bude ogranicen (ili
kompaktan).
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Abstract

Characterization of Carleson measure, boundedness of Bergman projection and obtain-
ing a dual space are central problems in the theory of analytic and harmonic function
spaces. The main object of research in this dissertation is the space of weighted har-
monic functions with mixed norm defined on bounded smooth domains in R™. In the
context of of these domains, the mentioned problems are studied. The obtained results
provide complete information on mixed norm spaces of harmonic functions, with power
type weights, and generalize a series of well-known results for unweighted spaces and
spaces on geometrically simpler domains. The dissertation consists of six chapters. In
the first chapter, the terms used are introduced in the course of the dissertation, and an
overview of previous research related to the subject is given research of the dissertation
itself. The second chapter is dedicated to some essential properties of harmonic func-
tions since harmonic functions are the focus of research. The main object of research
- the space of harmonic functions with mixed norm B29(f2) is defined in the same
chapter. The main results of the dissertation are presented in the third, fourth, fifth,
and sixth chapters. Third chapter deals with Carleson measures for spaces B2?(f2).
A necessary and sufficient condition for a Borel measure p, such that the embedding
BP4(Q) — LP9(u) be continuous, is given. The condition is geometric and relates
the measure p with the weighted Lebesgue measure. Also, in this chapter vanishing
Carleson measures are described, i.e. a necessary and sufficient condition for a Borel
measure 4 to embedding BP4(§2) < L™9(u) be compact, is given.

The results related to the boundedness of the Bergman projection acting on the
space LP9(Q)) projecting it onto the space BP4(()), are obtained in the fourth chap-
ter. Also, in the same chapter, the action of Bergman projection on another mixed
norm space of measurable functions ig’q(ﬂ), for a certain range of space parameters, is
described.

In the fifth chapter, the dual space of the space BP(f2) is obtained , for a certain
range of parameters, which is a consequence of the boundedness of Bergman projection
and the result of duality for the mixed norm space of measurable functions, defined in
something more abstract framework. Finally, in the sixth chapter, there are results on
Toeplitz operators, which represent the application of the obtained results on Carleson
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measures, Bergman projections, and duality of the mixed norm space. Namely, in
this chapter the necessary data are provided and sufficient conditions for the Teplitz
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Oznake

V f- gradijent funkcije f (vektor koji se sastoji od parcijalnih izvoda funkcije f)
dm- Lebegova zapreminska mjera

do- povrsinska mjera

|z|- Euklidova norma od = € R™

C*(Q)- skup k puta neprekidno diferencijabilnih funkcija na
C*>(92) skup svih funkcija koje pripadaju C*(2) za svako k
h(€2)- prostor harmonijskih funkcija na €2

U- jedinic¢ni disk u kompleksnoj ravni

T- granica jedini¢nog diska U (kruznica)

B(x,r)- lopta sa centrom u x i poluprecnikom r

S(z,r)- granica lopte B(z, )

B- jedini¢na lopta sa centrom u koordinatnom pocetku

S- jedini¢na sfera

Dy,- izvod po pravcu jedini¢nog vektora spoljasne normale na 0f2
A f- Laplasijan funkcije f

dm.,- tezinska Lebegova mjera

f * g- konvolucija funkcija f i g

[P-prostor p apsolutno sumabilnih nizova za 1 < p < oo
[>°-prostor ograni¢enih nizova

LP(Q2)- Lebegov prostor p- integrabilnih funkcija na

H?(Q)- Hardijev prostor

LP(Q)- prostor Borel mjerljivih funkcija sa mjesovitom normom
BP4(Q)- prostor harmonijskih funkcija sa mjesovitom normom
R, (x,y)- tezinsko harmonijsko Bergmanovo jezgro za v > —1
P,- tezinska Bergmanova projekcija

r(x)- udaljenost x do granice oblasti 2

Es(x)- Euklidova lopta ca centrom u x i polupre¢nikom samjerljivim sa r(x)
X* - dualni prostor prostora X

Tn — x - T, slabo konvergira ka x

s.s. - skoro svuda

t.p.t. - tacka po tacka

w,_1 - povrsina sfere S C R"
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1. Uvod

U ovoj glavi uveséemo osnovne pojmove i notaciju te predstaviti probleme koji su
rijeSeni a koji su usko povezani sa problemom koji je u fokusu disertacije. Glava je
podijeljena na veci broj poglavlja u kojima su navedene i vaznije osobine pojedinih
pojmova.

1.1 Ogranicena oblast sa glatkom granicom u R"

Neka je 2 C R™ ogranicena oblast (otvoren i povezan skup) sa C°° granicom i neka
je p(x) defininisuca funkcija skupa €2. To znaéi da je p realno vrijednosna funkcija
na R" koja je C°° u okolini granice 092 od ) takva da je Q = {z € R" : p(z) > 0}
ogranicen i |Vp(z)| # 0 na 09 gdje je Vp(x) = (88—51(:5), s 8%%(3:)) Dalje, postoji € > 0
takvo da za svako 0 < r < ¢, skup Q,, = {z € R" : p(z) > r} je glatka ogranicena
podoblast od 2 sa definisuéom funkcijom p(x) — r. Fiksiramo takvo e > 0. Jasno je
da je 0§, = {x € R" : p(x) = r} i ovu granicu ¢emo oznacavati sa I', ,. Oznacavamo
sa do, , indukovanu povrsinsku mjeru na 052, ,. Postoji beskonacno mnogo definisué¢ih
funkcija za €2 i bilo koje dvije razlicite definisuc¢e funkcije povlace dva razli¢ita sistema
{09,,} i {0,,}. dm oznacava Lebegovu zapreminsku mjeru na R”. h(§2) oznacava
prostor harmonijskih funkcija na 2. Ove postavke ¢e se koristiti za definisanje prostora
funkcija sa mjesovitom normom u glavi 2.

1.2 Harmonijske funkcije
Neka je {2 neprazan otvoren podskup realnog Euklidovog prostora R"™ gdjejen € N, n >

1. Dva puta neprekidno diferencijabilna , kompleksno-vrijednosna funkcija f definisana
na () je harmonijska na €2 ako je

Af =0, (1.1)



1.2. Harmonijske funkcije

gdjeje A=D}+ D3+ ..+ D?i DJZ» (j = 1,2,...,n) oznacava druge parcijalne izvode
u odnosu na j-tu koordinatu promjenljive. Operator A se naziva Laplasijan (Laplasov
operator) i jednacina (1.1) se naziva Laplasova jednacina. Kazemo da je funkcija f
definisana na skupu (ne neophodno otvorenom) E harmonijska ako se moze prosiriti na
harmonijsku funkciju na otvorenom skupu koji sadrzi skup F.

N

Neka z = (w1, 23, ...,7,) oznacava tacku u R" i neka |z| = (2% + 23 + ... + 22)
oznacava Euklidovu normu od z.

Primjeri harmonijskih funkcija
Najjednostavnije nekonstantne harmonijske funkcije su koordinatne funkcije,
npr. u(r) = m;. NeSto kompleksniji primjer je funkcija na R? definisana sa
f(x) = 23 + 22 — 222 + ixy. Funkcija f(x) = |z|*>™™ je harmonijska na R™ \ {0} i vitalna
je u teoriji harmonijskih funkcija kada je n > 2.

Jos primjera harmonijskih funkcija mozemo dobiti diferenciranjem. Naime, uocimo
da je za glatku funkciju, Laplasijan komutativan sa svakim parcijalnim izvodom; difer-
enciranjem u posljednjem primjeru, pokazuje se da je x1|z|~"™ harmonijska na R" \ {0}
kada je n > 2. Medutim, ova funkcija je harmonijska i za n = 2. To se moze provjeriti
direktno ili uocavajuéi da je z1|x|~2 parcijalni izvod od funkcije log|x|, koja je harmoni-
jska na R? \ {0}. Funkcija log|z|, kada je n = 2, ima istu ulogu kao i funkcija |z|>™",
kada je n > 2.

Primjetimo da je lim, . log|z| = oo, ali lim, |z = 0; primjetimo i da log|x|
nije ograni¢ena niti odozdo niti odozgo, s druge strane, |z|>" je uvijek pozitivno.
Ova ¢injenica nagovjestava kontrast izmedu teorije harmonijskih funkcija u ravni i u
viSedimenzionalnom slucaju.

‘2—n

Druga kljucna razlika nastaje zbog uske povezanosti izmedu holomorfnih i harmoni-
jskih funkcija u ravni: Realno-vrijednosna funkcija na  C R? je harmonijska ako
i samo ako je lokalno realan dio holomorfne funkcije. Ne postoje ovakvi rezultati u
viSedimenzionalnom slucaju.

Za k € N, neka C*(Q) oznacava skup k puta neprekidno diferencijabilnih funkcija
na Q a C*(Q) skup svih funkcija koje pripadaju C*(2) za svako k € N. Za £ C R",
sa C(F) oznacavamo skup neprekidnih funkcija na E. Posto je Laplasijan linearan
operator, sume i skalarni umnosci harmonijskih funkcija su harmonijski.

Zay € R™ i funkciju u na (2, y-translacija od u je funkcija na 2+y ¢ija je vrijednost u
x jednaka u(x—y). Jasno je da je translacija harmonijske funkcije harmonijska funkcija.

Za r > 01 funkciju u na €, r-dilatacija od u je funkcija definisana na 1Q = {3w :
w € Q} u oznaci u, za koju je u.(z) = u(rx). Ako je u € C*(2), onda jednostavnim
racunom dobijamo da je A(u,) = r*(Au), na %Q Dakle, u, je harmonijska ako je u
harmonijska tj. dilatacija harmonijske funkcije je harmonijska funkcija.



1.2. Harmonijske funkcije

Primjetimo sli¢nost izmedu Laplasijana A = D? + D3 + ... + D? i funkcije |z| =

(2 + 22+ .. +x )5 ¢iji su nivoski skupovi sfere centrirane u koordmatnom pocetku.
Povezanost izmedu harmonijskih funkcija i sfera je centralna u teoriji harmonijskih
funkcija. Osobina srednje vrijednosti najbolje ilustruje ovu povezanost.

Za kvadratnu matricu T koja je ortogonalna i funkciju u € C*(2), funkcija u o T
je rotacija funkcije u. Pokazacemo da Laplasijan komutira sa ortogonalnim transforma-
cijama $to znaci da je rotacije harmonijske funkcije harmonijska. Naime, A(uoT) =
(Au) o T na T7(Q). Neka je T' = [t;;]. Onda je

i(uoT) Zt”Du

gdje D; oznacava parcijalni izvod u odnosu na j-tu koordinatu promjenljive. Diferen-
ciranjem josS jednom i sumiranjem po j se dobija

n

AluoT) = ZZ% ij(DxDiu) o T

7j=11dk=1
= Z <Z tkjtij> (DkDZu) oT
ik=1 \j=1
= (DiDi)oT = (Au)o T
i=1
Sto je i trebalo pokazati. Naves¢emo jos jedno pravilo za rac¢unanje Laplasijana kom-

pozicije funkcija (vidjeti [19], p. 26). Ako je funkcija f € C*(R) i g € C*(R") realno-
vrijednosna, onda se Laplasijan kompozicije ovih funkcija ra¢una po sljedec¢oj formuli:

A(fog)(z) = f"(g(x)IVg(x)]> + f(9(x)Ag(x). (1.2)

Sljedeéa lema daje procjenu odozdo Laplasijana od |f|P kada je f harmonijska funkcija
ip>2.

Lema 1.2.1. Neka je f € h(QQ) i 2 < p < c0. Tada je
Alf[P > plfP2IV £

Dokaz. Neka je f = u+iv, gdje su u i v realni i imaginarni dio kompleksne funkcije f,
redom. Koristeéi pravilo za Laplasijan kompozicije (1.2) dobijamo

AlfP = AUFP)E = SE = VUSRI + S5 Al



1.2. Harmonijske funkcije

= P& )Pt afuVu + oVl + plfP YV f

S22
= p(p = 2)|f "~ uVu +oVol* + p|f[P*|V f]?
> plfIP VIR (1.3)
O
Mnoge vazne osobine harmonijskih funkcija slijede iz Grinovog identiteta:
/(uAv — vAu)dm = /(anv — vDyu)do, (1.4)
Q r

gdje je  ogranic¢en otvoren podskup od R" sa glatkom granicom I' a funkcije u i v
funkcije iz klase C? na okolini od Q. D, oznacava izvod po pravcu jediniénog vektora
spoljasnje normale n tj. za £ € I', (Dyu)(§) = (Vu)(§) - n(€). Navedena Grinova
formula se jednostavno dokazuje koristeé¢i poznatu teoremu o divergenciji

/ divwdm = / w - ndo.
Q r

Ovdje je w = (wq, ws, ..., w,) glatko vektorsko polje (vektorska funkcija sa vrijednos-
tima u C" ¢ije su komponente neprekidno diferencijabilne) na okolini od Q i div(w)
je divergencija vektorskog polja w tj. div(w) = V - w = Dyw; + Dowy + ... + Dyw,.
Kada u teoremi o divergenciji stavimo da je w = uVv — vVu, koristeci ¢injenicu da
je div(V) = A, dobijamo Grinovu formulu. Znacajan je specijalan slucaj Grinovog
identiteta koji se dobija za harmonijsku funkciju « i v = 1. Naime, tada je Au = 0,
Dyv =01 Av = 0 pa Grinov identitet postaje:

/Dnuda = 0. (1.5)
r

Grinov identitet je kljucan za dokazivanje osobine srednje vrijednosti harmonijske
funkcije kao sto ¢e se vidjeti u glavi 2.

Interesantno je re¢i nesto o porijeklu samog naziva harmonijskih funkcija. Rijec
harmonic¢nost se obi¢no koristi da se opise kvalitet zvuka. Harmonijske funkcije su dobile
ime iz povezanosti sa jednim izvorom zvuka - vibriraju¢im zicama. Fizicari oznacavaju
kretanje tacke po vibrirajuéim zicama kao harmonijsko kretanje. Takvo kretanje se
moze opisati koristeéi funkcije sinus i kosinus. U ovom kontekstu se ove funkcije ponekad
zovu harmonijske. U klasi¢noj Furijeovoj analizi se funkcije na jedini¢noj kruznici
razvijaju preko sinusa i kosinusa. Analogan razvoj postoji na sferi u R” za n > 2 i
to preko homogenih harmonijskih polinoma. O ovim polinomima se detaljnije moze
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1.3. LP prostori

pronaéi u glavi 5 iz [19]. Ovi harmonijski polinomi igraju istu ulogu na sferi kao i
harmonijski sinus i kosinus na kruznici; zato se nazivaju sferi¢cni harmonici. Termin
"sfericni harmonik” su prvi put u ovom kontekstu koristili William Thomson i Peter
G. Tait (vidjeti [140]). Na samom pocetku XX vijeka, pojam harmonijska funkcija

se koristi ne samo za homogene polinome ¢iji je Laplasijan nula, nego za sva rjesenja
Laplasove jednacine.

1.3 L? prostori

Neka je (X, p) fiksiran prostor sa mjerom i 0 < p < +o00. Sa LP(u) ozna¢avamo prostor
svih kompleksnih mjerljivih funkcija f na X takvih da je [,|f|Pdu < +o0 tj. f je

p-integrabilna. LP(u) je vektorski prostor sa normom || f]|, = (fX|f|pdu)% < 400
ukoliko je 1 < p < +o0; taj prostor je Banahov, odnosno kompletan u odnosu na
metriku indukovanu datom normom. Za 0 < p < 1, ||-||, nije norma, ali je sa d,(f, g) =
1 f—gllk = [|fPdp zadana metrika i LP(p1) je tada kompletan metricki prostor. L (u)
je prostor svih funkcija f takvih da je ||f||cc = supess|f| < +o0, gdje je supess|f| =
inf{a: u({x € X : |f(x)] > a}) = 0}. Dalje navodimo neke bitne nejednakosti koje se
ticu normi na LP(u) prostorima a koje ¢e se koristiti u radu.

Helderova nejednakost Neka su p i p’ konjugovani eksponenti tj. zap > 1 je zl)+z% =1
izap=1, p =o00. Neka su f i g mjerljive funkcije na prostoru X sa mjerom p. Tada
je

1Fglle < WAl F1l-

Integralna nejednakost Minkovskog Neka je (X xY, uxv) proizvod dva o — konac¢na
prostora sa mjerom i neka je f u x v mjerljiva funkcija na X x Y. Pretpostavimo da je,

za neko 1 < p < +o0,
[ ([ 1rri ) aw) <+
y \JX

Tada vazi

1

(/Y pdV(y)); S/X(/Y|f(xvy)|pdl/(y)>Pd,u(x).

Surov test Neka je K funkcija na X x X. Neka je T integralni operator sa jezgrom K,
takav da

memm

wmzémemm@



1.3. LP prostori

U sljedecoj teoremi predstavljamo dovoljan uslov na integralno jezgro K za ograni¢enost
pridruzenog integralnog operatora 7' na LP(X, ) u slucaju 1 < p < co. Ovaj rezultat
se moze pronadéi u [150]. Zbog znacaja rezultata, naves¢emo i dokaz teoreme.

Teorema 1.3.1 ([150]). Pretpostavimo da je K nenegativna mjerljiva funkcija na X x
X, T je integralni operator sa jezgrom K 11 < p < +00, ]lj + ]% = 1. Ako postoje
pozitivne konstante Cy i Cy 1 pozitivna mjerljiva funkcija h na X takva da

| K@ b duty) < oy
za skoro svako x € X 1
/ K (2, y)h(z)du(z) < Coh(y)",

za skoro svako y € X, onda je T' ogranicen linearan operator na LP(X, i), sa normom
1 1

mangjom ili jednakom Cf' Cr.

Dokaz. Ovo je direktna posljedica Helderove nejednakosti i Fubinijeve teoreme. Za-
pravo, ako je f € LP(X,du), onda za skoro svako x € X,

T f(z)] < /X K (&, )h()h(y) " | @)l di(y),

i Helderova nejednakost u odnosu na mjeru K (z,y)du(y) daje

1)< | | Koy it ] [ K i )I”du(y)];

Na osnovu prve nejednakosti pretpostavke, imamo da je

i) < 7 h [/ K (. y)h(y) *If(y >|pdu<y>]”,

za skoro svako z € X. Sada, podizué¢i gornju nejednakost na eksponent p i integraleéi
dobijeni izraz, primjenom Fubinijeve teoreme i druge nejednakosti pretpostavke, dobi-

jamo:
s < [ (cfwer [ Knm) P ) di



1.4. Prostori funkcija sa mjesovitom normom

—cf /X h(y) 1 ()P dp(y) / W) K (2, y)du(z)

X

<ct /X W) | () Pdja(y) Cah(y)?

=i Ca [ 11)Pdnty) = O 71
X

11
Dakle, operator 1" je ograni¢en na LP(X, 1), sa normom manjom ili jednakom C7? CJ .
O

1.4 Prostori funkcija sa mjeSovitom normom

Prostore funkcija sa mjesovitom normom uveo je Hardyjev student Thomas Flett 1972.
godine [49, 50] iako se integrali kojima se definisu ovi prostori pojavljuju mnogo ranije, u
radovima Hardyja i Littlewooda objavljenim 1932. 1 1941. [58, 59]. Prvobitna definicija
ovih prostora se odnosi na funkcije definisane na disku. Naime, za svaku kompleksno
vrijednosnu neprekidnu funkciju f na jediniécnom disku U u ravniiza 0 < p,q < o0 i
a > 0 se posmatra izraz

ess supy|f(re”)], p=oc.

{fol(l — T)O‘q_lMg(f, T)dr}%, za 0 < g < oo (16)
SUPg<, <1 (1 — 1) M,y(f,7), za g = 00 7 .
gdje je
My(f,) = {{% JoAf(re)Pd6}s, 0 <p < oo

Prostor svih harmonijskih funkcija za koje je posmatrani izraz, koji ¢emo oznacavati sa
||l 22wy, konacan, se naziva prostor harmonijskih funkcija sa mjesovitom normom i
oznacava sa BP?(U). Analogno se moze definisati i prostor holomorfnih funkcija A24(U)
sa mjeSovitom normom.

Prostore funkcija sa mjesovitom normom poveza¢emo sa Hardijevim prostorima.
Prostor funkcija f € H(U) (holomorfne funkcije na jedinicnom disku) za koje je izraz

1

Il = sup (5= [ Ifre)pasy: (1.7)

konacan, za 0 < p < oo se naziva Hardijev prostor funkcija i oznacava sa HP(U).
Hardijev prostor H>°(U) je prostor svih holomorfnih funkcija na jedini¢nom disku takvih

7



1.4. Prostori funkcija sa mjesovitom normom

da je

I Fllzz = sup [ess supg| f(re”)[] < +o0. (1.8)

0<r<1

Napomenimo da se supremumi iz (1.7) i (1.8) mogu zamijeniti sa odgovarajuéim limes-
ima, buduéi da se supremumi odnose na monotone (rastuce) funkcije promjenljive 7.
Dakle, imamo da je || f||gr = lim, {5 ffﬂ|f(rei9)|pd9}%, za 0 <p<ooil|fllage =
lim,_,;[ess supy|f(re?)|]. Za 1 < p < oo, ||f|l#» predstavlja normu i ovaj prostor je
Banahov.

Lako se provjeri da ako je p,q > 1izraz (1.6) definise normu na A?%(U). Provjeri¢emo
nejednakost trougla, posto ostale osobine vaze trivijalno. Uoc¢imo da je M,(f,r) =
| f\lze gdje je fr(z) = f(rz) standardna dilatacija funkcije f. Dakle, za 1 < ¢ < o0,

1
[ f[laze = {/0 (=) al[follaw)drya = ([ foll e (1= )" ]| Lagon)-

Sada, s obzirom na to da je (f +g¢), = f» + gr, iz standardne nejednakosti trougla u H?
i realnom Lebegovom prostoru L?(0, 1), dobijamo

_1
1+ gllaze = [ + 9o llae (L = 7)* 4[| Laon)
a_l a1
< M fellee (X =7)""0 4 |lgellae (1 =) | Lao1)

a1 a1
< el (U =) ooy + Ml grll e (1 = )" [l a0,y
= [1Fllazs +[lgllage.

Prostor svih Lebeg mjerljivih funkcija za koje je izraz (1.6) konac¢an é¢emo oznacavati sa
LP(U). Naravno, izraz (1.6) ne definise uvijek pravu normu ali L2? je metricki prostor
u svojoj toplogiji indukovanom kvazi-normom i niz koji konvergira u ovoj topologiji ima
podniz koji konvergira tacka po tacka s.s. Dakle, kompletnost prostora AP ce slijediti
iz Cinjenice da je ovaj prostor zatvoren potprostor od LP? (vidjeti [72]).

Napomenimo da se tezinski prostor funkcija sa mjesovitom normom moze definisati
i opstije, npr. sa tezinama koje su rastuée, apsolutno neprekidne funkcije ¢ : (0,1) —
(0, +00). Ovakav prostor je definisao Pavlovi¢ u [115] i predstavlja uopstenje prostora
koji je razmatran u [101]. Naime, za rastucu apsolutno neprekidnu funkciju ¢ : (0, 1] —
(0,4+00), ©(04+) =01 p > 0 se posmatra veli¢ina

{ / o(1 — ) lalodm, ()},



1.4. Prostori funkcija sa mjesovitom normom

gdje je dmy(r) = dr 0 <r <1, f. € HP. Prostor svih funkcija za koje je
posmatrana vehcma &onaena je prostor anahtlcklh funkcija sa mjesovitom normom u
oznaci H(p, q, ). U [115] se analogno definise i prostor harmonijskih funkcija h(p, g, ¢),
za p > 1. Specijalno, za ¢p(t) = t*, za neko o > 0, dobija se da je dm(t) = f—f’;.

Fokus istrazivanja je prostor B24(§2)—prostor koji se definise u glavi 2, na opstijem
domenu Q. Prostor B??(U) je prirodno uopstenje harmonijskog Bergmanovog tezinskog
prostora funkcija b5(U) = {f € h(U) : f € LP(U, (1 — |2[*)’dm(2))}, definisanog za
S > —1. Zapravo je Bgfl (U) = b3(0).

Teorija Bergmanov1h prostora analitickih funkcija ima dugu istoriju. Naime, prvi
sistematski pristup proucavanju B? prostora poti¢e od S. Bergmana !, jos iz 1950.
(vidjeti [21]). Od tada postoji mnogo ¢lanaka i knjiga posvecenih ovoj oblasti.

O tezinskim Bergmanovim prostorima analitickih funkcija na disku, kao i na je-
dini¢noj lopti i polidisku u C™ se moze pronadi u [39]. Glava 7 iz [39] je posveéena
harmonijskim Bergmanovim prostorima b” na jedini¢noj lopti u R", date su procjene
jezgra za ove prostore, dokazana je ogranicenost nekih linearnih operatora iz L2 u
bP, opisani su duali Bergmanovih prostora. U [136], 1998. su proucavani harmoni-
jski Bergmanovi prostori na jedini¢noj lopti u R™ te su u ovom radu na jednostavniji
nacin predstavljeni ve¢ poznati rezultati. Moderniji predmet istrazivanja Bergmanovih
prostora je mjesavina teorije kompleksnih funkcija sa funkcionalnom analizom i teori-
jom operatora. Dolazi u dodir sa harmonijskom analizom, teorijom aproksimacija,
hiperbolickom geometrijom i teorijom parcijalnih diferencijalnih jednacina. Pozadina
potrebna za razumijevanje ove teorije kao i rezultati u vezi sa ovim prostorima koji su do
tada dobijeni su 2004. izlozeni u [44]. Krajem 20. vijeka i pocetkom 21. vijeka dobijeno
je mnogo rezultata u vezi sa tezinskim Bergmanovim prostorima B?(B) na jedini¢noj
lopti u C*, gdje je 0 < p < +00 i a > —1. Zhao i Zhu su ove rezultate prosirili na
prirodan naé¢in na slucaj kada je « proizvoljan realan broj i 0 < p < oo (vidjeti [147]).
Naime, njihov pristup pokriva sve klasi¢ne Bergmanove prostore, Besove prostore, Lip-
schitzove prostore, Blochove prostore, Hardijev prostor H?, i tzv. Arvesonov prostor.
Neki od rezultata o integralnim reprezentacijama, kompleksnoj interpolaciji, nizovskim
mnoziocima i mjerama Karlesona su novi ¢ak za standardne netezinske Bergmanove
prostore na jedini¢nom disku.

Recimo nesto o motivaciji za uvodenje prostora B??(U). Poznato je da za holo-
morfnu funkciju f i 0 < p < oo, integralna sredina M,(f,r) je rastuca funkcija
od promjenljive r; takode, integralna sredina je rastuca funkcija u slu¢aju harmoni-
jske funkcije i 1 < p < oo. Funkcija f pripada Hardijevom prostoru H?(U) ako

1Stefan Bergman, 1895.-1977., ameri¢ki matemati¢ar roden u Poljskoj, najpoznatiji po istrazivanju
u okviru kompleksne analize, Bergmanovoj projekciji i Bergmanovom jezgru koje je otkrio kada je bio
na Univerzitetu u Berlinu, 1922.
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i samo ako je f analiticka i supy,.; M,(f,7) < oo, 0 < p < oo. Po definiciji,
funkcija f pripada Hardijevom prostoru h?(U) ako i samo ako je f harmonijska i
SUPg<,c1 Mp(f, 1) < 00, 0 < p < oo. O Hardijevim prostorima na jedini¢nom disku
se moze pronaéi u [122, 82, 43]. Visedimenzionalna teorija Hardijevih prostora har-
monijskih funkcija je razvijena i produbljena u [132] i [48]. Ukoliko funkcija M,(f,r)
nije ogranicena, izlazimo iz granica Hardijevih prostora. Sljedeci prirodan uslov koji se
moze nametnuti da bismo dobili bogatu klasu funkcija je da integralna sredina bude
integrabilna. Stavise, mozemo nametnuti uslov da M, pripada nekom L?(U) u odnosu
na neku kona¢nu mjeru. Na ovaj na¢in dolazimo do prirodnog prosirenja Hardijevog
prostora, prostora funkcija sa mjesovitom normom. Naime, f € BP4(U) ako i samo ako
je f harmonijska i (1 — r)*M,(f,r) € L1([0,1),dA(r)) 0 < ¢ < oo, gdje je dA(t) = {2
mjera na [0, 1). Dakle, familija prostora funkcija sa mjesovitom normom ukljucuje sve
tezinske Hardijeve prostore i tezinske Bergmanove prostore, i vise.

Glava 7 iz [72] je posvecena bitnim osobinama prostora funkcija sa mjesovitom
normom. Dokazana je teorema projekcije za prostore AP4  ustanovljene su ekviva-
lentne norme na ovim prostorima, diskutovani su prostori analitickih funkcija na U
sa izvodima u AP? koji ukljucuju neke dobro poznate prostore kao $to su Blochovi i
Besov-Lipschitzovi prostori.

U nastavku navodimo i teoremu iz [58] koja povezuje prostore sa mjesovitom nor-

mom (analiticke) na jedini¢nom disku sa Hardijevim prostorima.

Teorema 1.4.1 ([58]). Akoje f € H, 0 <t <piq>t, onda

1
/ (1-— r)q(?_E)_lMg(f, rYdr < C|| f]l gt
0

Navedena teorema predstavlja teoremu utapanja. Inkluzije izmedu razli¢itih pros-
tora analitickih funkcija sa mjeSovitom normom u zavisnosti od tri parametra pros-
tora su date u [9], poglavlje 4.3. Utapanje jednog prostora harmonijskih funkcija sa
mjesovitom normom B%?(2) u drugi BE(Q), gdje je 2 opétiji domen - ogranicena
oblast u R" je dokazano u [15], pod odredenim uslovima za parametre. Naveséemo i
ovu opstiju teoremu utapanja.

Teorema 1.4.2 ([15]). Za 0 < p < p; < 00, 0 < ¢ < ¢ < 00 imamo neprekidno
utapanje
BLI(Q) < B (@),

gdje je cnqr = ag+ (n = 1)(; — ).

U fokusu ove disertacije je drugacija vrsta utapanja, utapanje Karlesonovog tipa.
Teorema utapanja Karlesonovog tipa je rezultat iz [123] koji ¢e biti izlozen u glavi
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1.5. Ograniceni operatori

3. Za a = é dobija se beztezinski prostor funkcija sa mjesovitom normom. Prostor
BP4(Q)) za ogranicenu oblast 2 C R™ se definiSe u [123] i on je u fokusu ove disertacije.
Uvodimo ga u glavi 2. Prostore funkcija sa mjesovitom normom - mjesSovite Lebegove
prostore LP(R") gdje je 7 € (0,00]", kao prirodnu generalizaciju klasi¢nog Lebegovog
prostora LP(R™) zamjenom eksponenta p sa vektorom p, su proucavali Benedek i Pan-
zone, 1961. godine u [20]. U [68] su predstavljena istrazivanja u vezi sa ovim pros-
torima i drugim prostorima sa mjesovitom normom kao $to su mjesoviti Morreyjevi
prostori i neizotropni Hardijevi prostori sa mjesovitom normom. U [78] se razmatra
jos jedna generalizacija klasicnog Bergmanovog prostora, koja je kardinalno drugacija
od gore navedenog pristupa. Umjesto integralne norme se koristi (¢ norma niza ¢iji su
¢lanovi norme Morreyjevog tipa Furijeovih koeficijenata funkcije na jedinicnom disku
U u C. Tako uvedeni prostori nasljeduju karakteristike i Bergmanovog i Morreyjevog
prostora i stoga ih nazivamo prostorima tipa Bergman-Morrey. Isti autori su u [77]
razmatrali opstije prostore analitickih funkcija sa mjeSovitom nor