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Rezime

Objekti diskretnog sekvencijalnog tipa se matematicki mogu modelirati kao
stringovi (rijeci). U nekim slu¢ajevima, neophodna je viSedimenzionalna ana-
liza takvih podataka koja bi omogucila poredenje viSeclanih familija stringova
posmatranih kao cjeline. Stoga je od koristi da se definiSu mjere sli¢nosti
koje bi u $to ve¢oj mjeri odraZzavale zajedniCke relevantne osobine posmatra-
nih familija stringova. Cinjenica da familije stringova mogu sadrzavati veliki
broj stringova koji dodatno mogu biti velike duZine i1 definisani nad alfabetom
velike kardinalnosti, sugeriSe da je problem znatno sloZeniji u odnosu na slu-
¢aj poredenja pojedinacnih stringova. Zato je prirodno ukljuciti u istraZivanje
razne matematicke oblasti koje imaju razvijenu aparaturu za izuc¢avanje sloZzenih
struktura podataka. U ovoj disertaciji razmatrane su metode algebarske topolo-
gije, vjerovatnoce i optimizacije. Od metoda algebarske topologije razmatrana
je istrajna homologija; od vjerovatnosnih metoda koriSéeni su vjerovatnosno
sufiksno drvo i hijerarhijski Pitman-Jorov proces, dok je od optimizacionih me-
toda razmatrana pretraga bima, u cilju pribliZnog rjeSavanja problema nalazenja
najduzeg zajedni¢kog podniza (LCS problema).
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Abstract

Discrete and sequential ordered data types can be efficiently mathematically
modeled as strings (words). In some cases, a multidimensional analysis of such
data is necessary to capture relevant structural based features of a multi-member
string family. Therefore, it is useful to define similarity measures that would
enable the comparison of these structural invariants, in order to investigate
their significance and overall impact. The fact that string families can contain
a large number of strings of an arbitrary (finite) lengths, together with the
possibility that elements of observed strings are coming from an alphabet of
high cardinality, suggests that the problem is far more complex compared to
the case of individual strings. This problem can be tackled by using various
mathematical fields with highly developed methods for the study of complex
data structures. In this dissertation, methods of algebraic topology, probability,
and optimization are considered. More precisely, string similarity measures are
built using the means of the persistent homology (from the algebraic topology),
and probabilistic methods of the probabilistic suffix tree and the hierarchical
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Glava 1: Uvod

Glava 1

Uvod

Vedina prirodnih, a i odreden broj druStvenih nauka ima oblasti u okviru kojih
postoji potreba za proucavanjem objekata sastavljenih od gradivnih elemenata
poredanih u ta¢no odredenom redoslijedu. Analiza podataka sekvencijalnog
tipa dovodi do boljeg razumijevanja i shvatanja svojstava posmatranih objekata
1 postuliranja zakonitosti koju oni ispoljavaju. Podaci sekvencijalnog tipa se
matemati¢ki modeliraju posmatranjem stringova - konac¢nih nizova elemenata
izabranih iz istog alfabeta. Analiza podataka ovakvog tipa bazira se na prouca-
vanju ispoljenog poretka i moZe da se sprovede na viSe razlicitih nivoa: Jed-
nodimenzionalna analiza podrazumijeva proucavanje pojedinacnih stringova,
dok viSedimenzionalna analiza podrazumijeva proucavanje viSe€lanih familija
stringova, gdje je akcenat na utvrdivanju medusobne povezanosti stringova ove
familije kao jedne cjeline. ViSedimenzionalna analiza daje viSe informacija o
prirodi posmatrane pojave, ali njeno sprovodenje postaje komplikovanije sa po-
vecanjem kardinalnosti posmatrane familije stringova. Stoga je korisno uociti
referentne vrijednosti kojima se opisuje strukturalni integritet familije stringova
1, uz pomo¢ njih, definisati mjere sli¢nosti kojima se izrazava stepen sli¢nosti
dvije ili viSe familija stringova. Izbor ovog repera zavisi od toga koja osobina se
smatra esencijalnim pokazateljem povezanosti unutar jedne familije stringova.

Cilj istrazivanja ove doktorske teze je ispitivanje mjera sli¢nosti familija
stringova. Okvir ovog ispitivanja odreden je matematickim modelima koji
imaju osnovu u razli¢itim matematickim oblastima - topologiji i vjerovatnoci.
U tom smislu, u tezi je napravljen pregled poznatih rezultata iz literature u vezi
poredenja familija stringova. Pored toga, razvijene su nove tehnike i dokazani
odredeni rezultati koji omogucavaju ne samo uvodenje novih mjera slicnosti
familija stringova, ve¢ i dodatno osiguravaju da ove mjere posjeduju svojstvo
stabilnosti. Na taj nacin, ova teza predstavlja originalan doprinos posmatranoj
temi.

Nastavak ove doktorske teze je organizovan u 4 glave: TopoloSki metodi,
Vjerovatnosni metodi, Primjena pri rjeSavanju LCS problema i Zakljucak.



Glava 1: Uvod

U glavi "Topoloski metodi" razmotrene su mjere sli¢nosti familija stringova
zasnovane na algebarskoj topologiji. Konkretnije, u pomenutom razmatranju
koriste se sredstva i tehnike iz perzistentne (istrajne) homologije, koja pred-
stavlja "dinamicku" varijantu simplicijalne homologije. Klju¢na ideja je da se
posmatranoj familiji stringova pridruZi filtracija, kao konacan niz simplicijalnih
simpleksa koji ¢e, u odnosu na zadanu udaljenost izmedu stringova, sadrZa-
vati kompletnu informaciju o tome koliko su stringovi iz date familije "bliski"
jedni drugima i na koji nacin skaliranje rastojanja dovodi do promjena u ovom
obliku njihove povezanosti. Odsustvo postojanja povezanosti izmedu nekog
podskupa date familije stringova na nekom nivou filtracije slikovito se moZze
predociti postojanjem "rupe" odgovarajue dimenzije. Istrajna homologija je
matemati¢ki model koji prati evoluciju ovih rupa, za svaku moguéu dimenziju.
To se postiZe tako $to se, za svaku dimenziju, datoj filtraciji pridruZuje istrajni
modul, kao lanac homoloskih grupa povezanih homomorfizmima indukovanim
inkluzijama. Zatim se prati istrajnost svake postojece rupe, kao period njenog
"Zivota" u datom istrajnom modulu, tj. raspon od nivoa filtracije u kojem nastaje
homoloska klasa koja predstavlja ovu rupu do nivoa filtracije u kojem ova homo-
loSka klasa nestaje. Na ovaj nacin se, za svaku dimenziju, posmatranoj familiji
stringova moZe pridruZziti multiskup ¢iji su elementi intervali istrajnosti svake
rupe te dimenzije. Ovaj multiskup predstavlja bar-kod odgovarajuce dimenzije
koji je pridruZen posmatranoj familiji stringova. Bar-kod i istrajni modul iz koga
je on proistekao su u obostrano jednoznacnoj korespondenciji. Stoga, bar-kod
familije stringova moZe da se iskoristi kao karakteristika uz pomo¢ koje se mogu
izgraditi mjere sli¢nosti familije stringova. Najvaznija mjera slicnosti ovakvog
tipa razmatrana u literaturi je udaljenost uskog grla. Ova mjera se zasniva na
uparivanju linija dva bar-koda iste dimenzije na na¢in da se minimizuje potrebno
"pomjeranje” linija kojim se postiZe da se sve uparene linije "znacajne duZine"
Sto bolje preklope. Udaljenost uskog grla ima svojstvo stabilnosti, u smislu da
male promjene strukture istrajnog modula dovode do promjena iste veli¢ine u
strukturi linija pripadnog bar-koda. Uparivanje pomocu kojeg je definisana ova
udaljenost ima tendenciju uparivanja linija dva bar-koda koje imaju relativno
sli¢an poloZaj u okviru odgovarajudih istrajnih modula. Nazalost, ovako uparene
linije ne moraju da predstavljaju sli¢ne homoloSke atribute, jer se moZe desiti da
su istrajni moduli iz kojih oni proisti¢u strukturalno razliciti. Jedan od nacina
da se ukloni ovaj nedostatak je posmatranje istrajnog modula u koji je moguce
"potopiti" oba polazna istrajna modula i na taj na¢in omoguditi da se njihove
strukture ugrade u strukturu ovog "krovnog" istrajnog modula. Posljednje sek-
cije ove glave posvecene su opisu novog "hibridnog" uparivanja linija bar-koda
kod kojeg se prioritet daje uparivanju onih linija dva bar-koda koje predstavljaju
istu homolosku karakteristiku krovnog istrajnog modula. Takode, u ovom dijelu
opisana je nova tehnika razdvajanja radijusa simpleksa, kao klju¢no sredstvo
koje omogucéava da pomenuto hibridno uparivanje ima smisla.
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U glavi "Vjerovatnosni metodi" razmotrene su mjere sli¢nosti familija strin-
gova zasnovane na nedeterministickim modelima. Preciznije, string se modeluje
kao diskretan stohasticki proces u vidu lanca Markova (konacan niz slu¢ajnih
promjenljivih), pri cemu simboli alfabeta od kojih se string izgraduje predstav-
ljaju stanja ovog procesa, a svaki konkretan string predstavlja jednu njegovu
trajektoriju. Kljuc¢na ideja je da se svakoj familiji stringova pridruZi odgovara-
juca vjerovatnosna mjera, a da se zatim mjera slicnosti dvije familije stringova
izrazi poredenjem slicnosti njihovih vjerovatnosnih mjera. U tezi je izabrano
poredenje Ciji je temelj Kulbak-Lajblerova mjera divergencije ili relativna en-
tropija, pri ¢emu se konkretno koristi o¢ekivana vrijednost logaritamske razlike
dvije posmatrane vjerovatnosne mjere. Vjerovatnosna mjera pridruZena familiji
stringova proistice iz klase dopustivih raspodjela trajektorija lanca Markova 1
ona generalno nije poznata. Stoga je potrebno izvrSiti statisticko modelovanje
ove mjere, na osnovu stringova iz date familije kao trening podacima. Jednos-
tavniji slu¢aj ovog modelovanja nastupa ako se pretpostavi da je string sastavljen
od nezavisnih slucajnih veliCina, jer je tada potrebno samo ocijeniti raspodjelu
vjerovatnoca simbola alfabeta. Zahtjevniji (i mnogo ¢e$¢i) slucaj podrazumi-
jeva zavisnost u nizanju simbola stringa. Tada je potrebno ocijeniti sve uslovne
vjerovatnoce zaklju¢no do reda lanca Markova, Sto znaci da se, u odnosu na
posmatranu poziciju u stringu, u obzir uzimaju inicijalizacije na svim prethod-
nim pozicijama stringa za koje jo$ uvijek ne vrijedi "odsustvo memorije" datog
lanca Markova. Za statisti¢ko ocjenjivanje ovih uslovnih vjerovatno¢a mogu da
se koriste dva pristupa: frekvencionisticki pristup i Bejzovski pristup. Frekven-
cionisticki pristup podrazumijeva da se posmatrane uslovne vjerovatnoce oci-
jene na osnovu frekvencija uc¢estalosti pojavljivanja odgovarajucih podstringova
u okviru datih trening podataka. Bejzovski pristup zasniva se na pretpostavci
da posmatrane uslovne vjerovatnoce nisu parametri, ve¢ slucajne promjenljive
¢ije raspodjele treba ocijeniti. U tezi je predloZen po jedan model za svaki od
dva pomenuta pristupa, pri ¢emu je razmotren model vjerovatnosnog sufiksnog
drveta kao primjer frekvencionistickog pristupa, dok je kao primjer Bejzovskog
pristupa razmotren model hijerarhijskog Pitman-Jorovog procesa. U oba tipa
modela, pri ocjenjivanju uslovnih vjerovatnoca mogu se koristiti uzorci dobijeni
Gibsovim metodom uzorkovanja (tzv. Gibsov sempler), koji predstavlja najjed-
nostavniji algoritam u okviru Markov Chain Monte Carlo (MCMC) metoda.
Nakon ocjenjivanja uslovnih vjerovatnoc¢a uz pomo¢ nekog od ova dva modela,
koristi se formula mnoZenja vjerovatnoca da se generiSe "predvidajuéa” vjero-
vatnoc¢a ostvarivanja proizvoljnog stringa. Ova vjerovatnoca je finalni produkt
opisanog statistickog modelovanja, jer predstavlja ocjenu vjerovatnosne mjere
pridruzene posmatranoj familiji stringova.

U glavi "Primjena pri rjeSavanju LCS problema" su implementirani odredeni
vjerovatnosni modeli u postupku rjesavanja LCS problema. LCS problem od-
nosi se na nalazenje najduzeg zajednickog podniza (engleski Longest Common
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Subsequence) date familije stringova definisanih nad istim alfabetom. DuZina
najduZeg zajednickog podniza predstavlja jedan oblik mjere koja je nasla pri-
mjenu u raznim disciplinama npr. u bioinformatici, molekularnoj biologiji,
kriptografiji, itd. Vecina pribliZnih racunarskih metoda koji se koriste za rjeSa-
vanje LCS problema pretpostavlja da se stringovi iz posmatrane familije biraju
nezavisno i na slu¢ajan nacin, kao i da se elementi svakog pojedinacnog stringa
biraju nezavisno u skladu sa zadatom distribucijom vjerovatnoca simbola alfa-
beta. U toj postavci, raspodjela vjerovatnoca simbola alfabeta je polinomijalna
raspodjela, Ciji je najjednostavniji oblik uniformna raspodjela najceS¢e razma-
trana u literaturi. U tezi je predstavljeno rjeSenje LCS problema uz pomo¢
pretrage bima (Beam Search ili BS) uz kori$¢enje specijalno dizajnirane novo-
uvedene heuristike koja usmjerava pretragu ka perspektivnijim rjeSenjima. U
kontekstu efikasnosti, ovakav pristup je u rangu postojecih tehnika iz literature,
kako u slu€aju uniformno rasporedenih instanci, tako i u slucaju instanci sa
neuniformnim polinomijalnim distribucijama. Pomenuta heuristika, pod na-
zivom GMPSUM dobija se kao konveksna kombinacija dvije statistike: GM
vrijednosti, koja se zasniva na geometrijskoj sredini i geometrijskoj standardnoj
devijaciji frekvencija pojavljivanja simbola alfabeta u okviru ulaznih stringova
odgovarajucih potproblema i PSUM vrijednosti, koja se bazira na prethodno
uvedenoj matrici vjerovatno€a da, za dva slu¢ajno izabrana i nezavisna stringa
odgovarajucih duzina, prvi string bude podniz drugog stringa. Parametar koji
se pojavljuje u konveksnoj kombinaciji ove dvije statistike reguliSe njihovu zas-
tupljenost u okviru GMPSUM heuristike i bira se u zavisnosti od usaglasenosti
raspodjela stringova u ulaznim instancama. U tezi su detaljno opisani eks-
perimenti u kojima se za skupove testnih instanci vr$i poredenje efikasnosti
varijante BS vodene GMPSUM heuristikom sa ostalim najprestiZnijim algorit-
mima iz literature. Rezultati ovih eksperimenata daju za pravo da se predloZena

.....

za rjeSavanje LCS problema.

U posljednjoj glavi dat je zakljucak i nagovjeSteni su moguci pravci daljnjeg
istraZivanja mjera slicnosti stringova.

Na pocetku svake glave naveden je spisak referenci iz literature koje se u toj
glavi koriste. Za svako znacajnije tvrdenje citiran je izvor iz kojeg ono potice.
To ne znaci da su iz tih izvora automatski preuzeti i dokazi, ve¢ su oni uglavnom
originalno rekonstruisani od strane autora ove teze. Pored toga, naglaSeni su i
dijelovi svake glave koji predstavljaju originalni doprinos posmatranoj temi.



Glava 2

Topoloski metodi

U ovoj glavi razmatrane su mjere sli¢nosti familija stringova sa topoloSkog
aspekta. U pocetnim sekcijama ove glave navedeni su osnovni pojmovi i rezultati
koji se mogu nadi npr. u [5], [6], [15], [17], [18], [20], [21], [25], [29], [30],
[36], [37], [38], [45], [46], [65], [68], [77], [78] i [99]. Posljednja sekcija ove
glave sadrze originalne rezultate koji su objavljeni u radu [70].

2.1 Udaljenost stringova

String je konacan niz elemenata izabranih iz istog skupa. Ovaj skup se naziva
alfabetom i moze biti proizvoljan neprazan skup sa bar dva elementa. U ovoj tezi
su posmatrani alfabeti koji su konac¢ni skupovi sa n > 2 elemenata (simbola)
i, bez gubljenja na opstosti, uzima se da su oni oblika N, := {1,2,...,n}.
DuZina stringa s predstavlja broj simbola u datom stringu i1 za ovu vrijednost
bice koris¢ena oznaka len(s). String duzine 0 naziva se praznim stringom i
oznacava sa €. Za element a; nepraznog stringa s = (a;,i € {1,...,len(s)}) se
jo§ kaZe da se nalazi na i—foj poziciji posmatranog stringa, pa, ukoliko se Zeli
istaci pozicija svakog elementa ovog stringa, za zapis stringa se koristi kraca
notacija s = a1as . . . ajen(s)- Skup svih stringova duZzine / ¢iji simboli pripadaju
alfabetu NN, bice oznacen sa S(n, [).

Prirodno je posmatrati mjere koje opisuju stepen sli¢nosti dva stringa, pri
¢emu vece vrijednosti uvedene mjere sli¢nosti ukazuju na veci stepen sli¢nosti.
Najjednostavniji nacin zadavanja mjere slicnosti dva stringa zasniva se na ko-
ri§¢enju neke ranije uvedene udaljenosti izmedu njih. Pritom, ne treba smetnuti
s uma da metrike generalno izraZavaju stepen razlicitosti objekata ¢iju udalje-
nost mjere, pa se u tom smislu mogu shvatiti kao inverzne mjere sli¢nosti. U
narednom razmatranju uvedene su neke metrike koje mjere udaljenost izmedu
dva stringa.

Hamingova udaljenost izmedu stringova iste duzine definiSe se kao broj
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pozicija za koje su odgovarajuéi simboli ovih stringova razliciti. Preciznije, za
s=aias...a;it=b1by...by,

dy(s,t) ={i e {1,2,...,1} :a; # b;}|.

Ovaj tip udaljenosti je uveo R. W. Hamming u radu [45] i ima primjenu u
nekoliko disciplina, ukljucujuéi teoriju informacija, teoriju kodiranja, kripto-
grafiju, bioinformatiku, itd.

Lema 2.1.1. Hamingova udaljenost je metrika na skupu S(n,1).

Dokaz. Izuzevsi nejednakost trougla, sva ostala svojstva metrike se jednos-
tavno provjeravaju. Neka sus = ajas...a;, t = b1by...bjiu =cica...c
proizvoljni stringovi iz S(n,[). Potrebno je dokazati nejednakost dy(s,u) <
dy(s,t) + dy(t,u). Za stringove x,y € S(n,[), neka A(x,y) C N; oznacava
skup svih pozicija za koje su odgovarajuci simboli stringova x i y razliciti. Tada
vrijedi A(s,u) C A(s,t) U A(t,u). Zaista, zai € A(s,u), ukoliko je b; = a;,
tada je b; # ¢;, odakle slijedii € A(t,u), dok za b; # a; vrijedii € A(s,t). Na
osnovu toga, dobija se

dy(s,u) = |A(s,u)| < |A(s,t) UA(t,u)| < |A(s, 1) +|A(t, u)|
=dy(s,t)+dy(t,u).

O

Druga udaljenost izmedu stringova koja ¢e biti koriSéena u tezi zasniva se
na rjeSavanju LCS problema. String s je podniz stringa t, ako postoje pozicije
i1 < ... <len(s) koje pripadaju skupu Ny, tako da vrijedi s = #;, .. .17, -
Ukoliko su dodatnoi; ii 41 susjedne pozicije zasvako j € {1,2,...,len(s)—1},
tada je string s podstring stringa t. LCS (Longest Common Subsequence)
problem odnosi se na nalaZenje zajednickog podniza maksimalne duZine za
dati skup stringova, pri ¢emu stringovi iz ovog skupa ne moraju obavezno biti
jednakih duZina. Zajednicki podniz maksimalne duZine za dati skup stringova
uvijek postoji, ali ne mora biti jedinstven. Ono §to je svakako jedinstveno
jeste duzina najduZeg zajednic¢kog podniza. Ako LCS(s,t) predstavlja duZinu
najduzeg zajedni¢kog podniza stringova s i ¢, tada se LCS udaljenost uvodi na
sljededi nacin:

0, ako je len(s) = len(t) = 0;
dres(s,t) := 1 LCS(s,1)

" max{len(s), len(t)}’ Hace.

Ovaj tip udaljenosti uveden je u radu [4]. Ideja dokaza nejednakosti trougla
LCS udaljenosti preuzeta je iz tog rada, sa napomenom da je ovdje izloZen
nesto jednostavniji dokaz.
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Lema 2.1.2. LCS udaljenost je metrika na skupu S(n, [).

Dokaz. Tvrdenje vrijedi za [ = 0, jer je S(n,0) = {€} i drcs(€,€) = 0. Stoga,
neka je [ > 1. Za proizvoljne s,t € S(n,[) vrijedi LCS(s,t) < [, $to znaci
da je dpcs(s,t) > 0. Jasno da vrijedi dycs(s,s) = 0, dok iz dycs(s,t) = 0
slijedi LCS(s,t) =1, ato je jedino moguce ako je s = r. Simetri¢nost funkcije
drcs slijedi iz Cinjenice da je LCS(s,t) = LCS(t,s). Potrebno je jo§ dokazati
nejednakost trougla. U tu svrhu, najprije ¢e biti dokazano da za proizvoljne
stringove s,t,u € S(n,[) vrijedi

LCS(s,1) + LCS(t,u) — LCS(s,u) < L. @.1)

Neka je x zajednicki podniz stringova s i ¢, a y zajednicki podniz stringova i u,
tako da su oba navedena podniza maksimalne duZine, tj. neka vrijedi len(x) =
LCS(s,t)ilen(y) = LCS(t,u). Ako je len(x) + len(y) < [, tada nejednakost
iz formule (2.1) ocigledno vrijedi, pa se u daljnjem moZe pretpostaviti da je
len(x) +len(y) > I.

Stringovi x 1 y su podnizovi stringa ¢, pa postoje pozicije i1 < ... < ijen(x)
1j1 < ... < Jien(y) koje pripadaju skupu N; tako da vazi x = #;, ...t;,, ., 1
Y = Ly b, 1z uslova len(x) + len(y) > I proistiCe da skupovi I, :=
{it, . Slteny } 1y = {Jj1, .-, Jien(y)} nisu disjunktni. Zbog toga, postoji
neprazan string v koji je podniz stringa z, a sastavljen je od svih simbola stringa
t koji su na pozicijama koje pripadaju skupu I, N J,. String v je zajednicki
podniz stringova x i y, pa je samim tim on zajednicki podniz stringova s i u. To
znaci da je len(v) < LCS(s,u), odakle slijedi

len(x)+len(y)—LCS(s,u) < len(x)+len(y)—len(v) = |I,UJ,| < len(t) = 1.

Time je kompletiran dokaz nejednakosti iz formule (2.1), a iz ove nejednakosti
direktno slijedi nejednakost trougla. Zaista, za proizvoljne stringove s,t,u €
S(n, 1) vrijedi

LCS(s,t) + LCS(t,u) — LCS(s,u) <1

o, LCSGs, t)-lkLCS(t, W, LCSl(s, u)
o1 LCSl(s, u) <1- LCSl(s, 1) 1o LCSl(t, u)

S dies(s,u) <dpes(s,t) +dpes(t,u).

O
Primjedba 2.1.3. Hamingova udaljenost i LCS udaljenost se mogu svrstati u
kategoriju tzv. udaljenosti editovanja. Generalno, udaljenosti editovanja izra-

Zavaju minimalan broj transformacija potrebnih da se od jednog stringa dobije
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drugi string. Razli¢ite vrste udaljenosti editovanja se dobijaju preciziranjem
dozvoljenog tipa transformacije stringa. Tako npr., Hamingova udaljenost do-
zvoljava samo zamjenu simbola, dok LCS udaljenost dozvoljava unoSenje i
brisanje simbola. Udaljenost editovanja koja dopusta zamjenu, unosenje i bri-
sanje naziva se Livenstajnova udaljenost 1 oznaCava sa dy. Ova udaljenost
takode zadovoljava sve uslove matrike i rekurzivno se moze okarakterisati na
sljedeci nacin:

dp(s,e) =d(e,s) =len(s),

dL (S[l,len(s)—l] s t) +1,
dp(s,t) =min< dr (8, 1{10en-17) + 1,
dr (S[Uen(s)—l] ) t[l»len(f)—l]) + 1Slen(s):'ttlen(t)’

gdje je x[1,] oznaka za podstring stringa x koji se sastoji od prvih i simbola
stringa x (podstring ovakvog tipa joS se naziva prefiksom stringa x), dok je
Lstencs) #trenco) indikator, definisan sa

1 _ 1, akoje Slen(s) F ten(t)s
Slen(s)Fllen(t) 0, inace.

Pored navedenih udaljenosti, u literaturi postoje druge udaljenosti i mjere
sli¢nosti koji porede dva stringa. Medu mnoStvom se mogu izdvojiti Damerau-
LivensStajnova udaljenost, DZarova mjera slicnosti, Ratklif-ObeSelpova mjera
sli¢nosti, Zakarova mijera sli¢nosti, Sorensen-Dajsova mjera sli¢nosti, indeks
Tverskog, pseudometrika ucestalosti k—grama, kosinusna mjera sli¢nosti, itd.
Sve navedene udaljenosti 1 mjere sli¢nosti zasnovane su na konceptima koji
koriste neku kombinaciju sekvencijalne i skupovne strukture stringa. NaZalost,
udaljenosti izmedu dva stringa generisane ovim mjerama slicnosti ne ispunjavaju
sve uslove iz definicije metrike (najcesée ne vrijedi nejednakost trougla), pa se,
u strogo matematickom smislu, one i ne mogu smatrati udaljenostima. Stoga Ce,
od udaljenosti izmedu dva stringa, u nastavku teze biti posmatrane samo "prave"
metrike dy, dpcs idy.

Poredenje viSeclanih familija stringova je mogucde izvesti uz pomo¢ Hauzdor-
fove udaljenosti. Najprije ¢e biti data definicija ove udaljenosti u opStem slucaju.
Neka je (X, d) proizvoljan metricki prostor i d(x, A) = inf{d(x,a) : a € A}
rastojanje tacke x € X do skupa A € X. Ako je C familija svih kompaktnih
podskupova od X, tada se funkcija D : C X C — [0, +c0) definisana sa

D(A, B) := max{supd(a, B),supd(b, A)},
acA beB

naziva Hauzdorfovom udaljenoséu izmedu skupova A 1 B. Ogranice-
nost skupova iz familije C garantuje postojanje supremuma iz prethodne de-
finicije. Dakle, postoje vrijednosti p(A, B) := sup,es d(a,B) i p(B,A) :=
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suppeg d(b, A), pajei D(A, B) = max{p(A, B), p(B, A)} vrijednost koja uvi-
jek postoji.

Lema 2.1.4. Hauzdorfova udaljenost je metrika na skupu C.

Dokaz. Ocigledno da za svako A € C vrijedi D(A, A) = sup,e4 d(a,A) =0. S
druge strane, ako za skupove A, B € C vrijedi D (A, B) = 0, tada za proizvoljno
a € A vrijedi d(a,B) = 0. To znaci da za svako € > 0 i otvorenu kuglu
By(a,e) = {x € X : d(x,a) < &} vrijedi By(a,e) N B # 0, $to implicira
a € B, odakle, zbog zatvorenosti skupa B kao kompaktnog skupa, slijedi a € B.
Time je dokazano A C B, a na slican nacin se dokazuje da je B C A, pa je
A = B. Simetri¢nost funkcije D slijedi iz njene definicije, pa joS ostaje da se
dokaZe nejednakost trougla. Najprije ¢e biti dokazano da funkcija p zadovoljava
nejednakost trougla, tj. da za proizvoljne A, B, C € C vrijedi

p(A,C) < p(A,B) +p(B,C) (2.2)

Neka je a € A proizvoljno. Zbog kompaktnosti skupa B postoji element b, € B
sa svojstvom d(a, b,) = d(a, B). Tada je

d(a,C) = in(f: d(a,c) < in(f: (d(a,by) +d(by,c)) =d(a,b,) + in(f: d(bg,c)
ce ce ce
=d(a,B)+d(b,;,C) < p(A,B) + p(B,C),

pa je p(A, B) + p(B, C) gornje ograni¢enje skupa {d(a,C) : a € A}, odakle
slijedi p(A,C) < p(A, B) + p(B, C). Time je dokazana nejednakost u formuli
(2.2), a iz ove nejednakosti direktno slijedi nejednakost trougla za funkciju D.
Zaista, za proizvoljne skupove A, B, C € C vrijedi

p(A,C) < p(A,B) +p(B,C) < D(A,B) + D(B,C),

p(C,A) < p(C,B) +p(B,A) < D(C,B) + D(B, A)
odakle, zbog simetri¢nosti funkcije D, slijedi D (A, C) = max{p(A, C), p(C,A)}
< D(A,B)+ D(B,C). O

Neka su A i B podskupovi od S(n,[) tako da je |A| = |[B| = m > 1. Ako
je m = 1, tada bilo koje od rastojanja dy, drcs, d; izmedu stringa iz skupa A
1 stringa iz skupa B moZe generisati mjeru sli¢nosti ovih skupova. U slucaju
m > 1, jedna mjera sli¢nosti skupova A i B moZe biti uvedena uz pomoc¢
Hauzdorfove udaljenosti izmedu ovih skupova definisane u odnosu na neku od
pomenutih metrika. Naravno, Hauzdorfova udaljenost izmedu ovih skupova
uvijek postoji, jer su posmatrani skupovi konacni i samim tim kompaktni.

Primjer 2.1.5. Neka su A, B C S(4, 8) skupovi stringova, pri Cemu je

A ={43144412, 11242443, 33314132, 43343342, 32144142}
N e N e e e e

51 52 53 54 S5
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B = {34132432, 23432431, 33341422, 44441433, 12341233} .

N N N e e’
51 12 13 4 15

Rastojanja u odnosu na Hamingovu metriku dg su data u sljedecoj matrici:

1ty I3 Iy I5
S
52
53

S4

Ot 3 Ot O Ot
0 3O OO
-~ O~ Ot Ot
S Oy O Ot g

S5

Iz matrice se uocava da je dy(si,B) = 4, dy(se,B) = 5, dy(s3,B) =
4, dy(s4,B) = 4 i dy(s5,B) = 5, Sto znaci da je py(A,B) = 5, a ta-
kode je dpy(t1,A) = 5, dy(t2,A) = 6, dy(t3,A) = 4, dy(t4,A) = 5 i
dy(ts,A) = 5, Sto znaci da je py(B, A) = 6. Dakle, vrijedi Dy(A,B) =
max{pn (A, B), pu(B, A)} = 6.

Rastojanja u odnosu na LCS metriku dycs su data u sljedecoj matrici:

~
—
~
]
~
w
~
IS
~
ot

S1
52
S3

S4

B[00 —00| T | —00] Lo

00| L0000 LD DO —
DO 0O DO —00 | Lo | —
00100 Lo 00| TR =
DO OO —00 | Lo | —

S5

Iz matrice se uocava da je dycs(s1,B) = = = dpcs(s2, B) = dpcs(sq, B) =

ol w

1 3
dics(ss,B) i dpcs(s3, B) = T Sto znaci da je prcs(A, B) = 3 a takode je
3 . 1
drcs(t1,A) = 3= drcs(t2,A) = dpcs(ts, A) = dpcs(ts, A) idpcs(t3, A) = "

Sto znaci da je prcs(B, A) = g Dakle, vazi Dycs(A, B) = g

Hauzdorfovo rastojanje daje odredenu informaciju o bliskosti dva neprazna
kompaktna skupa. Medutim, ono je "jednodimenzionalno", u smislu da se ni
za jedan od posmatranih skupova pojedina¢no ne uzima u obzir medusobna
povezanost i struktura njegovih elemenata. U ovoj glavi bi¢e razmatrane mjere
sli¢nosti familija stringova kod kojih je "pokriven" i ovaj aspekt sli¢nosti. Os-
nova na kojoj se ove mjere zasnivaju temelji se na pojmovima i tehnikama
simplicijalne homologije i perzistentne (istrajne) homologije.
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2.2 Simplicijalna homologija

U ovoj sekciji opisani su osnovni koncepti simplicijalne homologije. Prije
svega, slijedi definicija simplicijalnog kompleksa kao primarne strukture na
kojoj se simplicijalna homologija zasniva. U ovoj tezi se koriste iskljucivo
apstraktni simplicijalni kompleksi, no, radi boljeg razumijevanjaizloZenih ideja,
pocetak izlaganja se odnosi na intuitivno familijarnije geometrijske simplicijalne
komplekse.

k
Neka su ug, u1, . . ., uj tatke skupa R?. Tatka x = Z Aiu; je afina kombi-

1=
nacija taaka u;, ako je suma svih A; jednaka 1. Afini omotac je skup svih afinih

kombinacija i on je k—ravan, ako je posmatranih k + 1 tacaka afino nezavisno,
k k

Sto znaci da su proizvoljne dvije afine kombinacije x = Z Adijiy = Z ilki
i=0 i=0
jednake ako i1 samo ako je A; = y;, za svako i. Jednostavno se dokazuje da je
k + 1 tacaka ug, u1, . . ., ux afino nezavisno ako i samo ako je k vektora u; — ug,
i€{l,2,...,k},linecarno nezavisno. U R4 postojinajvise d linearno nezavisnih

vektora i samim tim najviSe d + 1 afino nezavisnih ta¢aka. Afina kombinacija
k

x = Z Aiu; je konveksna kombinacija, ako su sve vrijednosti A; nenegativni
realn{ l())rojevi. Konveksni omotac je skup konveksnih kombinacija. k—simpleks
o je konveksni omotac k+1 afino nezavisnih taaka, o := conv{ug, uy, . . ., uy}.
Dimenzija k—simpleksa o je dim(o) := k. Za simplekse manjih dimenzija se u
praksi koriste sljededi nazivi: vrh za O—simpleks, ivica za 1—-simpleks, trougao
za 2—simpleks 1 tetraedar za 3—simpleks. Proizvoljan podskup afino nezavis-
nog skupa tacaka je takode afino nezavisan, pa i sam odreduje jedan simpleks.
Strana simpleksa o je konveksni omota¢ nepraznog podskupa od o. Ako je
simpleks 7 strana simpleksa o, tada se o joS naziva ko-stranom simpleksa t.
Ocigledno da svaki k—simpleks ima ukupno 2%*! — 1 razli¢itih strana.

Geometrijski simplicijalni kompleks K je konacna, neprazna kolekcija sim-
pleksa sa svojstvima

* Strana proizvoljnog simpleksa iz kolekcije K pripada ovoj kolekciji.

* Presjek proizvoljna dva simpleksa iz K je prazan skup ili njihova zajed-
nicka strana.

Dimenzija kompleksa K je maksimalna dimenzija svih simpleksa koji mu pri-
padaju. Noseci prostor kompleksa K, u oznaci |K|, je unija svih simpleksa
kompleksa K, zajedno sa topologijom potprostora euklidskog prostora kojem
svi ovi simpleksi pripadaju. Triangulacija topoloskog prostora X je simplici-
jalni kompleks K, zajedno sa homeomorfizmom izmedu X i |K|. Potkompleks
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od K je simplicijalni kompleks L C K. On je pun, ukoliko sadrzi sve sim-
plekse u K koji su konveksni omotac¢ vrhova iz L. Specijalna vrsta potkom-
pleksa su j—skeletoni koji se sastoje od svih simpleksa dimenzije j ili manje,
KY) = {0 € K : dim(o) < j}. O-skeleton se jo§ naziva skupom vrhova
kompleksa K, Vert(K) := K.

Ponekad je jednostavnije definisati simplicijalni kompleks u neodredenom
okruZenju, a tek naknadno brinuti kako je on smjeSten u nekom euklidskom
prostoru (ako za tim uopsSte i postoji potreba). Na taj nacin se dolazi do pojma
apstraktnog simplicijalnog kompleksa.

Apstraktni simplicijalni kompleks K je uredeni par (V, X), gdje je V nepra-
zan skup, a 2 konacna kolekcija nepraznih podskupova od V ¢&iji se elementi
nazivaju simpleksima, pri ¢emu je ispunjeno svojstvo da 7 C o € X implicira
T € X. Za notiranje simpleksa o = {vqg, vi,..., v} jo$ se koristi standardna
oznaka o = [vg,V1,...,vi]. Dimenzija simpleksa o je dimo = |o| — 1,
dok je dimenzija kompleksa maksimalna dimenzija svih njegovih simpleksa,
tj. veli¢ina dimK := maxdim o. Pun kompleks ili standardni kombinatorni

kompleks je simplicijalgielfompleks (V,P(V)\{0}), gdje je V neprazan konacan
skup. Ako je T C o, tada se simpleks 7 naziva stranom simpleksa o, odnosno
simpleks o se naziva ko-stranom simpleksa t. Skup vrhova kompleksa K je
kolekcija Vert(K) svih elemenata v € V za koje vrijedi [v] € o. Potkompleks
L kompleksa K = (V,Z) je apstraktni simplicijalni kompleks ¢iji simpleksi
formiraju podfamiliju familije X. Cinjenica da je £ potkompleks kompleksa K
¢e (neformalno) biti notirana sa £ € K. Za apstraktne simplicijalne komplekse
K= Vy,Z%)1 L = (Vg,Zr), preslikavanje f : Vert(K) — Vert(L) takvo
da o € X ako i samo ako je f[o] € X, naziva se simplicijalnim presli-
kavanjem. Dva apstraktna simplicijalna kompleksa su izomorfna, ako postoji
bijektivno simplicijalno preslikavanje izmedu ovih kompleksa. U tom slucaju,
ovo preslikavanje se naziva simplicijalnim izomorfizmom.

Datom geometrijskom simplicijalnom kompleksu K se moZe pridruZiti ap-
straktni simplicijalni kompleks K tako Sto se odbace simpleksi iz K, a sacuvaju
njihovi skupovi vrhova. Tada se K naziva Semom vrhova kompleksa K, dok
se K karakteriSe kao geometrijska realizacija kompleksa K. Konstrukcija ge-
ometrijske realizacije je iznenadujuce jednostavna ako se dozvoli koriS¢enje
euklidskog prostora dovoljno velike dimenzije.

Lema 2.2.1. [36] Svaki apstraktni simplicijalni kompleks dimenzije d ima ge-
ometrijsku realizaciju u R>+1,

Dokaz. Neka je K apstraktni simplicijalni kompleks dimenzije d i Vert(K) =
{v0,v1,...,vi} skup njegovih vrhova. Neka je f : Vert(K) — R2¢*! pres-
likavanje dato sa f(v;) = x;, pri ¢emu su x; € R??*! razli¢ite tacke izabrane
tako da proizvoljan podskup skupa {xg, x1,...,xx} Koji sadrzi 2d + 2 ili ma-
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nje elemenata jeste sastavljen od afino nezavisnih tacaka (npr. mozZe se staviti
xi = (i,i%, ..., %)), 1z definicije preslikavanja f slijedi njegova injektivnost.
Neka su o1, o proizvoljni simpleksi kompleksa K. Za kardinalnost unije ova
dvasimpleksa vazi |oUos| = |01 |+|oo|—|o1Nos| < |o1|+|oe| < 2d+2, odakle
slijedi | f[o1 U 02]| < 2d+2. To znaci da su tacke iz skupa f[o Uos] afino ne-
zavisne, pa je svaka konveksna kombinacija sastavljena od ta¢aka iz ovog skupa
jedinstvena. Zbog toga, ako je 71 := conv(f[o1]) i T2 := conv(f[oz]), tada
X € 171 N1o ako i samo ako je x konveksna kombinacijatacakaiz f[o1]N fo2] =
flo1Noz]. Posljedi¢no, 71 N9 jeili prazan skup ili simpleks conv( f[o1 Nows]).
Dakle, K := {conv(f[o]) : o je simpleks kompleksa K} je geometrijska re-
alizacija kompleksa K. O

Uvodenje metrike na nekom skupu omogucéava povezivanje parova najblizih
taCaka. Na taj nacin se dobija tzv. graf susjeda kojim se iskazuje poveza-
nost parova tacaka datog skupa. Ovaj koncept se moZe uopstiti u smislu da
se, za dati prirodan broj m > 1, posmatra povezanost k + 1—torki tacaka, za
k € {1,2,...,m}. Tako dobijena visedimenzionalna generalizacija grafa su-
sjeda predstavlja jedan nacin generisanja apstraktnih simplicijalnih kompleksa.
Vecina (apstraktnih) simplicijalnih kompleksa u daljnjem izlaganju ove teze
dobijena je na ovaj nacin.

Neka je ¥ konacna familija nepraznih skupova. Nerv familije # Cine sve
neprazne podfamilije od F sa svojstvom da je presjek svih skupova koji pripadaju
podfamiliji neprazan skup. Preciznije, Nerv(¥) :={A C F : (A # 0}. lako
familija ¥ moze biti proizvoljna, od interesa ¢e biti slucaj kada je to familija
kugli nekog metrickog prostora.

Neka je (X, d) metricki prostor. Za r > 0, neka je By[x,r] == {y € X :
d(x,y) < r} zatvorena kugla polupre¢nika r oko tacke x. Akoje K C X konacan
skup 1 ukoliko je r > 0 proizvoljno, jednostavno se provjerava da uredeni par

K, {A € P(K)\ {0} : ﬂ Bylx,r] # (Z)}) predstavlja apstraktni simplicijalni

X€EA

kompleks. Zaista, ako A C K ima svojstvo da je ﬂ B[x,r] # 0, tada za svaki
xXeA
neprazan skup B C A vrijedi 0 # ﬂ Blx,r] C m B[x,r]. Ovaj kompleks
xeA xeB

se naziva Cehovim kompleksom i ozna¢ava sa C[((r). Jednostavno se uocava da
"naduvavanjem" zatvorenih kugli istog polupre¢nika ostaju o¢uvane presjecne
tacke ovih kugli, ukoliko one postoje. To znacida, za 0 < ry < ra, svi simpleksi
koji pripadaju Cehovom kompleksu C I(;l) takode pripadaju Cehovom kompleksu

C[((rg) , pa je C[((’l) potkompleks kompleksa C[(<r2) .

Pored Cehovog kompleksa, mogude je uvesti apstraktni simplicijalni kom-
pleks ¢iji skup simpleksa nije dobijen kao nerv neke familije skupova. Npr., ako
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Glava 2: Topoloski metodi

je K konacan neprazan skup u metri¢kom prostoru (X, d), r > 0 proizvoljna
vrijednost i £ familija koja sadrZi sve neprazne podskupove A C K sa svoj-
stvom da je diam(A) := sup{d(ai,a2) : ai,as € A} < r, tada je (K, X)
apstraktni simplicijalni kompleks koji se naziva Vietoris-Ripsovim kompleksom
i oznacava sa VvV Rg). Za razliku od Cehovog kompleksa, Vietoris-Ripsov kom-
pleks je u potpunosti odreden svojim 1—simpleksima. To efektivno znaci da je
za odredivanje simpleksa Vietoris-Ripsovog kompleksa dovoljno znati matricu
incidencije, tj. matricu koja sadrZi sva rastojanja izmedu elemenata skupa K.

Lema 2.2.2. Neka je K konacan, neprazan skup u metrickom prostoru (R, e),
gdje je e Euklidska metrika. Tada za proizvoljno r > 0 vrijedi (VRg) ccC ,((r) C
VR

P
Dokaz. Potrebno je dokazati da je, za proizvoljno r > 0, Vietoris-Ripsov
kompleks (VRg) potkompleks Cehovog kompleksa CI((F), kao i da je Cehov
kompleks C 1(<r) potkompleks Vietoris-Ripsovog kompleksa ‘”V?‘er).

Neka je k < dim ((Vﬂg)) proizvoljno i o = [vg, v1,...,Vk] proizvoljan

simpleks kompleksa (VRg). Tadazasvei,j € {0,1,...,k} vrijedi e(v;,v;) <

1
r. Ako se staviv := —— » v;, tada za proizvoljno j € {0, 1, ..., k} vrijedi

k+1

M~

i=0
k k k k
1 1 1
e(V,Vj):e(k+1 Vi,k+1ZVj):k+1.e(. vi’. v])
0 i=0 i=0 i=0

1
< —-

1 e(vi,v;) <,

M= 5

I
o

1

k k
Sto implicira v € m B.[vi,r]. Dakle, ﬂ B.[vi,r] # 0, §to znaci da je o
i=0 i=0
simpleks kompleksa C ,({). Time je dokazano V Rg) ccC ,({).
Neka je k < dim (CI({)) proizvoljno i o = [vg,Vv1,..., V] proizvoljan
k
simpleks kompleksa CI({). Tada postoji tacka v € m B.[vi,r]. Za proizvoljne

i=0
i,j €{0,1,...,k} vrijedi d.(v;,v;) < do(vi,v) +d.(v,vj) < 2r, §to znaci da

je o simpleks kompleksa V Rgr). Time je dokazano CI({) C (nggr)_ O

Primjer 2.2.3. Neka je K = {vi,v2,v3,v4,v5}, gdje su vi = (0,0),vy =

15 3 31 1 3
(_Z’Z)’ vy = (1,2) ,Vq = (—1,5) i vy = (Z’_Z) tacke Euklidskog pros-

tora R?. Na sljedecoj slici predstavljeni su Vietoris-Ripsov kompleks (VR%D
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2.2 Simplicijalna homologija

(lijevo) i Cehov kompleks C,gl) (desno). Uocava se da, u odnosu na Vietoris-

Slika 2.1

Ripsov kompleks V Rg), Cehov kompleks CI((D dodatno sadrZi 1-simplekse
[va,vs], [v4, V5] i 2—simpleks [v1,v4,Vv5]. Ovi simpleksi ne pripadaju kom-
pleksu (VRg),jer vy & B.[va, 1] ivs ¢ Bo[vg4, 1].

Medu brojnim topoloskim svojstvima simplicijalnog kompleksa izdvaja se
ono koje registruje "rupe" odredene dimenzije datog simplicijalnog kompleksa,
a koje nastaju kao rezultat nedostatka medupovezanosti njegovih vrhova. U
okvirima algebarske topologije pomenute "rupe" se opisuju koriS¢enjem simpli-
cijalne homologije. Simplicijalna homologija predstavlja jedan vid "algebraiza-
cije" datog simplicijalnog kompleksa, tako Sto se datom kompleksu pridruZuje
niz homoloskih grupa.

Neka je K apstraktni simplicijalni kompleks i k data dimenzija. k—lanac
je formalna suma ¢ = } a;0y, gdje su o; k—simpleksi kompleksa K, a a; su
koeficijenti iz nekog polja ili prstena. Mada koeficijenti a; mogu biti brojevi iz
nekog od polja Q, R, C ili iz prstena Z, za potrebe ove teze bice podrazumijevano
da ovi koeficijenti pripadaju polju Z2, modula pri cjelobrojnom djeljenju sa 2.
Biranje ovako jednostavnih koeficijenata omogucava da se k—lanac ¢ = }; a;0;
shvati kao skup simpleksa {07 : a; = 1}. Sabiranje dva k-lanca mozZe da se uvede
sli¢no kao kod polinoma; za ¢y = ), a;0y1ca = ), bjoy, c1 +c3 == Y. (a; + b;) oy,
pri ¢emu se suma a; + b; uzima po modulu 2. U skupovnoj interpretaciji, suma
dva k—lanca jednaka je njihovoj simetri¢noj razlici.

Lema 2.2.4. Ako je Cy(K) skup svih k—lanaca simplicijalnog kompleksa XK,
tada je (Cr(K), +) slobodna Abelova grupa, tj. Abelova grupa za koju postoji
konacan minimalan skup generatora za Cy (K).

Dokaz. Zatvorenost, asocijativnost i komutativnost sabiranja k—lanaca slijedi
iz istovjetnih svojstava koja vrijede za sabiranje po modulu 2. Neutralni element
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je 2. 0oy = 0. Za proizvoljan k—lanac c, njegov inverzni element je —c = c, jer
za sabiranje po modulu 2 vrijedi ¢ + ¢ = 0. Zbog toga je (Cy(K),+) Abelova
grupa. Skup svih simpleksa kompleksa K je o¢igledno konacan skup generatora
za C;(‘K), Sto implicira da je (Cx (%K), +) slobodna Abelova grupa. O

Za svaku dimenziju k, grupa (Cr(K),+) se naziva grupom k—lanaca
i u daljnjem ¢e krace biti notirana sa Cy(%). U cilju povezivanja grupa
lanaca, definiSe se pojam granice k—simpleksa, koja predstavlja sumu svih

(k—1)—dimenzionalnih strana ovog simpleksa. Preciznije, granica k—simpleksa
k

o = [vo,vi,...,vi] je (k — 1)-lanac dyo := Z[vo,vl,...,ﬁ,,...,vk], pri
=0

¢emu je "~ oznaka koja simbolizuje odsustvo ﬁaznaéenog vrha u odgovara-
juéem simpleksu. Granica k—lanca ¢ = ) a;0; definiSe se kao suma gra-
nica njegovih simpleksa, dyo = ) a;0x(07). Jednostavno se uocava da na
ovaj nacin uvedeno preslikavanje dx : Cx(K) — Ci_1(K) zadovoljava uslov
Or(c1 + c2) = 0k(c1) + Ik (c2), Sto znadi da je, za svaku dimenziju k, 9 ho-
momorfizam izmedu grupa Cy (K) i Cx—1(K), sa napomenom da se dodefiniSe
C_1(K) := {0}. Kompleks lanaca pridruzen kompleksu %K je niz grupa lanaca
povezanih homomorfizmima granica:

Ok+2

222 G () 2 ) =2y () 2

Homomorfizam d; bic¢e krace oznacen sa 9, ukoliko je iz konteksta jasno na
koju grupu lanaca se on odnosi.

U grupi k—lanaca izdvajaju se dva tipa lanaca koji omogucavaju definisanje
pojma homoloSke grupe. k—ciklus je k—lanac ¢ za koji vrijedi dc = 0. Kako
granica 0 komutira sa sabiranjem ciklusa, skup svih k—ciklusa formira grupu
k—ciklusa, koja se oznacava sa Z; (K) i ova grupa je podgrupa grupe k—lanaca,
pa je i sama slobodna Abelova grupa. Uocava se da grupa k—ciklusa ustvari
predstavlja jezgro homomorfizma granice 0, tj. da je Z;(K) = kerdy. Za
k = 0, zbog C_1(K) := {0}, vrijedi Zo(K) = kerdy = Co(K), ali za k > 0
podgrupa Z; () ne mora da bude jednaka Cy(K). k—granica je k—lanac c
koji je slika nekog (k + 1)—lanca funkcijom granice, tj. ¢ = di+1d, za neki
(k + 1)—lanac d. Kako granica d komutira sa sabiranjem ciklusa, skup svih
k—granica formira grupu k—granica, koja se oznacava sa By (K) i ova grupa je
podgrupa grupe k—lanaca, te je i ona slobodna Abelova grupa. Uocava se da
grupa k—granica ustvari predstavlja sliku homomorfizma granice di.1, tj. da je
By (K) = im0k41. Sljedece tvrdenje iskazuje osnovno svojstvo homomorfizama
granice i poznato je pod nazivom Fundamentalna lema homologije.

Lema 2.2.5. [36] Za svaku dimenziju k i proizvoljan (k + 1)—lanac d vrijedi
0k Or41d = 0.
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2.2 Simplicijalna homologija

Dokaz. Dovoljno je pokazati da je dy0x+17 = 0, za svaki (k + 1)—simpleks 7.

Neka je T = [vg, V1, ..., Vk, Vks+1] proizvoljno. Tada je
k+1
ak+1T = Z[VO,VL LS vAj’ LS Vk,Vk+1],
Jj=0

pa, koriste¢i Cinjenicu da svaka (k — 1)—strana od 7 pripada ta¢no dvjema
k—stranama ovog simpleksa, moze se zakljuciti da djelovanje homomorfizma
Ok na prethodnu sumu dovodi do toga da se svaka (k — 1)—strana simpleksa 7
u ovoj sumi pojavljuje tacno dva puta. Uzimajuéi u obzir da za svaki lanac ¢
vrijedi ¢ + ¢ = 0, slijedi 0 (Ok+17) = 0. O

Direktna posljedica prethodne leme je da svaka k—granica predstavlja ujedno
i k—ciklus, $to znaci da je grupa By (K) podgrupa grupe Z; (). Na sljedecoj
slici ilustrovan je odnos izmedu ove tri grupe, kao i njihova povezanost izmedu
susjednih dimenzija ostvarena uz pomo¢ homomorfizama granice.

Slika 2.2

Cinjenica da je grupa k—granica podgrupa grupe k—ciklusa omogucava
definisanje faktor grupe. k—ta homoloska grupa kompleksa K oznacava se
sa Hy(K) i definiSe sa Hy(K) = Zx(K)/Br(K). Ova grupa ima konacan
skup generatora, pa je njen rank prirodan broj By (K) := rank (Hy(%K)), koji se
naziva Betijevim brojem kompleksa K. Svaki element grupe Hy(K) dobija se
dodavanjem svih k—granica datom k—ciklusu c, tj. elementi ove grupe su oblika
c+Byr(K),zac € Z;(K). Akosucy, co dva k—ciklusa zakoje vrijedi ¢1 = co+b,
zaneku k—granicu b, tadaje c1+By (K) = co+Bi (K), jerje b+Bi (K) = B (K).
Zbog toga, klasa ¢ + By (K), ¢ € Z;(K), predstavlja koset od Hy(K) i klasa
ovakvog oblika se jo$ naziva homoloskom klasom. Ciklusi koji pripadaju istoj
homoloskoj klasi se nazivaju homolognim ciklusima i svaki od njih se moze
izabrati kao predstavnik te klase. Zbir dvije homoloske klase definiSe se sa
(c1+Br(K))+ (ca+Br(K)) := (c1+c2) + Br(K) i ovako definisano sabiranje
ne zavisi od izbora predstavnika. Jednostavno se moZe potvrditi da Hy (K)
u odnosu na ovu operaciju sabiranja zaista ¢ini grupu, kao i da je ova grupa
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Abelova, jer je takva grupa Z; (). Homoloske klase iz grupe Hy (%) mogu
da se shvate kao k—ciklusi koji nisu k—granice i slikovito se mogu predstaviti
kao k—dimenzionalne "rupe" u kompleksu K. U toj interpretaciji, Betijev broj
B (K) predstavlja minimalan broj k—dimenzionalnih rupa uz pomo¢ kojih je
moguce "generisati" sve k—dimenzionalne rupe kompleksa K.

Neka je K kompleks koji sadrZzi m > 1 simpleksa dimenzije k > 0. Tada je
rank(Cy(K)) = m i grupa k—lanaca Cy (K) je izomorfna direktnoj sumi Z' :=
Zo®Zo® ... 7Zo. U ovoj postavci, za grupe k—ciklusa i k—granica vrijedi

rank(Bk?‘K)) < rank(Zi(K)) < m i ove grupe su izomorfne direktnoj sumi
odgovarajuceg broja kopija grupe Zs. S obzirom da je za svaku homolosku klasu
iz Hy (%) broj njenih ciklusa jednak broju k—granica, slijedi da je |H(K)| =
| Zi (K)|/|Bx (K)], $to se u terminima rankova moze izraziti u vidu jednakosti
rank(Hp(K)) = rank(Zi(K)) — rank (B (K)).

Primjer 2.2.6. Neka je K Vietoris-Ripsov kompleks V Rg) iz prethodnog pri-
mjera, tj. K = (K, X), gdje je K = {v1,v2,V3,v4,V5} i

2 ={[vil, [val, [vsl, [val, [vs], [v1, val, [v1, val, [vi, vs], [ve, val,
[vi,va,val}.

O—simpleksi [v1], [va], [v3], [val, [v5] generisu grupu O—lanaca, pa je grupa
Co(K) izomorfna grupi Zg. 1=simpleksi [v1,va], [vi,val, [V1, V5], [vo, v4]
generisu grupu 1-lanaca, pa je grupa Ci(K) izomorfna grupi Z;l. Jedini
2—simpleks [v1, va, v4] generise grupu 2—lanaca, pa je grupa Co(K) izomorfna
grupi Zo. Za k > 2, kompleks K nema k—simpleksa, pa je za takve dimenzije
grupa k—lanaca trivijalna, tj. vrijedi C;, (K) = {0}. Zbog toga, za k > 2 vrijedi
H(K) = {0}. Iz 0y = 0 slijedi Zy(K) = Co(‘K), dok se iz

01 (a1[v1, v2] + az[vi, va] + ag[vi,vs] +aq[ve,v4])

= a101([v1,v2]) + a201([v1, v4]) + a301([v1, vs]) + as01([v2, v4])
=ai([vi] + [v2]) + a2([vi] + [va]) +as([v1] + [vs]) + asa([va] + [v4])

= (a1 +aq)([vi] + [ve]) + (a2 + as)([vi] + [va]) + as([v1] + [vs]) (2.3)

dobija da lanci [v1] + [v2], [v1] + [v4], [v1] + [v5] ¢ine minimalan generator
grupe By(K). Zbog toga, Hy(K) = ZS/ZZ’ = Zg = Zo ® Za, pri Cemu [va] i
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2.2 Simplicijalna homologija

[v3] ¢ine minimalan generator ove grupe, jer vrijedi

a[vi] +az[ve] +as[vs] + as[va]l +as[vs] = (as +as)[vi] + (a1 +az)[ve]

€Zo(%K)
+aglva] + (ar([v1] + [val) +as([va] + [val) +as([v1] + [vs]))
= (a1 +az +as +as)[v2] +as[vs]

+((a1+ aa+ as)([vi] + [va]) + aa([v1] + [al) + as([va] + [vs]))

€Bo(K)

Iz prikaza (2.3) se dobija

01 (ar[v1,v2] +az[vi,v4] +asg[vi,vs] +as[ve,v4]) =0
Say+as=ar+ags=a3=0Sa;=as=aq4iaz=0,

odakle slijedi da je grupa Z1(K) = ker(01) generisana minimalnim generato-
rom koga cini lanac [v1,va] + [v1,v4] + [ve, v4], paje Z1(K) = Zo. Isti ovaj
lanac cini generator grupe B1(K) = ker(0y), jer je

O2(alvi,va,val) = a([vi, va] + [vi, va] + [va, v4]).

Dakle, faktor grupa H1(K) je trivijalna, tj. vrijedi H1(K) = {0}. Isti zakljucak
vrijedi za homoloSku grupu Hs(K), jer je ker(d) = {0} = im(d3). Slikovito
receno, kompleks K ima dvije komponente povezanosti (jer je rank (Hy(K)) =
2) i, za proizvoljno k > 1, nema k—dimenzionalnih rupa (jer je rank (Hy (K)) =
0).

Prethodni primjer upucuje da je za racunanje homoloskih grupa potrebno
kombinovati informacije iz dva izvora, jednog koji predstavlja cikluse i drugog
koji predstavlja granice. U narednom je izloZen efektivan metod racunanja
homoloskih grupa koji koristi elemente linearne algebre.

Neka je K simplicijalni kompleks. Za dimenziju k > 0, neka je my :=
rank(Cy(K)), zx := rank(Z(K)) i by := rank(B;(K)). Kako su svi ope-
ratori granice homomorfizmi, slijedi da je my; = zx + by—1. Homomorfizmu
granice d; se moze dodijeliti matrica granice, ¢iji su redovi (k — 1)—simpleksi,
a kolone k—simpleksi. Ukoliko se za svaku dimenziju zada totalni poredak na
skupu odgovarajucih simpleksa, tada je matrica granice oblika [a;;], pri ¢emu
ie€{l,2,...,m1},j €{1,2,...,m}, aelement a;; ove matrice je definisan
sa

~_ ] 1, akojei-ti (k — 1)—simpleks strana j—tog k—simpleksa;
dij = 0, inade.
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Za dati k—lanac ¢ = } a;0y, njegova granica moze da se izracuna uz pomo¢
matrice granice na sljedeci nacin:

all a9 e Almy al
as a9 ce a2my, an

OkC = . .
Amp_11 Amp_12 -+ Qmg_ymy Ay

Drugacije receno, kolekcija kolona predstavlja k—lanac, a suma ovih kolona
daje njegovu granicu.

Redovi matrice granice homomorfizma 9y formiraju bazu grupe Cy_1 (K),
dok kolone ove matrice formiraju bazu grupe Cx (K). Dvije transformacije koje
se mogu izvesti sa kolonama, a da se pritom ne promijeni rank ove matrice,
su zamjena dvije kolone i dodavanje jedne kolone drugoj. Obje transformacije
mogu se izraziti mnoZenjem sa matricom V := [v;;] sa desne strane. Kod
zamjene kolona jq i jo uzimase v, =Vvj,;, = 1iv;; =1,zasve j ¢ {j1, j2},
dok se na svim ostalim pozicijama matrice V stavljaju nule. Kod dodavanja
kolone j1 koloni jo uzimase v, ;, = 1iv;; = 1, zasve j, dok se na svim ostalim
pozicijama matrice V stavljaju nule. Analogno transformacijama kolona, mogu
se posmatrati transformacije redova matrice granice koje ne mijenjaju njen rank:
zamjena dva reda i dodavanje jednog reda drugom. Obje transformacije mogu
se izraziti mnoZenjem sa matricom U := [u;;] sa lijeve strane. Kod zamjene
redova iy 1 {2 uzima se u;,j, = Uy, = 1iu; =1, zasvei ¢ {i1,i2}, dok se na
svim ostalim pozicijama matrice U stavljaju nule. Kod dodavanja reda i; redu
ipuzimase u;,;, = 11v; = 1, zasve i, dok se dok se na svim ostalim pozicijama
matrice U stavljaju nule.

Koristeci opisane transformacije kolona i redova omogucavaju da se ma-
trica granice homomorfizma 9; redukuje do Smitove normalne forme. Za
aritmetiku po modulu 2, ovo znaci da je rezultat redukcije matrica kod koje
je pocetni komad dijagonale sastavljen od jedinica, a da je njen ostatak sa-
¢injen od nula. Preciznije, iz my = by_1 + zi slijedi da prvih by_; kolona
odreduje kvadratnu podmatricu sa jedinicama na dijagonali, dok je preostalih
Zx kolona sastavljeno od nula. Prvopomenute kolone predstavljaju k—lance
¢ije nenula granice generiSu grupu Bj_1(K), dok ostale kolone predstavljaju
k—cikluse koji generiSu grupu Z; (). Nakon redukcije svih matrica granica, iz
navedenih normalnih formi je mogudée "procitati" Betijeve brojeve kao razliku
rankova, B; = rank(Z;(K)) — rank(B;(K)),k > 0. Vazno je istadi da se
tokom postupka redukcije oznake vrsta i kolona mijenjaju u skladu sa izvrSenim
transformacijama. Pritom, dodavanjem i—te kolone j—toj koloni oznaka "nove"
Jj—te kolone postaje zbir lanaca kojima su oznaceni "stara" i—ta i j— kolona.
Kod redova je obrnuto: dodavanjem i—tog reda j—tom redu oznaka "novog"
i—tog reda postaje zbir lanaca kojima su oznaceni "stari" i—tii j—ti red. U cilju
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dobijanja baza za grupu granica Bj_1(K) i grupu ciklusa Z; (K), potrebno je
pratiti proizvode matrica koje predstavljaju transformacije redova i kolona.Ako
se proizvod matrica sa lijeve strane oznaci sa Uy_1, a proizvod matrica sa desne
strane sa Vi, normalna forma se izrazava u obliku Ny := Uy_1 A Vi, gdje je A
matrica granice homomorfizma dx. Nova baza za Z; () data je u posljednjih
Zx kolona matrice V. Sli¢no, nova baza za By_1(K) je enkodirana u matrici
Uk-1, pri ¢emu se bazni vektori dobijaju iz prvih b;_; kolona njene inverzne
matrice.

Sam postupak svodenja na normalnu formu izvodi se na slican nacin kao
kod Gausovog metoda eliminacije. U najviSe dvije zamjene postiZze se da na
pocetnom mjestu matrice bude 1, a sa najvise my_; —1 dodavanjaredovainajvise
my — 1 dodavanja kolona se postiZze da na svim ostalim mjestima u prvom redu
1 prvoj koloni bude 0. Zatim se postupak normalizacije rekurzivno primjenjuje
na podmatricu koja se dobija uklanjanjem prvog reda i prve kolone. Ilustracija
prethodnog postupka data je u sljede¢em primjeru.

Primjer 2.2.7. Neka je K = (V,X), gdje je V = {v1,vo,V3, V4, V5, Vg, V7} i

b :{ [vl] > [VQ] > [V3] > [V4] > [V5] > [V6] > [V7] > [Vl, VQ]’ [Vl’ V6], [Vl, V7],
—— —— — —— —— —— —— —

o1 g2 g3 04 g5 g6 a7 g8 g9 J10
[va,ve], [v2,v7l, [ve, v7l, [V1, va, vel, [V1, ve, v7l, [vi, ve, v7l,
———— — e —

011 g12 013 014 J15 J16
[va, ve, v7l}.

N—
a17

Svi simpleksi kompleksa K su dimenzije najvise 2. To znaci da je grupa Ci(K),
pa i Hy(‘K) trivijalna za k > 3. Za k =0, {07 : 1 < i < T} je baza grupe
Co(K), pa, kako je 0y = 0, vrijedi Zo(K) = Co(K), odakle slijedi my =7 = zg
ib_1 =0. Za k = 1, matrica homomorfizma granice 01 je data sa

og 09 010 011 012 013
o1 0 0 O
02
o3
A1 =04
o5

g6

OR OO OO
_ o OO oo
OR OO O
_ o O O O

a7

O OO OO =
— -0 O o O
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Redukcijom na Smitovu normalnu formu dobija se:

g8 o9 o010 o1 12 013 oy Ogtog Ostolg o1 12 013
T1+o 11 1 0 0 0 T1Ho 1 0 0 0 0 0
o2 o 1 1 1 1 0 e 0 1 1 1 1 0
Risksoky 0o 0 0 0 0 O ’12 :’éi:ﬁ; o3 0 0 0 0 0 0
Al ———> oy 00 0 0 0 0|——— o 0 0 0 0 0 0
a5 00 0 0 0 o0 a5 0 0 0 0 0 0
o6 01 0 1 0 1 76 0 1 0 1 0 1
o7 o0 1 0 1 1 o7 0 0 1 0 1 1
oy Og+og Og+oig 011 Ol2 013 o8 Og+0g  O9+0lg Og+09g+0i]  Og+Oo+oi2 013
T1+o 1 0 0 0 0 0 T+ 1 0 0 0 0 0
TotoG 0 1 1 1 1 0 Kot+Ks—Ks 2106 0 1 0 0 0 0
RorkooRs 0 0 0 0 0 0 %:21}:21} a3 0 0 0 0 0 0
—_— 0y 0 0 0 0 0 0 |——> o4 0 0 0 0 0 0
o5 0 0 0 0 0 0 a5 0 0 0 0 0 0
76 0 0 1 0o 1 1 a6 0 0 1 0 1 1
o7 0 0 1 0 1 1 o7 0 0 1 0 1 1
oy Og+0g Oo9t0lg Og+Og+0y]  Ogtogtoi2 013
Tito 1 0 0 0 0 0
TotoG 0 1 0 0 0 0
RsoRg o6 0 0 1 0 1 1 RatRys Ry
oy 0 0 0 0 0 0| ——
a5 0 0 0 0 0 0
a3 0 0 0 0 0 0
o7 0 0 1 0 1 1

o8 0ogtog 09t O8+09toll  08+010t012  T9tO10+013

o8 Og+09 OT9+01g Og+09+01]  OR+09+012 013

ovr [ 10 0 0 0 0 ot [ 10 0 0 0 0
opbos | 01 0 0 0 0 ooro | 01 0 0 0 0
ogtor | 00 1 0 1 1| KatKsoKs ogor | O 0 1 0 0 0
o 0 0 0 0 0 0 | RS, o, 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
- 0 0 0 0 0 0 - 0 0 0 0 0 0
o 0 0 0 0 0 0 or 0 0 0 0 0 0

Na osnovu toga, vrijedi mi = 6 i z1 = bg = 3. Pritom, grupa By(K) ima bazu
{01 + 09,09 + 0¢, 06 + 07}, pa je Hy(K) = Z‘Q1 i Bo = 4 (postoje 4 komponente
povezanosti). Takode, uocava se da grupa Z,(K) ima bazu {og+o9+0711, 08+
o0+ 012, 09+ 010+ 013}, Za k = 2, matrica homomorfizma granice 05 je data
sa

014 015 016 017

s [ 1 1 0 0
. 1 0 1 0
o0 | O 1 1 0
Ag = on |1 0 0 1
oo | O 1 0 1
o3| 0 0 1 1 ]
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2.2 Simplicijalna homologija

Redukcijom na Smitovu normalnu formu dobija se:

T4 o5 16 017 T4 OutoIs  Tlg 017
og+T+o 1 1 1 0 0 og+TgHo ] 1 0 0 0
Ri+R2—R2 o 0 1 1 0 ) 0 1 1 0
A R1+R4—Ry o0 0 1 1 0 K1+K2—K> a10 0 1 1 0
o1 0 1 0 1 o1 0 1 0 1
o12 0 1 0 1 o12 0 1 0 1
o3 0o 0 1 1 013 0 0 1 1
014 014+015 016 017 014 0141015 01410154016 017
og+T+O 1 1 0 0 0 og+T9Ho1L 1 0 0 0
RoAR3>R3 o g+ 14012 0 1 0 TY+o 10+ 140712 0 1 0 0
Ro+Ryi—Ry
Ro+R5—R5 10 0 0 0 0 Ko+K3—K3 o0 0 0 0 0
o1 0 0 1 1 o1 0 0 1 1
T12 0 0 1 1 T2 0 0 1 1
T3 0 0 1 1 13 0 0 1 1
Ol4  014%015 01440154016 017
Ts+ogtor 1 0 0 0
To+a10+01 14012 0 1 0 0 Ry+Rs—Rs
RioR3 o1 0 0 1 1 | Rs+Rc—Rs
10 0 0 0 0
T2 0 0 1 1
13 0 0 1 1
014 (7'14+0'l5 (Tl4+0'15+ﬂ'16 o7 014 U'l4+0'16 (7'14+(7'15+0'15 (rl4+(}'l5+u’lb+(rl7
Ty +Tg+or 1 0 0 0 T8+Tg+oy ] 1 0 0 0
T9HO10+O 1+ 2 0 1 0 0 To+o 0+ 14072 0 1 0 0
T11+012+013 0 0 1 1 K3+K4—Ky o 1+010+013 0 0 1 0
10 0 0 0 0 10 0 0 0 0
o2 0 0 0 0 12 0 0 0 0
o3 0 0 0 0 13 0 0 0 0

Na osnovu toga, vrijedi mo = 4i by = 3, z0 = 1. Pritom, grupa B1(K) ima bazu
{og + 09 + 011,09 + 10 + T11 + T12, 011 + 012 + 013}, pa je Hi(K) = {0} i
B1 = 0 (nema jednodimenzionalnih rupa). Takode, uocava se da grupa Zs(K)
ima bazu {014 + 015 + 016 + 017}, a to je ujedno i baza homoloske grupe
Ho(K), jer je by = 0. To znaci da je Ho(K) = Zo i B2 = 1 (postoji jedna
dvodimenzionalna rupa).

Neka su K = (Vy, Zx) i L = (Vg, Zr) apstraktni simplicijalni kompleksi
i f:Vert(K) — Vert(L) simplicijalno preslikavanje. Za svaku dimenziju
k, ovo preslikavanje generiSe preslikavanje fk# : Cr(K) — Cr(L), koje je, za
k—lanac ¢ = ) a;0;, definisano sa fk#(c) =Y a;T;, gdje je

_ | floi], akojedim(f[oi]) = k;
o, ako je dim(f[oi]) < k

Zalance c1 = Y, a;07 1 c1 = ), bioy iz Cx(K) vrijedi fk#(cl +c2) = D(a; +
b))t = Y aiti + 2. bt = f]f&(cl) + fk#(CQ), Sto znaci da je preslikavanje fk#
homomorfizam, za svaku dimenziju k. Homomorfizmi fk# omogucavaju da se
kompleksi lanaca pridruzeni kompleksima K i £ "spoje" na nacin kojim se Cuva
saglasnost pri djelovanju odgovaraju¢ih homomorfizama granice. Preciznije,
vrijedi sljedeca lema.
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Glava 2: Topoloski metodi

Lema 2.2.8. [36] Neka su 8% i 0L homomorfizmi granice definisani redom na
lancima kompleksa K i L. Tada, za svaku dimenziju k > 0, vrijedi fk# o GZfrl =

8k£+1 o fi 1 U sljedeci dijagram je komutativan

(')‘K
Ci+1(K) —5 Cr(K)

e e

P
Cip1(L) — Cr (L)

Dokaz. Tvrdenje je dovoljno dokazati na nivou simpleksa kompleksa K, tj.

dokazati da za svaku dimenziju & i proizvoljni (k + 1)—simpleks o vrijedi ( fk# o
GZL)(O') = (6k£+1 o fil)(o'). Stoga, neka je o proizvoljan (k + 1)—simpleks
kompleksa K, tj. neka je o = [vg, V1, ..., Vk+1], za neke vrhove v; € Vert(K).

Moguce je:

(i) flo]je (k+1)—simpleks kompleksa £;

Tada je fil(a) = f|o], $to implicira da za sve i # j vrijedi f(v;) #
f(v;). Na osnovu toga, zakljucuje se da se svaka k—strana simpleksa o~ putem
preslikavanja ff nuzno preslikava u jedinstvenu k—stranu simpleksa f[o]. To
znadi da fk# ( f:(l)[vo, Vi, oo Vi, .,vk+1]) predstavlja sumu svih k—strana

simpleksa f[o], odakle slijedi traZena jednakost.

(ii) f[o] nije (k + 1)—simpleks kompleksa £;

Tada postoje razliciti vrhovi v;, v, simpleksa o za koje vrijedi f(v;,) =
f(vj,), paje fil(o') = (, Sto implicira (6k£+1 o fil)(a) = 0. S druge strane,
za sve simplekse 7 koji su k-strane simpleksa o 1 sadrZe oba vrha v;, v, vrijedi
ff (t) = 0, dok za preostale dvije k—strane 7;, i 7;, simpleksa o (koje sadrZe
ta¢no jedan od vrhova v;,, v;,), ¢ak i u slucaju da je fk#(T,'O) #0 # ff(?’_,-o),
vrijedi f[7;,] + f[7j,] = 0. Zbog toga, fk#(GZil (0)) = 0, pa jednakost vrijedi
i u ovom slucaju. O

Rezultat iz prethodne leme omogucéava da se simplicijalno preslikavanje
produZi na nivo homoloskih grupa. Preciznije, vrijedi sljedeca lema.

Lema 2.2.9. Neka su K i L simplicijalni kompleksi, f : Vert(K) — Vert(L)
simplicijalno preslikavanje i fk# produZenje ovog preslikavanja na skup Cy ('K).
Tada, za svako k > 0 vrijedi

() 7 (21 (K] € Zi (L),

(id) £ [BL(K)] € B(L),

(iii)Preslikavanje f, : Hy(K) — Hyi (L) koje je za c € Zi(K) definisano sa
fi(c+ B (K)) = fk#(c) + B (L) je homomorfizam.
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2.3 Istrajna homologija

Dokaz. (i) Za proizvoljno c s € fk#[Zk (K)] postoji cx € Zi(K) sa svojstvom
cr = f,f(c«;(), pa na osnovu prethodne leme vrijedi BkL(CL) = alf(fk#(c«;()) =
FE,(0% (cq)) = 0, odakle slijedi ¢ 1 € Zi(L).

| —
=0

(if) Za proizvoljno cs € ff[Bk(‘K)] postoji cg € B (K) sa svojstvom
cr = fk#(cw). Ako je dig € Ci+1(K) lanac takav da je cg = ﬁz_il(dq(),
tada se na osnovu prethodne leme dobija ¢, = fk#(cr]() = fk#(BZfrl(dq()) =
0L (f,(dx)), odakle slijedi ¢ € By (L).

—_———

€Cis1(L)
(iii) Prije svega, na osnovu prethodnog, za svako ¢ € Z;(K) vrijedi

ff(c) € Zx (L), $to implicira f;"(c + B (K)) € Hy(L). Takode, definicija
preslikavanja f;" ne zavisi od izbora predstavnika homoloske klase Hy(K),
jer za c1 + Br(K) = co + Bi(K) vrijedi ¢; — c2 € Br(K), odakle slijedi
fler) = fea) = fFer = o) € FH(Bu(K)) € Bi(L), Sto implicira

fE e+ Bi(L) = fF (e)+ () = () + Bu(L)) = (e + Bl L),
te posljedicno vrijedi f;(c1 + Bi(K)) = f(c2 + Br(K)). Iz date definicije i
¢injenice da je fk# homomorfizam direktno slijedi da je preslikavanje f,” takode
homomorfizam. O

Preslikavanje f* iz prethodne leme naziva se homomorfizmom indukovanim
simplicijalnim preslikavanjem f. UoCava se da je rank slike ovog preslikavanja
ograni¢en odozgo sa oba Betijeva broja, tj. da vrijedi rank(f;(H(K))) <
min{B (K), Bx(L)}. Najjednostavniji primjer indukovanog homomorfizma f™*
dobija se kada je simplicijalno preslikavanje f inkluzija, tj. u slucaju kada je
kompleks K potkompleks kompleksa L.

2.3 Istrajna homologija

Kona¢nom podskupu K nekog metrickog prostora mogude je pridruZiti Vietoris-
Rips-ov kompleks V R;;) ili Cehov kompleks CI({), za neku vrijednost r > 0.
Na taj nacin, povezanost koja eventualno postoji izmedu elemenata tog skupa
tumaci se preko svojstava dobijenih kompleksa, tj. svojstava njegovih homo-
loSkih grupa. Jasno da izbor parametra r u velikoj mjeri odreduje prirodu
pomenutih svojstava. Tako se za dovoljno malu vrijednost r dobija kompleks
sastavljen od 0-simpleksa, dok se za dovoljno veliku vrijednost r dobija stan-
dardni kombinatorni kompleks. Da li postoji optimalan izbor parametra r koji
najbolje oslikava topoloske osobine datog skupa podataka? Na ovo pitanje se
mozZe odgovoriti ukoliko se, umjesto jednog, posmatra familija kompleksa i prati
kako se mijenjaju svojstva njima pripadnih homoloskih grupa. Ovo je predmet

25



Glava 2: Topoloski metodi

proucavanja istrajne (perzistentne) homologije. Istrajna homologija je mocan
alat za ispitivanje topoloskih karakteristika skupa podataka pri razli¢itim pros-
tornim rezolucijama. Ona se zasniva na viSeslojnoj analizi topoloskih osobina
podataka u cilju otklanjanja mogucih greSaka u njihovoj interpretaciji do kojih
dolazi zbog uzorkovanja, greSaka u prikupljanju ulaznih podataka ili pristrasnog
izbora odredenih parametara.

Pod filtracijom simplicijalnog kompleksa K podrazumijeva se kolekcija
{KD :ie{0,1,...,1}} "rastuéih" potkompleksa ovog kompleksa:

@Z%(O)Qw(l)g...gq((l):%.

Ukoliko kompleks K ima ukupno u simpleksa, tada se njegova filtracija moze
shvatiti kao postepena "konstrukcija" izvedena u ¢ < u etapa, tako da se u svakoj
od njih pridoda odreden skup "novih" simpleksa iz K, tj. onih simpleksa iz K
koji nisu u sastavu nijednog od kompleksa ustanovljenih do te etape. Indeksi koji
se koriste za enumeraciju kompleksa iz filtracije nazivaju se nivoima filtracije.
Nivoi filtracije ne moraju obavezno biti elementi skupa {0, 1, ...,7}. Umjesto
ovog skupa moZe se koristiti bilo koji skup {rg,r1,...,r:} C R, za Cije elemente
vrijedirg <r; <...<ry.

Za dati Cehov kompleks CI(;), svaka kolekcija {r; : i € {0,1,...,¢}} C R
takvadajerg <0 <ry <rg <--- <r;=r odreduje filtraciju

0=cy”ccyVc-cel=cY.

Cehov kompleks CI((ri) predstavlja "stanje" kompleksa CI({) na nivou filtracije
r; < r. Vazno je istaéi da se nivoi filtracije mogu izabrati tako da svaka etapa
konstrukcije ima ta¢no jednog predstavnika. Preciznije, za svako r’ > 0 postoji
jedinstvena vrijednost r; < r: sa svojstvom CI((ri) = CI(;/). U tom slucaju, ovako
dobijena filtracija naziva se Cehovom filtracijom. Na slican na¢in se moZe uvesti
pojam Vietoris-Ripsove filtracije.

Vaznije od registrovanja samih kompleksa u filtraciji jeste praenje razvoj-
nog puta homoloskih klasa prilikom prolaska kroz nivoe filtracije. Pod ovim se
podrazumijeva konstatovanje kompletne evolucije svake homoloske klase, od
nivoa filtracije kada se ova klasa prvi put pojavljuje do (eventualnog) nivoa fil-
tracije u kojem ova klasa postaje trivijalna. Slikovito receno, za svaku dimenziju
k > 0, pratie se period istrajnosti svake k—dimenzionalne rupe koja obitava u
posmatranoj filtraciji. Slijedi precizniji opis ovog postupka.

Neka je 0 = K0 ¢ K01 ¢ ... ¢ KU = K filtracija simplicijalnog
kompleksa K. Ako su i, j nivoi date filtracije, pri emu je i < j, tada, za svaku
dimenziju k, inkluzija K"} < K"/ generiSe indukovani homomorfizam f,” :
Hi (KUY — Hi(KU)). Na taj nadin, za svaku dimenziju k dobija se lanac
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2.3 Istrajna homologija

homoloskih grupa povezanih odgovaraju¢im indukovanim homomorfizmima:

1011 1.9 1"t

0= Ho(K) 'S macm)y 'S (k) = B 0. )

Za 0 < r; < r; < 1y, k—ta istrajna homoloska grupa H,""’ definiSe se
kao slika homoloske grupe Hy (%)) u odnosu na indukovani homomorfizam
£, tj. ova grupa je data sa H"/ = f"" (Hy(%?)). Rank ove grupe
naziva se k—ti istrajni Betijev broj i oznaCava se sa ,8:’” . Primjecuje se da
je Hi'" = Hy(KU)) i B = Br(KU?). Elementi istrajne homoloske grupe
H,"" su homoloske klase iz Hy(K"")) koje su "istrajale” u procesu prolaska
od nivoa r; do nivoa r; filtracije u smislu da su ove klase i dalje prisutne kao

elementi grupe H("7)). Formalnije, ovo zna¢i day € H;”"/ ako i samo ako
y € Z (KDY /(Bk (KDY N Z, (7<<ff>)). Za homolosku klasu y iz Hy (K)

se kaZe da je rodena (nastala) u kompleksu K7, ako y ¢ H,?‘l’”. Ako je
y homoloska klasa rodena u kompleksu K, tada ova klasa umire (nestaje)
ulaskom u kompleks K7, ako se prilikom prelaska sa nivoa r j—1 Na nivo r;
posmatrane filtracije ona spaja sa "starijom" homoloskom klasom, tj. ako vrijedi

fkri,rﬂ(y) ¢ leci—lvrjfl i kri’fj(),) c H:‘l’” (Slika 2.3).

0 0 0 0
He(KUD)  H(KW)  H(KO) Hg(KD)

Slika 2.3: Homoloska klasa y je rodena u kompleksu %), jer ne pripada slici
homoloske grupe Hy (K"i-1)) (osjeneni dio). Dalje, ova klasa umire ulaskom
u kompleks K, jer je r 7 najmanji nivo filtracije za koji ona pripada slici
homoloske grupe Hj (K"i-1).

Ako homoloska klasa nastaje u kompleksu K%, a nestaje u kompleksu
K1), tada se interval [r;, r ;) naziva intervalom istrajnosti te homoloSke klase.
Ukoliko homologka klasa nastaje u kompleksu K) i ostaje istrajna zaklju¢no sa
posljednjim kompleksom u filtraciji, tada se uzima da je njen interval istrajnosti
[ri, +00). Simpleks koji ima svojstvo da njegovo dodavanje u nekom nivou filtra-
cije dovodi do radanja nove homoloske klase se naziva pozitivnim simpleksom,
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dok simpleks koji ima svojstvo da njegovo dodavanje u nekom nivou filtracije
dovodi do smrti postojece homoloske klase se naziva negativnim simpleksom.
Filtracija koja ima svojstvo da u svakom njenom nivou je dozvoljeno stvara-
nje najvise jedne nove homoloske klase ili uniStavanje najvise jedne postojece
homoloske klase naziva se Morzeovom filtracijom. Ovo efektivno znaci da, u
Morzeovoj filtraciji, svi ograni¢eni intervali istrajnosti imaju razli¢ite krajnje
tacke.

Primjer 2.3.1. Za kompleks K = (V,Z), gdjeje V = {vi,va,v3,vq,v5} i

Z = {[v1l, [val, [vsl, [val, [vs], [v1, val, [v1, v3l, [vs, val, [v1, val, [ve, val,
[v4, vs], [v1,v2,v3], [V1, v3,val},

Jjedna filtracija je kolekcija {7((” =(V,2W):je {1,234, 5}}, pri Cemu je

>M = {[v1], [val, [v3], [val. [vs]. [vis val}
»(2) — v {[v1,v3], [vs3, val},

23 = 3@ U {[ve,v3], [v1, v4l},

@ =360 U {[vg,v5], [v1, v, v3]},

20 = 5@ U {[v1,vs, 4]} = Z.

Vizuelno, prethodna filtracija moZe da se prikaze kao na sljedecoj slici:

V2 V2 V2
V5 V5 V5
V3 ‘ V3 : V3 ‘
V1 v.4 Vi V4 Vi V4
¥ x(2) K3
Vo V2
V5 V5
V3 V3
V1 V4 V1 V4
K4 ¥ (®)
Slika 2.4

U kompleksu K3 nastaju dvije jednodimenzionalne homoloske klase: y1 =
[vi,va] + [ve, v3] + [vi,v3] i y2 = [v1,v3] + [v3, va] + [v1,va]. U kompleksu
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KD nestaje homoloska klasa y1, a u kompleksu KO nestaje homoloska klasa
v2, pa je [3,4) interval istrajnosti za y1, a [3,5) interval istrajnosti za yo.
Simpleksi [vo,vs] i [v1,v4] su pozitivni simpleksi, jer se njihovim dodavanjem
u nivou filtracije 3 radaju redom homoloske klase y1 i ya. Simpleksi [v1, v, v3]
i [v1,v3, v4] su negativni simpleksi, jer njihovo dodavanje u kompleksima ¥
i K©®) dovodi do umiranja homoloskih klasa y1 i ys respektivno. Data filtracija
nije Morzeova, jer se npr. u kompleksu K pojavijuju dva pozitivna simpleksa.

Za izraCunavanje istrajnih homoloskih grupa i istrajnih Betijevih brojeva
moze se koristiti modifikacija postupka redukcije matrica homomorfizama gra-
nice, opisanog u slucaju simplicijalne homologije. Prije svega, informacije
0 svim homomorfizmima granice bi¢e sadrZani u jednoj matrici, umjesto da
se za svaku dimenziju pojedina¢no posmatra po jedna matrica. Ovo zahtjeva
enumeraciju skupa simpleksa kompleksa Cija se filtracija posmatra. Najprirod-
nije je posmatrati kompatibilni poredak, koji je saglasan sa datom filtracijom.
Preciznije, ako je {K) = (v,2W)) : j € {1,2,...,1}} filtracija kompleksa
K = (V,Z) koji ukupno ima m simpleksa, tada kompatibilni poredak podra-
zumijeva enumeraciju o, 0a, . . ., 0y hjegovih simpleksa, pri ¢emu, za svako
je{L,2,....t} vrijedi =) = {0y :i € {1,...,|=|}}. Dakle, simpleksi sa
manjim indeksima pripadaju kompleksima koji se pojavljuju na manjim nivo-
oima filtracije, pri cemu se vodi racuna da se simpleksu moZe dodijeliti naredni
slobodan indeks i tek onda kada su svim simpleksima koji ¢ine njegove strane
ve¢ pridruzeni indeksi manji od i.

Primjer 2.3.2. Za filtraciju kompleksa iz prethodnog primjera, kompatibilni
poredak je dat sa

X={ [v1], [val, [v3], [val, [vsl.,[vi,val, [vi,vs], [vs, val, [vi, val,
—_—— —— —— ——— —— ———— ——— —— ——
o o o3 o4 o5 o6 o7 oy o9

[va,vsl, [va, vs], [v1, v, v3], [v1, vs, val}
—_——— ——

g10 011 012 013

Neka su o7, 09, ...,0, simpleksi kompleksa K indeksirani u skladu sa
kompatibilnim poretkom u odnosu na datu filtraciju ovog kompleksa. Matrica
svih homomorfizama granice je kvadratna matrica A = [a;;] formata m X m, pri
¢emu su njeni elementi dati sa:

~_ | 1, ako je simpleks o; strana simpleksa o7 i dim (o) = dim(oy) + 1;
dij == 0, inade.

Znaci, redovi i kolone matrice A su uredeni u skladu sa kompatibilnim poretkom
1 granica nekog simpleksa je odredena kolonom u kojoj se on nalazi. Ako u
Jj—toj koloni postoji jedinica, neka low(j) oznacava indeks reda j—te kolone
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u kojem se nalazi najniZa jedinica, tj. indeks reda j—te kolone takav da svi
redovi te kolone niZi od njega sadrze iskljucivo nule. U suprotnom, definiSe se
low(J) := 0. Redukcija matrice A bice izvedena sa ciljem da se dobija matrica
u kojoj za proizvoljne dvije razli¢ite nenula kolone ji, jo vrijedi low(j1) #
low(j2). Ovo se mozZe ostvariti tako $to se za svaku kolonu j;, ovoj koloni
sukcesivno dodaju sve kolone j < j; koje imaju svojstvo low(j) = low(j1),
ako takve postoje. Algoritam kojim se izvodi redukcija ima sljedeci oblik:

R=A
forj=1tom
while (postoji jo < j sa svojstvom low(jo) = low(j) > 0)
dodati kolonu jj koloni j

Dodavanje kolone jj smanjuje vrijednost low( ), Sto implicira da se algoritam
izvr$ava nakon najvise m? dodavanja kolona.

Ako je R matrica koja se dobije ovom redukcijom, tada se iz ove ma-
trice mogu "procitati" homoloske grupe kompleksa K, kao i odgovarajuci Be-
tijevi brojevi. Naime, za dimenziju k, broj kolona matrice R koje odgovaraju
k—simpleksima, a koje sadrze iskljucivo nule, jednak je rank(Z; (K)), dok je
broj redova koji odgovaraju k—simpleksima, a sadrZe najniZe jedinice, jednak
rank (B (K)), te je razlika ova dva broja Betijev broj B (K).

Ispostavlja se da redukovana matrica R sadrZi informaciju i o intervalima
istrajnosti homoloskih klasa u odnosu na datu filtraciju kompleksa K. Ovo
postaje jasno kada se ustanovi veza izmedu "najniZih jedinica" ove matrice i
istrajnih homoloskih grupa. Za pocetak, bi¢e pokazano da pozicije najniZih
jedinica u redukovanoj matrici R ne zavise od ove matrice, tj. od opisanog
algoritma redukovanja.

Neka je B = [b;;] kvadratna matrica formatam xm. Zai, j € {1,2,...,m},
neka je B{ donja podmatrica matrice B kod koje je u gornjem desnom uglu
element b;;, tj. neka je le matrica koja se dobija iz matrice B kada se izostave
njenih prvihi—1redovaiposljednjih m — j kolona. Zai, j € {1,2,...,m}, neka
jerg(i,j) = rank(B{) - rank(B{H) + rank(Bl{J:ll) — rank(B{_l). Sljedeca
lema poznata je kao Lema uparivanja simpleksa.

Lema 2.3.3. [36] Neka su o1, 0, . . ., 0y, simpleksi kompleksa K indeksirani u
skladu sa kompatibilnim poretkom u odnosu na datu filtraciju ovog kompleksa
i A odgovarajuca kvadratna matrica svih homomorfizama granice. Ako je R
matrica dobijena redukcijom matrice A, tada za sve i € {1,2,...,m} i sve
nenula kolone j € {1,2,...,m} matrice R vrijedi i = low(j) ako i samo ako
je rg(i, j) = 1. Specijalno, uparivanje redova i kolona odredeno pozicijama
najniZih jedinica ne zavisi od izbora matrice R.
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Dokaz.
Neka je j proizvoljna nenula kolona matrice R, tj. neka vrijedi low(j) > 0.
Ukoliko je i = low(j), slijedi da posljednja kolona matrice R’ nije nula
kolona. Zbog toga matrica R’ ima jednu nenula kolonu vise od matrice R’ |- Jjer
je posljednja kolona matrice Rl. .1 sastavljena od nula. Takode, to 1mp11c1ra da

matrice R/, i Rl’ /", imaju jednak broj nenula kolona, kao i da matrica R/~ ima

jednu nenula kolonu manje od matrice R / Uzimajudi sveovou obzir, zakljucuje
sedajerg(i,j) = rank(RJ) —~ rank(R 1) +rank(R o - rank(R] h=1.
Neka je sada i # low(j), tj. neka r;; nije najniZa jedinica j—te kolone
matrice R. Moguce je da se najniza jedinica pojavljuje u i-tom redu za neku od
prvih j — 1 kolona matrice R ili da se ne pojavljuje u ovom redu.
(7) Prvih j — 1 kolona matrice R ne sadrze najnizu jedinicu u redu i.

U ovom slucaju, matrice R] 1 Rl] .1 iImaju jednak broj nenula kolona, a isti

zakljudak vrijedi i za matrice R L R/ i1

(if) Postoji (jedinstvena) kolona Jo € {1, 2,...,j— 1} matrice R takva da je
i =low(jo)-

U ovom slucaju, jo—ta kolona matrice RJ je nenula kolona, dok je za matricu
RJ 1

J
nego matrica R; ;.

kolonu viSe od matrice R{:ll

U oba razmotrena slucaja, odgovarajuci sabirci koji Cine izraz rg(i, j) se
anuliraju, paje rg(i, j) =0

S obzirom da za proizvoljne i, j € {1,2,...,m} dodavanje kolona s lijeva
na desno ne mijenja rank matrice A'l.j, zakljuCuje sedazasvei, j € {1,2,...,m}

ovo nula kolona, $to implicira da matrica R’ ima Jednu nenula kolonu vise
Sli¢no se zakljuCuje da matrica R{ ima jednu nenula

vrijedi rank(le) = rank(A{). Zbog toga, za sve i,j € {1,2,...,m} vrijedi
ra(i, j) = rg(i, j), padobijena karakterizacija najniZih jedinica zavisi iskljucivo
od elemenata matrice A. O

Posmatrajuéi opisani algoritam redukcije moze se primijetiti da j—ta ko-
lona redukovane matrice R poprima svoj finalni oblik nakon j—te iteracije for
petlje. To znaci da se u ovoj iteraciji dobija redukovana matrica za kompleks
koga sacinjavaju prvih j simpleksa u odnosu na kompatibilni poredak. Ako je
low(j) =i > 0, tada je o; negativan simpleks uparen sa pozitivnim simplek-
som o;. S druge strane, ako je low(j) = 0, tada je o; pozitivan simpleks i u
tom slucaju potrebno je provjeriti da li u j—tom redu postoji najniZa jedinica.
Ukoliko je low(k) = j, tada je o negativan simpleks uparen sa o, dok slucaj
da u j—tom redu ne postoji najniZa jedinica znaci da simpleks o-; nije uparen sa
negativnim simpleksom, tj. homolo$ka klasa koju on stvara postoji i u zavr§nom
kompleksu filtracije.

Primjer 2.3.4. Za filtraciju datu u prethodna dva primjera matrica A svih
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homomorfizama granice data je sa
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011
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OO OO O OO OO oo oo
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ol eNeoleoleolNeoleololeoRel =R
s eloeolsaleolNoBeolaNal =]
s eNeoleoleolNeoleolaoNel o=l
N eNelBeoNoNeoNeleoNeRell i)
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DO OO R PR OODODODOOO

013

Primjenom opisanog algoritma redukcije dobija se matrica

gp 02 03 04 05 06 a7 o8 09 010 011 012 013

o [O0 000 1 1 00 0 0 0 0]
o |0 0 0 0 0 000 0 0 0 0
os |0 0 0 0 0 0 1 00 0 0 0
o [0 0 0 0 0 0 0 000 1 0 0
s |0 00 0 0 0 0 0 0 0 0 0
o |0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0
R= oz |0 0 000 0 0 0 0 0 0 1 1
s |0 0 0 00 0 0 0 0 0 0 0 1
o |00 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
s0 |00 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
ou [0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
;2 |0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

qs |00 0 00 0 0 0 0 0 0 0 0|

pri cemu uokvireni elementi predstavljaju najnize jedinice. Kolone koje odgova-
raju simpleksima o, 09, 03, 04, 05 su nula kolone, pa su to pozitivni simpleksi.
Simpleks o nije uparen sa negativnim simpleksom, te O—homoloska klasa ny
koju on stvara postoji i u kompleksu K, te je interval istrajnosti ove klase
[1,+00). Simpleks oo je uparen sa negativnim simpleksom og i oba ova sim-
pleksa se dodaju u kompleksu KWV, §to znaci da se stvorena homoloska klasa
odmah unistava. Simpleks o5 je uparen sa negativnim simpleksom o i ovaj par
opisuje O—homolosku klasu ns, Ciji je interval istrajnosti [1,2). Simpleks o
Jje uparen sa negativnim simpleksom o i ovaj par opisuje 0—homoloSku klasu
ns, Ciji je interval istrajnosti [1,2). Simpleks o je uparen sa negativnim sim-
pleksom o011 i ovaj par opisuje 0—homoloSku klasu ny, ¢iji je interval istrajnosti
[1,4). 1-simpleksi o9 i 019 su pozitivni simpleksi, koji su upareni redom sa
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negativnim simpleksima o3 i 012. Odgovarajuc¢e 1—homoloske klase y1 i y2
imaju redom intervale istrajnosti [3,5) i [3,4).

Opisani postupak redukcije omogucava da se posmatranom lancu homo-
loskih grupa pridruzi multiskup intervala istrajnosti, za svaku posmatranu di-
menziju. Ispostavlja se da ovako dobijena kolekcija multiskupova u potpunosti
odreduje dati lanac homoloskih grupa. U narednoj sekciji su uvedeni potrebni
pojmovi i tvrdenja uz pomo¢ kojih ¢e ovo biti dokazano.

2.4 Istrajni moduli i udaljenost preplitanja

U ovoj sekciji se razmatra matematicka struktura istrajnih modula. Iako su neka
od tvrdenja dokazana u opStem slucaju, akcenat je na svojstvima koja vrijede
za specijalan slucaj ove strukture, a koji obuhvata istrajni modul homologije
odreden formulom (2.4). Kroz tu prizmu treba posmatrati sav materijal koji je
obuhvacen u ovoj, a i u narednim sekcijama.

Istrajni modul M ¢ini familija kona¢no-dimenzionalnih vektorskih prostora
{M; : t € R} definisanih nad istim poljem F i familija linearnih preslikavanja
{dm(s,t) : My — M,|s < t} takva da za sve realne brojeve r, s,t za koje je
r < s <t vrijede svojstva

dm(t,t) =idy,,
¢M(r’t) = ¢M(S’t) O(bM(}’,S).

Preslikavanja ¢y (s,t) se nazivaju tranzicionim preslikavanjima ili internim
morfizmima 1 ona povezuju vektorske prostore modula M. Na taj nacin, svaki
modul M se moZe interpretirati kao lanac vektorskih prostora prikazan na slje-
decem dijagramu.

N ARG YA N Y AN

Primjer 2.4.1. Najjednostavniji oblik istrajnog modula je intervalni istrajni
modul. Za interval I C R (koji moZe biti i prazan skup) intervalni istrajni modul
M (I) sastavijen je od vektorskih prostora M(I); i tranzicionih preslikavanja
ém(n) (s, 1), pri emu, za sve t € R vrijedi

F, akot € I;
M) = { {0g}, inace,

azasve s,t € R, pri Cemu je s < t, vrijedi

| idg, akos,t € I;
Saa(ny(s.1) = { 0, inace.

Specijalno za I = 0, intervalni istrajni modul M () se naziva nula (istrajnim)
modulom.
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Primjedba 2.4.2. U narednom ¢e uglavnom biti razmatrani intervalni istrajni
moduli indukovani intervalima oblika [b, d), gdjeje b € R,ad € R = RU{+0c0}.
Razlog tome je Sto se intervali ovakvog oblika pojavljuju kao linije bar-koda
istrajne homologije. Precizniji opis bar-koda biée izloZen nesto kasnije.
Zarealne brojever; < ro < ... < ry,nekaje K c g2 . cKlm) =
K filtracija kompleksa K i Hy (‘K (’m)) homoloska grupa dimenzije k > 0 nad

poljem Z koja odgovara kompleksu K. Ako je f,:mi’rmf . Hy (‘K (’mi)) -

H; (‘7( (rim; )), m; < mj, homomorfizam indukovan inkluzijom K rm) s ¢ (r’"f),
tada je istrajni modul homologije M (Homy) pridruZen datoj filtraciji odreden
vektorskim prostorima

{0}, akojet < ry;
M (Homy), = H; (7((”")) , akojer, <t<rps,zame{l,2,...,n—1};

H; (7((’")) , akojet >ry,

i tranzicionim preslikavanjima koja su, za s < t, data sa

0, akoje s <ry;
rmivrmj .
¢M(H0mk)(s’t): fk H akOJermi <s<ri’l’li+17r1’}’lj <t<r‘}’ﬂj+1;
Tns'n k 1 <
", akojer, <s.

Istrajni modul homologije M (Homy) "kodira" informacije o evoluciji k—dime-
nzionalnih homoloskih klasa prilikom prolaska kroz filtraciju. Primjecuje se da
ovaj istrajni modul zadovoljava i neka dodatna svojstva u odnosu na ona data u
definiciji istrajnog modula. Konkretno, za svako ¢ < ry vrijedi M (Homy), =

{0} i za svako t > r, vrijedi M (Homy), = Hy (7((’")). Pored toga, za svaku
tacku iz skupa R \ {ri,ro,...,r,} postoji otvoren skup U C R takva da za

sve tacke s,r € U za koje je s < r vrijedi da je tranziciono preslikavanje
G M (Homy) (S, 1) izomorfizam.

Primjedba 2.4.3. Uocava se da istrajni modul homologije M (Homy) zadovo-
ljava dodatna svojstva "konacnog tipa". Preciznije, za istrajni modul M se kaze
da ima svojstvo konacnog tipa, ako postoji konacan skup A C R tako da za
svako ¢ < min A vrijedi M; = {0} i dodatno je ispunjeno

e Zasvakoa € A postoji e > 0 tako da je tranziciono preslikavanje ¢ (a, t)
izomorfizam ako t € [a,a + &), dok ¢y (s,a) nije izomorfizam ako
s€(a-g,a).

» Za svako x € R\ A postoji € > 0 tako da je tranziciono preslikavanje
¢um(s,t) izomorfizam za sve s < t koji pripadaju intervalu (x — &, x + &).
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Tacke skupa A iz prethodnog nazivaju se spektralnim tackama modula M,
a sam skup A spektrom istrajnog modula. Spektar istrajnog modula M se jo$
oznacava sa Spec(M). Ukratko receno, istrajni modul M ispunjava svojstvo
konac¢nog tipa ako je Spec(M) konacan skup. Iz konacnosti skupa Spec(M)
slijedi postojanje tacke "stabilizacije", tj. tacke s; € R sa svojstvom da je za
sve realne brojeve s, ¢ za koje je s+ < s < ¢ tranziciono preslikavanje ¢ (s, 1)
izomorfizam.

U daljnjem ¢e biti podrazumijevano da su, u slucaju razmatranja vise od
jednog istrajnog modula, svi posmatrani istrajni moduli definisani nad istim
poljem F.

Neka su M i N istrajni moduli. Morfizam ili prirodna transformacija  :
M = N sastoji se od kolekcije linearnih preslikavanja {y; : M; — N; : t € R}
tako da za sve s,t € R za koje je s < ¢ vrijedi ¢pn(s,1) o g = Yy 0 Ppy(s, 1), tj.
tako da je za sve s < ¢ sljededi dijagram komutativan

Ms ¢M(S,l}) Mt

[
N, ¢N(SJ; N,

Nula morfizam je morfizam kod kojega su sva pripadna preslikavanja jednaka
nula preslikavanju, a identicni morfizam je morfizam istrajnog modula u sa-
moga sebe kod kojega su sva pripadna preslikavanja identiteti na odgovaraju¢im
vektorskim prostorima.

Lema 2.4.4._Neka suly = [b1,dy) i Is = [ba, d2) intervali, pri cemu by, by €
R,dy,ds € R =R U {+o0}.
(i) Ako je  : M(Iy) = M(I2) nenula morfizam, tada vrijedi:

(i1) NIy #0izasves,t €l NIyvrijediys =y, # 0.
(i) bo < bj1idy < d;.

(i) Ako je by < by i by < do < dy, tada postoji nenula morfizam izmedu
istrajnih modula M (1) i M (I3).

Dokaz.

(i1) Kako je ¢ nenula morfizam, postoji r € R tako da vrijedi ¢, # 0. Tada
r € I1 N I, jer bi u suprotnom ¥, kao preslikavanje ¢iji je domen ili kodomen
jednak {Og}, moralo biti nula preslikavanje. Zbog toga je Iy N Iy # 0 i ovaj
presjek je ponovo interval. Neka su s, € I1 N I proizvoljni elementi za koje je
s < t. Iz komutativnosti dijagrama
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F%F

[

F %y p
slijedi Yy = idg o Yy = Y o idr = ;. Specijalno gy = ¥, # 0, pa je ispunjen i
drugi dio tvrdenja.
(i2) Iz pretpostavke da je bo > b slijedi postojanje elementa ¢ € (b1, b2) N
11, a na osnovu dijela (i1) postoji ¢’ € I} N I5. Kako ¢ ¢ Is, vrijedi M (1), =
{Og}, Sto implicira . = 0. Takode, vrijedi ¢ < ¢/, pa se dobija sljedeci
komutativni dijagram

F—* yF

\L‘//CZO l‘pc’

{0z} 2> F

Medutim, to bi znacdilodaje ¥, = ¥ oidg = 0oy, = 0, §to, na osnovu (i), nije
moguce. Dakle, vrijedi b2 < b1, a na slican nacin se dokazuje da je do < d.

(ii) Iz datog uslova slijedi da je I; N I2 = [b1, d2). Ako se za ¢ € R definiSe
linearno preslikavanje

. id[g:, zZac € [bl, dg);
Xe = 0, inace,

tada nije teSko provjeriti da je kolekcijom preslikavanja {y. : ¢ € R} odreden
jedan nenula morfizam y : M (I;) = M(I5). O

Primjedba 2.4.5. Na osnovu prethodne leme, nenula morfizam intervalnih
istrajnih modula M (I1) i M (1) postoji ako i samo ako se ovi intervali sijeku i
interval I se ne mozZe nalaziti "desno" od intervala /;. Osim toga, na osnovu
ove leme se zakljucuje da je svaki ovakav nenula morfizam jedinstveno odreden
sa nenula endomorfizmom polja F, a iz Surove leme ([82], Propozicija 4, strana
13) slijedi da je svaki ovakav endomorfizam oblika c¢ - idr, za neko ¢ € F.

Za istrajne module M,N,Q, i morfizme ¢y : M = Niy : N = Q,
kolekcija linearnih preslikavanja {(y o), : M, — Q|t € R}, pri ¢emu je
(x o¥), := x: o ¥;, ima svojstvo da je sljedeci dijagram komutativan za sve

s <t
M, ¢M(SJ2 M,

e e
N, ¢N(SJ; N,

Vs )
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Zbog toga, preslikavanjima {(y o ¢), : M; — Q;|t € R} jeu potpunosti odreden
morfizam istrajnog modula M u istrajni modul Q, koji se oznacava sa y o i
naziva kompozicijom morfizama ¥ 1 y. Istrajni moduli M i N su izomorfni (u
oznaci M = N), ako postoje morfizmi ¢ : M = N iy : N = M takvi da
su y oy iy o y identi¢ni morfizmi na odgovarajuéim istrajnim modulima. U
tom slucaju morfizmi ¥ 1 y se nazivaju prirodnim izomorfizmima. Na osnovu
prethodne leme jednostavno se dokazuje sljedeca lema.

Lema 2.4.6. Intervalni istrajni moduli M ([b1,d1)) i M([b2, d2)) su izomorfni
ako i samo ako je [by,d1) = [bo, d2).

Neka je M istrajni modul. Istrajni podmodul W modula M je istrajni modul
sastavljen od vektorskih potprostora W; C M,, pri ¢emu su njegova tranziciona
preslikavanja ¢w(s,1) = ¢um(s, 1), : Ws — W, dobro definisana za svako
s < t. Dva istaknuta tipa istrajnih podmodula su konstruisana u sljedecoj lemi.

Lema 2.4.7. Neka su M i N istrajni moduli iy : M = N morfizam. Tada

(i) Kolekcija vektorskih prostora {ker(y;) : t € R} snabdjevena familijom
linearnih preslikavanja ¢ (S, t)|ker(y,), 2a Sve s < t, formira istrajni podmodul
od M koji se naziva jezgrom morfizma i oznacava sa ker ().

(it) Kolekcija vektorskih prostora {im(y,) : t € R} snabdjevena familijom
linearnih preslikavanja ¢y (s, 1)|im(y,), 2a sve s < t, formira istrajni podmodul
od N koji se naziva slikom morfizma ¥ i oznacava sa im ().

Dokaz. (i) Ocigledno da je ker(y;) potprostor od M;, za svako ¢ € R, pa ostaje
jedino da se dokaZe da za sve s < t preslikavanje ¢y (s, t)ker(y,) preslikava
ker(¥s) u ker(y,). Zaista, za proizvoljno x € ker(¥y), iz komutativnosti
odgovarajucih dijagrama se dobija

Ui (dm(s,0)(x) = (i 0 pu(s,1)) (x) = (¢n(s,1) 0 ¢s) (x)
= ¢n(s,1) (Ys(x)) = on(s,1)(On,) = On,

Sto implicira ¢ (s, 1) (x) € ker(Y,).

(if) Jasno da je im(y;) potprostor od N,, za svako ¢t € R, pa ostaje jedino
da se dokaZe da za sve s < t preslikavanje ¢y (s, 1)jim(y,) preslikava im (i) u
im(y,). Zaista, za proizvoljno y € im () postojix € M, takvodajey = ¥ (x).
Iz komutativnosti odgovarajucih dijagrama se dobija

on (s, 0)(y) = (¢n(s,1)) Ws(x)) = (dn(s,1) 0 ¥y) (x) = (Y1 © pum (s, 1)) (%)
= ‘ﬁz (¢M(S’ l)()C)) >

Sto implicira ¢n (s,1)(x) € im(,). O
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Primjer 2.4.8. Za intervale I, = [b,dy) il5 = [b,d2), gdjejeb,dy € R,ds € R
i di < do, intervalni istrajni modul M (1) nije istrajni podmodul istrajnog
modula M(I2). Zaista, za element d € (dy,ds) vrijedi ¢y (1,)(b,d) = idp,
dok je ¢pr(1,)(b,d) = 0, pa kako je M(I1), = M(I2), = F ne moZe vrijediti
m(1) (D, d) = Gy(15) (b, d) iy 1y,

Jo§ jedan nacin dobijanja novih istrajnih modula je putem uzimanja direkt-
nih suma. Preciznije, direktna suma istrajnih modula M i N je istrajni modul
M P N sastavljen od kolekcije vektorskih prostora {M; 5 N; : ¢ € R} i tranzi-
cionih preslikavanja ¢ (s, 1) P ¢n (s, 1), za s < . Istrajnom modulu M H N
se pridruzuju kolekcije linearnih preslikavanja {e” : t € R} i {pM : t € R},
pri Cemu je eM 1 M, — M, &P N; prirodno potapanje prostora M; u prostor
M; P N, apM : M, P N; — M, projekcija prostora M, ) N; na prostor M.
Jednostavno se dokazuje da su ovim odredeni morfizmi e : M = M BN
ipM: M@ N = M, koji se redom nazivaju morfizmom potapanja i morfiz-
mom projekcije. Ovi morfizmi se sli¢no definiSu i u opStijem slucaju direktne
sume kona¢no mnogo istrajnih modula. Istrajni modul koji je izomorfan direk-
tnoj sumi nekih nenula istrajnih modula naziva se dekompozibilnim istrajnim
modulom.

Lema 2.4.9. Proizvoljan intervalni istrajni modul nije dekompozibilan.

Dokaz. Neka je I C R proizvoljan interval. Ako je I = 0, tada je tvrdenje
trivijalno ispunjeno. Stoga, neka je I # 0 i M(I) = N € Q, za neke istrajne
module N i Q. Ako je I ¢ R, tada za svako r € R\ I vrijedi N, P Q, =
M (I), = {Og}, te za takve vrijednosti r posljedi¢no vrijedi N, = {Or} = Q,.
Neka je t € I proizvoljno. Tada je N, Q, = M(I); = F, pa, kako je F
jednodimenzionalan vektorski prostor, slijedi da je jedan od vektorskih prostora
N;, Q; trivijalan, a drugi izomorfan sa F. Bez gubljenja na opStosti se moze
pretpostaviti da je N; = Fi Q; = {Og}. Za svako s € [ za koje je s > t vrijedi
bo(1,5) = 0, paiz g (1,5) B do(t,5) = (S o) (.5) = un(t,5) = ids
slijedi ¢y (2, s) = idr. Zbog toga se iz N, @ Qs = M(I); = Fdobija Ny = Fi
Q; = {0g}. Nasli¢an nacin se dokazuje da za svako s € I zakoje je s < ¢ vrijedi
dn(s,t) = idp, ¢po(s,t) =0, Ny = Fi Qg = {Op}. Na taj nacin je dokazano da
je N = M(I)idaje Q izomorfan nula istrajnom modulu. Dakle, istrajni modul
M (I) nije dekompozibilan. O

Primjer 2.4.10. Neka su b1, d1, ba, ds realni brojevi za koje vrijedi b1 < di =
by < do. Ako je Iy = [b1,d1) i Is = [bo,d2), tada istrajni modul M(I; U @)
nije izomorfan istrajnom modulu M (I,) @ M (I2).

Postojanje izomorfizma izmedu dva istrajna modula upucuje na to da su ova
dva modula strukturalno sli¢na, tj. daje lance njihovih tranzicionih preslikavanja
mogude "preklopiti". Ako dva istrajna modula nisu izomorfna, postavlja se
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2.4 Istrajni moduli i udaljenost preplitanja

pitanje da li je pomenute lance mogucde translirati tako da se novodobijeni lanci
mogu preklopiti? Prateéi ovu ideju, dolazi se do pojma preplitanja i udaljenosti
preplitanja.

Za istrajni modul M i 6 € R, sa M () bi¢e oznacen istrajni modul tako
da je za sve s < t ispunjeno M(0); := M5 1 dpm(s)(s,t) == dp(s + 0, +9).
Ovaj istrajni modul se naziva d—pomjeranjem istrajnog modula M. Za 6 > 0,
izmedu istrajnih modula M i M (&) se moZe uspostaviti prirodna transformacija
bew : M = M(6) koju Cine linearna preslikavanja (@fw)t = ¢y(t,t +0), a
koja se naziva morfizmom 6—pomjeranja. Takode, za morfizam ¢ : M = N
istrajnihmodula M i N, say(6) : M(5) = N(6) bice oznac¢en morfizam izmedu
njihovih 6 —pomjeranja. Ovaj morfizam je sastavljen od linearnih preslikavanja
W(0)r = Yiss.

Neka su M 1 N istrajni moduli. Za dato 6 > 0, moduli M i N su o-
prepleteni, ako postoje morfizmi ¥ : M = N(6) i y : N = M(6) za koje
vrijedi x(6) oy = @39 i y(5) o x = P2, U tom slucaju se dati morfizmi
nazivaju 0—prepletenim morfizmima, $to znaci da su, za ove morfizme i svako
t € R, sljedeci dijagrami komutativni

Ao (@)™
M, —$ M5 4 M: 25 M5
Nivs N, (—> Nivs —> Nu2s
\\ ‘/"\

Primjer 2.4.11. Intervalni istrajni moduli M (0, 1) i M [0, 1] su 6-prepleteni za
1
svako 6 € (0,5), jer morfizmi - M(0,1) = M[0,1](6) i x : M[0,1] =

M(0,1)(0), pri cemu je ¥, = x; = idp, zadovoljavaju uslove iz definicije
o0—prepletenosti.

Za é > 0, istrajni modul M se naziva 26—trivijalnim, ako je on d—prepleten
sa nula istrajnim modulom. Istrajni modul koji nije 26—trivijalan se naziva 20—
znacajnim.

Lema 2.4.12. (i) Istrajni modul M je 26—znacajan ako i samo ako je <I>12V([S # 0.
(if) Nenula intervalni istrajni modul M (I) je 26-znacajan ako i samo ako
postoji t € R tako da je [t,t +20] C L.

Dokaz. (i) Za svako ¢’ > 0 je '—pomjeranje nula istrajnog modula izomorfno
nula istrajnom modulu. Takode, svaki morfizam iz ili u nula istrajni modul je
nula morfizam. Zbog toga, istrajni modul je 26—trivijalan ako i samo ako je
P2 = (.

M
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.. , - , idp, akot,t+0" €1,
(i1) Za svako 0" > 0 vrijedi ¢p () (2,1 +06") = { 0. inace
Zbog toga, (CD’Q‘;(’)); = ¢pm)(t,t +20) # 0 ako i samo ako jet,1+26 € I. Iz
ovoga i ¢injenice da je I konveksan skup, slijedi da je Cbi/f( n* 0 ako 1 samo
ako postoji t € R sa svojstvom [z, + 26] € 1. Dokaz se kompletira primjenom
tvrdenja iz dijela (7). O
Funkcija d;yr koja istrajnim modulima M i N pridruzuje vrijednost
dint(M,N) :=inf{6 > 0: M i N sué — prepleteni}
naziva se udaljenoscu preplitanja. Kao i u slucaju nekih drugih "udaljenosti"
ova funkcija ne ispunjava sva svojstva iz definicije metrike. Preciznije, u na-
rednom ¢e biti dokazano da je ova funkcija produzena pseudometrika. To znaci
da ova funkcija uzima vrijednosti na skupu [0, +oo] i moZe uzimati vrijednost
0 za razli¢ite istrajne module. StaviSe, za intervalne istrajne module iz pret-
hodnog primjera vrijedi d;n7 (M [0, 1], M(0,1)) = 0, ali ovi moduli nisu ¢ak ni
izomorfni. U cilju dokazivanja nejednakosti trougla za funkciju d;y7 najprije
su dokazana dva pomoc¢na tvrdenja.
Lema 2.4.13. Ako su M i N S—prepleteni istrajni moduli, tada su, za svako
0" = 0, ovi moduli ujedno i 6 + 6’ —prepleteni.
Dokaz. Neka su M i N —prepleteni istrajni moduliiy : M = N(6), x : N =
M (6) prirodne transformacije za koje vrijedi y () oy = (I)?&S iy(6)oy= (I)jz\?.
Nekaje &’ > 0 proizvoljnoiy’ : M = N(6+06"), ¥’ : N = M(6+96’) morfizmi
definisani sa " := @%(5) oyiy = (Df\;(a) o y. Dovoljno je dokazati da su ¢’
i ¥’ 6 + &’—prepleteni morfizmi, tj. da je ispunjeno y’(6 + ') oy’ = @,2‘,;5”) 1
Y(Oo+d)ox = cI)IQV(‘”‘S'). Za proizvoljno ¢ € R vrijedi
(X,(5 + 6,) © W’)z = X,(5 + 6,)t © W; = Xt,+5+5’ © W;

_ o o

B (((DM(‘”)H(H&’ OXH(H&) ° (((DN(‘S))z © "llt)

= (¢M(5)(I +0+ 5,, r+0+ 25,) o Xt+6+6’)

o (pn)(t.t+8") o) = pu (1 +25+ 6,1 +26 +25)

O Xras+5' O ON(T + 0,6+ 5+ 06") oy,

Iz pretpostavke da je ¢ morfizam slijedi da je ¢n(t + 0,1 +5 + ') oYy =
Wirsr © op(t,t+6”), pa se na osnovu prethodnog dobija

(X' (6+6) 0u'), = Gy (1+28+6,1+25+28") © Xesare © Yrar © da(1,1+8).
Dalje, koristeéi 6—prepletenost morfizama ¢ i y dobija se
Xra5+6 © Wirs' = X (0)rver © Wrver = (X (0) 0 Y) 15 = (q)%/(js)
=pp(t+6,t+6 +206),

t+0’

40



2.4 Istrajni moduli i udaljenost preplitanja

pa se konacno dobija
(6487 0u') = P (1+26+8",1+26+25") 0 (14,1 +5"+26)
o pu(t,1+06") = Py (1,1 +26+25") = (q>§4<6+5'>) .
t

Time je dokazano da vrijedi y’'(6+6") oy’ = CI)%&W) , a dokaz druge jednakosti

se izvodi na sli¢an nadin. O

Lema 2.4.14. Neka su 6’,6” > 0. Ako su M i N &’—prepleteni istrajni moduli,
a N i Q 8" —prepleteni istrajni moduli, tada su M i Q &' + 6" —prepleteni istrajni
moduli.

Dokaz. Nekasuy' : M = N('), x' : N = M), ¥" : N = Q(”),
X" 1 QO = N(6”) morfizmi za koje vrijedi y’ (") oy’ = d)%/f', W'(6)oy = d)?f’,
X' (") oy = CDIQ\,‘S", W (6" o " = Cbé‘s". Za kompletiranje dokaza, dovoljno
je verifikovati da morfizmi ¢ : M = Q& +6")ix : Q = M(& + ") dati
say =y (8) oy, x = x'(8”) o x” predstavljaju jedno 8" + 6” —preplitanje
istrajnih modula M i Q. Za svako ¢t € R vrijedi

(X (& +6") o), = x (& +6") oy = Xiwsr+s7 © Ui
= (X (" )r5467 © Xfigrasm) © (W7 (8 0 y7)

o ” ” ’
= Xissr4267 © Xisorvsr © Vv 0¥t
~—_—

= X1r5raosn © ON(T+ 6,1+ 68 +26") oy

/ / ”
= Xivor425m © Wivosr 0Pm (1,1 +2067)

=t +26",t+2(85 +8")) o pp(t,t+25")
= (1.1 +2(5 +5") = (@27")

Time je dokazano da vrijedi y (6" + 0”) o ¢ = CI)%‘S/“SN), a dokaz jednakosti
Yo' +06") o x = <I>2Q(5/+5”) se izvodi na sli¢an nadin. O

Lema 2.4.15. Funkcija dint je produZena pseudometrika.

Dokaz. Ocigledno da za sve istrajne module M i N vrijedi d;y7 (M, M) =01
dint(M,N) = d;yr (N, M). Treba dokazati nejednakost trougla, tj. da za sve
istrajne module M, N i Q vrijedid;nyt (M, Q) < dint (M, N)+dint(N, Q). Ako
je bar jedan od izraza d;nyy (M, N), diyr (N, Q) beskonacan, tada nejednakost
trivijalno vrijedi. Stoga, neka d;n7(M,N), dinv(N,Q) € [0,+00) i neka je
& > 0 proizvoljno. Kako je

dint(M,N) =inf{é > 0: M i N sué — prepleteni},
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na osnovu prvog pomocénog rezultata slijedi da su moduli M i N d;yr(M,N) +
g—prepleteni. Na sli¢an nacin se zakljucuje da su moduli N i Q d;n7(N, Q) +
e—prepleteni. Koristeci drugi pomoc¢ni rezultat, dalje se zakljucuje da su moduli
MiQdiny(M,N)+d;nt (N, Q)+2e—prepleteni. S obzirom da je ovo ispunjeno
za svako € > 0, slijedi d;y7 (M, Q) < diny (M, N) + dint(N, Q). O

U narednoj lemi dato je gornje ograni¢enje udaljenosti preplitanja dva inter-
valna istrajna modula oblika M [b1, d1) i M b2, d2).

di—b dy—b
Lema 2.4.16. Za by, d1, by, dy € Riif = 12 L= 22 2

vrijedi

(i)dint(M[b1,d1),M[b2,d2)) <min{max{i1,i2},max{|b1—bsl,|d1~d2|}},
(2.5)
(ll) dINT (M[bl, dl), M[bg, +OO)) = 400,

(i11) dint (M [b1,+00), M b2, +00)) = |b1 — ba].

Dokaz. (i) Dovoljno je dokazati da je udaljenost preplitanja manja ili jednaka
od obje vrijednosti sa desne strane nejednakosti (2.5).

Neka je najprije  := max{|b; — ba|, |d1 — ds|}. Tada je by — 26 < by —
0 < bpyidy —20 < dy—06 < di, paje, kao u dokazu Leme 2.4.4, moguce
konstruisati morfizamy : M [b1,d1) = M[b2—38, d2—0) sastavljen od linearnih
preslikavanja

| idr, zac € [b1,d> - 9);
Ve := { 0, inade

imorfizam y : M[bo,d2) = [b1—0,d1—0) sastavljen od linearnih preslikavanja

. idp, zZac € [bg,dl - 5);
€710, inace.

Ovi morfizmi ¢ine d—preplitanje istrajnih modula M [b1,d1) i M[b2,d2), sa
napomenom da su ovo nula morfizmi u slu¢aju kada se odgovarajuci intervali
ne sijeku (npr. ¥ = 0 ukoliko je [b1,d2 — &) = [b1,d1) N [by —6,d2 — 6) =0,
Slika 2.5). Zbog toga je d;yt (M [b1,d1), M[b3,ds)) < 6.

di—b1 da-b
Neka je sada ¢ := max L 5 1, 2 5 2}. Tadaje [b1,d1)N[b1—20,d1 -
26) = 0, Sto implicira da je (D/2v(15[b1 0 = 0 (Slika 2.6), a sli¢no se dobija da je
[b2,d2) N [ba — 20,ds — 20) = 0, tj. <I>/2V‘;[b2 &) = 0. To znaci da par nula

morfizama predstavlja d—preplitanje istrajnih modula M [b1,d1) i M b2, d3), te
je posljedi¢no ispunjeno dyyr (M[b1, d1), M[ba, d2)) < 6.
(if) Ne moze postojati kona¢no §—preplitanje posmatranih istrajnih modula,

M|[bo,+0)
morfizam ¢ : M[bo,+00) = M|[by — 6, d; — 6) ispunjeno ¢, = 0 (Slika 2.7).

jer zaproizvoljno ¢ € [dy, +o0) vrijedi (<I>25 ) = idp, dok je za proizvoljan
t
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by di

Ly

bo — 6

C
C

do — 6

N2

|
|
|
|
|
E
|
|
T
|
: dy - 26
|

|

|

|

|

N

:
|
|
|
|
|
I
|
|
|

b1*25[
|
|
|
|
|

- - - — sl

Slika 2.5

b1 dy
C

|

b1 —26 \LO dy — 26 \LO
L y

C 7

Slika 2.6

/lﬁl\
b2

t+26

t
C
by—-6 dy -6 ¢t:0M
F AY
C

7

Slika 2.7

(iit) Neka je 6 := |by — ba| 1 &’ > 6 proizvoljno. Tada je [b1,+o0) C
[y — &, +0) i [ba,+0) C [b] — &', +00), pa morfizmi sastavljeni od identiteta
predstavljaju ¢’—preplitanje istrajnih modula M[b1, +c0) i M [ba,+o0). Zbog
toga, vrijedi dyyy (M [b1,+00), M b2, +0)) < ¢ (Slika 2.8).

Slika 2.8

Sa prethodne slike se uocava da, ako se bar jedan od intervala [b1, +0),
[b2,+00) "pomjeri” ulijevo za manje od &, da bar jedan od pripadnih morfi-
zama mora biti jednak nuli. To znadi da za proizvoljno ¢ < & ne postoji
6" —preplitanje istrajnih modula M [b1, +o0) i M [b3, +00), te posljedi¢no, uda-
ljenost preplitanja izmedu ovih istrajnih modula ne moZe biti strogo manja od
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0. O

Primjedba 2.4.17. 1z prethodne leme se primjecuje da su dva 26—trivijalna
intervalna istrajna modula M (1) i M (I2) uvijek d—prepletena bez obzira da li
su intervali /1 i I2 "dovoljno blizu" jedan drugome.

2.5 Teorema o intervalnoj dekompoziciji istrajnog
modula

U ovoj sekciji bice dokazano da je svaki istrajni modul koji ima svojstva konac-
nog tipa dekompozibilan, te da je izomorfan direktnoj sumi odredene familije
intervalnih istrajnih modula. Posljedica ovoga je da se svakom takvom mo-
dulu moZe pridruZiti jedinstven (do na permutaciju) multiskup intervala. Na
taj nacin, struktura istrajnog modula moZe da se analizira sa aspekta dobijenog
multiskupa intervala.

Formalno, multiskup je uredena dvojka (S, m), gdje je S skup, a m funkcija
koja elementima skupa S pridruzuje viSestrukost njihovog pojavljivanjau okviru
tog multiskupa. Za potrebe ove teze smatrace se da je kodomen ove funkcije
skup N U {+oc0}. Svakom multiskupu (S, m) pridruzuje se skup Rep(S,m) :=
{(s, k) : kK < m(s)}, koji se naziva reprezentacija multiskupa (S, m).

Teorema 2.5.1. (Intervalna dekompozicija istrajnog modula) [5] Neka je M
nenula istrajni modul koji ima svojstvo konacnog tipa. Tada postoji multiskup
(I, m) intervala, gdje je I ={I, ..., I} sa svojstvom

K
M =P ma,)mh) (2.6)
J=1
pri cemu je svaki I; oblika [bj,d;) ili [b;,+c0), za neke bj,d; € R. Stavise,
prethodna reprezentacija je jedinstvena do na permutaciju skupa 1.

Primjedba 2.5.2. Prethodna teorema vrijedi i ako se iskljuci uslov da istrajni
modul M ima svojstva konacnog tipa. Dokaz ove opStije varijante je, naravno,
dosta komplikovaniji ([27], Teorema 1.1, strana 2).

Multiskup intervala (7, m) iz prethodne teoreme se naziva bar-kodom is-
trajnog modula M i oznacava se jo§ sa BC(M). Specijalno, za bar-kod istrajne
homologije M (Homy) bice koriSéena kraéa oznaka BC(Homy,).

Dokaz prethodne teoreme bice izveden u nekoliko etapa. Najprije ce biti
dokazano sljede¢e pomoc¢no tvrdenje u vezi spektra istrajnog modula.
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Lema 2.5.3. Neka su M i N istrajni moduli.
(i) Ako su M i N izomorfni, tada je Spec(M) = Spec(N).
(ii) Spec(M € N) = Spec(M) U Spec(N).

Dokaz. (i) Neka je y : M = N prirodni izomorfizam. Za sve s < r,
preslikavanja ¢, : My — N iy, : M, — N, su izomorfizmi odgovarajuc¢ih
vektorskih prostora i vrijedi ¢, o ¢pp(s,r) = ¢n(s,r) o ¥y. 1z ove jednakosti se
dobija ¢ (s,7) = ¥t o pn(s,7) 0y, Sto implicira da je ¢ (s, r) izomorfizam
ako i samo ako je ¢y (s, r) izomorfizam. Na osnovu toga slijedi Spec(M) =
Spec(N).

(ii) Kakoje ¢p gy v (1, 8) = pua(r, ) P oén(r, s), zakljuuje se da je tranzi-
ciono preslikavanje ¢, D ~ (7, 5) izomorfizam ako i samo ako su oba tranziciona
preslikavanja ¢/ (r, s), ¢y (r, s) izomorfizmi. Na osnovu toga se dobija nave-
dena jednakost. O

Primjer 2.5.4. Iz definicije intervalnog istrajnog modula slijedi da je, za
bi1,d1 € R, Spec (M[b1,dy)) ={b1,d1} i Spec (M[b1,+0)) = {b1}. Na os-
novu prethodne leme, vrijedi Spec (M[b1,d1) €D M[ba, d2)) = {b1,d1, ba, d2},
za by,d1, ba, ds € R. Na slican nacin je moguce odrediti spektar bilo koje ko-
nacne direktne sume intervalnih istrajnih modula.

Sljededi korak dokaza Teoreme 2.5.1 podrazumijeva svojevrsnu diskretiza-
ciju kolekcije vektorskih prostora {M; : t € R} istrajnog modula M na nacin
da novodobijena diskretna familija vektorskih prostora "¢uva" informaciju koju
nose tranziciona preslikavanja ¢y (s, ).

Neka je M istrajni modul ¢iji je spektar Spec(M) = {ay,as,...,an}, pri
¢emuje a; < as < ...< ay. Tada je moguce definisati intervale

(-00,ay), zaj=1;
Q; =9 laj-1,a;), zaje{2,...,N} (2.7)
[an,+00), zaj=N+1.

Zasvako j € {1,2,..., N+1}, nadisjunktnoj uniji |_| M posmatra se relacija
SGQJ'

ekvivalencije ~ koja, za s < t, identifikuje elemente v; € My, v, € M, ukoliko

je v = ¢p(s,t)(vy). Faktor prostor u odnosu na ovu relaciju bi¢e oznacen sa

M. Kako su tranziciona preslikavanja ¢ (s, t) izomorfizmi za sve s,7 € Q;,

slijedi da je M' = {0g} i M/ = M,, |, za j € {2,...,N +1}. Kolekcija

{MJ : j e {1,2,...,N + 1}} se moZe snabdjeti linearnim preslikavanjima
Tk M > M¥, j < k, koja su indukovana preslikavanjima ¢ (s,?) na
sljedeéi nacin: Za klasu y/ € M/ i njenog predstavnika (y’ )aji1 € My, ,,
7k (/) je klasa u M* &iji je predstavnik ¢ (a -1, ax-1) (yf)aj_l. Uz to, neka
N+1
je Totaldim(M) := Z dim (M])
j=2
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Istrajni podmodul W istrajnog modula M je semi-surjektivan, ako postoji
r € R tako da vrijede svojstva

(i) Za svako t < r vrijedi W, = M,,

(i) Tranziciono preslikavanje ¢w (s,t) : Wy — W, je surjektivno za svako
r<s<t.

Primjer 2.5.5. M [0, +c0) je semi-surjektivan istrajni podmodul istrajnog mo-
dula M0, +o0) P M[1,2).

Lema 2.5.6. Neka je W semi-surjektivan istrajni podmodul modula M koji ima
konacan spektar. Tada vrijedi

(i) Spec(W) C Spec(M) i Totaldim(W) < Totaldim(M),

(if) sup{t e R: Wy = My, za svako s <t} € Spec(M) U {+oco}.

Dokaz. Neka je r € R element koji zadovoljava svojstva iz definicije semi-
surjektivnog istrajnog podmodula W.

(i) Iz pretpostavke ¢ ¢ Spec(M) slijedi postojanje & > 0, tako da je
dum (51, s2) izomorfizam za sve taCke 51 < s2 koje pripadaju intervalu (1—¢, t+¢€).
Za takav izbor tacaka preslikavanje ¢w(s1, s2) je takode izomorfizam, jer,
u slucaju da je s; < r vrijedi ¢w(s1,s2) = dup(s1,52), dok je za r < s
ispunjeno ¢y (s1,52) = ¢M(S1,S2)|Wsl, pa je ¢w(s1,s2) surjektivno presli-
kavanje koje je i injektivno, jer je ono restrikcija injektivnog preslikavanja
dp(s1,s2). Dakle, vrijedi t ¢ Spec(W), ¢ime je dokazano Spec(W) C
Spec(M). Na osnovu ovoga slijedi drugi dio tvrdenja, ako se dodatno primijeti
da za svako j € {1,2,...,|Spec(W)| + 1} i odgovarajue a;_1 € Spec(W)
vrijedi dim(W') = dim(Wq,_,) < dim(M,,_,) = dim(V7).

(it) Skup U := {t € R : Wy = M,, zasvako s < t} je neprazan, jer r € U.
Ako ovaj skup nije odozgo ogranicen, tada je supU = +co. U suprotnom,
postoji u := sup U. Ako se pretpostavi u ¢ Spec(M), tada postoji £ > 0 tako
da je ¢ (s1,s2) izomorfizam za sve tacke s; < s9 koje pripadaju intervalu
(u—e,u+e¢). Nekasus; € (u—e,u)ise € (u,u+ &) proizvoljni elementi.
Tada postoji ¢ € U sa svojstvom s1 < t, Sto implicira Wy, = M,,, a iz ¢injenice
da so ¢ U slijedi postojanje s3 € (u, s2] sa svojstvom Wy, ¢ M,,. Medutim,
iz ¢injenice da je ¢pr(s1, s3) izomorfizam, slijedi My, = ¢p(s1,53)(Ms,) =
dm(s1,53) (W) = dw(s1,53) (W, ) € Wy, Sto je kontradikcija. m|

Semi-surjektivan istrajni podmodul W istrajnog modula M bice "kodiran"
na osnovu prostora W/ C M/, dodjeljenih intervalima Q ; koji su uvedeni u
formuli (2.7). Moguce je postojanje tacke a; € Spec(M) \ Spec(W), pau tom
sluaju preslikavanje 7, j+1 : W/ — W/*! moze biti izomorfizam (Slika 2.9).

Lema 2.5.7. Neka je W C M semi-surjektivan istrajni podmodul. Tada postoji
semi-surjektivan istrajni podmodul Wy C M sa svojstvom Wy = W B M[b,d),
zaneke b € Spec(M) id € Spec(M) U {+o0}.
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w
\%
Spec(V) a1 as as as as ae
Spec(W) v v v O O v
Slika 2.9

Dokaz. Kako je W semi-surjektivan podmodul, postoji r € R takvo da je
W, = M;, za svako t < r, §to znaci da je i W/ = M/ do odredenog indeksa
j. Neka je jo minimalan indeks za koji je W/0 ¢ MJo i z/o € MJ/o \ WJo
proizvoljan element (uzimajuci u obzir uvedeni nacin reprezentacije, ovo znaci
da je najmanja vrijednost ¢ za koju vrijedi W; € M, jednaka a;,_1).

Zak > jo,nekaje z* := m;, £ (z/°) € M¥. U opticaju su dvije moguénosti:

(i) Postoji k > jq tako da z*¥ € W*

U ovom slucaju se u direktnoj sumi pojavljuje intervalni istrajni modul
odreden ograni¢enim intervalom oblika [b, d).

(ii) Za svako k > jo, z* ¢ WK

U ovom slucaju se u direktnoj sumi pojavljuje intervalni istrajni modul
odreden intervalom oblika [b, +c0).

(i) Neka je ko := min{k > jo : z¥ € Wk} Kako je mj, 4, : W/ — Wko
surjekcija, postoji x/0 € W/ sa svojstvom 7, x,(270) = 250 = 7k, (x70).
Neka je y/0 := z/0 — xJ0, Zbog minimalnosti kg, za svako jo < k < kg
vrijedi ﬂjo,k(yfo) ¢ WK, Takode, Tjo ko (y/0) = 0, pa za svako k > ko vrijedi
Tk (370) = (Mkgk © Tjg ko) (370) = 0. Drugadije reeno, y*o je klasa za koju
S€ 7 g ko ( y/0) anulira prvi put i nakon toga ostane jednako nuli (Slika 2.10).

M! > > Mo > > Mko > Mkotl — 5
w w
20 > s ko
R m
wt > > Wi > > Wko y whotl ——
O£y — ... — ylo=0 > 0 >
Slika 2.10

47



Glava 2: Topoloski metodi

Nekaje y* :=n ook (y/0) € M*. Naosnovu ovih klasa ekvivalencije, mogude
je izgraditi istrajni podmodul P modula M na sljedeéi nacin:

Bira se predstavnik (y*) € My, za s € [ax-1,ay), i konstruiSu se vektorski
prostori

P {0}, ako s ¢ [aj,-1, aky-1);
* 7\ spanz ((y),), akos € [ax_1,ax) € [ajo-1.ak,-1), jo < k < ko

1 tranziciona preslikavanja data sa

op(s,t) = { gM(S’ Dip,» ?rllz’éz’t € [ajo-1,arkg-1);
Ako se za s € [aj,-1,ax,-1) izabere izomorfizam ¥, : F — P, (koji postoji,
jer su oba vektorska prostora jednodimenzionalna), a za s ¢ [aj,-1,ak,-1)
stavi ¢ = 0, tada nije teSko provjeriti da kolekcija preslikavanja {y; : s € R}
predstavlja morfizam  : M[aj,-1,ax,-1) = P koji je prirodni izomorfizam.
Zbog toga su istrajni moduli M [a,-1,ax,-1) i P izomorfni. Za kompletiranje
dokaza dovoljno je dokazati da istrajni modul Wy := W + P (obiCna suma dva
modula) ispunjava traZzena svojstva, tj. verifikovati da vrijedi

(i) Wy=WEDP,

(i2) Wy je semi-surjektivan istrajni podmodul istrajnog modula M.

(i1) Treba provjeriti da je za svako s € R ispunjeno Wy N P, = {0}. Ovo
ocigledno vrijedi za s ¢ [aj,—1,ak,-1), jer je tada P; = {0}. Stoga, neka
s € lak-1,ax) C [ajy-1,akr,-1). Dovoljno je dokazati da (y*); € M, \ W;.
Neka vrijedi suprotno, tj. neka (y*); € W,. Uzimajuéi u obzir da je aj,—1 =
sup{t € R : Wy = M, za svako r < t}, kao i ¢injenicu da su nakon vrijednosti
aj,-1 tranziciona preslikavanja istrajnog podmodula W surjektivna, zakljucuje
se da za proizvoljno ¢ tako da je a,—1 < ar-1 <t < s postoji element w; € W;
za koji je (yX)s = ow(t,s)(w;). Klasa w € W* &iji su predstavnici u svakom
W;,t € |ag-1,ay), dati sa

Wy, akojeay_1 <t <s;
ow(s,1) ((yk)s) , akojes <t <ag

(W) == {

je dobro definisana, u smislu da je njena definicija u saglasnosti sa djelovanjem
tranzicionih preslikavanja istrajnog podmodula W. Stavise, vrijedi w = y*, §to
implicira y* € W*. Medutim, ovo je kontradikcija sa pretpostavljenom mini-
malno3cu vrijednosti k. Dakle, (y*), € M, \ Wy, za svako s € [@jo-1, Akg-1)-

(i2) Prije svega, jasno da je Wy istrajni podmodul istrajnog modula M, kao
direktna suma dva istrajna podmodula od M. Kako je aj,-1 = sup{t € R :
W, = M, zasvako s < t} iz definicije istrajnog podmodula P slijedi da za
svako ¢ < aj,_y vrijedi (Wy), = M;. Takode, za sve aj,_1 < s < ¢ tranziciono
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preslikavanje ¢w, (s.1) = ¢w(s,1) P ¢r(s, 1) je surjektivno, jer su dw(s, 1) i
¢p(s, ) surjektivna preslikavanja.

(if) U ovom sludaju, za svako k > jo vrijedi z¥ ¢ W*. Konstrukcija istrajnog
podmodula P istrajnog modula M za koji vrijedi Wy = W P P izvodi se na
sli¢an nacin kao u sluc¢aju (7). Razlika je u tome $to se istrajni modul P izomorfan
intervalnom istrajnom modulu M [a,_1,+o0) "izgraduje" uz pomo¢ klase ZJo:
P je sastavljen od vektorskih prostora

. {0}, ako s < a@jy-1;
* 7 spang ((z¥),), akos € [ax-1,ax) C [aj,-1,+), k > jo

1 tranzicionih preslikavanja

¢P(S t) — ¢M(S? t)|PS, ako ajo—l <s < t;
T 0, inace.

O

Dokaz. (Teoreme o intervalnoj dekompoziciji istrajnog modula) Prvo ce biti
dokazano postojanje, a zatim jedinstvenost intervalne dekompozicije.

Egzistencija slijedi na osnovu prethodne leme. Preciznije, neka je {W (i)}
familija semi-surjektivnih istrajnih podmodula istrajnog modula M induktivno
izgradena sa

W(0) = {0},
W(i+1) = W(i)y,

gdje su W(7)y semi-surjektivni istrajni podmoduli iz prethodne leme. U svakom
koraku dimenzija od W (i) se uvecava bar za jedan, pa se ova izgradnja zavrsava
u momentu kada se dostigne Totaldim(M). Na taj nacin se dobija konacan
skup intervala 7 za koji vrijedi (2.6).

Za dokaz jedinstvenosti date reprezentacije dovoljno je pokazati da za fa-
mil}(je nepraznih intervala 7 = {I1,...,Ig} 1.9 = {J1,...,J L} za koje vrijedi

P ML) = @, M(J;) nuzno slijedi K = Li I = J. Ovo e biti
dokazano indukcijom po K.

L
Za K =1, dobijase M(I;) = @ M (J;). Na osnovu Leme 2.4.9, intervalni

I=1
istrajni modul nije dekompozibilan, Sto implicira L = 11 M(I;) = M(Jy),

odakle slijedi I; = J;. Time je potvrdena baza indukcije, tj. da tvrdenje vrijedi
za K = 1. Neka za prirodan broj K > 1 tvrdenje vrijedi za proizvoljnu familiju

od K nepraznih intervala i neka su I = {Iy,...,Igx1}, I = {J1,....JL}
K+1

L
familije intervala za koje vrijedi EBM (Ix) = EBM (J1). Ocigledno je

k=1 =1
L > 1. Ideja je da se dokaze da je interval Iy jednak intervalu J;,, za neki
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indeks Iy € {1,...,L}, a zatim iskoristi indukciona pretpostavka. Neka su
K+1 L L K+1

W @M(Ik) = @M(Jl) iy: @M(Jl) = @M(Ik) prirodni izomor-
k=1 I=1 =1 k=1

K+1

fizmi za koje je y oy identi¢ni morﬁzamna@ M(Iy). Zasvakol € {1,...,L},
k=1

mogude je definisati morfizme ¢! : M(I) = M(J))i x' : M(J;) = M(I) sa

wl = pM(Jl) oy o eM(Il),

! ML) M(Jl)’

x =pttoyoe

gdje su e 1 p odgovarajuc¢i morfizmi potapanja i projekcije. Za svakor € R i

L L
svakow € (@ M(Jl)) vrijedi Z (eiw(fl) o pﬁ”“’)) (w) = w, $to implicira da
=1 ; =1

L

TET M) o M) _ . .
za svako t € R vrijedi ,Z:‘ e, °op, = zd@lL:1 M), Na osnovu toga, dalje
se dobija da za proizvoljne r € Riv € M (1), vrijedi

ZL:()/ o wl») (v) = i (xfout) ) = i)«,’ o p!' oy 0l (v)
=1 =1 =1

N’
we@Dr, M),

M(I M(J M(J
t(l)oXtoet(l)op[(l)(W)

M=

P

~
Il
—_

:p;‘/’(h) oy 0

L
Z eﬁVI(Jl) o p;‘/’(ll)) (w)

=1

= (P;w([l) OXz) (w) = P;w(]l) o XxroY; oe;\/l(h) (v)
~——
id@f:f M)

_ ( M(I) eM(h))
t

P; (V) =V,

L

odakle slijedi da je Z ( X oy ) identi¢ni morfizam na intervalnom istrajnom
=1

modulu M(I;). To znadi da postoji lg € {1,...,L} za koje je x'0 o ylo #

0. Na osnovu Leme 2.4.4 1 Primjedbe 2.4.5 slijedi da je ()(’0 ° lﬁlo)t =c-

idp, za neko ¢ € F, §to implicira da su % i 0 izomorfizmi. Zbog toga,
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K+1

vrijedi M(I1) = M(Jj,). odakle slijedi Iy = Jj,. Dalje se dobija ) M(I) =
k=2

M (J;), pa se, na osnovu indukcione pretpostavke, zakljucuje L =

le{1,....L}\{lo}
K+1i{l,....Iga1}={J1:1e{l,...,L} \{lp}}, Stoimplicira 7 = 9. O

Primjer 2.5.8. Za kompleks K i njegovu filtraciju koji su razmatrani u Primjeru
2.3.1, istrajnom modulu homologije M(Homy(K)) se pridruZuje intervalna
dekompozicija M [1,+00) @ M [1,2) EB M[1,2) EB M [1,4), sto znaci da
bar-kod BC(Homy(K)) pridruZen ovom istrajnom modulu sadrZi Cetiri linije
odredene intervalima [1,2) (sa visestrukoséu 2), [1,4) i [1,+c0). Takode,
istrajnom modulu homologije M (Hom1(K)) se pridruzuje intervalna dekom-
pozicija M [3,4) @ M [3,5), sto znadi da bar-kod BC(Hom1(K)) pridruZen
ovom istrajnom modulu sadrZi dvije linije odredene intervalima [3,4) i [3,5).

Vazno je istaci povezanost ranga preslikavanja rr; ; sa viSestrukoScu intervala
koji uCestvuju u intervalnoj dekompoziciji. Naime, vrijedirang(m; ;) = >, m(I),
pri ¢emu se posljednja suma uzima po svim intervalima iz reprezentacije koji
pocinju u ili prije vrijednosti a;_1, a zavrSavaju poslije vrijednosti a;_1. U slu-
¢aju istrajnog modula homologije M (Homy) prethodna jednakost se svodi na
jednakost izmedu istrajnog Betijevog broja 8’ i veli¢ine 7’ koja predstavlja
broj k—dimenzionalnih homoloskih klasa koje postoje u rasponu izmedu i—tog
1 j—tog kompleksa filtracije. Stoga se, primjenom Teoreme o intervalnoj de-
kompoziciji u slucaju istrajnog modula homologije dobija sljedeca lema, koja
je u literaturi poznata kao Fundamentalna lema istrajne homologije.

Lema 2.5.9. [36] Za svaki par indeksa i < j i svaku dimenziju k vrijedi

,BZ'] _ Z Z ’ulkd _
i<i j'>j

Primjedba 2.5.10. Linije bar-koda BC (M) dobijene intervalnom dekompo-
zicijom istrajnog modula M mogu se razvrstati u dvije skupine u zavisnosti
od njihove duZine. Za proizvoljno § > 0, neka je BC® (M) multiskup linija iz
BC (M) ¢ijaje duZina veca od 6. Ako se za istrajne module M i N, svaka linija iz
BC? (M) moZe "upariti" sa linijom iz BC?°(N), na na¢in da se njihove krajnje
tacke ne razlikuju za vise od 9, tada se ispostavlja da ovakvo uparivanje generise
jedno o—preplitanje istrajnih modula M i N. U narednoj sekciji ove glave data
je detaljnija razrada ove ideje, ukljucujuéi dokaz pomenute karakterizacije.

2.6 Udaljenost uskog grla i Teorema stabilnosti

Istodimenzionalne bar-kodove dva istrajna modula homologije je moguce pore-
diti. U ovoj sekciji se razmatra najpoznatija mjera ovakvog tipa.
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Za dva kona¢na multiskupa X 1Y, njihovo uparivanje je relacijac C X XY
za koju postoje X’ C X 1Y’ C Y takvi da je o : X’ — Y’ bijekcija. U tom
slucaju, X’ se jo§ oznacava sa coim(o), a Y’ sa im(o) i za elemente od X’ i
Y’ se kaZze da su upareni. Ako se neki element u multiskupu pojavljuje vise
puta, tada se svaka njegova kopija tretira pojedinacno, tj. moZe se desiti da se
zadavanjem uparivanja samo odreden broj njegovih kopija bude uparen.

Zabar-kod BC(M)i6 > 0, neka je BC°(M) = {[b,d) € BC(M) : b+6 <
d}. U sustini, razmatranjem skupa BC®(M) zanemaruju se linije bar-koda
BC (M) ¢ija je duZina manja ili jednaka od 6.

Neka su M, N istrajni moduli kona¢nog tipai BC (M), BC(N) odgovarajuéi
multiskupovi bar-kod linija. Za 6 > 0, uparivanje o za BC(M) i BC(N) se
naziva d—uparivanjem ako su ispunjena svojstva

(i) BC?*(M) C coim(c),
(if)y BC®*(N) C im(o),
(iii) Ako je [b2,d2) = o ([b1,d1)) , tada je
[b1,d1) C (b2 —6,do + ),
[b2,d2) C [b1 —6,d1 +6).

Primjecuje se da uslov (iii) prethodne definicije znaci da —uparivanje dva
bar koda uparuje intervale ¢ije se granice razlikuju za najvise 6.

Lema 2.6.1. Neka su BC(M), BC(N) i BC(Q) bar-kodovi. Ako postoji
o—uparivanje za BC(M) i BC(N) i postoji y—uparivanje za BC(N) i BC(Q),
tada postoji 6 + y—uparivanje za BC(M) i BC(Q).

Dokaz. Neka je o € BC(M) x BC(N) §—uparivanje, a7 € BC(N) X BC(Q)
y—uparivanje. Logican kandidat za ¢ + y—uparivanje za BC(M) i BC(Q) je
relacija 7 o o0 € BC(M) x BC(Q), gdje je

TOoO = {(IM,IQ) : postoji Iy € BC(N) tako da (Iy, Iy) € o, (IN,IQ) €1}

Neka je [b1,d1) € BC?9*)(M). 1z BC?*U+*Y) (M) € BC* (M) C coim (o)
slijedi [b1,d1) € coim(o), pa postoji [ba, d2) € BC(N) takvo da je [b2,d2) =
o ([b1,d71)). Tada,iz [b1,d1) C [b2—0, d2+0) slijedi bo+2y < da, Stoimplicira
[ba,ds) € BC*(N) C coim(t). To znadi da postoji [b3,d3) € BC(Q) sa
svojstvom [b3,d3) = 7 ([b2,d2)), pa [b3,d3) = (too)([b1,d1)), odakle
slijedi [b1, d1) € coim(too). Time je dokazano BC29*) (M) C coim(to o),
a inkluzija BC29*)(Q) C im(t o o) se dokazuje na sli¢an nadin. Potrebno
je jos provjeriti svojstvo (iii). Neka je [ba,d2) = (to o) ([b1,d1)). Tada za
[b3, dg) =0 ([bl, dl)) Vl‘ijedi [bg, dg) =T ([bg, dg)), pa se dobija

[b1,d1) C [b3—6,d3+6) C [ba— (6+7y),do+5+7),
[b2,do) C [b3 —y,d3+y) C [b1— (5+y),d1+6+7).
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O

Ako su BC(M) i BC(N) bar-kodovi i Ugc(m),ac(n) skup svih nenegativnih
realnih brojeva ¢ za koje postoji d—uparivanje za BC(M) i BC(N), tada se ovim
bar-kodovima moze pridruZiti udaljenost uskog grla, koja se definiSe na sljedeci
nacin:

inf U , akoje U + 0;
dgor (BC(M), BC(N)) = { ! Uscan.scen, - 2kote Uncan s

Lema 2.6.2. Udaljenost uskog grla je produZena metrika na familiji bar-kodova.

Dokaz. Neka su BC(M), BC(N) i BC(Q) proizvoljni bar-kodovi. O¢igledno
da je svaka linija bar-koda BC (M) O—uparena sa samom sobom, §to znaci da je
dgor(BC(M), BC(M)) = 0. Ako je dgor(BC(M), BC(N)) = 0 i ukoliko se
pretpostavi da postoji interval [b, d) € BC(M) koji nije zastupljen u BC(N),

b
tada, za svako ¢ € |0, — | postoji interval [bg,ds) € BC(N) razlicit od

[b, d) koji je 6—uparen sa [b,d), tj. za koji vrijedi |b — bs| < §1i|d —ds| <
6. Medutim, BC(N) je multiskup sa kona¢no mnogo intervala (ukljuc¢ujuéi
i viSestrukost), pa prethodne nejednakosti nije moguce posti¢i za svako 6 €

d-b
(0, T) Zbog toga, iz dpor (BC(M), BC(N)) = 0 nuzno slijedi BC(M) =

BC(N). Ako je o jedno §—uparivanje za BC(M) i BC(N), tada je relacija 0"
jedno 6—uparivanje za BC(N) i BC(M), stoimplicira dgor(BC (M), BC(N)) =
dpor(BC(N), BC(M)). Za kompletiranje dokaza, potrebno je jo§ dokazati
nejednakost trougla, tj. da vrijedi

dpor(BC(M), BC(Q)) < dpor(BC(M), BC(N)) + dpor (BC(N), BC(Q)).

U sluéaju daje dBOT(BC(M), BC(N)) = +oo ili dBOT(BC(N), BC(Q)) = 400,
prethodna nejednakost trivijalno vrijedi. Stoga se mozZe pretpostaviti da su
obje vrijednosti konac¢ne i neka je a := dpor(BC(M),BC(N)) € [0,+00) i
b :=dgor(BC(N), BC(Q)) € [0, +00). Za proizvoljno £ > 0, mogu se izabrati
6 € [a,a+e)iy € [b,b+e¢) tako da postoji d—uparivanje za BC(M) i BC(N),
kao i y—uparivanje za BC(N) i BC(Q). Na osnovu prethodne leme, postoji
6 + y—uparivanje za BC(M) i BC(Q), $to implicira dgor(BC(M), BC(Q)) <
0 +vy < a+ b+ 2. Ovanejednakost vrijedi za svako £ > 0, pa iz nje slijedi
nejednakost trougla. O

Primjer 2.6.3. Za by,d1, ba,ds € R i intervalne istrajne module M b1, d),
M|[bs, d2), vrijedi BC(M[b1,d1)) = {[b1,d1)} i BC(M b2, d2)) = {[b2,d2)}.
di— by dy— by
2 72
duZine posmatranih intervala nisu vece od 261. Takode, za 62 := max{|b; —

Ako je 61 := max , tada je o1 = 0 jedno 51—uparivanje, jer
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bsl, |d1 —d2|}, uparivanje o2 koje intervalu [ by, dy) pridruZuje interval [ b, d2)
je So—uparivanje, paje dpor (BC(M[b1,d1)), BC(M[b2,d2))) < min{d1, 52},
a, s obzirom da osim datih nema drugih uparivanja, vrijedi

dpor (BC(M[b1,dy)), BC(M[b2,d2))) = min{éy, 62}

Lema 2.6.4. Neka je 6 € [0,+0) i [b1,d1), [ba,d2), bi,ba € R, di,d> € R,
intervali koji su 6—upareni. Tada su intervalni istrajni moduli M[b,dy) i
M [bs,d2) 5—prepleteni.

Dokaz. 1z relacija

[b1,d1) C [ba —6,d2+0),
[b2,d2) C [b1 —6,d1 +0),

slijedi da su intervali [b1,d1) i [b2,d2) istog tipa tj. oba su ogranicena ili
su oba neogranicena odozgo. 1z Leme 2.4.16 slijedi postojanje 61 —preplitanja
intervalnih istrajnih modula M [b1, +00) i M [ bo, +0), gdje je 61 = |b1 — b3, kao
i 09—preplitanja intervalnih istrajnih modula M [b1,d1) i M[b2, ds), u slucaju
bq, bz,dl,dg € R, gdje je 09 = max{|b1 — b2|, |d1 - d2|}. S obzirom da je
01,02 < 0, u oba slu¢aja su posmatrani intervalni istrajni moduli 6 —prepleteni.
O

UopStavanjem prethodne leme dobija se sljedeca lema.

Lema 2.6.5. [6] Neka su M i N istrajni moduli koji zadovoljavaju svojstvo
konacnog tipa. Ako postoji konacno S—uparivanje bar-kodova BC(M)i BC(N),
tada su M i N d—prepleteni istrajni moduli. Specijalno, vrijedi dijyyt(M,N) <
dgor(BC(M), BC(N)).

Dokaz. Na osnovu Teoreme o intervalnoj dekompoziciji, vrijedi

M= P M), N= P M)

1€BC(M) JeBC(N)

Neka je o 6—uparivanje bar-kodova BC(M) i BC(N). Ovo uparivanje odreduje
istrajne module

MY = & M, NY = fH M),

Iecoim(o) Jeim(o)
M® = o M, N? = M)
IeBC(M)\coim(o) JeBC(N)\im(o)

i o¢igledno vrijedi M = MOV P M, N = N G NP, Na osnovu pret-
hodne leme, za svaki par (/,J) d—uparenih intervala postoji par morfizama
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yl o M) = MJ)(S), ¥ : M(J) = M(I)(5) koji ¢ine 5—preplitanje
intervalnih istrajnih modula M (1) i M (J). Uz pomo¢ ovih parova indukuju se
par 6—prepletenih morfizama ) : M) = N (5) i yD : NO = M1 (§).
Za svako I € BC(M) \ coim(c) vrijedi I ¢ BC?(M), pa, za svaki ovakav
interval /, intervalni istrajni modul M (/) je 6—prepleten sa nula istrajnim mo-
dulom. Stoga je istrajni modul M §—prepleten sa nula istrajnim modulom,
a isti zakljudak vrijedi i za istrajni modul N®. Sve ovo omogucava defini-
sanje morfizama ¢ : M = N(d) i y : N = M (J) odredenih restrikcijama:
Yy = y D, Y =0, xjya) = X, X\n@ = 0. Za ovaj par morfizama se
jednostavno dokazuje da ¢ini 6—preplitanje istrajnih modula M i N.

Iz pretpostavke d;yr(M, N) > dpor (BC(M), BC(N)) bi slijedilo postoja-
nje § € (dpor(BC(M), BC(N)),dinr(M,N)) za koji su bar-kodovi BC(M)
i BC(N) é—upareni, a istrajni moduli M i N nisu §—prepleteni, $to, prema
prethodnom, nije moguce. O

Ispostavlja se da nejednakost izmedu udaljenosti preplitanja i udaljenosti
uskog grla uspostavljena u prethodnoj lemi ustvari predstavlja jednakost. Na
taj nacin uspostavljena "izometrija" garantuje numericku stabilnost udaljenosti
uskog grla, u smislu da su promjene istrajnog modula (izraZene u terminima
udaljenosti preplitanja) iste veli¢ine kao promjene njegovog bar-koda (izraZene
u terminima udaljenosti uskog grla). U narednom je izloZen dokaz suprotne ne-
jednakosti koji implicira pomenutu izometriju. Ovaj dokaz je originalno izveden
u [6], a njegova osnovna ideja je koriSéenje tzv. indukovanog uparivanja.

Neka je M istrajni modul koji zadovoljava svojstvo konac¢nog tipa i BC (M)
njegov bar-kod. Za interval [b,d), b € R,d € R, neka je BC~1>D (M) C
BC (M) multiskup koji se sastoji od intervala oblika [b’, d), gdje je b’ < b.
Slikovito re¢eno, multiskup BC~129 (M) sastoji se od linija &iji je podetak
najkasnije u b, a kraj tacno u d.

Morfizam ¢ : M = N je monomorfizam(epimorfizam), ako je za svako
t € R preslikavanje ¢, : M; — N, injektivno (surjektivno).

Lema 2.6.6. Neka su M i N istrajni moduli koji zadovoljavaju svojstvo konacnog
tipa. Ako postoji monomorfizam  : M = N, tada za svaki interval [b,d)
vrijedi |BC~1>D (M)| < |BC~1PD (N))].

Dokaz. Neka su U iV istrajni moduli u ¢ijim intervalnim dekompozicijama
uéestvuju iskljuéivo linije iz multiskupova BC~12@ (M) i BC~1>9 (N), tj. neka

je
uv= & Mo,

IeBC~[b.d) (M)

v & M.

1€BC-10:d) (N)
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Kako istrajni moduli M i N zadovoljavaju svojstvo kona¢nog tipa, postoji vri-
jednostt € (b, d) sasvojstvom da, za svaki interval [b’,d") € BC(M)UBC(N),
gdijeje ¥ < bid < d, vrijedi t > d’. OCcigledno vrijedi dim(U;) =
|BC10D(M)| i dim(V,) = |BC719)(N)|, pa, kako je ¢ monomorfizam, do-
voljno je dokazati inkluziju y, (U;) € V;.

Uocava se da vektorski prostor U; ¢ine oni elementi koji dolaze iz svih
prostora My, za s € [b,t), a koji nestaju u svim prostorima M,, za r > d.
Zbog toga, vrijedi U; = ﬂ im (¢p(s, 1)) N ﬂ ker (py(d,r)), a slicnim

b<s<t r>d
rezonovanjem se dobija V, = ﬂ im(¢n(s,1)) N ﬂ ker (¢pn(d,r)), gdje su

b<s<t rzd
¢u 1 ¢y redom tranziciona preslikavanja istrajnih modula M i N. Dijagram

Ms ¢M(S,l}) Ml

[
N, ¢N(S,tg N,

je komutativan za svako s € [b,t], Sto implicira da za svako takvo s vrijedi
Ui (im(pu(s,1))) C im(dn(s,1)) i s(ker(dum(s,1))) € ker(dn(s,1)). Ana-
logno se zakljucuje da za svako r > d vrijedi ¥, (im(¢p(2,7))) C im(Ppn(t,7))
1y (ker(opm(t,1))) C ker(pn(t,r)). Zbog toga je ispunjeno y; (U;) CV,. O

Dualno definiciji BC~!>4) (M) uvodi se multiskup BC!>9* (M) € BC(M)
koji se sastoji od intervala oblika [b, d’), gdje je d < d’. Postupkom sli¢nim
kao u dokazu prethodne leme dokazuje se sljedeca lema.

Lema 2.6.7. Neka su M i N istrajni moduli koji zadovoljavaju svojstvo konacnog
tipa. Ako postoji epimorfizam  : M = N, tada za svaki interval | b, d) vrijedi
|BCO-D+(M)| > |BCLE-D*(N)|.

Za bar-kod BC(M) i d € R, neka je BC!~9 (M) € BC (M) multiskup linija
koji se sastoji od linija iz BC (M) oblika [b, d), za neko b € R. Na ovom mul-
tiskupu se moZe posmatrati totalno uredenje u kome je interval [bo, d) "vedi"
od intervala [b1, d) ukoliko je [b2,d) C [b1,d), dok se kopije istog inter-
vala porede u skladu sa leksikografskim poretkom na reprezentaciji multiskupa
BCL-4 (M).

Lema 2.6.8. Neka su M i N istrajni moduli koji zadovoljavaju svojstvo konacnog
tipa. Ako postoji monomorfizam modula M u modul N, tada za svako d € R
vrijedi [BCD (M)| < |BCUD (N)|.

Dokaz. Dovoljno je dokazati da za svaki prirodan broj 1 < i < |BC L) (M )|
vrijedi i < [BCl*Y(N)|. Neka je i < |BC® (M)| proizvoljno i [b,d) i—ti po
veli¢ini interval iz BCl>® (M) u odnosu na prethodno uvedeno totalno uredenje.
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Kako za svako 1 < j < i, multiskup BC~129) (M) sadrZi j—ti po veli¢ini interval
iz BCl~9 (M), zakljucuje se da vrijedi

i < ’BC‘[b’d)(M)‘ < ’BC‘[b’d)(N)‘ < ‘BC["d)(N)’,

pri ¢emu druga nejednakost slijedi na osnovu Leme 2.6.6. O

Dualno definiciji BC!>? (M) uvodi se multiskup BC[”_") (M) € BC(M) koji
se sastoji od linija iz BC(M) oblika [b, d), za neko d € R. Postupkom sli¢nim
kao u dokazu prethodne leme dokazuje se sljedeca lema.

Lema 2.6.9. Neka su M i N istrajni moduli koji zadovoljavaju svojstvo konacnog
tipa. Ako postoji epimorfizam modula M u modul N, tada za svako b € R vrijedi
|BC!*) (M) > |BCP)(N))].

Prethodna tvrdenja omogucavaju da se uvede uparivanje bar-kodova istrajnih
modula izmedu kojih se moze uspostaviti monomorfizam ili epimorfizam.

Neka su najprije M i N istrajni moduli koji zadovoljavaju svojstvo konacnog
tipa, pri ¢emu postoji monomorfizam iz M u N. Za proizvoljno d € R, linije
multiskupova BC!>® (M) i BC!>? (N) mogu se predstaviti lancima inkluzija

[b],d) 2 [by,d) 2 ...2 [b),d), b} <b)<
[bY,d) 2 [b5,d) 2 ...2[b],d), b} <bj<
za neke prirodne brojeve k,[. Na osnovu Leme 2.6.8, vrijedi k < [, te se, za
svakoi € {1,2, ..., k}, intervalu [b], d) moZe pridruZiti interval b, d). Dakle,
i—ta po veli¢ini linija iz BC1>?) (M) se uparuje sa i—tom po veli¢ini linijom iz
BCl9(N). Ukoliko se ovo pridruZivanje izvrii za svako d € R dobija se
injektivno indukovano uparivanje koje Ce biti oznaCeno sa 0.

Lema 2.6.10. Neka su M i N istrajni moduli koji zadovoljavaju svojstvo konac-
nog tipa, pri cemu postoji monomorfizam iz M u N. Indukovano uparivanje
oinj € BC(M) x BC(N) ima sljedeca svojstva

(i) coim (0n;) = BC(M),
(i) Za svako [b’,d) € BC(M), 0inj ([b',d)) = [b”,d), gdje je b” < D'.

Dokaz. 1z definicije indukovanog uparivanja slijedi da je svaka linijaiz BC (M)
uparena sa nekom linijom iz BC(N), pa indukovano uparivanje zadovoljava
svojstvo (7). Takode, jasno je da se linija [b’,d) € BC(M) uparuje sa linijom
oblika [b”,d) € BC(N). Ova linija je i—ta po veli¢ini iz BCl>%) (N), pa, iz
|BC1V" D (M) < [BCTIP"D(N)| slijedi [b”,d) € BC7IY" D (N), §to implicira
b"” < b’, te indukovano uparivanje zadovoljava i svojstvo (if). O
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Lema 2.6.11. Neka su M, N, Q istrajni moduli koji zadovoljavaju svojstvo ko-
nacnog tipaiy : M = N, y : N = Q, ¢ : M = Q monomorfizmi. Ako
su 0inj (), Tinj(x), oinj(@) odgovarajuca injektivno indukovana uparivanja,
tada je sljedeci dijagram komutativan

Bc(m) 2% pe(ny %N Be(g)

W

Dokaz. Neka je d € R proizvoljno. Na osnovu Leme 2.6.8 linije bar-kodova
BC(M), BC(N) i BC(Q) koje zavrSavaju sa d mogu se sortirati na sljedeci
nacin:

BC(M) : [b',d) 2 [b},d) 2 ...2 [, d),
BC(N) : [bY,d) 2 [by,d) 2 ...2[b},d)2...2[b],d),
BC(Q) : [bY',d) 2 [by,d)2...2[b}',d)2...2[b)",d)2...2[b),d),

zaneke k < [ < n. Pritom, zasvakoi € {1,2,..., k}, vrijedi 0y, ; () ([b}, d)) =
[67.d). 0in; QO ([B).d)) = [5]".d) i 7in; (@) ([b]. d)) = [b}".d). Ovo vaZi za
svako d € R, Sto upucuje na zakljucak da je predstavljeni dijagram komutativan.
]

Neka su sada M i N istrajni moduli koji zadovoljavaju svojstvo kona¢nog
tipa, pri ¢emu postoji epimorfizam iz M u N. Za proizvoljno b € R, linije
multiskupova BC!?) (M) i BC!?) (N) mogu se predstaviti lancima inkluzija

o= d,

[b,d}) 2 [b,d)) 2...2[b,d}), d} >
> .2 d),

2 >
[b,d)) 2 [b,dy) 2 ...2[b,d]), d >

d;,

d 4
za neke prirodne brojeve k,/. Na osnovu Leme 2.6.9, vrijedi k > [, te se, za
svakoi € {1,2,...,1}, interval [b, d") moZe pridruZiti intervalu [b, d’). Dakle,
i—ta po veli¢ini linija iz BC!>) (N) je uparena sa i—tom po veli¢ini linijom
iz BC!”)(M). Ukoliko se ovo pridruZivanje izvri za svako b € R dobija se
surjektivno indukovano uparivanje koje ¢e biti oznaceno sa oy,,. Analogno
slu¢aju injektivnog indukovanog uparivanja dokazuju se sljedece dvije leme.

Lema 2.6.12. Neka su M i N istrajni moduli koji zadovoljavaju svojstvo ko-
nacnog tipa, pri cemu postoji epimorfizam iz M u N. Indukovano uparivanje
Osur € BC(M) X BC(N) ima sljedeca svojstva

(l) im (O-SLH”) = BC(N),
(ii) Za svako [b,d"”) € BC(N), oy, ([b,d")) = [b,d"), gdjejed > d”.
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Lema 2.6.13. Neka su M, N, Q istrajni moduli koji zadovoljavaju svojstvo ko-
nacnog tipaiy : M = N, y : N = Q, ¢ : M = Q epimorfizmi. Ako su
Tsur (W), Tsur(x), Osur (@) odgovarajuca surjektivno indukovana uparivanja,
tada je sljedeci dijagram komutativan

Bc(M) 2% po(vy 2N pe(g)

Primjedba 2.6.14. Treba istaci da definicija i svojstva injektivnog i surjektiv-
nog indukovanog uparivanja ne zavise od izbora konkretnog monomorfizma i
epimorfizma, ve¢ je jedino bitno postojanje ovakvih morfizama.

Sada ¢e biti konstruisano indukovano uparivanje u slucaju proizvoljnog
morfizma dva istrajna modula.

Neka su M 1 N istrajni moduli koji zadovoljavaju svojstvo kona¢nog tipa i
neka je ¢ : M = N morfizam (koji nije obavezno monomorfizam ili epimorfi-
zam). Ovim morfizmom su na prirodan nacin indukovani epimorfizam iz M u
im(y) i potapanje im () u N koje je monomorfizam. Ako je BC(im(y)) bar-
kod istrajnog modula im (), tada se mogu posmatrati surjektivno indukovano
uparivanje o, € BC(M) X BC(im(y)) i injektivno indukovano uparivanje
oinj € BC(im(y)) x BC(N). Uparivanje koje se definiSe kao kompozicija
Oinj © Oy Ova dva uparivanja naziva se uparivanje indukovano morfizmom s i
bice notirano sa oy.

Primjer 2.6.15. Neka je M = M[1,3) G M[1,2), N = M[3,4) P M[0,2) i
Y : M = N morfizam odreden restrikcijama na sumandima modula M koje su
date sa Y\yp13) = 01 (Yim12), = { lodF ?Zatéee [1,2) . Tada je im (y) =
M][1,2), pa su odgovarajuci bar-kodovi BC(M) = {[1,3),[1,2)}, BC(N) =
{[3,4),[0,2)} i BC(im(y)) = {[1,2)}. Dalje je oy = { ([1,3),[1,2)) } (jer
Jje [1,3) najduZi interval iz BC(M) koji pocinje u 1) i ojpj = { ([1,2),[0,2)) }
Sto znaci da vrijedi oy = { ([1,3),[0,2)) } bez obzira Sto je yp(1,3) = 0 (Slika
2.11).

Neka su M i N d—prepleteni istrajni moduli koji zadovoljavaju svojstvo
konacnog tipa. U narednom je opisana konstrukcija 6—uparivanja izmedu
bar-kodova BC(M) i BC(N). Najprije ¢e biti dokazano nekoliko pomoénih
rezultata.

Lema 2.6.16. [6] Neka su M i N 6—prepleteni istrajni moduli koji zadovoljavaju
svojstvo konacnog tipaiy : M = N(0), x : N = M(6) par morfizama koji
cine d—preplitanje, tj. za koje vrijedi x(8) o Y = <I>12V([S iY(d)oyxy = <I>]2\§5. Ako
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M
——
0 1 2 3 4
— im ()
0 1 2 3 4
)
N

Slika 2.11

je f surjektivna restrikcija morfizma ¥ na im (), tada surjektivno indukovano
uparivanje oy, (f) ima sljedeca svojstva:

(i) BC* (M) € coim(oyur(f)),
(ii) im(o-sur(f)) = BC(im(gl/)),
Tsur (f)

(iii) Za [b,d) € coim(og,(f)), [b,d) =" [b,d’), gdjejed —26 < d' < d.

Dokaz. (i) Neka je g(6) = x(0)im(y) : im(¥) = M (26). 1z datih pretpostavki
slijedi komutativnost dijagrama

M —)f im(¢) —)g(é) im (CD%/‘IS)
W

pa, kako su f i <I>12V‘[5 epimorfizmi, zakljucuje se da je i g(6) epimorfizam. To, na
osnovu Leme 2.6.13, implicira da je sljedeci dijagram takode komutativan.

W

Iz ove komutativnosti slijedi coim (o, (®@329)) C coim (o (f)), paje dovoljno
dokazati coim (o, (®29)) = BC?(M). Ova jednakost slijedi iz definicije
uparivanja oy,,, kao i Cinjenice da se im(Cbﬁg) dobija "odsjecanjem" M sa
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desna za 26, jer se linija [b,d) € BC(M) uparuje sa linijjom [b,d — 26) €
BC(im(dﬁ/‘;)) ako i samo ako je d — b > 26.

(i) Data jednakost slijedi iz dijela (i) Leme 2.6.12.

(iti) Neka je [b, d) € coim(ogy,,(f)) proizvoljno. Treba ispitati da li linija
osur (f) ([P, d)) ima navedena svojstva. Moguce je

(iiiy) d —b > 26

Na osnovu dijela (ii) Leme 2.6.12, vrijedi oy, (f)([b.d)) = [b,d’), za
neko d’ < d, odnosno o, (g(6))([b,d’)) = [b,d”), za neko d” < d'. S
druge strane, vrijedi oy (®39)([b,d)) = [b,d — 25), pa, iz komutativnosti
prethodnog dijagrama, slijedi [b,d”) = [b,d — 20), tj. d” = d — 26, pri ¢emu
jed"=d -2 <d <d.

(iiiy) d — b < 26

Ponovo se, na osnovu dijela (ii) Leme 2.6.12, zakljucuje o, (f)([b,d)) =
[b,d"), zaneko d’ < d, pa se direktno dobijad > d’ > b > d — 26. O

Lema 2.6.17. [6] Neka su M i N 6—prepleteni istrajni moduli koji zadovoljavaju
svojstvo konacnog tipaiy : M = N(0), x : N = M(6) par morfizama koji
cine d—preplitanje, tj. za koje vrijedi x(8) oY = <I>12V([S iY(d)oyxy = <I>]2\§5. Ako
je f prirodna injekcija im () — N(0), tada injektivno indukovano uparivanje
oinj(f) ima sljedeca svojstva:

(i) coim(am;(f)) = BC(im(y)),
(ii) BC*(N(8)) C im(cin;(f)),
inj (f)

(iii) Za [b, d) € BC(im(y)), [b,d) 5" [b,d), gdjeje b —26 < b < b.

Dokaz. (i) Data jednakost slijedi iz dijela (/) Leme 2.6.10.

U svrhu nesto jednostavnije notacije, dokaz preostala dva svojstva je izlozen
u varijanti u kojoj je sve "pomjereno” za 9.

(if) Biée verifikovana inkluzija BC%° (N (26)) C im(0nj(f(5))), uz napo-
menu da se bar-kod BC?%(N(6)) dobija iz bar-koda BC?*(N(26)) tako §to se
sve njegove linije transliraju ulijevo za §. 1z pretpostavke ¢ (8) o y = CI)]2V5 slijedi
komutativnost dijagrama

N — im(y) 22 N(26)

odakle slijedi im (®3°) C im (¢(5)) € N(25). Neka je g prirodna injekcija
im (®2°) < im (¥(5)), a h prirodna injekcija im (®3°) < N(26). S obzi-
rom da je f(6) prirodna injekcija im (¥(5)) < N(26), sljedeci dijagram je
komutativan
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im (©2) —5 im(y(6)) L% N(26)

N, 7

pa, kako su svi morfizmi iz ovog dijagrama monomorfizmi, Lema 2.6.11 impli-
cira da je sljededi dijagram na nivou bar-kodova takode komutativan.

BC(im(w(6)) ™8 B (N (26))

O'inj(g

BC(im (020))

oinj(h)

Iz ove komutativnosti slijedi im(cinj(h)) € im(oin;(f(5))), pa je dovoljno
dokazati im (o, (h)) = BC?(N(26)). Ova jednakost slijedi iz definicije upa-
rivanja 0, (h) i ¢injenice da vaZi

BC(im (cp?f) ) = {[b,d - 26) : [b.d) € BC(N),d — b > 25},
BC(N(26)) = {[b - 26,d - 25) : [b,d) € BC(N)},

jer je o (h)([b,d — 26)) = [b — 26, d — 26) ako i samo ako je d — b > 26.
(it7) Neka je [b,d) € BC(im(¥(0))) proizvoljno. Treba ispitati da li linija
Tinj(f(6))([b,d)) ima navedena svojstva. Na osnovu dijela (ii) Leme 2.6.10,
vrijedi o, (f(6))([b,d)) = [b',d), za neko b’ < b. Ako je d — b’ < 20,
tada trivijalno vrijedi b — 26 < d — 26 < b’ < b. Ukoliko je d — b’ > 20,
tada za [b’ +26,d) € BC(im (®3°)) vrijedi o7y, (h) ([0 + 26, d)) = [b,d) =
ainj(f(6))([b,d)), Sto implicira b < b’ + 26, odakle ponovo slijedi b — 26 <
b" < b. m|

Konacno, izvrSene su sve pripreme da bi se dokazala sljedeca teorema.

Teorema 2.6.18. [6] (Teorema stabilnosti) Neka su M, N istrajni moduli koji za-
dovoljavaju svojstvo konacnog tipa i BC(M), BC(N) njihovi bar-kodovi. Tada
vrijedi
dint (M, N) > dpor(BC(M), BC(N)).

Dokaz. Ideja je da se pokaze da svako d—preplitanje indukuje 6 —uparivanje.

Neka su M i1 N 6—prepleteni, sa parom prepletenih morfizama ¢y : M =
N(@6)iyx: N = M(6). Kandidat za §—uparivanje bar-kodova BC(M) i BC(N)
jeo = Sso0y, gdjeje oy = Ojnj © Oy uparivanje indukovano morfizmom ¢, a
Ss : BC(N(6)) — BC(N) preslikavanje definisano sa Ss([b,d)) = [b+6, d+9)
(ovo preslikavanje translira linije bar-koda BC(N(6)) udesno za §). Potrebno
je verifikovati da o zadovoljava sva tri svojstva iz definicije 6 —uparivanja.
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Neka je [b,d) € BC? (M) proizvoljna linija. Na osnovu Leme 2.6.16, ova
linija se uparuje sa linijom o, ([b,d)) = [b,d’), a dalje se, na osnovu Leme
2.6.17, ova linija uparuje sa linijom 0,;([b,d")) = [b’,d’). Na kraju se dobija
linija S5 ([0, d")) = [b'+6,d’ +6), paje o ([b,d)) = [b'+5,d’+6), $to implicira
[b,d) € coim(o). Time je dokazano BC? (M) C coim (o).

Neka je [b,d) € BC?(N) proizvoljna linija. Tada [b — 6,d — §) €
BC?(N(6)) i vrijedi [b,d) = Ss([b - 6,d - 6)). Kako je, na osnovu Leme
2.6.17, BC*(N(5)) C im(0inj(f)), gdje je f prirodna injekcija im(y) —
N(6), zakljucuje se da postoji [b',d — 6) € coim(0i,;(f)) sa svojstvom
ainj(f)([b',d=6)) = [b-6,d—6). Dalje, naosnovu Leme 2.6.16, [b’, d—0) €
coim(oinj(f)) = BC(im(y)) = im(oar(g)), gdje je g surjektivna restrik-
cija morfizma y, $to znaci da postoji [b’,d’) € coim(o,(g)) sa svojstvom
osur(8)([6',d")) = [b,d — 6). Konacno, vrijedi [b,d) = (S5 o oin;(f) ©
osur(8))([b',d")), $to implicira [b,d) = o([b’,d")). Time je dokazana inklu-
zija BC*(N) C im(0).

Nekasu [b1,d1) € BC(M), [b2,ds) € BC(N), proizvoljne linije uparene sa
o, . linije za koje vrijedi [ba, d2) = o ([b1,d1)) = (S50 0inj © Tsur) ([D1, d1)).
Na osnovu Leme 2.6.16 1 Leme 2.6.17, vrijedi

sur Tinj S
[b1.d) ¥ [br.d}) w5 (b, d}) V5 ] +6.d5 +9),
pri ¢emu su ispunjeni uslovi dy — 26 < d} < diiby —26 < b} < b1. Zbog
toga, vrijedi
d1—5<d/1+5<d1+5,

——
do

b1 -6 <D +6< b1+,
——
ba
odakle slijedi |d2 — d1| < d i |ba — b1| <, te uparivanje o zadovoljava i (ii7)
svojstvo iz definicije d—uparivanja.

Dobijeno d—uparivanje garantuje da izmedu udaljenosti preplitanja i udalje-
nosti uskog grla vrijedi data nejednakost. Zaista, ako se pretpostavi suprotno,
tj. da vrijedi nejednakost d;y7 (M, N) < dpor(BC(M), BC(N)), tada, za pro-
izvoljno § € (dinr (M, N), dpor(BC(M), BC(N))), za istrajne module M i
N postoji 6—preplitanje, a za njihove bar-kodove BC(M) i BC(N) ne postoji
J0—uparivanje, Sto je kontradikcija, jer je u prethodnom razmatranju upravo
konstruisano takvo uparivanje. O

Posljedica 2.6.19. (Teorema izometrije) Neka su M, N istrajni moduli koji za-
dovoljavaju svojstvo konacnog tipa i BC(M), BC(N) njihovi bar-kodovi. Tada
vrijedi

dint (M, N) = dgor (BC(M), BC(N)).
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Dokaz. Tvrdenje slijedi iz Teoreme 2.6.5 i Teoreme stabilnosti. O

2.7 Topoloske mjere slicnosti familija stringova

Neka je A C S(n,[) skup stringova i d neka od udaljenosti izmedu dva stringa
obuhvacena u prvoj sekciji ove glave. Ideja realizovana u nastavku podrazumi-
jeva da se strukturalna povezanost elemenata skupa A izrazi sredstvima istrajne
homologije. Preciznije, svakom potprostoru metrickog prostora (S(n, [), d) bice
pridruzena Cehova filtracija i odgovarajuéi istrajni modul homologije. To dée
stvoriti korespondenciju izmedu skupa stringova i njegovog bar-koda i omoguciti
da bar-kod, kao "nosilac informacije" o evoluciji medupovezanosti stringova iz
datog skupa, postane reper znacajnih homoloskih atributa ovog skupa stringova.
Stoga je razumno posmatrati mjere slicnosti dva stringova koje su zasnovane na
poredenju njihovih bar-kodova. Cilj ove sekcije je uvodenje novih mjera slic-
nosti ovog tipa. Ove mjere bice zasnovane na modifikacijama udaljenosti uskog
grla koje se baziraju na uparivanju linija bar-koda na kvalitativno viSem nivou,
a da se pritom ne narusi uslov stabilnosti ustanovljen u Teoremi stabilnosti.

Najprije ¢e biti uvedena Cehova filtracija pridruZzena nepraznom skupu stri-
ngova A C S(n,[).

Za proizvoljno r > 0, neka je Cf(‘r) Cehov kompleks ¢&iji je skup vrhova
sastavljen od stringova iz skupa A. Podsjecanja radi, simpleksi kompleksa CX)
su svi podskupovi oo € A sa svojstvom ﬂ Bg[s,r] # 0. Kako je A konacan

seo

skup, postoji najmanja vrijednost , > 0 takva da je Cf(‘r) pun kompleks za svako
r > r;. Filtracija od interesa je Cehova filtracija punog kompleksa Cy := Cf‘r’),
koja formalizuje proces "izgradnje" ovog kompleksa iz inicijalnog kompleksa
C/(\O), ¢iji je skup simpleksa dat sa 2;0) = {[s] : s € A}. U prvom koraku,
pronalazi se najmanja vrijednost 7y > 0 sa svojstvom C/(‘O) c C/grl). Zatim, nalazi
se najmanja vrijednost s > r1 sa svojstvom C/(\rl) C C/gm). Nastavljajuéi sa ovim
postupkom, dolazi se do posljednjeg koraka C/(\r”l) - C/gr’) = C4, u kojem se
dodaju svi simpleksi koji su "nedostajali" u kompleksu C/gr”l), kompletirajuci
na taj nacin konstrukciju kompleksa Cy4.

Cehova filtracija C/g()) C C/g”) C-- C C/gr’) opisana u prethodnom pred-
stavlja filtraciju pridruzenu skupu stringova A C S(n,[), a pozitivni brojevi
ri,...,r: su nivoi ove filtracije. Za simpleks o0 C A, najmanja vrijednost

roe = 0 sa svojstvom ﬂ By[s,rs] # 0 naziva se radijusom simpleksa o. U

seo

tom slucaju, proizvoljan string ¢ € m B[s, rs] se naziva centrom simpleksa o .

seo
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Primjecuje se da, za razliku od radijusa simpleksa, centar simpleksa ne mora da
bude jedinstven.

Lema 2.7.1. Broj r je nivo filtracije pridruzene skupu stringova A ako i samo
ako je r radijus nekog simpleksa iz Ca.

Dokaz. Neka je r nivo filtracije pridruZene skupu stringova A. Ako je r = 0,
tada je r radijus bilo kojeg O—simpleksa kompleksa C4. Inace, postoji i €
{1,2,...,t} takav da je r = r;. Po nacinu konstrukcije date filtracije, postoji
simpleks o koji pripada kompleksu C/(\ri), a ne pripada kompleksu C/(\r"’l), Sto
implicira da za ovaj simpleks vrijedi r = r,. Obrnuto, ako je r radijus simpleksa
o, tada se ovaj simpleks prvi put pojavljuje u Cehovom kompleksu CX), te, u
skladu sa definicijom filtracije pridruZzene skupu A, r mora biti jednak nekom
nivou filtracije. O

Primjer 2.7.2. Neka je A C S§(4,8), pri cemu je

A = {12244131, 22223443, 32143431, 14443214, 22134222}
—_— Y

S1 52 s3 S4 S5

familija stringova iz S(4,8). Na osnovu prethodne leme, za nalaZenje filtracije
pridruzene skupu stringova A dovoljno je naci sve parove oblika (o, ry), gdje
o € Ca, ary je radijus simpleksa o. Ako se familija A posmatra kao potprostor
metrickog prostora (S(4,8), dy), dobija se:

( [Sl] ’0)’( [S2] ’0)’( [S3] ’0)’( [S4] ’0)’( [S5] ,0),([81, 53]’2)’

—— —— —— —— —— ————
o 092 o3 o4 o5 g6
([s1, 2], 3), ([s2, 531, 3), ([51, 52, s3], 3), ([51, 541, 3), ([ 53, 541, 3),
~—— ~—— — —— ——
o7 o8 o9 010 o11
([s1, 53, 54],3), ([s1, 5], 3), ([52, 851, 3), ([53, 551, 3), ([51, 53, 551, 3);
—— —— —— ~—— S——
012 013 014 015 016

([s2, 541, 4), ([51, 52, 541, 4), ([52, 53, 541, 4), ([51, 52, 53, 541, 4), ([51, 52, 551, 4),
—————

17 018 019 020 021

([s2, 53, 55],4), ([s1, 52, 53, 55],4), ([54, 5], 4), ([52, 54, 55],4), ([53, 54, 5], 4),

——— ——— ~——
022 023 024 025 026

([s2, 83, 54, 55],4), ([51, 54, 55], 4);

027 028

([s1, 52, 54, 5], D), ([51, 53, 84, 55], D), ([ 51, 52, 53, 54, 5], D).

029 030 031
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Radijus simpleksa og = [12244131, 32143431] je 2, ali njegov centar nije
Jedinstven, npr. stringovi 32244431 i 12143131 predstavljaju centre ovog sim-
pleksa.

Iz prethodne karakterizacije se izvodi traZena filtracija: Cf(‘o) - C{gz) c

C{gg) C Cf‘4) C Cf‘5) = Ca, pri Cemu su odgovarajuci skupovi simpleksa dati sa

20 ={oy:1<i<5),

2P =2 U {0y},

2P =3® Uo7 <i<16),

2V =3P Uy 17 <i<28),

2P =50 U oy 29 <i <31} = P(A)\ {0}.

Ako se familija A posmatra kao potprostor metrickog prostora (S(4,8),drcs),
1
na slican nacin se izvodi filtracija pridruZena skupu stringova A: Clgo) c C§ 1) c

3
Clgg) = Cy, pri cemu su odgovarajuci skupovi simpleksa dati sa

2V = {0y : 1<i<5),
1
25‘4) :21(40) U{o;:6<i<15}
3 1
25\8) - z/§4) U{o;:16 <i <31} =P(A)\{0}.

1
U ovom slucaju, radijus simpleksa ¢ = [12244131, 32143431] je 1 i ispos-
tavlja se da stringovi 32244431 i 12143131 ponovo predstavljaju centre ovog
simpleksa.

Primjedba 2.7.3. Zbog diskretne prirode Hamingove i LCS udaljenosti na
skupu S(n,l), nivoi filtracije pridruZene skupu stringova su "razmaknuti” za

najmanje 1 u slucaju Hamingove udaljenosti, odnosno za najmanje Tu slucaju
LCS udaljenosti.

Neka su A, B € S(n,[) neprazni skupovi stringova. Automorfizam metric-
kog prostora (S(n, ), d) koji preslikava skup A u skup B se naziva d(A — B)-
izomorfizmom. U tom slucaju, skupovi A i B se nazivaju d—izomorfnim.

U narednom su opisani automorfizmi metrickog prostora (S(n, (), dy). Za
datu permutaciju p skupa N, i i € N;, neka je 9; : S(n,l) — S(n,l) presli-
kavanje definisano sa 9;(a1a2 ...ap) =aias...a;—1p(a;)ais1 .. .a;. Takode,
za datu permutaciju g skupa Ny, neka je preslikavanje ¢, : S(n,[) — S(n,l)
definisano sa ¢, (aias . ..a;) = ag(1)aq2) - - - aq@)- Za pocetak, bice dokazano
sljedec¢e pomoéno tvrdenje.
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Lema 2.7.4. Neka su si,s2,s3,54 € S(n,l) razliciti stringovi koji se mogu
predstaviti u obliku

S1 = X1...Xi—1CXig1 + .. Xj_1dXj41 . . . XY,
’
§2 = X1...X1CXig1 ... Xj1dX 41 .. X,
’ ’
§3 = X1...X-1CXigl ... Xj_1d Xji1 .. . X,
7
S4 = X1...Xio1CXig1 ... Xj_1d Xj41 ... X[,
zanekei,j € Nyinekec,c’,d,d’,x1,. .., X1, Xis1, - s Xj—1,Xj41, .- ., X € N

Ako su f i g automorfizmi metrickog prostora (S(n,l),dy) za koje vrijedi
f(s1) = g(s1), f(s2) = g(s2) i f(s3) = g(s3), tada je ujedno i f(s4) = g(s4).

Dokaz. Iz definicije stringova s1, 52, 53, 54 slijedi dgy(s1, 52) = dg(s2,s3) =
dy(s3,s4) = dy(sqe,s1) = 11dy(s1,s3) = 2. Zbog toga, za stringove 11 :=
f(s1),t2:= f(s2) itg = f(s3) vrijedi dpu(11,12) = dp(t2,13) = Lidy(t1,13) =
2. Ovo znaci da, pored stringa o, postoji samo jo$ jedan string koji je na
Hamingovoj udaljenosti 1 od stringova t1 i 3. Neka je taj string oznacen sa #4.
Iz datih pretpostavki slijedi dy (11, f(54)) = dg(t3, f(s4)) = Lidy(t1,8(s4)) =
dp(t3,8(s4)) = 1, pa, kako je f(s4) # t2 # g(s4), mora vrijediti f(s4) =14 =
g(s4). m

Lema 2.7.5. Automorfizmi metrickog prostora (S(n,l), dy) su funkcije oblika
9]1)1 o 9]2)2 0---0 Hﬁ,l o @y, za neke permutacije p1, pa, ..., p;r od N, i q od N;.

Dokaz. Jednostavno se provjerava da su funkcije 9; i ¢, automorfizmi, pa su
takve i njihove kompozicije. Stoga, dovoljno je dokazati da su automorfizmi
metrickog prostora (S(n, [), dy) navedenog oblika. Neka je f proizvoljan auto-
morfizam metrickog prostora (S(n,[), dy) i neka je ajas . ..a; € S(n, 1) string
za koji vrijedi f(11...1) = ajas...a;. Za proizvoljno i € N;, Hamingova

/
udaljenost izmedu stringova oblika f(11...1¢;11...1), ¢; € N, jednaka je 1.
—_—
i~1 I-i
To znaci da za neko j € N; ineko b; € N, vrijedi
fAl...1¢;11... 1) =ajas...aj1bjajs .. .a;.
—_—
i~1 I~i

Neka je g permutacija od N; za koju vrijedi ¢(i) = j i p; permutacija od N,
za koju vrijedi p;(c;) = b;. Konacno, neka je g := 6, 065, 0---06! 0@,
dovoljno je dokazati da je f = g, tj. daza svako s € S(n, 1) vrijedi f(s) = g(s).
Dokaz date jednakosti ¢e biti izveden indukcijom po r := dy(11...1,s).

!
Za r < 1, jednakost slijedi iz definicije funkcije g. Indukciona pretpos-
tavka je da za neko r > 2 jednakost f(¢) = g(¢z) vrijedi za svaki string ¢
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koji ispunjava uslov dy(11...1,7) < r. Neka je s = cica...c; string za
————
1
koji vrijedi dy(11...1,s) = r. Mogude je izabrati dvije pozicije na ko-
~——

!
jima se string s razlikuje od stringa 11...1. Neka su te dvije pozicije i 1
————

I
J, pri ¢emu je i < j. Dalje se definiSu stringovi s1 := c¢1...cj—11cjs1 ... €y,

so=c1...cic1lcip .. .cjqlejp . .cpisg i=c1...cj1lcjyr ... ¢ Induk-
ciona hipoteza garantuje daje f(s3) = g(s3), f(s2) = g(s2)i f(s1) = g(s1). Na
osnovu prethodne leme, slijedi f(s) = g(s). Ovo kompletira dokaz indukcijom.
O

Ukoliko filtracije pridruZene skupovima A i B imaju identi¢ne skupove
nivoa {ri,r2, ...,r;}, tada se ove filtracije nazivaju izomorfnim, ako postoji
bijekcija f : A — B takva da za svaki simpleks o kompleksa C4 i proizvoljno
i €{1,2,...,t}vrijedidaje o simpleks kompleksa Cf\ri) akoisamo ako je f[o]
simpleks kompleksa Céri). U tom slucaju, preslikavanje f se naziva filtracijskim
izomorfizmom.

Ocigledno da dy—izomorfni skupovi stringova imaju izomorfne pridruZene
filtracije. Zaista, proizvoljni dy(A — B) izomorfizam "¢uva" radijuse svih
simpleksa iz Cy4, Sto ga ujedno Cini filtracijskim izomorfizmom. Obrat ovog
tvrdenja generalno nije tacan, $to je ilustrovano u sljedeem primjeru.

Primjer 2.7.6. Neka je |l = 5,n = 3 i 51 = 11113, so = 22223, s3 = 33333,
s4 = 33122, Skupovi stringova A = {s1, 52,53} i B = {s1, 52,54} imaju izo-
morfne filtracije. Zaista, ako se izuzmu izolovani vrhovi, kompleks C/gz) sadrZi

1—simplekse [s1, s2], [s1, 53] i [s2, s3], dok kompleks Cl(gz) sadrzi 1-simplekse
[s1,s2], [51,54] and [s2, s4]. Ova dva kompleksa su jedini netrivijalni potkom-
pleksi od Cy i Cp, jer su oba kompleksa C (3), Cf‘3) puni kompleksi. Ovo znacida
je preslikavanje g : A — B dato sa g(s;) = s;, i € {1,2}, g(s3) = s4, filtracijski
izomorfizam.

S druge strane, ne postoji dg (A — B)-izomorfizam. Zaista, ako se pretpos-
tavi suprotno, tj. da postoji dg(A — B)-izomorfizam f, na osnovu Leme 2.7.5
vrijedi f = 911,1 09?)2 095’)3 09;1,4 09?)5 o @y, za neke permutacije p1, p2, p3, P4, P5
skupa N3 i neku permutaciju q skupa N5. Svako preslikavanje 0;,1, "Cuva" broj
razlicitih simbola na fiksnoj poziciji stringa, kao i vektor broja pojavljivanja
svakog simbola. Kako stringovi s, s9, s3 svi zavrsavaju simbolom 3, ovo bi
znacilo da postoji pozicija takva da svaki od stringova s1, s2, S4 na toj poziciji
ima isti simbol. Medutim, lako se provjerava da to nije zadovoljeno.

Pitanje 2.7.7. Da li postoje dodatni uslovi pod kojima pretpostavka o posto-
janju filtracijskog izomorfizma garantuje da su odgovarajuci skupovi stringova
dy—izomorfni? Postoje naznake da bi se u metrickom prostoru (S(2,[), dg) ovi
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uslovi mogli odnositi na postojanje baricentra - stringa podjednako udaljenog
od svih stringova iz posmatranog skupa. Na posmatranim kontraprimjerima
uoceno je da jedan od skupova stringova ima baricentar, dok ga drugi nema.
Medutim, ovo i dalje ostaje na nivou hipoteze.

Neka je A C S(n,[) neprazan skup stringova. Za datu dimenziju k > 0,
filtraciji pridruZenoj skupu A mogude je pridruZiti istrajni modul homologije
M (Homy(Cy)). Bar-kod ovog istrajnog modula predstavlja bar-kod pridruzen
skupu stringova A. Ovaj bar-kod bice krace oznacavan sa BCy(A). Kako je A
konacan skup, bar-kod BCy (A) ne sadrZi linije ukoliko je k > |A| — 1. Bar-kod
BCy(A) sadrzi ta¢no |A| linija i ove linije predstavljaju evoluciju komponenti
povezanosti prilikom prolaska kroz filtraciju. S obzirom da puni kompleks Cy4
ima samo jednu komponentu povezanosti, zakljucuje se da bar-kod BCy(A)
ima ta¢no jednu beskonacnu linijju. Za k > 1, svaka k—dimenzionalna rupa
se eventualno mora zatvoriti u nekom nivou filtracije, Sto znaci da su sve linije
bar-koda BCy (A) konacnih duZina.

Primjer 2.7.8. Za skup stringova iz Primjera 2.7.2, neka je My(Homy(Cy))
istrajni modul homologije u odnosu na Cehovu filtraciju kompleksa C4 izvedenu
u odnosu na Hamingovu udaljenost, a Mycs(Homy(Cy)) istrajni modul homo-
logije u odnosu na Cehovu filtraciju kompleksa Cy izvedenu u odnosu na LCS
udaljenost.

Istrajne module My(Homy(Cy)) "naseljavaju” 5 nuladimenzionalnih ho-
moloskih klasa, jedna jednodimenzionalna i jedna dvodimenzionalna homo-
loska klasa. Kako [s1, s3] € Cf(\Q), dvije komponente povezanosti se spajaju
u jednu u ovom nivou filtracije, dok se ostale nuladimenzionalne klase spa-
jaju u jednu u kompleksu Cf\3). Jedini netrivijalni jednodimenzionalni cik-
lus je [s1,s2] + [s2,55] + [s1,55]. Ovaj ciklus nastaje u kompleksu C/(\g)
i postaje trivijalan u kompleksu CXL). Slicno, jedini netrivijalni dvodimen-
zionalni ciklus je [s1,s2,s4] + [51,52, 5] + [s1, 54, 55] + [52,54,55]. Ovaj
ciklus nastaje u kompleksu C (4), a postaje trivijalan u kompleksu C£‘5) =
Ca. Dakle, istrajni moduli homologije My(Homy(Cy)), My(Hom1(Cya))
i Mg(Homa(Cy)) imaju intervalne dekompozicije redom date sa M [0,2)
P M[0,3)PMI[0,3) P M[0,3) P M [0,+c0), M[3,4) i M[4,5).

Istrajne module Mpcs(Homy(Cy)) "naseljavaju" 5 nuladimenzionalnih ho-
moloskih klasa, dvije jednodimenzionalne klase, dok visedimenzionalnih homo-
loskih klasa nema. Homololfke klase [s1], [s2], [s3], [s4], [s5] stapaju se u
Jednu klasu u kompleksu C/EZ)‘ Dva netrivijalna jednodimenzionalna ciklusa

1
[s1, s2]+[s2, s5]1+1[85, 1] i [51, 53] +][53, s5]+[55, 51| nastaju u kompleksu CIEZ)
i oba postaju trivijalna u punom kompleksu C/E%) = Ca. Istrajni moduli homo-
logije Mycs(Homy(Cy)) i Mrcs(Hom1(Cy)) imaju intervalne dekompozicije
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date sa M [0, g) PHwm [0, g) PHwm [o, g) PHm [0, %) B M [0. +c0), od-
3 3

1 1
nosno M [Z’ 3 EB M [Z’ é)’ respektivno. Odgovarajuci bar-kodovi su pred-

stavljeni na sljedecoj slici.

o
P
BC(A) N
P b
BCy(A) —
.
Slika 2.12

Svaka linija bar-koda BCy(A), k > 1, oslikava istrajnost k—dimenzionalne
rupe koja "opstaje" usljed nedostatka povezanosti neke podfamilije stringova iz
skupa A ispoljene u odredenom dijelu filtracije pridruzene skupu A. U tom
smislu, bar-kod moZe da se upotrijebi kao sredstvo za definisanje mjere sli¢nosti
dva skupa stringova. Ova mjera bi se zasnivala na poredenju linija bar-koda iste
dimenzije, sa idejom da se uparuju linije koje su "kvalitativno slicne", u smislu
da predstavljaju slicne homoloske karakteristike. U narednom je detaljnije
razradena ova ideja.

Neka su A, B C S(n, 1) skupovi stringova, takvi da je |A| = |B| =m > 2,1
neka su date filtracije pridruZene ovim skupovima stringova.

Oba bar-koda BCy(A) i BCy(B) sadrze po m linija, pri ¢emu po m — 1 njih
su linije konacne duZine (i svaka od njih ima pocetak u tacki 0), a po jedna
linija je oblika [0, +c0). Dvije linije beskonacne duZine su savrSeno uparene,
pa se mogu ignorisati. Ostale linije bar-kodova BC((A) i BCy(B) se mogu
enumerisati u obliku {[0,14) i€ {1,2,....m-1}}, 0 < If <1} < ... <
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l;ﬁ-pi {[0, llB ie{l,2,....m— 1}}, 0< lf < lf <...< lf;_l,respektivno.
Logican izbor je uparivanje linija [0, [4) i [0, [?) i traZenje maksimalne razlike
izmedu ll.A i llB.

U slucaju dimenzije k > 1, kao mjeru razli¢itosti skupova A i B moguce je
izabrati udaljenost uskog grla dgor (BCy(A), BCr(B)). Medutim, udaljenost
uskog grla uparuje linije koje se "najbolje" preklapaju, bez ulaZzenja u njihov
kontekst. Stoga ¢e biti ispitana mogucénost uparivanja linija na kvalitativno
viSem nivou. Ovo ispitivanje bife sprovedeno primjenom Seme registracije
ciklusa, tehnike opisane u [78]. Iskazano jezikom problema koji se ovdje
rjeSava, Sema registracije ciklusa moze da se opiSe na sljedeéi nacin:

Zajedno sa filtracijama pridruZenim skupovima A 1 B, posmatrade se fil-
tracija pridruZzena skupu A U B. Istrajni modul M (Hom(Caup)) se moze
shvatiti kao "krovni" modul u koji se na prirodan nacin potapaju istrajni moduli
M(Homy(Cy)) i M(Homy(Cpg)). Preciznije, ova potapanja su morfizmi

h* : M(Homy(Ca)) = M(Homi(Caug)),
h® . M(Hom(Cg)) = M(Homy(Caug)),

tako da su, za svaki nivo filtracije r;, preslikavanja hfi i hf; indukovana inkluzi-
jom. Ako je y4 k—ciklus u istrajnom modulu M (Hom(Ca)) i yp k—ciklus u
istrajnom modulu M (Homy(Cpg)), tada se ovi ciklusi nazivaju Cayp—ekvivale-

ntnim ciklusima (u oznaci y, Cags ¥8), ako postoji k—ciklus y4 u istrajnom
modulu im(h?) i k—ciklus ¥ u istrajnom modulu im (h?) za koje vrijede uslovi

* Ciklusi y4 1 y4 nastaju na istom nivou filtracije,
* Ciklusi yp 1 yp nastaju na istom nivou filtracije,
* Ciklusi y4 1 yp nestaju na istom nivou filtracije.

Pojam C4yp—ekvivalentnih ciklusa je narocCito znacajan u slucaju kada su
filtracije kompleksa Cy4, Cp i Caup Morzeove filtracije. U ovom slucaju, prvadva
uslova garantuju da su ciklusi y4, yp strukturalno povezani sa ciklusima y 4, y g,
zbog toga Sto se pojavljuju na istom nivou filtracije. Treéi uslov implicira da se
ciklusi y4 1 yp "ubijaju" na istom nivou filtracije, §to dovodi do zakljuc¢ka da
ovi ciklusi reprezentuju slicna homoloska svojstva. Posljedi¢no, isti zakljuc¢ak
se prenosi i na njihove "parnjake", cikluse y4 i yz. Bitno svojstvo relacije “*
je njena ogranicena funkcionalnost i iskazano je u sljedecoj lemi.

Lema 2.7.9. Neka je y 4 k—ciklus u istrajnom modulu M(Hom(Cy)) i neka su
B, vp k—ciklusi u istrajnom modulu M (Hom (Cg)) tako da vrijediy Cays Bs
iyaA Cavr vp. Ako su filtracije kompleksa Ca, Cg and Caup Morzeove filtracije,

tada je Bp = vB.
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Dokaz. 1z y, Cags B slijedi postojanje k—ciklusa y4 u istrajnom modulu

im(h*) i k—ciklusa Bg u istrajnom modulu im(h®) tako da y4 i ¥4 nastaju
na istom nivou filtracije, Sp 1 B nastaju na istom nivou filtracije, a da y4 i
By nestaju na istom nivou filtracije. Sli¢no, iz y4 % yp slijedi postojanje
k—ciklusa ¥ A U istrajnom modulu im(h?) i k—ciklusa ¥ u istrajnom modulu
im(h®) tako da yy4 i ; A nastaju na istom nivou filtracije, yp i1 yp nastaju na
istom nivou filtracije, a da ;A 1 yp nestaju na istom nivou filtracije. To znaci
da ciklusi y4 i ; A nastaju na istom nivou filtracije, pa, iz pretpostavke da je

filtracija kompleksa C4up Morzeova filtracija, slijedi y 4 =Y 1. Na osnovu toga,
zakljuCuje se da ciklusi Bp i 75 nestaju na istom nivou filtracije, odakle slijedi
,é B = ¥p. Konacno, to znaci da ciklusi S 1 yp nastaju na istom nivou filtracije,
pa, iz pretpostavke da je filtracija kompleksa Cp Morzeova filtracija, slijedi

Bs = 7B. o

Dakle, ako su filtracije kompleksa C4, Cp 1 C4up Morzeove filtracije, tada
se poredenje linija bar-kodova BCy (A) i BCy(B) moZe izvesti na nacin koji bi
favorizovao uparivanje linija koje odgovaraju Cayup—ekvivalentnim ciklusima.
Linije bar-kodova BCy (A) i BCy(B) koje se ne mogu upariti na ovaj nacin biée
uparene "uobicajenim" uparivanjem iz definicije udaljenosti uskog grla. Vise
detalja o ovom "hibridnom" uparivanju bi¢e pruzeno na kraju ove sekcije.

Nazalost, opisana strategija je problemati¢na u slucaju kada bar jedna od
posmatranih filtracija nije Morzeova filtracija. Uzimajuci u obzir diskretnu
prirodu Hamingove 1 LCS udaljenosti, mogucnost nastajanja ili nestajanja dva
ili viSe ciklusa na istom nivou filtracije postaje sve izvjesnija sa poveanjem
broja stringova u posmatranom skupu stringova. U narednom dijelu izloZena
je nova tehnika koja omogucava da se u slu¢aju Hamingove udaljenosti ovaj
problem razrijeSi na zadovoljavajuéi nacin.

Generalizovani string duzine [ > 1 nad alfabetom N, je funkcija s : N; —
n

F,, gdje je F, skup funkcija f : N,, — [0, 1] koje ispunjavaju uslovz f(j) =1
j=1

Skup takvih generalizovanih stringova bice notiran sa S’(n, [), dok ¢e s[i] biti

oznaka slike od i € N; u odnosu na generalizovani string s € S’(n,[). Svaki

generalizovani string s € S’(n, /) moZe da se predstavi matricom [s;;] formata

[xn, gdjeje s;; = s[i](j), pri ¢emu je suma elemenata svakog reda pojedinacno
n

jednaka 1, tj. za svako i € N; vrijedi Z sij=1.
j=1

Generalizovana Hamingova udaljenost dgy izmedu generalizovanih strin-
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gova s,t € §’'(n,[) se definiSe sa

l

don(s,1) = Y (1= ) min{s[]1(), t[1())}]-

i=1 j=1
Lema 2.7.10. Funkcija dgy je metrika na skupu S’ (n, [).
Dokaz. U postupku provjeravanja svojstava metrike bice koriSéen identitet

a+b—|a-b|

min{a, b} = 5

n
Zaproizvoljan string s € §’(n, [)isvakoi € N vrijedi 1—2 s[i](j) =0,pa
j=1
je dGH(s s) = 0. Takode, iz uslova dgg(s,t) =0 slijedi da za svako i € N; vri-

Jedlzmm{s [11(), 111D} = 1. Odaklesedobuaz sl (J);f[ (/)|

tj. s[ ](]) =t[i](j), za svako j € N, Sto znaci da]e s = t. Uslov simetri¢nosti
slijedi iz definicije funkcije dgp, pa ostaje da se dokaze nejednakost trougla.
Neka su s,t,u € §'(n, 1) proizvoljni. Tada vrijedi

=0,

dgu(s,t) +dgu(t,u)

>

(2 - Z min {s[i](/), 2[](j)} + min {z[i] (), u[i] (j)})

i=1 j=1
N (I_Zn:S[i](f)+u[](])—|S[](])—f[](])| |r[]<1)—u[]<j>|)
i=1 j=1 2
l n o .
y (1_2SU](])"‘”[](])—2|S[](J)—M[](J)|):dGH(s’u),
i=1 j=1
pa je ispunjena i nejednakost trougla. O

Udaljenost dgu (s, t) mjeri preklapanje funkcija s[i] i ¢[i], i € N;. String
s =aiaz...a; € S(n,l) se mozZe identifikovati sa generalizovanim stringom s,
pri cemu je s[ ] funkcija definisana sa

o 1, akojej=a;;
S[’](J)::{o inace.

Koristeci ovu konvenciju, jednostavno se provjerava da za proizvoljne stringove
s,t € S(n,l) vrijedidgy (s, t) = dy(s,t), $to znaci da je restrikcija funkcije dg g
na skup S(n,[) "uobicajena" Hamingova udaljenost dy. Najznacajnija razlika
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izmedu ove dvije metrike predstavlja ¢injenicu da udaljenost dgp ne indukuje
diskretnu topologiju na S’(n,[) kao $to to metrika dy Cini na skupu S(n,1).
Cinjenica da se u metri¢kom prostoru (S’(n, [), dgy) svakom generalizovanom
stringu moze "pri¢i" dovoljno blizu je posljedica sljedeée leme.

Lema 2.7.11. U metrickom prostoru (S’(n,l),dcy), za svako x € S'(n,l) i
proizvoljno 'y € S’ (n, 1) vrijedi y € By, (x,dGH(x,y)).

Dokaz. Nekasux,y € §'(n, ) proizvoljni elementiinekajer := dgp(x,y) > 0.

Dovoljno je dokazati da za svako & > 0 vrijedi By, (v, &) N Bagy, (x,7) # 0.

Neka je € > 0 proizvoljno. Ukoliko je r = 0, tada tvrdenje trivijalno vrijedi.

Stoga, neka su x i y razliiti generalizovani stringovi. Tada postoje iy € N;

i jo € N, tako da vrijedi x[ig](jo) # y[io](jo). Bez gubljenja na opstosti,
n

moZe se pretpostaviti da je x[ig] (jo) < y[io] (jo). Kako je Zx[io](j) =1=
=1
i J

Z v[io] (), zakljuCuje se da postoji indeks j; € {1,2,...,n}\ {jo} takav da je

J=1

x[io](j1) > ylio](j1)- Neka je g > 1 proizvoljan prirodan broj za koji vrijedi
g
24

iz € §’(n,[) generalizovani string definisan na sljedeci nacin:

< min{y[io] (o). 1 = y[io] (j1), yliol (o) — x[io]l (o)}

yliol(jo) = 57, zai=io,j = jos
z[i1(7) =1 yliol() + 57, zai=io.j=ji;
yli] (), inace.

Na osnovu ove definicije se dobija

!
dou(y,z) = Z (1 -

i=1

min{y[i](;), z[i] (j)})
=1

J

. . . & . .
= 1= (Vo) () + .+ (¥Tiol Gio) = 55 ) + -+ ¥ L0l ) + ..
' _1_(1-%)=%
+y[io](n)) = 1 (1 2q) = <=
Za kompletiranje dokaza, dovoljno je jo§ dokazati da je dgy(x,2) < dgu(x,y).
Neka je a 2=8y[i0](j0)8—x[i0](jo) >0ib :=8X[io](j1)8— yliol(j1) > 0. Tada
vrijedi |b — —| < b+ —, odakle slijedi |[a — —|+|b — —| < a + b. Na osnovu
24 24 24 24
ovoga, dalje se dobija
xliol (o) +yliol (o) —a  x[iol (1) + yliol (1) — b
2 2

x[io] Gio) + yliol Go) —|a = =|  xliol i) + yLio] (1) = | -
+

2
24 24
2 9 ’

<
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odakle slijedi

x[iol (o) + yliol (1) < min {x[io] (o), ¥liol o) - 2_3}

+min {x[io] (1), ylio] (1) + 5} -

Konatno, vrijedi " min{x[io] (j). ylio] ()} < D min{x[iol (). zlio] ()},
$to implicira = =

n

(1 = > min{x[i] (), 2] (j)})
ie{1,....01\{io} j=1

+ (1 - Z min{x[ip]()), Z[io](j)})
=1

J

dou(x,2) =

<

(1 = > min{x[i]()), y[i] (j)})
ie{1,...1\{io} j=1

v (1 - > minfxlio] (). ylio] (j)}) = dgu(x.y).
=1

J=
O

Svi koncepti koji su uvedeni u slucaju skupa stringova A C S(n,/) (pun
kompleks Cy, filtracija pridruzena skupu A, bar-kod BCj(A), itd.) mogu se
uvesti i u slucaju kona¢nog skupa A’ € §’(n,[). Naravno, razlika je $to se sada
koristi metrika dgy umjesto metrike dy. Treba istaci da pri ovoj generalizaciji
treba biti oprezan u pogledu postojanja nekih objekata ¢ije postojanje nije bilo
upitno u slucaju skupa A C S(n, ).

Neka je C4 pun kompleks konacnog skupa A C S§'(n,l). Za o € Cy,
vrijednost

r(o) =min{r : (3x € §’'(n,1))(Vy € o)dgy(x,y) <r}

se naziva radijusom simpleksa o-. Generalizovani string ¢ takav da dgg(c,y) <
r(o) vrijedi za sve y € o, se naziva centrom simpleksa o .

Lema 2.7.12. Za svako o € Ca, minimum u definiciji r (o) postoji.

Dokaz. Kako je [0, 1] kompaktan skup u uobi¢ajnoj topologiji na R, topoloski
proizvod [0, 1]" je takode kompaktan skup. Najprije ée biti pokazano da je
§'(n,1) = {f € [0,1]" : 37} f(j) = 1} zatvoren potprostor od [0, 1]". Neka

je f € 8’(n, 1) proizvoljno. Tada postojiniz ( f;) u skupu S’ (n, [) koji konvergira
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ka f. S obzirom da se konvergencija u topoloSkom proizvodu karakteriSe preko
koordinatnih nizova, za svako j € N, vrijedi da niz (f,(j)) konvergira ka

f(j). Na osnovu toga, slijedi da niz (Z;le fq(j)) konvergira ka 2_’}:1 (),

a s druge strane, iz f; € S’(n,[) slijedi da je (Z’}zl fq(j)) niz jedinica, $to
implicira da je Z’}zl f(j) =1, odakle slijedi f € S’(n,[). Time je dokazano
da je S’(n, 1) zatvoren potprostor kompaktnog skupa [0, 1]*'", te je ovaj skup
i sam kompaktan. Metrika dgy : S’(n,l) X §’(n,l) — [0, +co) je neprekidna
funkcija po svakoj od promjenljivih, $to znaci da je funkcija ¢, : S’(n,l) —» R
definisana sa ¥, (x) = max{dgg(x,y) : y € o} neprekidna kao maksimum
kona¢no mnogo neprekidnih funkcija. S obzirom da je ova funkcija definisana
na kompaktnom skupu S’ (n, /), ona dostize minimalnu vrijednost i to je upravo
r(o). O

Primjer 2.7.13. Neka je s; = 111112, so = 111113, s3 = 222221 i 54 = 333331.
Za skup o = {s1, s52,53,54} € S(3,6) jedan centar je generalizovani string
b € S’(3,6) dat matricom

1 2 3
12 4 4
R
A
HERN:

YR op
> |13 5 15
6 | 1 0 0 |]

Zaista,zasvakolSks4vrijea’idGH(b,sk):5'%+1:5-%:1—31

Dalje, za proizvoljno ¢ € §’(3,6) i svako 1 < i < 5 vrijedi

4 3
>, (1 = ) min{e[i] (7). seli] (j)}) =2,
j=1

k=2

dok za i = 6 vazi

3
min{c[6](;), sk [6] (j)}) > 1,
=1

J

4
pri cemu se minimum dostiZe samo za c[6] = b[6]. Zbog toga, Z deu(c, sy) =
k=2
11, $to znacidajer(o) > 1—31 Jos centara ovog simpleksa moZe se dobiti premje-
Stanjem teZina izmedu prvih pet pozicija, npr. jedan od centara je generalizovani
string b’ dat matricom
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= GGGG e e
Shaariaaiarita B
Sheisa e arita B

S T s W N =

Pri analizi filtracije pridruZene skupu A C S(n,[), simpleksi punog kom-
pleksa C4 se dijele na pozitivne (one koji oznacavaju radanje nove homoloske
klase) i negativne (one koji oznacavaju umiranje postojee homoloske klase).
Kako 2141 -1 simpleksa treba biti distribuirano u najvise [ + 1 nivoa filtracije, sce-
nario u kojem dva ili viSe pozitivnih (ili negativnih) simpleksa imaju isti radijus
je vrlo vjerovatan. Zbog toga, nema garancije da Ce filtracija pridruZena skupu
A biti Morzeova filtracija. Medutim, kako ¢e ubrzo biti pokazano, moguce
je konstruisati skup A’ generalizovanih stringova tako da filtracija pridruZena
ovom skupu bude Morzeova filtracija. Sto je jo§ vaZnije, ova konstrukcija pro-
uzrukuje striktno kontrolisana "pomjeranja" linija bar-koda BCy (A). Prije same
konstrukcije, potrebni su dodatni pojmovi.

Zatvorena kugla radijusa r > 0 oko generalizovanog stringa x € S'(n,[)
je skup B[x,r] :={y € §8'(n,!) : dguy(x,y) < r}. MB(o) = {Blc,r(0)] :
¢ je centar simpleksa o} je skup minikugli "opisanih" oko simpleksa oo. U
slucaju da centar simpleksa nije jedinstven, skup minikugli sadrzi vise od jedne
minikugle. Pojam minikugle je detaljno ispitan u [100] u kontekstu Euklidskog
prostora R?. Za unutra$njosti granicu zatvorene kugle B = B[x, r] u metri¢kom
prostoru (S’(n, ), dgy) koristie se standardne oznake int(B) i bd(B).

Za konacan skup A C §’(n,l), G C A se naziva skupom generatora za A,
ako postoji B € MB(A) tako da vrijedi G C bdB and A \ G C intB.

Lema 2.7.14. Svaki konacan skup A C S’(n, [) ima minimalan skup generatora.

Dokaz. Neka je A € S’(n,[) proizvoljan konacan skup i G1, G2 skupovi
generatora za A. Tada postoje odgovarajuée minikugle radijusa r := r(A),
sa centrima u ¢y i c2. Ako je G := G1 N G3 i ukoliko se stavi c[i](j) :=
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c1[i](j) + e2[i] (/)
2

,tadaje A C B|c, r]. Zaista, za svako x € A vrijedi

l

don(e) =Y (1 - Zmn{ D *eald ](j),x[i]<j>})

i=

N

DO =

Il
—_

< (1 - (min{e1[71(7), x[71(/)} + min{ea[] (/). x[i ](J)}))
j=1

1

n

1
=22 (1= Y minealil (), 111 ()))
i=1 =1
o
#2221 = Y minea 11,1111
i=1 Jj=1
%(dGH(Cl,x) +dgu(ca,x)) < 1. 2:8)

Primjecuje se da nejednakost data u (2.8) moZe postati jednakost samo
ukoliko x € G. Zbog toga, pretpostavka da su G1 1 Go disjunktni skupovi bi
dovela do zakljucka da postoji r’ < r takvo da dgg(c,x) < r’ vrijedi za svako
x € A, §to je nemoguce, jer je r radijus skupa A. To znaci da je G neprazan
skup koji "generise" novu minikuglu radijusa r opisanu oko A. Dakle, presjek
skupova generatora sadrZi jo§ jedan skup generatora, pa je presjek svih njih
minimalan skup generatora. O

Primjer 2.7.15. Neka su s1 = 1111, so = 2222, t = 1222, u = 1212, ¢1 = 1122,
co = 2211 stringovi iz skupa S(2,4) i neka je c3 € S’(2,4) zadan matricom

N
O NN =
— ONII= N

Svaki od stringova c1, c2, c3 predstavija centar simpleksa o = {s1, s2} i radijus
odgovarajucih minikugli je 2. Medutim, kako t € B[c1,2]| \ Blc2,2], prva
od ovih minikugli je takode opisana oko simpleksa T = o U {t}, dok za drugu
minikuglu to ne vrijedi. Zbog toga, o je istovremeno minimalan skup generatora
za o i 1. Za simpleks 6 := o U {u}, svi vrhovi od 6 pripadaju granici kugle
B|c1, 2], sto znaci da je ovaj simpleks skup generatora za samoga sebe, ali je o
manji skup generatora: si,s2 € bdBlu,?2], dok je u € intB|u, 2].

Na kona¢nim podskupovima skupa S’(n, /) moguce je uvesti binarnu relaciju
~ na sljedeci naCin: A ~ B, ako A i B imaju isti minimalan skup generatora.
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Jednostavno se provjerava da je = relacija ekvivalencije. Ispostavlja se da, za
datu filtraciju, simpleksi koji se ne mogu razdvojiti (bar u smislu metoda opisa-
nog u nastavku) su tacno oni simpleksi koji pripadaju istoj klasi ekvivalencije
relacije ~.

Zase S’'(n,l)ik <l,nekajes | Ny € §’(n, k) oznaka za generalizovani
string koji se sastoji od prvih k elemenata od s. Takode, za dati simpleks o € Ca,
neka je C (o) skup centara minikugli opisanih oko minimalnog skupa generatora
za o ineka je D(o,u) := min{dgy(c,u) : ¢ € C(o)}. Prije formulisanja
tehnike kojom Ce se razdvajati radijusi simpleksa potreban je sljedeci rezultat
koji predstavlja "motor" te tehnike.

Lema 2.7.16. Neka je A C S’'(n,l) konacan skup generalizovanih stringova i
neka su 01,09 € Cy simpleksi takvi da je r(oy) = r(og) = rg i o1 # 09.
Takode, neka je j € N proizvoljno. Tada, postoji skup B C S'(n,l + 1),
generalizovani string 7 € A i bijekcija f : A — B tako da vrijedi r(f[o1]) =

r(o), r(floa]) > r(o2) i
r(t) <r(flr]) <r(7) +% (2.9)

za svako T € Ca. Stavise, vrijedi:

(i) ako l < min ({|[r(r) = r(o)| : o,7 € Ca} \ {0}), tada r(o) < r(z)
implicira r(]f[O']) <r(flr]), za sve o, 7 € Cy;

(ii) ako je o € Ca, G minimalan skup generatora za o, 7 ¢ G i — <

r(o) — D(o,z2), tada je f|G]| minimalan skup generatora za f|o].

Dokaz. Neka su G1 i G2 minimalni skupovi generatora redom za o7 i 03. Uslov
o1 # o9 povlaci da su ovi skupovi razliciti; bez gubljenja na opStosti moZe se
pretpostaviti Go € G1. To znaci da postoji generalizovani string z € G2 \ G1.
Neka je funkcija f definisana na sljedec¢i nacin: za s = ajas...a; € A,
f(s) :=aias...ajas;1, pri Cemu

-zas # zvrijedia; (1) :==1ia;41() :=0,zai > 1,1

1 1
-zas=zvrijedia;1(1) =1-—,a;41(2) = —1ia;1(i) :=0,zai > 2.
J J

Sada, ako je ¢ = b1b> .. . b; centar minikugle B|c, ro] opisane oko o, tada
je ¢’ = b1by...bibi1, gdje je biz1(1) == 11ibj1(i) = 02zai > 1, centar
zatvorene kugle radijusa r( koja sadrzi f[o ], odakle slijedi r( f[o1]) = ro.

Na sli¢an nacin se pokazuje da (2.9) vrijedi za proizvoljno 7 € Cy.
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Za proizvoljna dva generalizovana stringa ¢ € S’(n,[+ 1) iy € o9 vrijedi

I+1 n
dwmﬂm=20—2mmwwwwwwﬂ
=1

i=1 J
I

(1 = 2 min{c[i](/), f(¥)[i] (j)})
i=1 Jj=1

+&—§}mmﬂ+uuxﬂwU+uun)
j=1
:wm@rNhW+b— mmkU+uoxﬂwU+uo»»

Jj=1

Ako se pretpostavi da, za neko cg, dgr(co, f(y)) < rg vrijedi za svako y € o,
tada slijedi da dgg(co | Ny, y) < rg vrijedi za svako y € G, §to bi znacilo da
co | N; mora biti centar minikugle od o». Medutim, za svako takvo cq vrijedi
col[l+1] # z[l+1], odakle slijedi 1—2?:1 min{co[[+1]()), f()[[+1](j)} >0
i posljedi¢no dgg(co, f(z)) > ro. Zbog toga, vrijednost r( f[o2]) mora biti
veca od rq.

Tvrdenje (i) slijedi direktno iz (2.9). Konac¢no, za (ii), uslov l <r(o) -
D(o,z) garantuje da, s obzirom da z pripada unutra$njosti neke minikugle
Blc, r], f(z) pripada unutrasnjosti bar jedne minikugle (i to upravo B[ f (c), r])
opisane oko f[G]. O

Vazno je primijetiti da bijekcija opisana u prethodnoj lemi pomjera udesno
nivoe istrajnog modula M (Hom(C4)) za najvise —. Ova Cinjenica, zajedno sa
Teoremom Stabilnosti, implicira da je udaljenost uskog grla izmedu bar-kodova
1
BCy(A) i BCy(B) manjaili jednaka —.
J

Nakon jedne primjene prethodne leme i dalje je moguce da postoje =-

neekvivalentni simpleksi sa jednakim radijusom u punom kompleksu Cg. U
cilju razdvajanja radijusa ovakvih simpleksa, nastavlja se sa sukcesivnim pri-

mjenjivanjem ove leme, sa prikladnim izborom brojeva —, koji ée osigurati da u

svakom koraku primjene, radijusi simpleksa koji su razdvojeni ranije ne postanu
ponovo jednaki.

Teorema 2.7.17. (Tehnika razdvajanja radijusa simpleksa) Neka je A C
S’(n,l) skup generalizovanih stringova takav da je |A| = m i neka je € > 0
proizvoljno. Tada postoje Sep(A) C S’ (n,l +m’), za neko m’ < m, i bijekcija
g: A — Sep(A) tako da vrijedi
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(i) r(glo]) # r(glr]) za sve simplekse 0,7 € Cy koji ispunjavaju uslov
o #T,
(ii) 0 < r(glo]) —r(o) < e zasve o € Ca.

Dokaz. Prethodna lema se primjenjuje nekoliko puta, tako da se pri svakoj pri-
mjeni razdvajaju radijusi dva simpleksa, a radijusi ostalih mijenjaju za dovoljno
malu veli¢inu. Na pocetku, neka je Ay := A i neka su o, 09 € Cu, simpleksi
takvi da je oy # 09, r(o1) = r(o»). Tada je mogude izabrati z iz minimalnog
skupa generatora npr. za o i neka je j; € N tako da vrijedi

1 . (€ .
< min {2 1), min({Ir() = r(@)] : 0,7 € Cag) \ (0D}
1
gdje je h(z) := min ({r(o) = D(0,z) : 0 € C4} NR*). Dalje se dobija skup
A1 C 8’(n,1 +1) ibijekcija f1 : Ag — A1, tako da je ispunjeno r(fi[o1]) <
r(filoe]) ir(filo]) <r(filr]). kad godjer(o) <r(r),zao,t € Ca,. Ovaj
1

postupak se ponavlja i, birajuci prirodne brojeve j; za koje vrijedi — < o
dobijaju se skupovi As, A3, ..., A, tako dau Sep(A) := A, svi simpleksi
koji nisu ~-ekvivalentni imaju razli¢ite radijuse. Ovo dokazuje (7). Uslov (i)
iz prethodne leme implicira da za o # 7 vrijedi f[o] # f[7].

Na kraju, neka je g := f,y o --- o fa o f1. Jasno da za svako o € Cy4 vrijedi

0<r(gloD) -r(c) < —+—+-++
. roJ2 Jm’ : e
m’ ne moZe biti vece od m, jer svaki vrh z se "pomjera" najvise jednom (nakon

njegovog pomjeranja on ne moze biti element jos jedne razlike G2 \ G1 skupova
generatora simpleksa istog radijusa). O

< g, §to dokazuje (ii). Takode,

Specijalno, uslovom (i7) prethodne teoreme se postize da su "nove" linije
(linije koje se pojavljuju u bar-kodu BCy (Sep(A)), ali i ne u bar-kodu BCy (A))
duZine manje od &, kao i da se duzina svake "stare" linije bar-koda BCy(A)
mijenja za manje od €. Takode, uocava se da samo ~ —ekvivalentni simpleksi
mogu eventualno imati jednake radijuse u punom kompleksu Cgp(4). U na-
rednoj teoremi je pokazano da takve klase ekvivalencije ne uti€u na bar-kod
BCy(Sep(A)).

Teorema 2.7.18. Neka je E klasa ekvivalencije relacije ~ sa bar dva elementa
i neka je ro > 0 radijus svakog simpleksa iz E. Tada pojavijivanje simpleksa
iz klase E ne utice na bar-kod; preciznije, ako neki simpleks iz E dovodi do
nastajanja k—ciklusa, za neku dimenziju k > 1, tada postoji drugi simpleks iz
E koji ce taj ciklus uciniti trivijalnim na istom (rg) nivou filtracije.

Dokaz. Kako se Cs,p(4) dobija kao posljedica primjene Teoreme 2.7.17, jedini
simpleksi sa radijusom rp su oni koji pripadaju klasi E. Neka je G zajednicki
minimalni skup generatora za simplekse iz klase E. Ovo znaci da se E sastoji od
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svih simpleksa o takvihdaje G C ocio\G C intB|c, ro], gdjeje B c, ro] kugla
opisana oko G. Neka je x € intB|[c,rg] \ G proizvoljan generalizovani string
koji pripada nekom od ovih simpleksa. Svi simpleksi iz E se mogu podijeliti u
parove (0,0 U {x}), gdje x ¢ 0. Neka je ((0y,7;) : i < d) jedna enumeracija
svih takvih parova, koja je uredena sa |o;| < |o7|, zai < j. Efekat klase E
bice najprije ispitan hipoteticki za "scenario" kada se simpleksi iz E pojavljuju
jedan po jedan u redoslijedu indeksa 7, tj. kada su radijusi ovih simpleksa oblika
r(oy) =rg+2i6ir(t) =ro+ (2i+1)8, za dovoljno malu vrijednost § > 0. Za
ovu novu filtraciju (koja e biti oznadena sa K) vrijedi K0 = CS(:;)( ) \Ei

F¢(ro+(2d+1)s) Céro)(A)_
ep

Dalje, neka je i fiksirano i m := |o;|. Svi m—elementni podskupovi od
7; = 07 U {x} izuzev o; imaju radijus manji od ro + 2i§. Zaista, svaki takav
podskup ili ne sadrzi G (Sto bi impliciralo da ima radijus manji od ro: ako
je G’ minimalan skup generatora takvog simpleksa o, tada, na osnovu dokaza
Leme 2.7.14, G N G’ takode sadrZi skup generatora, pa je G’ C G), ili je oblika
Tj, za neko j < i. Zbog toga, o; je pozitivan simpleks koji obiljeZava radanje
m—dimenzionalne homoloske klase, a 7; je negativan simpleks koji uniStava istu
tu klasu. Vracajuéi se na situaciju u kojoj se svi simpleksi iz E pojavljuju na
istom nivou filtracije, zakljucuje se da ovi simpleksi nemaju nikakav uticaj na
linije bar-koda. O

Napravljene su sve potrebne pripreme za uvodenje nove mjere sli¢nosti dva
skupa stringova.

Neka su A, B C S(n,l) dva skupa stringova, pri ¢emu je |A| = |B| =
m > 2. Za svaku dimenziju k > 0, bie predloZeno hibridno uparivanje
k-dimenzionalnih linija 1 definisana udaljenost dj; izmedu odgovarajucih bar-
kodova. U ovom hibridnom uparivanju, prioritet ¢e biti dat uparivanju linija
koje odgovaraju ekvivalentnim ciklusima.

Za k = 0, ve¢ je ustanovljeno da oba bar-koda BCy(A) i BCy(B) sadrze m
linija, pri ¢emu su po m — 1 njih kona¢ne duZine (i sve su sa nulom kao donjom
granicom), a tu je i par linija [0,+00). Ako su 0 < l‘l4 < 1‘2“ < -0 < 12—1 i
0 <f <15 <--- <8 | duine linija, tada se uparuju linije [0, [#) i [0, [F) i

definige udaljenost dg(A, B) :=  max |14 - 15].
ie{1,2 -1}

,,,,,,

Za dimenziju k > 1, koristi se tehnika razdvajanja radijusa simpleksa da
bi se dobili m—elementni skupovi generalizovanih stringova Sep(A) i Sep(B).
Ako su oba bar-koda BCy(Sep(A)) i BCy(Sep(B)) prazni, tj. nemaju linija,
stavlja se di (A, B) := 0. U suprotnom, tehnika razdvajanja radijusa simpleksa
se primjenjuje jo$ jednom u cilju dobijanja skupa generalizovanih stringova
Sep(A U B). Pritom treba napomenuti da se separacija radijusa simpleksa iz
Caup moze izvesti uklju¢ivanjem koraka koji su koriS¢eni pri separaciji radi-
jusa simpleksa iz C4 1 Cp, Sto za posljedicu ima Sep(A) C Sep(A U B) i
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Sep(B) C Sep(A U B). Na ovaj nacin, obezbjeduje se uslov da su filtracije
pridruZene skupovima generalizovanih stringova Sep(A), Sep(B) i Sep(AU B)
Morzeove filtracije, Sto znaci da su bar-kodovi pridruZeni odgovarajuéim istraj-
nim modulima skupovi, a ne multiskupovi intervala.

Dalje, traZe se potencijalni Cs,,aup)—€kvivalentni ciklusi i uparuju se li-
nije koje im odgovaraju. Za linije koje se ne mogu upariti na ovaj nacin,
koristi se uparivanje iz definicije udaljenosti uskog grla. Preciznije, ako su
BC, (Sep(A)) S BC(Sep(A)) i BC,(Sep(B)) S BC(Sep(B)) kolekcije
svih linija bar-koda za koje ne postoji Cs,,aup)—€kvivalentan "parnjak", stavlja
se

di(A,B) = ) dgor({l(y1)}, {1(y2)})+dsor (BC}(Sep(A)), BC; (Sep(B))),
Y1i~7Y2
(2.10)

gdje se prva suma uzima po svim parovima Cs,p,aup)—€kvivalentnih k—ciklusa
v1,v2,al(y1) € BCy(Sep(A)),l(y2) € BCy(Sep(B)) sulinije koje odgovaraju
ovim ciklusima. Naravno, u slucaju kada ne postoje Cs.,aup)—€kvivalentni
k—ciklusi, vrijedi di (A, B) = dpor (BCi(Sep(A)), BCy(Sep(B))). Izbor da se
porede linije bar-kodova BCy (Sep(A)) i BCy(Sep(B)) opravdan je ¢injenicom
da, za svako &€ > 0, skupovi Sep(A) i Sep(B) mogu biti izabrani tako da vrijedi

dpor (BCk(A), BCr(B)) < dpor(BCr(A), BCx(Sep(A)))

<

+dpor (BCk(Sep(A)), BCk(Sep(B))) + dpor (BCi(Sep(B), BC(B))

(V)

<3
< dgor (BCk(Sep(A)), BC(Sep(B))) + .
Neka je kp > 0 minimalna dimenzija sa svojstvom BCy(Sep(A)) = 0 =

BCy(Sep(B)), za svako k > k. Nova mjera sli¢nosti izmedu skupova A, B C
S(n, 1) iste kardinalnosti moZe se uvesti na sljede¢i nacin:

ko 2k
dpew (A, B) := Z Skl 1 ~di (A, B).
k=0
k
TeZine Shorl _ 1’ 0 < k < ko, se dodjeljuju u cilju davanja veceg znacaja

razlikama u homoloSkim atributima skupova A i B koje se ispoljavaju u viSim
dimenzijama, Udaljenost d,,.,, ima svojstvo stabilnosti, jer je svaka udaljenost
dy definisana uz pomo¢ udaljenosti uskog grla izmedu odgovarajucih skupova
bar-kodova.
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Glava 3

Vjerovatnosni metodi

U ovoj glavi razmotrene su mjere slicnosti stringova bazirane na nedeterminis-
tickom pristupu, tj. mjere sli¢nosti zasnovane na vjerovatnosnim metodama.
Osnovni pojmovi i rezultati navedeni u ovom dijelu mogu se naéi npr. u [1], [2],
[81, [9], [22], [26], [401, [41], [42], [43], [49], [52], [58], [61], [64], [74], [75],
[811, [83], [89], [90], [96]. Takode, uvedena je nova mjera slicnosti dva skupa
stringova.

3.1 String kao stohasticki proces

Nekaje T C N najvise prebrojiv skup. Diskretni stohasticki proces{X, :n € T}
na najvise prebrojivom skupu S je kolekcija slu¢ajnih promjenljivih (veli¢ina)
sa vrijednostima u skupu S definisanih na prostoru vjerovatnoca (Q, ¥, P), gdje
je P vjerovatnosna mjera uvedena na o —algebri dogadaja ¥ koja se posmatra
u odnosu na prostor ishoda €. Skup T se najéeSce interpretira kao vrijeme, a
njegovi elementi kao momenti u kojima se stohasticki proces posmatra. Obi¢no
seuzimadajeT ={0,1,...,n},zanekon € N, ili T = N. Skup § predstavlja
skup stanja datog stohastickog procesa, dok je vrijednost X,, € S stanje procesa
u momentu n. Konacno-dimenzionalne raspodjele stohastickog procesa {X), :
n € T} odredene su vjerovatnoéama

P{X0=i0,X1 =i1,...,XnZin},io,il,...,in eS,n=0.

Ove vjerovatnoce na jedinstven nacin odreduju vjerovatnoce svih ishoda datog
procesa. Posljedicno, dva stohasticka procesa (definisana na istom ili razli¢itim
prostorima vjerovatnoca) su podjednako distribuirana ukoliko imaju jednake
konac¢no-dimenzionalne raspodjele. Jedan vid klasifikacije stohastickih procesa
podrazumijeva preciziranje zavisnosti koja postoji izmedu slucajnih veli¢ina koje
odreduju kona¢no-dimenzionalne raspodjele. Pored toga, stohasticke procese je
mogucde karakterisati preciziranjem nacina na koji oni evoluiraju u vremenu.
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Stohasticki proces X = {X, : n € T} sa skupom stanja S, koji je najvise
prebrojiv skup, je lanac Markova, ako za sve i, j € S postoje p;; € [0, 1] tako
da za svakon + 1 € T vrijedi

P{X,1 = JjlXo0, X1, ..., Xy} = P{ X1 = j|Xn}, (3.1)
P{X,H_l = ]an = l} = le (32)

Vrijednosti p;; se nazivaju tranzicionim vjerovatno¢ama. U principu, tranzioci-

ona vjerovatnoca p;; predstavlja uslovnu vjerovatnocu prelaska procesa iz stanja

i u stanje j. Za svako i € S ispunjen je uslov Zpij = 1. Matrica P = [p;]
jesS

naziva se tranzicionom matricom ili matricom prelaska u jednom koraku da-

tog lanca Markova. U ovoj tezi ¢e iskljucivo biti razmatrani lanci Markova sa

kona¢nim skupom stanja S.

Uslov (3.1) se naziva svojstvom Markova. Ovo svojstvo znaci da, u bilo
kojem momentu n, za dato trenutno stanje X,,, sljedeée stanje X,,.1 ima uslovnu
nezavisnost od stanja Xo, X1, ..., X,—1. Slikovito receno, svojstvo Markova je
"odsustvo memorije": Sljedece stanje (buducénost) zavisi iskljucivo od trenutnog
stanja (sadaSnjosti), a ne od stanja koja su prethodila trenutnom stanju (proslo-
sti). Svojstvo Markova je u prirodi vedine pojava slucajnog karaktera i lanci
Markova predstavljaju logi¢an izbor modela za ovakav tip pojava.

Uslov (3.2) garantuje da tranzicione vjerovatnoce ne zavise od izbora mo-
mentan. U tom smislu lanac Markova je "vremenski homogen". Iako je moguce
izostaviti ovaj uslov i raditi sa nehomogenim lancima Markova, u ovom radu taj
sluc¢aj nece biti razmatran.

Primjer 3.1.1. Neka je (Y,,n > 1) niz nezavisnih slucajnih velicina sa cjelo-
brojnim vrijednostima i jednakom raspodjelom. Ako se stavi

n
Xy :=0, X, := ZYm,n > 1,
m=1

tada se dobija stohasticki proces {X, : n > 0} koji se naziva slucajnim luta-
njem. Slucajna velicina Y, predstavlja velicinu pomaka u momentu n. Kako
je Xui1 = Xy + Yue1 1 slucajna velicina Y, je nezavisna od slucajnih velicina
X0, X1, ..., Xy, slijedi da za sve cijele brojeve i, j i svako n > 0 vrijedi

P(Xn+1 =j|X0,X1,...,Xn Zi} =P{Xn+Yn+1 =]|Xn Zi}
=P{Y,=j-i}=Ph=j-i}

Zbog toga je slucajno lutanje lanac Markova sa tranzicionim vjerovatnocama
pij = P{Y1 = j —i}. Ako svaka slucajna velicina Y, uzima iskljucivo vrijednosti
—1ili 1, tadaje rijec o prostom slucajnom lutanju. Vjerovatnoce p := P{Y; = 1}
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i q .= P{Y1 = =1} = 1 — p u potpunosti odreduju tranzicione vjerovatnoce, pri
Cemu je
Pii+1 =P, Pii-1=4q, pij=0,j¢{i—1,i+1}.

Primjedba 3.1.2. Svojstvo odsustva memorije je moguce generalizovati u vidu
svojstva "odloZenog" odsustva memorije, u smislu da na buduée stanje pored
sadaSnjosti utice i odreden broj stanja iz bliske proslosti. Preciznije, stohasticki
proces {X,, : n > 0} za koji postoji prirodan broj r > 1 tako da vrijedi

P{Xn+1 = j|X0, Xiseo s Xnrtl S ln—rtls oo s Xp = ln}
= P{Xn+1 = len—r+1 Slprtlse s Xp = ln},

naziva se lancem Markova reda r. Specijalno, za r = 1 dobija se prethodno
uveden lanac Markova.

Neka je {X,, : n € T} stohasticki proces. Ako je {0,1,...,n} C T i za
ishod w € Q vrijedi Xo(w) = ip, X1(w) = i1,...,Xy(w) = i,, tada se vektor
(io, 11, . . .,1Iy) naziva trajektorijom procesa {X,, : n € T}. Osnovni problem pri
radu sa stohasti¢kim procesom je odredivanje njegovih kona¢no-dimenzionalnih
raspodjela, tj. nalaZenje vjerovatnoce da slucajni vektor (Xg, X1, . . ., X;,) popri-
mi konkretno datu trajektoriju. Ispostavlja se da su kona¢no-dimenzionalne
raspodjele lanca Markova u potpunosti odredene tranzicionim vjerovatno¢ama
i raspodjelom vjerovatnoéa pocetnog stanja Xy.

Lema 3.1.3. [81] Neka je {X,, : n > 0} lanac Markova sa skupom stanja S,

tranzicionim vjerovatnoc¢ama pj;j i neka je a; = P{Xo = i}. Tada, za svako
n>0isveig,it,...,i, vrijedi
P{X() = io,X1 = i1, .. .,Xn = in} = CU,'O ‘Pioi1 et Pigqin-

Dokaz. Dokaz ¢e biti sproveden indukcijom pon > 0. Zan = 0, tvrdenje slijedi
na osnovu definicije vrijednosti @;,. Neka je tvrdenje tano za nekon > 01
nekaje An = {X() = i(),X1 = i1, . ,Xn = in}. Tadaje

P{XO = i(), X1=i1,....X,=1p, Xp41 = in+1} = P(An) : P(Xn+1 = in+1|An)

Ay
=y Pigiy * - - " Pipvip - P(Xna1 = 01| X = i),

Pinipyy

pri cemu posljednja jednakost slijedi iz svojstva Markova. Dakle, tvrdenje je
ispunjeno i za n + 1, $to znaci da ono vrijedi za svako n > 0. O

Neka su ig, i, € S stanja lanca Markova {X,, : n > 0}. Uslovna vjerovatnoéa
P{X, = i,|Xo = i} se izrazava kao vjerovatnoca realizacije trajektorije oblika
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(0501, - - -5 In-1,1n), gdjeje (i1, 02, ..., iy-1) € $"1 %to se, na osnovu prethodne
leme, izraZava kao suma Dioiy * Piyig * - - - * Piy,_1i,- J€dnostavno
(i1,i2,..in—1)€S"1

se uocava da posljednja suma predstavlja element matrice P", koja predstavlja
n—ti stepen matrice tranzicionih vjerovatnoc¢a P. To znaci da za stanja i, j € S,
vjerovatnoca da se nakon realizovanja stanja i u momentu ¢ ostvarilo stanje j
u momentu ¢ + n predstavlja element matrice P" u i—tom redu i j—toj koloni;
nadalje ¢e ova vjerovatnoca biti notirana sa P?j Takode, ako je a; := P{Xo =i}
i @ = (a;) red-vektor, tada vrijedi P{X, = j} = (aP");, pri Cemu desna
strana predstavlja j—ti element red-vektora aP". Zbog toga, vjerovatnoca da
lanac Markova u odredenom momentu poprimi konkretno stanje zavisi isklju-
¢ivo od distribucije vjerovatno¢a u pocetnom momentu i matrice tranzicionih
vjerovatnoca.

Neka je M = {X, : n > 0} lanac Markova ¢iji je skup stanja S i P
matrica njegovih tranzicionih vjerovatnoéa. Lanac M se naziva ireducibilnim,
ako za svaka dva stanja i, j € S postoji prirodan broj n = n(i, j) takav da je
PZ. > 0. Ovo znaci da je u ireducibilnim lancima od bilo kojeg stanja moguce
do¢i do bilo kojeg stanja koristeci iskljucivo prelaze sa pozitivnim tranzitnim
vjerovatnocama. Za stanje i € S, neka je 7 (i) := {t > 1 : P}, > 0} skup
vremenskih pomaka za koje je mogude da se iz stanja i lanac ponovo vrati u
to stanje. Vrijednost Per(i) := NZD(7 (i)), gdje je NZD oznaka za najveéi
zajednicki djelilac, naziva se periodom stanja i.

Lema 3.1.4. [59] Ako je M ireducibilan lanac, tada za proizvoljna stanja
i, ] € Svrijedi Per(i) = Per(}j).

Dokaz. Neka su i, j € S proizvoljna stanja. Zbog ireducibilnosti lanca, postoje
prirodni brojevi k, [ takvi da je Pl’.‘j > 01 P;l. > 0. Za k + 1 vrijedi PH >
Pl’.‘j . P;l. > 0, §to implicira k + [ € 7 (i), te Per(i)|(k + ). Neka je m € 7(j)
proizvoljno. Tada je Pi*"* > PF - P" - Pl > 0, pajek+1+m € 7(i) i
Per(i)|(k + [ + m). Posljedi¢no, dobija se Per(i)|m. Dakle, Per(i) dijeli svaki
element skupa 7 (), odakle slijedi Per(i) < Per(j). Zamjenom uloga i i j
dobija se suprotna nejednakost. Dakle, vrijedi Per(i) = Per(j). O

Za ireducibilan lanac, period tog lanca definiSe se kao zajednicki period
svih njegovih stanja. Generalno, lanac se naziva aperiodicnim, ako sva njegova
stanjaimaju period 1. Ako lanac nije aperiodi¢an, tada se on naziva periodicnim.
Ispostavlja se da za ireducibilan lanac koji je i aperiodic¢an postoji prirodan broj
ko > 1 takav da su, za svako k > kg, svi elementi k—tog stepena matrice
prelaska ovog lanca pozitivne vrijednosti. Da bi se dokazala ova {injenica,
potreban je pomo¢ni rezultat iz teorije brojeva, iskazan u sljedecoj lemi.

Lema 3.1.5. [59] Neka je L C N neprazan skup, pri cemu je NZD(L) = gy.
Tada postoji prirodan broj my, takav da se, za svaki prirodan broj m > myp,
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prirodan broj m - g1 moZe predstaviti kao linearna kombinacija elemenata iz
skupa L, sa koeficijentima iz skupa N.

Dokaz. Najprije treba primijetiti da postoji neprazan, konacan skup K C L
takav da je NZD(L) = NZD(K). Zaista, ako je ng := min L, tada nerastu¢i niz
(NZD(L N N,),n > ng) moZe da ima konacno mnogo ¢lanova koji su manji
od svojih prethodnika; skup K sastavljen od tih ¢lanova ima trazeno svojstvo.
Zbog toga, tvrdenje je dovoljno dokazati za slucaj kona¢nih podskupova K C L.
Taj dokaz Ce biti izveden indukcijom po broju elemenata skupa K. U nastavku
dokaza, podrazumijeva se da je gy := NZD(M), gdje je M C N konacan skup.

Za |K| =1je K = {gk}, pa u ovom slucaju tvrdenje trivijalno vrijedi. Za
K = {a, b} i dati prirodan broj m > 0 moguce je izabrati cijele brojeve c,,, dp,
tako da vrijedi m - gx = cua + d,,b. Pritom, prethodni prikaz nije jedinstven,
jer vrijedi m - gx = (¢, + kb)a + (d,, — ka)b, za proizvoljno k € Z. To se

moze iskoristiti da se u prikazu m - gg¢ = cp,a + d,, b broj ¢, uzme tako da ima
b-1)-b
svojstvo 0 < ¢, < b. Stavljanjem mg := u + 1, dobija se da za
8k
svakom > mg vrijedi cya+d,b =m-gx > mg-gg > a(b-1)—b > cya—b,
odakle slijedi d,, > 0. Time je tvrdenje dokazano za dvoclani skup K.

Neka tvrdenje vrijedi za neprazan, konacan skup F i neka je K := F U {a},
gdje jea > 1 proizvoljan prirodan broj koji ne pripada skupu F. Jasno da vrijedi
gx = NZD(a, gr). Kako tvrdenje vrijedi za skupove F i {a, gr} (za F vrijedi
zbog indukcione pretpostavke, a za skup {a, gr} na osnovu baze indukcije),
moguce je izabrati prirodne brojeve mp i my, 4.} sa odgovaraju¢im svojstvom.

L ; dovoljno je dokazati da, u smislu posmatranog

Nekajemg := myq g,y +

svojstva, ovaj prirodan broj odgovara skupu K.

Neka je m > mg proizvoljan prirodan broj. Tada je m - gx > mg - gx =
m-gxg —mMp-§rF

8k
moguc prikazl- g4 ¢,y = C/ra+d;-gr, za
8K ~———
=8K

neke prirodne brojeve c¢; 1 d;. Na osnovu toga, dalje se dobijam - gx —mp-gr =

cira+d;-gr,tj.m-gg=cy-a+ (dj+mp)dr. Kako je g :==d; + mp > mp,
moguc je prikaz g - g = Z cq(f) - f, zaneke prirodne brojeve c,(f), f € F.
feF

Miqgr} - 8K +MF - gF, odakle slijedi

m-gg —mMr - 8F

> Myq ). TO znacida je

zaprirodan broj [ :=

Konacno, traZeni prikaz je oblika m - gx = ¢; - a + Z cq(f) - f, pa tvrdenje
feF
vrijedi i za skup K. O

Lema 3.1.6. [59] Ako je M ireducibilan i aperiodican lanac, tada postoji
prirodan broj ko > 1 takav da je Pl’?j > 0zasvei,j € Sisvako k > ko.
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Dokaz. Direktna posljedica prethodne leme je da svaki podskup skupa pri-
rodnih brojeva koji je zatvoren u odnosu na sabiranje i ima najveci zajednicki
djelilac jednak 1 ima svojstvo da sadrZi sve, sem kona¢no mnogo prvih pri-
rodnih brojeva. Neka je i € S proizvoljno. Kako je lanac aperiodican, vrijedi
Per(i) = NZD(7 (i)) = 1. Skup 7 (i) je zatvoren u odnosu na sabiranje, jer
za proizvoljne k,l € 7 (i) vrijedi Pl’.‘i’“l > Pl’.‘l. . Pfl. > 0. Zbog toga, postoji
prirodan broj k(i) takav da za svako k > k(i) vrijedi k € 7 (i). Koristeéi iredu-
cibilnost lanca M, moze se zakljuciti da za proizvoljno j € S postoji prirodan
broj k(i, j) > 1 takav da je Pfj(”" ) > 0. To zna¢i da za svaki prirodan broj
k > k(@) +k(i, j) vrijedi

L e

Na osnovu toga, ako je ko(i) = k(i) + max k(i, j), tada za svako k > kq(i)
Je
i svako j € S vrijedi Pl’.‘j > (0. Kona¢no, za kg := max ko(i) i svako k > ko
[4S]

vrijedi Pl’?j > 0, za proizvoljne i, j € S. O

Neka je M = {X,, : n > 0} lanac Markova ¢iji je skup stanja S i P matrica
njegovih tranzicionih vjerovatnoéa. Raspodjela vjerovatnoca 7 na skupu stanja
S naziva se stacionarnom raspodjelom lanca M, ako vrijedi 7 = 7 - P, tj. ako
za svako j € § vrijedi r; = Z m; - P;j. VjerovatnoCe stacionarne raspodjele

i€S

nazivaju se finalnim vjerovatnocama. Naziv proistice iz toga Sto, posmatrano na
duze staze, a bez obzira na zadatu pocetnu raspodjelu vjerovatnoca, proporcija
vremena koju lanac Markova provede u stanju j € S pribliZzno je jednaka vrijed-
nosti (j), za svako stanje j € S. To znaci da niz raspodjela vjerovatnoca koji
se dobije kada se polazna raspodjela (sastavljena od pozitivnih vjerovatnoca)
"ubaci" u lanac Markova ima grani¢nu raspodjelu koja je jednaka stacionarnoj
raspodjeli. Naravno, sve ovo vrijedi u slucaju da za posmatrani lanac Markova
postoji jedinstvena stacionarna raspodjela. Ispostavlja se da ireducibilnost i ape-
riodi¢nost lanca Makova garantuju postojanje njegove stacionarne raspodjele.
U dokazu te ¢injenice bice koriSéen sljedeéi pomoc¢ni rezultat.

Lema 3.1.7. [71] Neka je M lanac Markova sa konacnim, nepraznim skupom
stanja S i matricom tranzicionih vjerovatnoca P Cije su sve vrijednosti pozi-
tivne. Ako su za kolonu j € S, sa m,(j) i M,(j) redom oznaceni minimalni i
maksimalni element u j—toj koloni matrice P", tada, za svako j € S, vrijedi
(i) Niz (my(j),n > 1) je neopadajucii niz (M, (j),n > 1) je nerastuci niz,
(i) lim m,(j) = lim M,(j).
n—+0o n—+00

Dokaz. Neka je j € S proizvoljno.
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(i) Za svaki prirodan broj n vrijedi
Mmus1(J) = miin Pl’.‘;l = miinz Py - Py > miin Z Pix - myu ()
3 k

= m,(j) - min ; Pix = ma()),

—_—
=1

Sto znaci da je (m,(j),n > 1) neopadajudi niz. Na sli¢an nacin se dokazuje da

je (M, (j),n > 1) nerastudi niz.

(if) Naosnovu dijela (i), nizovi (m,(j),n > 1)i(M,(j),n > 1) sumonotoni
nizovi, a, kako su ujedno i ograniceni nizovi (jer su njihovi ¢lanovi vjerovatnoce),
ovi nizovi su konvergentni. Ostaje joS da se dokaze da imaju istu grani¢nu
vrijednost. Neka je n proizvoljan prirodan broj i /o red matrice P" tako da je
M,(j) = PZ)./' Tada, za proizvoljno k € S, vrijedi

P"+1 ZPkl P} =Py - M(J)+ZP/<1

I#ly
> Priy - Mu(j) + (1 = Pisy) - mn(j) = mu(j) + Pray (M (j) — m(j))
2 mn(]) + Pmin (Mn(]) - mn(])) ’

gdje je Pmin > 0 minimum svih elemenata matrice tranzicionih vjerovatnoca P.
Prethodna nejednakost vrijedi za svako k, odakle slijedi

Mps1(J) 2 mp(j) + Prmin (M (j) = mu(j))
tj.
M1 (J) = mn(j)
Pmin .
Ako se u posljednjoj nejednakosti pusti da n tezi u beskonacno, njena desna
strana teZi ka nuli, $to znaci da je nl—i>IPoo (M, (j) —m,(j)) =0,t. nl_l)r_'r_loo my(j) =

0 < Myu(j) —mn(j) <

lim M, (j). Vaino je napomenuti da uslov pozitivnosti elemenata matrice P
n—+oo

garantuje da je zajednicka grani¢na vrijednost pozitivan broj. O
Konacno, prethodni pomo¢éni rezultati omogucéavaju da se dokaze sljedeca
teorema.

Teorema 3.1.8. [59] (Fundamentalna teorema za lance Markova) Svaki iredu-
cibilan i aperiodican lanac Markova Ciji je skup stanja konacan ima jedinstvenu
stacionarnu raspodjelu.

Dokaz. Neka je M ireducibilan i aperiodi¢an lanac Markova sa kona¢nim,
nepraznim skupom stanja S = {1,2, ..., S|} i matricom tranzicionih vjerovat-
noca P. Lema 3.1.6 garantuje postojanje prirodnog broja ng za svojstvom da je,
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za svako n > ng, matrica P" sastavljena od pozitivnih vrijednosti. Zbog toga

se Lema 3.1.7 moZe primijeniti na nizove (m,(j),n > ng) i (M,(j),n > ng).

Za j € S, neka je n; = lim m,(j) = lim M,(j) > 0. Cilj je doka-
n—+oo n—+00

zati da je m := (m,72,..., 7)) stacionarna raspodjela za lanac Markova
M. Za pocetak, treba pokazati da je u pitanju distribucija vjerovatnoca na
skupu stanja S. Zaista, najprije treba primijetiti da za sve i,j € S 1 svako
n > ng vrijedi m,(j) < Pl’.‘j < M,(j), Sto implicira da za sve i,j € S vri-

jedi mr; = lim P?j. Na osnovu toga, fiksirajuci proizvoljno i € S, dobija se
n—+oo k
Yomi=) lim Pj= lim > Pl=1
: n—+co Y pogoeo J
Jjes Jjes Jjes

Dalje, treba provjeriti da je distribucija vjerovatnoca rr stacionarna raspodjela
lanca M. Fiksirajudi proizvoljno / € S, za svako j € S vrijedi

n—+oo n—+00 4 —d \n—+0c0
i i

: n+l : n : n
7= lim Pi= lim 3 Ph-Py = (lm Ph)-Py= m- Py
i

Sto znaci da je m stacionarna raspodjela za lanac M.

Za dokaz jedinstvenosti date stacionarne raspodjele najprije ¢e biti doka-
zano da "ubacivanje" proizvoljne pocetne distribucije u lanac Markova generise
niz distribucija vjerovatnoca koji konvergira ka stacionarnoj raspodjeli. Neka
je 7 = (11, 72,..., 7)) proizvoljna distribucija vjerovatnoca pocetnog stanja
lanca Markova M, pri ¢emu je 7; > 0, za svako j € §. Ubacivanje ove
raspodjele u lanac Markova M se formalizuje uvodenjem niza raspodjela vje-

rovatnoca (T(”)), koji je rekurzivno definisan sa 7O = 7 7+ .= () P,

sa napomenom da je posljednji produkt ustvari rezultat matricnog mnozZenja

) )

2Ty oo es g ] sa matricom P tranzicionih vjerovatnoca. Za

red-vektora [T
svako j € S vrijedi

. 1 . . -1
lim TI(.n+ )= lim Z Tl.(n) - Pjj = lim (Z T]En ) -Pk,-) P;;
n—+oo n—+oo n—+oo
ieS ieS \keS
. -1 .
= lim ZT,E" )'Zpki‘Pij:...: lim ZTI(O)'PE
n—+oo n—+oo
keS ieS leS
| S
_Pp2
=P?,
o . ] n - .. e .
S = Y=
leS —_——— leS

=1

Sto znadi daje lim v = 7.
n—+0o
Na kraju, slijedi dokaz jedinstvenosti stacionarne raspodjele lanca Markova.

Neka je, pored razmatrane stacionarne raspodjele r, data joS jedna stacionarna

92



3.1 String kao stohasticki proces

raspodjela 7’ lanca Markova M, skoncentrisana na skupu stanja S. Ako se uzme
da je n” distribucija vjerovatnoéa pocetnog stanja lanca Markova M i (ﬂ’(”))
niz raspodjela vjerovatnoca definisan kao u prethodnom, tada se dobija

7= lim 7™ = lim #Z/®Y.P=... = lim - P".

n—+oo n—+oo n—+oo

S obzirom da je i 7’ stacionarna raspodjela, za svaki prirodan broj n > 1 vrijedi

7 Pl=n PPz =x.-P=n,
——

=’

Sto znacidaje m = n’. O

Neka je M = {X, : n > 0} lanac Markova &iji je skup stanja S i P matrica
tranzicionih vjerovatnoca koja odreduje sve njegove konac¢no-dimenzionalne
raspodjele. Na taj nacin, odredena je vjerovatnosna mjera P na prostoru
vjerovatnoca 1—[ Sw, gdje je Sy, := S, za svako m. Ako je t = (iy,n > 0)

m>0
trajektorija datog lanca Markova, tada je za prirodan broj n moguce definisati

vrijednost

log, (PM{XO —io X1 =1, ... X, = in})

M, (PM, 1) = .
n ) n+1

Sljedeca teorema je u literaturi poznata kao Petrijeva grani¢na teorema. Njen
dokaz je ovdje izostavljen, jer izlazi van opsega ove teze, a moZe se naci npr. u
[73].

Teorema 3.1.9. M (PM) .= lir_{l M, (PM, 1) postoji skoro sigurno u smislu
n—+00

vjerovatnosne mjere PM.

Formiranje stringa X duZine/ > 1 nad alfabetomN,, = {1, 2, ...,n} se moZe
shvatiti kao diskretni slucajni proces (X;,i € {1,...,[}), gdje je X; slucajna
veli¢ina koja predstavlja slucajan izbor simbola iz N, koji ¢e biti na i—toj
poziciji posmatranog stringa. U tom kontekstu, elementi alfabeta IN,, su stanja
ovog procesa, a svaki konkretan string predstavlja jednu njegovu trajektoriju.
Pritom se, zbog sekvencijalne prirode stringa, moze pretpostaviti da, za svako
i > 2, slu¢ajna veli¢ina X; u nekom smislu zavisi od slu¢ajnih veli¢ina X;, j €
{1,...,i—-1}.

Ako je x = x1x2...x; konkretan string, vjerovatnoéa da string X poprimi
vrijednost x se oznaCava sa P(X = x) ili krade sa P(x). Na sli¢an nacin, uslovna
vjerovatnoca da X; poprimi vrijednost x;, ukoliko, za svako j < i, X; poprimi
vrijednost x;, se oznacava sa P (X; = x;|X1 = x1, Xo =x9,..., X;-1 = x;-1) ili
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krace sa P(x;|x1x2 . ..x;—1). Vjerovatnoéa P(x1xs2 . ..x;) se preko pravila mno-
Zenja vjerovatno¢a moze izraziti na sljedeci nacin:

P(xl)CQ .. .xl) = P(xl) -P ()CQ|)C1) -P ()C3|)C1)C2) ..o P (xl|x1x2 .. .xl_l) . (33)

Kao $to se moZe primijetiti iz prethodne formule, klju¢no je na neki nacin
izraziti uslovne vjerovatnocée sa desne strane. Za diskretni slu¢ajni proces koji
opisuje formiranje stringa je prirodno pretpostaviti da predstavlja lanac Markova
odredenog reda, Sto donekle pojednostavljuje dobijanje uslovnih vjerovatnoca u
formuli (3.3). Npr., ako se pretpostavi da je string X lanac Markovareda r = 1,
tada se prethodna formula svodi na formulu P(x1xs ...x;) = P(x1) - P (x2]x1) -
P (x3]x2) - ... P(x|x;-1), pa se uslovne vjerovatnoée svode na tranzicione
vjerovatnoce, tj. vjerovatnoce iz matrice prelaska u jednom koraku.

Nacin modelovanja pomenutih uslovnih vjerovatnoc¢a bice izloZen u kasnijim
sekcijama ove glave. U narednoj sekciji je opisano kako se moze doci do
vjerovatnosne mjere slicnosti dva skupa stringova. Ovaj pristup podrazumijeva
da je na neki nacin odredena vjerovatnoca iz formule (3.3).

3.2 Relativna entropija i vjerovatnosne mjere sli-
¢nosti familija stringova

Neka je X diskretna slucajna velicina ¢iji je skup vrijednosti najvise prebrojiv
skup Sx i neka je px(x) := P{X = x},x € Sy, raspodjela vjerovatnoéa ove
slucajne velicine. Entropija slucajne veli¢ine X predstavlja mjeru neizvjesnosti
ove slucajne veli¢ine i uvodi se na sljedeci nacin:

H(X) :=- Z px(x) -logy px(x).

xeSx

Prethodna definicija je korektna i za vrijednosti X ¢ije su vjerovatnoce jednake
nuli. Zaista, i ove vrijednosti mogu biti sabirci prethodne sume ako se dodefinise

0 - logy 0 := 0, §to je opravdano ¢injenicom 1i1(r)1 x -loggx = 0. S obzirom na
x—U+
prisustvo logaritma sa bazom 2, entropija se izraZava u bitima. Takode, uocava

se da za svaku sluc¢ajnu veli¢inu X vrijedi H(X) > 0.
Ako je X diskretna sluc¢ajna veli¢ina 1 g funkcija, tada se matematicko
ocekivanje slucajne veli¢ine g(X) dobija po formuli E (g(X)) = Z g(x) -
xXeSx
px(x). U tom smislu, entropija moZe da se shvati kao matematicko ocekivanje

slucajne veli¢ine log, , gdje se X ravna po datoj raspodjeli vjerovatnoca

p(X)
px(x),x € Sx. Na osnovu toga, slijedi da entropija ne zavisi od vrijednosti
slucajne veli¢ine X, ve¢ iskljucivo od raspodjele njihovih vjerovatnoca. Zbog

toga, vrijednost H(X) moZe da se notiraisa H(py).
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I-p
H(X) =-plogy p — (1 - p)logy(1-p).

Specijalno, ako je X indikator pojavljivanja pisma kod homogenog novcica,

Primjer 3.2.1. Ako je X : ( 11? ), tada je

1
tada je p = 7 paje H(X) =1.

S druge strane, ako je X : (611 117 f 611), tada je
2 4 8 8
1 1 1 1 1 1 1 1 7
H(X) =-=logy = — —logy — — =logy = — = logy, = = —.
(X) 208;22 40g24 8Og28 8Og28 1

Prethodna vrijednost moZe da se interpretira kao ocekivan broj binarnih (da-
ne) pitanja koje je potrebno postaviti kako bi se ustanovila vrijednost slucajne
velicine X.

Zajednicka entropija H(X,Y) para diskretnih slucajnih veli¢ina X i Y sa
datom zajednickom raspodjelom px y) definiSe se sa

H(X,Y) :=- Z Z Px.y)(x,y) -logs pix vy (x,y).

xeSx yESY

Uslovna entropija H (Y |X) para diskretnih slu¢ajnih veli¢ina X i Y sa datom
zajedniCkom raspodjelom px y) definiSe se sa

HYIX) == > > pxn(.y) - logy prix(x, ),

xXeSx yESY
Pxy) (x,y)

. Veza izmedu
px(x)

gdje je py|x uslovnaraspodjela data sa py|x(x,y) :=
ove dvije entropije opisana je u narednoj lemi.
Lema 3.2.2. [26] Za diskretne slucajne velicine X i Y vrijedi
H(X,Y)=H(X)+HY|X).
Dokaz. Koristeci pravilo mnoZenja vjerovatnoca dobija se
H(X.Y) = - Z Z Pxy)(x,y) - logy px.y) (%, y)

xeSx yeSy

== Z Z Py (x,y) -logy (px (%) - pyix(x,y))

XeSy yESY

=- Z Z pxy)(x,y) - logy px(x)

xeSx yeSy

= >0 > P (x.y) - logy pyx(x,y) = H(X) + H(Y|X),

xeSx yESY

Sto je i trebalo dokazati. O
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Primjedba 3.2.3. Prethodna lema se moZe induktivno uopstiti za diskretne
slucajne velicine X1, . .., X,, n = 2. U tom slucaju, odgovarajuca jednakost je

n
oblika H(X1,...,X,) = > H(XilXi1,..., X1).
i=1

Primjer 3.2.4. Neka slucajne velicine X i Y imaju zajednicku raspodjelu vjero-

vatnoca
X

Y 112134

1 T L[ LI

16 | 3 3

BEEIEIEIE:

P I I Il I

16 | 16 | 16 | 16

4 110]0]0

. : : 1 2 3 4 . .

Marginalna raspodjelaza X je X : | 1 1 1 1 | dokjemarginalna raspo-

2 4 8 8
djela za Y uniformna raspodjela na skupu {1,2, 3,4}. Na osnovu toga, dobija

7 11 13
se H(X) = 1 i HY) = 2. Takode, vrijedi H(X|Y) = 3 HY|X) = 5

27
i HX,Y) = 5 Primjecuje se da su uslovne entropije H(X|Y) i H(Y|X)
razlicite.
Relativna entropija je mjera razli¢itosti dvije raspodjele vjerovatnoca. Pre-

ciznije, ako su p i g dvije raspodjele vjerovatnoca sa istim nosacem, tada se
Kulbak-Lajblerova mjera divergencije ili relativna entropija definiSe sa

p(x)
q(x)’

Dki(pllg) = ) p(x) - log

0
U prethodnoj definiciji, koristi se konvencija 0 - log, 0 := 0, a takode se, na

0
osnovu neprekidnosti, koristi 0-logy, — := 01 p-logs % := +00. Stoga, ako postoji
vrijednost x za koju je p(x) > 01 ¢g(x) =0, tada je Dgz(pl|lq) = +o0. Situacija
darelativna entropija poprima vrijednost +co moZe se izbje¢i nametanjem uslova

apsolutne neprekidnosti vierovatnosne mjere p u odnosu na vjerovatnosnu mjeru
g, Sto efektivno znaci da za svako x za koje vrijedi ¢(x) = 0 slijedi da je takode

p(x) =0.

Primjer 3.2.5. Neka su p i q dvije raspodjele vjerovatnoc¢a na {0, 1}, pri cemu
jep(0)y=1-r, p(1)=r, q(0)=1-s, g(1) =s. Tada je

r r
Dkr(pllg) = (1 =) logy | +rlogy 7

s s
Dk1(qllp) = (1 = s)logs 1 + s logy e
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Specijalno, za r = s dobija se Dk (pllq) = 0 = Dkr(qllp), dok se zar =

1 1
35=7 dobija Dkr(pllg) = 0,2075i Dk (qllp) = 0,1887. Dakle, relativna

entropija nije simetricna funkcija.

Intuitivno, relativna entropija Dk (p||lg) predstavlja ocekivanu vrijednost
logaritamske razlike vjerovatnosnih mjera p i g, pri ¢emu se ocekivanje uzimau
odnosu na vjerovatnocu p. U narednom je pokazano da relativna entropija po-
sjeduje neka svojstva udaljenosti, mada nije "prava" metrika, jer ne zadovoljava
uslov simetri¢nosti, a ne vrijedi i nejednakost trougla.

Realna funkcija f je konveksna na intervalu (a, b), ako za sve x, y € (a, b)
i proizvoljno A € [0, 1] vrijedi nejednakost

fx+ (A -y) <Af()+ A -0 f ().

Ukoliko je jo$ dodatno ispunjeno da prethodna nejednakost postaje jednakost
isklju¢ivo za 4 = 0 ili 4 = 1, tada se funkcija f naziva striktno konveksnom.
Realna funkcija f je konkavna, ako je — f konveksna funkcija.

Lema 3.2.6. [26] (Jensenova nejednakost za matematicko ocekivanje) Ako je
f konveksna funkcija i X diskretna slucajna velicina, tada vrijedi

E(f(X)) 2 f(E(X)).

Stavise, ako je f striktno konveksna funkcija, tada E(f(X)) = f(E(X)) impli-
cira da je X = E(X) sa vjerovatnocom 1, tj. da je X skoro sigurno konstantna
slucajna velicina.

Dokaz. Dokaz e biti izveden indukcijom po broju vrijednosti od X u kojima
je raspodjela vjerovatnoca skoncentrisana, tj. broju vrijednosti od X sa pozitiv-
nom vjerovatno¢om. Ako postoji samo jedna ovakva vrijednost, tada je X skoro
sigurno konstantna slucajna veli¢ina i trivijalno vrijedi E(f(X)) = f(E(X)).
Takode, nejednakost vrijedi i u slucaju dvije ovakve vrijednosti. Zaista, za X :

L ) gdje je p € (0.1). dobijase E(f (X)) = (1=p)f(x1) +pf (x2) i
f(E(X)) = f((1-p)x1+pxs), patrazena nejednakost slijedi iz pretpostavljene
konveksnosti funkcije f. Neka posmatrana nejednakost vrijedi za svaku slucajnu
veli¢inu koja ima k — 1 vrijednosti sa pozitivhim vjerovatnoama i neka je X
slucajna veli¢ina koja ima k vrijednosti x1, x2, . . ., Xx sa pozitivnim vjerovatno-

k k
cama p1, pa, ..., pi. Tadaje E(f(X)) = Y pif (%) = prf (x) + ) pif (x).
i=1 =2

Za slucajnu veli¢inu Y koja uzima vrijednosti xo,...,x; sa vjerovatno¢ama

sy . ’ Di
L ...,p., pri demu je p’ =
25 Py P Je p; T

, vrijedi indukciona pretpostavka, odakle
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slijedi
k k
E(f(X) = ) | pif (x) = prf) + D pif (x:)
i=1 i=2

k k
= pif )+ (1= p1) ) pif () = prf )+ (L= p)f (Z p;xi)
i=2 =2

k k
> flpixi+(1-p1) Zpr,-) =f (Z pixi) = f(E(X)).
i1

i=2

Ukoliko je f striktno konveksna funkcija, tada se iz prethodnog razmatranja
uocava da uslov E(f (X)) = f(E(X)) nuzno implicira da X ne moZe uzimati
viSe od jedne vrijednosti sa pozitivhom vjerovatnocom, $to znaci da je X skoro
sigurno konstantna slu¢ajna veli¢ina. O

Lema 3.2.7. [26] Neka su p i q dvije vjerovatnosne mjere definisane na istom
prostoru vjerovatnoca. Tada vrijedi

(a) Dgr (pllg) = O (Gibsova nejednakost),

(b) Dkr (pllq) = 0 ako i samo ako su vjerovatnosne mjere p i q jednake,
sem eventualno na skupu Cija je p vjerovatnoca jednaka nuli.

Dokaz.
Neka je A := {x : p(x) > 0} nosac vjerovatnosne mjere p.
(a) Vrijedi

p(x) q(x)
~Diw (pllg) = = ) p(x) -logy 5= ) p(x) oy 1o
X€A EA X€A *
q( )
< log (Z p(x)- ) logy D" q(x) < logy Z q(x)
X€A X€A
=logy, 1 =0,
pri cemu prva nejednakost slijedi iz ¢injenice da je log, konkavna funkcija
q(x)
1 Jensenove nejednakosti koja je primjenjena na slu¢ajnu veli¢inu ﬂ
p(x

(b) Dovoljno je dokazati da je Dgy (pllg) = 0 ako i samo ako za svako
x € Avrijedi p(x) = g(x). Iz p|a = g4 1 definicije relativne entropije trivijalno
slijedi Dk (pllg) = 0. Obrnuto, neka je Dk (p|lg) = 0. To znaci da sve
nejednakosti iz dokaza dijela (a) postaju jednakosti. Specijalno, u Jensenovoj
nejednakosti vrijedi jednakost, $to je, na osnovu prethodne leme, ispunjeno
ukoliko postoji konstanta ¢ takva da za svako x € A vrijedi g(x) = ¢ - p(x).
Dalje je Z qg(x)=c Z p(x) = ¢, paiz posljednje nejednakosti u dokazu dijela

X€EA X€EA
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(a) slijedi ¢ = Z q(x) = Z qg(x) = 1. Time je dokazano da za svako x € A

XeA X

vrijedi g(x) = p(x). O

Posljedica 3.2.8. [26] Za svaku diskretnu slucajnu velicinu X vrijedi H(X) <
logy |Sy|, pri cemu se jednakost dostize ako i samo ako X ima uniformnu raspo-
djelu na skupu Sx.

Dokaz. Neka je px raspodjela vjerovatnoca slucajne velicine X i uy rav-
nomjerna raspodjela vjerovatnoéa na skupu Sy. Tada za svako x vrijedi

ux(x) = @, pa, na osnovu nenegativnosti relativne entropije, dobija se
px(x)
ux(x)

odakle slijedi H(X) < logy |Sy|. Oc¢igledno da ovanejednakost postaje jednakost
ukoliko X ima uniformnu raspodjelu. Obrnuto, ako je H(X) = logs |S,|, tada
je Dk (px||lux) = 0, §to je, na osnovu prethodne leme, moguce jedino ukoliko
je px(x) = ux(x), za svako x € Sy, tj. ukoliko X ima uniformnu raspodjelu na
skupu Sx. O

0 < Dir(pxllux) = ) px(x) - logy = log, |Sx| - H(X),
X

Lema 3.2.9. [26] Relativna entropija je konveksna funkcija. Preciznije, ako su
(p1,q1) i (p2, q2) parovi vjerovatnosnih mjera definisanih na istom mjerljivom
prostoru, tada vrijedi

Dk (Ap1 + (1 = D) palldgr + (1 = A)g2) < ADgr(p1llg1)+(1-2)Dkr(p2llg2),
za svako A € [0, 1].

Dokaz. Najprije ¢e biti potvrdena sljedec¢a nejednakost, u literaturi poznata i
kao log-sum nejednakost. Za sve pozitivne realne brojeve ay, . . ., a,, b1, ..., by

vrijedi
- a; - 2?21 ai
Z a; 10g2 b_ > (Z Cll') . 10g2 n—bl

i=1 ! i=1 =1
Zaista, funkcija g data sa g(r) = t-log, t je striktno konveksna, jer za svakot > 0

1
vrijedi g”(¢t) = 082€ 0. Na osnovu Jensenove nejednakosti, Z a;g(t) =
o L b,
g( a/~t-), za sve a; > 0 za koje vrijedi a; = 1. Stavljajuéi @; == ———
Z ” ' Z l l a1 bj

. a; ..
i#; := —, dobija se
b;

a; a; a a; a a;
logy — > log ,
ZZb_,- ?b; I 3b; 2;2171‘
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a ovo je upravo log-sum nejednakost.
Koristeéi log-sum nejednakost, zakljucuje se da za svako A € [0, 1] i svako
x vrijedi
Ap1(x) + (1 = Ypa(x)
Ag1(x) + (1 = A)g2(x)
A 1X 1-A 2(X
PLO) (1= pa() -logy S DP20),
Aq1(x) (1= )g2(x)
Sumirajuci prethodne nejednakosti po svim x dobija se traZzena nejednakost. O

(Ap1(x) + (1 = )p2(x)) - log,

< Ap1(x) - logs

Posljedica 3.2.10. [26] Entropija je konkavna funkcija.

Dokaz. Ranije je dokazano da za svaku vjerovatnosnu mjeru p vrijedi H(p) =
logy |Sx| — Dkr(pllu), gdje je u uniformna raspodjela na skupu Sx. 1z ovog
prikaza i prethodno ustanovljene konveksnosti relativne entropije Dk slijedi
konkavnost entropije H. O

Neka su A 1 B neprazni, konacni skupovi sastavljeni od stringova formi-
ranih nad istim alfabetom N,. Za ove skupove se smatra da su izabrani kao
"trening" podaci (trajektorije) iz raspodjela vjerovatnoca p4) i p(® respek-
tivno. Mjere slicnosti familija stringova A i B mogu da se uvedu na temelju
poredenja vjerovatnosnih mjera p4 i p® . U ovoj tezi su od mjera sli¢nosti
ovakvog tipa razmatrane one koje koriste Kulbak-Lajblerovu mjeru divergen-
cije. Konkretno, za familije stringova A i B, od interesa ¢e biti "prosje¢na”

. . Drr(p™MNIp™) + D (pPIp™) .
relativna entropija . Razlog posmatranja

2
ove vrijednosti, a ne Dz (p™||p®)) ili Dk (p®||p™) pojedinacno leZi u
prethodno uocenom odsustvu simetri¢nosti relativne entropije. Podsjecanja
radi, relativna entropija Dz (p™®||p®)) se dobija tako $to se sumiraju izrazi

(4)
oblika Z p(A) (x)-logs p ) (x) , pri ¢emu se ova suma uzima po svim moguéim
pB)(x
X

stringovima x izabranih iz raspodjele p(4). Nazalost, moZe se desiti da postoji
veliki broj stringova koje je potrebno uzeti u razmatranje, $to sa prakticne strane
relativnu entropiju ¢ini neupotrebljivom vrijednos$éu. Stoga je neophodno nadi
zamjensku vrijednost koja ¢e imati svojstvo da je "dovoljno blizu" relativnoj
entropiji. U ovom postupku od koristi ¢e biti Petrijeva grani¢na teorema.

Neka su My 1 Mp lanci Markova iz kojih su izvuceni familije stringova A
i B kao trening podaci. Takode, neka su poznate vjerovatnosne mjere PM4 i
PM5 koje opisuju sve konaéno dimenzionalne raspodjele datih lanaca, pri ¢emu
se pretpostavlja da je mjera PM4 apsolutna neprekidna u odnosu na mjeru PMs.
Za neprazan String X = X1X2 . . . Xjen(x)» KOji j€ trajektorija lanca My, moguce je
uvesti veli¢inu

PMA(x)

2 PMs(x)’

d(PMa, pMB x) = log

len(x) .
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Koristeéi ranije uvedenu veli¢inu M, (P, 1), dolazi se do prikaza
d(PMA, PMB, x) = Mlen(x)—l (PMA, t) - Mlen(x)—l (PMB’ t),
pa, s obzirom na Petrijevu grani¢nu teoremu, postoji vrijednost

d(PMa, pPMBY .= lim  d(PMa, PMB x). (3.4)

len(x)—+o0

Ispostavlja se da je ova vrijednost jednaka Dy (PM4||PM8). Za potvrdu
ove jednakosti eksploatiSe se ergodi¢nost stohasti¢kih procesa, S$to je materija
van okvira ove teze te je dokaz izostavljen, sa napomenom da se ideja i detalji
ovog dokaza mogu nadi npr. u [11].

Analogno, za neprazan string y = y1y2 . .. Yen(y)» KOji je trajektorija lanca
M, moguce je uvesti veli¢inu

1 pMs
d(PMs_pMay) = og, (y)
len(y) PMa(y)
i, na osnovu nje, veliinu d(PMB, PMA) = l (li)m d(PMB, pMa, y), koja je
en(y)—+oo

jednaka relativnoj entropiji D gz (PM5||PM4).

Veli¢ine d(PMa, PMs) i d(PMs, PM4) je moguée dobiti samo na osnovu
beskonacnih trajektorija. Stoga je ove veliine potrebno procijeniti. Slijedi opis
postupka procjene za d(PMa, PM5), dok se procjena za d(PM5, PM4) dobija
na sli¢an nacin.

Neka je (x(l), .. .,x(’”)) slucajan uzorak konacnih trajektorija izabranih iz

lanca Markova M, u saglasnosti sa raspodjelom vijerovatnoéa PM4. Za svako
i €{1,2,...,m}, moguée je izraCunati vrijednost d(PMA, PMB,x(’)) i na os-
novu toga dobiti statistiku

. 1 < :
d(PMa, pMey .= — Z d (PMA, PMB,x")) : (3.5)
M=
Zbog jednakosti date u formuli (3.4), vrijednost d(PM4, PM5) predstavlja pro-

cjenu veli¢ine d(PMa, PM») j preciznost ove procjene se poboljSava poveéava-
njem obima uzorka, tj. uvecavanjem broja m.

Konacno, na osnovu svega prethodnog, moguce je uvesti vjerovatnosnu
mjeru sli¢nosti nepraznih, konac¢nih familija stringova A i B na sljedeci nacin:
d(PMa, pMsy) 4 d(pMs pMa)

5 .

Pratec¢i kompletnu strategiju dobijanja mjere d"¢" (A, B) uocava se da je
za njeno odredivanje kljuno poznavanje vierovatnoéa P4 i PMs. Nazalost,

A" (A, B) =

(3.6)

101



Glava 3: Vjerovatnosni metodi

vierovatnoée P4 i PMs y praksi nisu poznate, te je potrebno izvrsiti njihovo
statisticko modelovanje na osnovu trening podataka datih u skupovima A i B.
Rezultat ovog modelovanja bi¢e dobijanje "zamjenskih" vjerovatnosnih mjera
PMa i pMs_ U sljedecoj sekciji ove glave predloZen je jedan frekvencionisticki
model, a u posljednjoj sekciji ove glave razmatran je jedan model Bejzovskog
zakljucivanja.

3.3 Frekvencionisticki model - vjerovatnosno su-
fiksno drvo

Za nalaZenje vjerovatnoce da konkretan string x = x1X2 . ..Xjn(x) predstavlja
konacnu trajektoriju lanca Markova {X; : [ > 1}, ¢ija su stanja odredena
alfabetom N,,,n > 2, koristi se formula (3.3). Podsjecanja radi, u pitanju je
formula mnoZenja vjerovatnoca data sa:

len(x)

P(x) = P(x1)-P(x2|x1) . . -P(Xjen(x) IX1X2 - . - Xjen(x)-1) = 1—[ P(xi|x1 .. .x-1),
i=1

sa konvencijom xg := &, gdje je & prazan string, i P(x1|e) = P(x1). Iz
prethodne formule se uocava da je za ocjenu vjerovatnoce inicijalizacije stringa
x dovoljno pruZiti ocjene svih uslovnih vjerovatnoca sa desne strane jednakosti,

tj. dati sve ocjene oblika f’(x,-|x1 ...xi—1). U tom slucaju moZe se staviti
len(x)

P(x) = l_[ P(xi|x1...xi_1).

Neka ljelA konacna familija stringova koji su konkretne trajektorije datog
lanca Markova. Ideja je da se na osnovu ovih stringova, kao trening podataka,
izvede ocjena odgovarajucih uslovnih vjerovatnoca, a da se potom ove uslovne
vjerovatnoce iskoriste za ocjenjivanje vjerovatnoca realizacije svih stringova,
ukljucujudi i one stringove koji nisu obuhvadeni trening podacima, tj. nisu
elementi skupa A.

Svaki sufiks stringa x1 .. .x;_1 koji predstavlja realizaciju odredenog broja
neposrednih stanja prije posmatranog stanja x; se naziva kontekstom simbola
x;. U ovoj sekciji, ocjene uslovnih vjerovatnoca bice izvedene uz pomo¢ frek-
vencionisticke statistike, u kojem se prati relativna frekvencija ucestalosti svih
konteksta u okviru trening podataka. Slijedi precizniji opis jednog ovakvog
modela.

Neka je A skup trening podataka ¢iji su elementi stringovi sastavljeni od
simbola alfabeta N, i A* familija svih podstringova stringova iz skupa A, tj.
familija svih konteksta simbola alfabeta koji se pojavljuju u stringovima iz fa-
milije A. Za efikasno uredivanje svih sufiksa datog konteksta iz A* se koristi
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tzv. sufiksno drvo, dok se za skladiStenje njihovih uslovnih vjerovatnoca koristi
varijanta sufiksnog drveta koja se naziva vjerovatnosno sufiksno drvo i ozna-
Cava sa PST(A) (PST je skracenica od Probabilistic Suffix Tree). Vjerovatnosno
sufiksno drvo PST(A) pridruzeno skupu trening podataka A se izgraduje suk-
cesivnim dodavanjem sufiksa sve vece duZine, a koji su elementi skupa A™.
Cvorovi ovog drveta oznaceni su stringovima iz skupa A*. Svaki ¢vor generise
najvise n nasljednih ¢vorova, pri cemu svaka ovakva veza (grana) sadrzi infor-
maciju o odgovarajucoj empirijskoj uslovnoj vjerovatno¢i. Npr., ako je ¢vor
drveta oznacen kontekstom cica...cx € A, tada je ¢vor oznacen kontekstom
€1C€2 . ..CkCr+1 € A™ njegov nasljednik (potomak) i grani izmedu ova dva ¢vora
se pridruZuje empirijska uslovna vjerovatnoca P (cj41|cica .. .ck). Ova vje-
rovatnoc¢a predstavlja ocjenu maksimalne vjerodostojnosti nepoznate uslovne
vjerovatnoce P (ci+1|cic2 .. . ck) i ona se dobija po formuli:

P (crsilcica...cx) = (3.7)
it ¢ Zf(clcg...ckO')

gdje je f(c) frekvencija pojavljivanja stringa ¢ € A*, a suma u nazivniku se
uzima po svim mogucim simbolima o € N,, za koje vrijedi c1c2...cro € A™.
Jednostavno se provjerava da empirijske uslovne vjerovatnoce date formulom
(3.7), a koje su uskladiStene u granama koje polaze iz istog ¢vora (tzv. ¢vora
roditelja) ¢ine raspodjelu vjerovatnoca.

Dakle, vjerovatnosno sufiksno drvo PST(A) se formira kroz sljedeci niz
koraka:

1. U korijen drveta se postavlja prazan string &.

2. Potomci korijena su ¢vorovi oznaceni jednoClanim stringovima iz A*;
relativne frekvencije pojavljivanja ovih stringova u okviru skupa A pred-
stavljaju ocjene vjerovatnoca realizacije ovih stringova.

3. 1z svakog ¢vora iz prethodnog koraka (Evora roditelja) polaze ¢vorovi
potomci oznaceni stringovima iz A*, tako da je za sve njih ¢vor rodi-
telj njihov prefiks; svakoj vezi izmedu roditelja i potomka dodjeljuje se
odgovarajuca empirijska uslovna vjerovatnoca koja se raCuna na osnovu
formule (3.7).

4. Za svaku granu drveta, prethodni korak se ponavlja sve dok u A* postoji
kontekst kojim se "nastavlja" kontekst iz ¢vora roditelja. Ukoliko se
kontekst iz nekog ¢vora ne moze nastaviti, tada je taj ¢vor list posmatranog
drveta.

Primjer 3.3.1. Neka je A = {12111, 13213,332,123}, pri cemu se simboli
stringova iz ovog skupa uzimaju iz alfabeta N3. Uzimajuci u obzir duZine svih
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konteksta iz skupa A, skup A* se moZe particionisati na skupove A7, A3, A3, A}
i Af, gdje je A, C A" skup svih konteksta duZine m (tzv. m-grama). Na
taj nacin, dobija se: A7 = {1,2,3},A; = {11,12,13,21,23,32,33}, A5 =
{111,121, 123,132,211, 213,321,332}, A} = {1211,1321,2111, 3213} i A; =
{12111, 13213}. U korijenu vjerovatnosnog sufiksnog drveta, kao nultom nivou,
nalazi se prazan string &, dok se cvorovi u okviru skupa A; nalaze na njegovom
i—tom nivou. U slucaju da na dva susjedna nivoa postoje ¢vorovi tako da je
¢vor na visem nivou oznacen prefiksom stringa kojim je oznacen ¢vor na niZem
nivou, tada se ovi ¢vorovi povezuju granom koja sadrZi odgovarajcu empirijsku
uslovnu vjerovatnocu. Npr. u skupu A se pojavljuju tri podstringa ciji je kontekst
string 3, pri cemu se 32 pojavljuje dva puta, a 33 jednom. Zbog toga, vrijedi

Ppsr(2]3) = 3 i Ppsr(3|3) = 3 Evidentirajuci sve ¢vorove i grane dobija se

vjerovatnosno sufiksno drvo PST(A) predstavljeno na Slici 3.1.

Slika 3.1

Kao $to se moze primijetiti iz prethodnog primjera, ¢ak i za relativno mali
obim trening podataka, vjerovatnosno sufiksno drvo moZe sadrZavati veliki broj
¢vorova rasporedenih na dosta razlicitih nivoa. Broj ¢vorova vjerovatnosnog
sufiksnog drveta se eksponencijalno povecava sa pove¢avanjem broja nivoa, a
isto vrijedi i za broj empirijskih uslovnih vjerovatnoca koje se pridruzuju svakoj
vezi izmedu ¢vorova. Broj nivoa se moZe smanjiti koriS¢enjem pretpostavke da
su svi stringovi iz skupa trening podataka trajektorije lanca Markova reda r. U
tom slucaju, zbog svojstva Markova, vjerovatnosno sufiksno drvo moZe imati
najviSe r razliCitih nivoa, jer za string x1x2 . . . Xjen(x) duZine len(x) > r i svako
i € (r,len(x)] vrijedi P(x;|x1x2 . . .xi—1) = P(xj|xi—y .. .x;_1). Efektivno, svaki
kontekst duZine i —1 u odnosu na koji se rauna empirijska uslovna vjerovatnoca,
a koji je duzine vece od r, "gubi" prefiks sastavljen od prvih i — r — 1 simbola.
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Primjer 3.3.2. Na binarnom alfabetu Ny dat je skup
A ={1211211211222221212211121222}

sastavljen od samo jednog stringa. KoristeCi informaciju da je dati string
izabran kao trajektorija lanca Markova reda 4, dobija se vjerovatnosno sufiksno
drvo PST(A) predstavijeno na Slici 3.2.

Slika 3.2

Nazalost, kao Sto prethodni primjer ilustruje, ograni¢avanje reda lanca Mar-
kova samo donekle pojednostavljuje strukturu vjerovatnosnog sufiksnog drveta.
Stoga je potrebno nametnuti dodatna ograni¢enja. S obzirom da ¢e uz po-
mo¢ empirijskih uslovnih vjerovatnoca biti definisana vjerovatnosna mjera, u
interesu je medu njima prepoznati one uslovne vjerovatnoce koje su esenci-
jalne pri ovom definisanju, a koje se mogu odbaciti. "Kresanjem" grana koje
sadrze "nepotrebne" ¢vorove i grane vjerovatnosno sufiksno drvo se dodatno
pojednostavljuje.

Prije svega, ako biranje skupa stringova A smatramo kao uzorkovanje, moZze
se postaviti ogranicenje da se u PST(A) posmatraju samo oni ¢vorovi koji su
oznaceni kontekstima iz A* ¢ija je frekvencija pojavljivanja veca ili jednaka od
unaprijed date vrijednosti fi,in. Na taj nacin se eliminiSu oni stringoviiz A* Cije
se pojavljivanje moZe pripisati fluktuaciji trening podataka iz skupa A.

Drugi oblik redukovanja vjerovatnosnog sufiksnog drveta podrazumijeva
uklanjanje ¢vorova i grana ¢ija "mo¢ predvidanja" nije znacajno bolja od one
koju imaju ¢vorovi roditelji. Preciznije, iz drveta PST(A) se ne izbacuje ¢vor
oznacen stringom ¢ = cicz2 . ..cx € A*, ako postoji simbol o= € X za koji vrijedi

PA(O-|61C2 - k) > Cili PA(0-|C162 k) < l, gdje je C > 1 unaprijed
P(olca...ck) P(olca...ck) C

zadana vrijednost, pri ¢emu se najceSée uzima da je C = 1,05 1ili C = 1,2.

Dakle, ako u vjerovatnosnom sufiksnom drvetu PST (A) postoji ¢vor oznacen

stringom ¢ = cic2...c, € A%, tada se ovaj ¢vor ne izbacuje iz drveta PST(A)

ukoliko je ispunjen uslov

<=| =1 (3.8)

Z / (ﬁfo’lClCQ ... Ck) S Cili PAA(0'|C162 ... Ck) < 1
= P(olca...ck) P(olca...cp) C

105



Glava 3: Vjerovatnosni metodi

gdje se prethodna suma uzima po svim simbolima o € N, za koje vrijedi
cico2...cpo € A%, dok je I(-) indikator dogadaja koji je naveden u zagradi.

Primjer 3.3.3. Primjenom prethodnih restrikcija, uzimajuci vrijednosti fuin =
21 C = 1,2, vjerovatnosno sufiksno drvo PST(A) iz prethodnog primjera se
redukuje na drvo predstavljeno na Slici 3.3.

Slika 3.3

Npr. izbacen je cvor oznacen sa 111, jer se ovaj kontekst pojavljuje samo
jﬁdnom u stringu iz skupa A. Takode, Aizbaéen je ¢vor oznacen sa 121, jer vrijedi
—PA(1|121) = 2L =1,05 (§, §) J —PA(2|121) = 1 =0,93 € (§, §) pa ovaj

P (1]21) 20 6" 5 P (2]21) 15 6 5

¢vor ne ispunjava uslov (3.8). To znaci da se empirijske uslovne vjerovatnoce
P (1]121) i P (2]121) mogu aproksimirati redom empirijskim uslovnim vjero-
vatnoc¢ama P (1|21) i P (2|21), tj. ulogu konteksta 121 uzima njegov najduzi
pravi sufiks 21. Ovakvom "zamjenom", cvorovi bliZi korijenu drveta dobijaju
veci znacaj.

Neka je A, konacan, neprazan skup stringova. Stringovi iz skupa A se mogu
shvatiti kao konacne trajektorije lanca Markova My ¢ije su raspodjele vjerovat-
noca odredene vjerovatnosnom mjerom PM4. Vjerovatnosnom mjerom P4
se, uz pomo¢ formule (3.3), izraZava mogucénost realizacije bilo koje trajektorije
ovog lanca Markova. Jedna ocjena ove vjerovatnosne mjere moze da se dobije uz
pomo¢ vjerovatnosnog sufiksnog drveta PST(A) i ona se zasniva na empirijskim
uslovnim vjerovatnoéama oblika P(o-|x1xs . . . x;), koje su dodjeljene granama
ovog drveta. Preciznije, za proizvoljan string x = X1X2 . . . Xjen(x), definiSe se

52@’}@) =P (x1) - P (x2lx1) ..+ P (Xpen(o) X1%2 - + - Xien(r)-1) (3.9)
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Ukoliko se za uslovnu vjerovatnocu P (xilx1x2 .. .x;i1) iz prethodne for-
mule kontekst x1x2...x;-1 ne pojavljuje kao ¢vor vjerovatnosnog sufiksnog
drveta PST(A) sa ¢vorom potomkom x1xs . . .x;_1X;, tada se umjesto konteksta
X1 ...x;—1 bira njegov najduzi sufiks x; . . . x;_1 takav da iz ¢vora drveta oznace-
nog kontekstom x; . . .x;_1 polazi grana ka ¢voru drveta oznaCenim kontekstom
Xjoo Xi-1Xi.

Primjer 3.3.4. Nekaje X = No, A skup trening podataka i PST (A) (redukovano)
vjerovatnosno sufiksno drvo iz prethodnog primjera. Za string x = 21122,
primjenom formule (3.9) se dobija

Pla(x) = P(2)- P(1]2) - P(1]21) - P(2]211) - P (2]2112).

Citanjem empirijskih uslovnih vjerovatnoca iz vjerovatnosnog sufiksnog drveta
14 .

. 7T 4 4 . 3
PST(A) dobija se P (2) = 77 P(1]2) = 3 P(1]21) = = i P(2]211) = 7
Kontekst 2112 se pojaviljuje u drvetu, ali ne kao cvor roditelj. Njegov najduzi
sufiks je 112, ali u drvetu ne postoji ¢vor oznacen sa 1122. NajduZi sufiks od

112 je 12 i vrijedi P(2]|12) = g Zbog toga je P (2|2112) ~ P (2[12) = g te je
PMa(x) = %6 ~ 0, 04487.

Sa povecavanjem broja n, broj mogucdih stringova maksimalne duzine / koji
se mogu formirati od simbola alfabeta N,, ubrzano raste. Uslijed toga moze
nastati scenario u kojem slucajno izabrani trening podaci ne sadrZze nikakvu
informaciju o datom stringu x. To znaci da podstringovi stringa x nisu konteksti
iz skupa A*, Sto implicira da je bar jedna od empirijskih uslovnih vjerovatnoéa
jednaka nuli, te posljedi¢no vrijedi P per(x) = 0. Na taj nacin se za string x
koji se rijetko pojavljuje, ali je njegova realizacija itekako moguca, moZe dobiti
ocjena PMa(x) = 0. O¢igledno da ovakve ocjene ne oslikavaju realnu situaciju,
te ih je potrebno poboljsati.

Prethodno opisani problem predvidanja stringova koji nisu zastupljeni u ok-
viru trening podataka nastupa jer se teZine empirijskih uslovnih vjerovatnoca
rasporeduju iskljucivo u skladu sa "vidljivim" podacima iz skupa A. OpSirna
empirijska studija razli¢itih strategija za rjeSavanje ovog problema moze se
naci u [23]. U ovoj tezi bi¢e koriSéena tehnika izgladivanja (na engleskom
smoothing), kojom se dio vjerovatnosnih teZina zastupljenih podataka preras-
poreduje u korist dobijanja pozitivnih vjerovatnosnih teZina nezastupljenih (ali
ostvarljivih) podataka. Ova preraspodjela se izvodi u skladu sa datom pomoc-
nom distribucijom vjerovatnoca. Preciznije, za simbol oo € N, i kontekst c,
"popravljene" empirijske uslovne vjerovatnoce se definiSu na sljedeci nacin:

. —f(co') — dc, ako je f(co) > 0;
P(o|c) = ZN: feT) (3.10)

a(c) - B(c,0), inacle,
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pri ¢emu je f(co) uoCena frekvencija pojavljivanja simbola o- nakon konteksta
c; dc je parametar sniZenja i predstavlja vrijednost vjerovatnosne teZine koja
se prerasporeduje u zavisnosti od f(co); a(c) je normalizacioni faktor; dok
je B(c, o) povratna distribucija, do koje se generalno dolazi na osnovu sufiksa
konteksta c¢. Povratna distribucija se na sli¢an nacin dalje mozZe izgladiti. Tako
se dobija rekurzivan proces koji se, u najgorem slucaju, svodi na poznavanje

(bezuslovne) vierovatnoce P (o). Normalizacioni faktor a(c) obezbjeduje da P
predstavlja raspodjelu vjerovatnoda, tj. da je ispunjen uslov Z P(oc) =1.
o€eN,

U popravljenoj empirijskoj uslovnoj vjerovatnoc¢i zadatoj u formuli (3.10)
povratna distribucija se koristi samo u slucaju kada je odgovarajuca nepoprav-
ljena empirijska uslovna vjerovatnoca jednaka nuli. U radu [56], Knezer i Naj
su pokazali da se povratna distribucija moze koristiti i bez ovog uslova i da to
generalno dovodi do efikasnijeg modela. Konkretno, u pomenutom radu predlo-
Zen je model KN, u kojem su popravljene empirijske uslovne vjerovatnoce date
sa

. f(co'—)—dc +a(c) - B(c,0), akoje f(co) > 0;
Pen(ole) = EZN: feT) (3.11)
a/(c)n - B(c,0), inace,

gdje je de < f(co), ukoliko je f(co) > 0; normalizacioni faktor je dat sa
_dc-{t €N, f(cr) > 0}
a(c)kn = ;
D flen)

TeN,

dok je povratna distribucija ocjenjena empirijskim vjerovatno¢ama

B(c,o)kn = M,
> IF ()]

TeEN,

gdje je F(c,o) == {o’ e N, : f(o'suff(c)o) > 0} i suff(c) je najduzi pravi
sufiks konteksta c. Posljednja ocjena nije bazirana na ucestalosti konteksta co,
ve¢ na broju razlicitih pojavljivanja konteksta u kojima se simbol o ostvaruje
nakon realizacije konteksta suff(c). VazZno je ista¢i da empirijska uslovna
vjerovatnoca B(c, o )xkn moZe biti jednaka nuli, pa se za nju moZe iskoristiti
izgladivanje dato u formuli (3.11), pri ¢emu se umjesto konteksta ¢ uzima
kontekst suff (¢). Ovaj postupak se moZe nastaviti sve dok se u nekom koraku
ne dobije pozitivna empirijska uslovna vjerovatnoca ili dok se kontekst ¢ ne
svede na simbol koji se nalazi na njegovoj posljednjoj poziciji.
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Primjedba 3.3.5. Opisani KN model predstavlja jedan oblik nelinearne interpo-

lacije. Naime, stavljajuéi f (c-) := Z f(cr)ig(c) :={r e N, : f(ct) > 0},
TeEN,

za vjerovatnoce date u formuli (3.11) vrijedi

max{f(cr) = de,0} | de - g(c)
f(e) f(e)
Koristeéi formulu (3.9) na nacin da se empirijske uslovne vjerovatnoce dobi-

jene iz PST modela zamijene "popravljenim" empirij skim vjerovatno¢ama iz KN
modela, dolazi se do vjerovatnosne mjere P koja je ocjena vjerovatnosne

pKN(0'|C) =

ﬁ(c’ O-)KN'

KN >
mjere PM4. Uz pomoé ove ocjene, vjerovatnosna mjera sli¢nosti nepraznih,
konacnih familija stringova A 1 B uvedena u formuli (3.6) ima oblik

8PN +d(PYE, PMA)
2

Kada je u pitanju efikasnost pomenutih modela, ona se mjeri uz pomo¢
unakrsne entropije i perpleksije. Za ocjenu P V]erovatnosne mjere P, unakrsna
entropija od P u odnosu na P se definiSe sa H(P, P) := H(P) + DKL(P||P)
gdje je H entropija, a Dk, relativna entropija, dok se perpleksija ocjene P uvodi
sa Perp(P) := 2H(P-P) U radu [23] izvriena je uporedna statisticka analiza
efikasnosti razli¢itih modela za ocjenjivanje vjerovatnoée PM4 u smislu pore-
denja pripadnih perpleksija. Ova analiza je pokazala da, u odnosu na drugacije
modele iz literature, KN model ima signifikantno najmanju perpleksiju, te je
u tom smislu od njih superiorniji. Takode, u pomenutom radu su predlozena
dodatna poboljSanja KN modela, koja pospjesuju njegovu efikasnost. Jedno od
tih poboljSanja podrazumijeva da se, umjesto fiksiranog parametra sniZenja dc,
za svaku razli¢itu duZinu konteksta razmatra zaseban parametar sniZenja. Na taj
nacin se bolje balansira preraspodjela vjerovatnosnih teZina na svakom nivou na
kojem se primjenjuje formula (3.11).

diy (A, B) = APy

3.4 Bejzovski model - Hijerarhijski Pitman-Jorov
proces

Bejzovski modeli koriste drugaciji pristup u odnosu na frekvencionisti¢ke mo-
dele. Fundamentalna razlika je Sto se u okviru frekvencionistickih modela
nepoznati parametri tretiraju kao pojedinacne vrijednosti koje treba ocijeniti,
dok se kod Bejzovskih modela nepoznati parametri shvataju kao slu¢ajne pro-
mjenljive ije raspodjele vjerovatnoca treba precizirati. U narednom su opisane
ideje i tehnike Bejzovskog zakljuc¢ivanja na kome se zasnivaju Bejzovski modeli.

Neka je (Q, ¥, P) prostor vjerovatnoéa. Ako je {B1,B2,...,B,} C F
particija skupa Q (tzv. potpun sistem dogadaja) i A € ¥ proizvoljan dogadaj,

109



Glava 3: Vjerovatnosni metodi

tada, za svako i € {1, 2,...,m}, vrijedi Bejzova formula:
P(B) - P(A|B) _ _ P(Bi) - P(A[B))

P(A) m '
> P(B))- B(A|B))
j=1

P(B;|A) =

Naravno, pored navedene diskretne verzije, postoji i neprekidna verzija Bejzove
formule kod koje se suma u nazivniku mijenja sa odgovaraju¢im integralom.
Bejzova formula pruZa jednostavno pravilo "aZuriranja" vjerovatnoca, kada su
dostupne dodatne informacije date u obliku uoc¢enih podataka. Bejzovsko za-
kljucivanje podrazumijeva da se predubjedenja koja su postojala u vezi raspo-
djele nepoznatih parametara modifikuju u skladu sa uo¢enim podacima.

Neka je 6 slucajna promjenljiva ¢ija je raspodjela nepoznata. Na osnovu in-
tuicije ili na neki drugi nacin, predlaZe se raspodjela vjerovatnoéa (@) slucajne
promjenljive 6. Ova raspodjela se naziva priornom raspodjelom, jer se njome
izraZzava miSljenje o distribuciji slu¢ajne promjenljive € prije nego Sto se dode u
dodir sa empirijskim podacima. Parametri koji determiniSu priornu raspodjelu
nazivaju se hiperparametrima i za njih se smatra da su poznati i konstantni.
Dalje, bira se sluc¢ajan uzorak X, kao sluc¢ajan vektor izabran iz raspodjele vje-
rovatnoc¢a u kojoj € ucestvuje kao parametar. Ako je 6 data vrijednost parametra,
vjerovatnoca da je izvucen konkretan uzorak x je uslovna vjerovatnoéa P(x|6);
vjerovatnoce ovakvog oblika nalaze se uz pomo¢ funkcije vjerodostojnostii one
odreduju uslovnu raspodjelu P(x|@), koja se naziva vjerodostojnoséu uocenog
uzorka. Na osnovu pravila mnoZenja vjerovatnoca, zajednicka raspodjela za 6 i
X odredenajesa P(0,x) = n(0)-P(x|6). 1z ove raspodjele dobija se marginalna

raspodjela za X data sa P(x) = [ n(0) - P(x|0)d6. Posteriorna raspodjela je
)
odredena uslovnom raspodjelom P(@|x); primjenom Bejzove formule, ona se
dobija na sljedeci nacin:
n(6)-P(x|0)  =(6) - P(x|6)
P(x) / 2(6) - P(x|0)d0

0

P(6]x) =

(3.12)

Posteriorna raspodjela oslikava promjene priorne raspodjele koje su izazvali
empirijski podaci izvuceni u obliku uzorka. Ona predstavlja jedan vid uje-
dinjenja teoretskih pretpostavki o nepoznatoj raspodjeli (iskazanih priornom
raspodjelom) i prakticnog aspekta (iskazanog biranjem uzorka i registrovanja
njegove vjerodostojnosti). Predvidajuca (posteriorna) raspodjela je distribu-
cija novih, do tada neregistrovanih podataka X, i definiSe se sa P(X,ey) :=

/ P(0|x)-P(Xpew|0)d6. Onase dobijauz pomoé posteriorne raspodjele P(6]x)
0

i vjerodostojnosti P (X, |60).
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Primjer 3.4.1. Neka je g € (0, 1) nepoznata vjerovatnocéa dobijanja pisma pri
slucajnom bacanju dvostranog nocica. Frekvencionisticki pristup bi podrazu-
mijevao da je q neka vrijednost iz intervala (0, 1) koju treba ocijeniti na osnovu
izvucenog uzorka. S druge strane, Bejzovski pristup q tretira kao slucajnu pro-
mjenljivu. Prvi korak ovog pristupa jeste biranje priorne raspodjele za q. Za
priornu raspodjelu slucajne velicine g moZe se npr. uzeti beta raspodjela sa pa-
rametrima a > 0 i 8 > 0, tj. neka je n(q) = B(a, B). Beta B(a, B) distribucija
Je raspodjela neprekidnog tipa, cija je gustina raspodjele f data sa

-1 .
f(x) :{ (IJ?(a,ﬁ)

¥ N1 -x)pfl a0<x<1;
inace,
1
gdje je B beta funkcija definisana sa B(a, B) := / 1Y (1-1)P"Ldt. Za ovakav
izbor priorne raspodjele, potrebno je izabrati brgjeve a > 01ip >0, koji pred-

stavljaju hiperparametre. Dalje, bira se slucajan uzorak X = (X1, Xo, ..., Xy)
iz raspodjele koju q odreduje. Za vjerodostojnost P(x|q) se moZe pretpostaviti
n

da ima binomnu B(n, q) raspodjelu, jer statistika S, := Z Xi upravo ima tu
i=1

raspodjelu. Uz ovu postavku, odreduje se posteriorna raspodjela P(q|x): Za

proizvoljno x € {0, 1, ..., n}, vrijedi

g (1) e
ol - _F@D PGl B@p
(C]|X) - 1 - 1 qa/—l(l _ q),B—l n ~
/O n(q) - P(x|q)dq /0 B(a.p) '(x)q (1-¢)""dq
qx+a/—1(1 _ q)n—x+ﬁ—1 ~ qx+a—1(1 _ q)n—x+ﬁ—1

/1 qx+a—1(1 _ q)n—x+ﬁ_1dq B(x +a,n—x +ﬁ)
0

Kao sto se moZe primijetiti, posteriorna raspodjela se ravna ponovo po beta
raspodjeli, ali sada sa parametrima x +a in — x + 5.

Nazivnik razlomka u formuli (3.12) je normalizaciona konstanta cija je
jedina uloga da posteriorna raspodjela bude "prava" raspodjela vjerovatnoca.
Stoga su vjerovatnosne tezine posteriorne raspodjele proporcionalne brojiocu
razlomka u formuli (3.12), §to se zapisuje sa P(0|x) o« 7(0) - P(x|0).

Primjer 3.4.2. Neka nepoznata slucajna velicina p ima priornu raspodjelu

m(p) = N(,uo,ag) (normalna raspodjela sa hiperparametrima g i 0'3 >

0) i neka za vjerodostojnost vrijedi X|u ~ N(u,c?), pri cemu je o > 0

poznato. To znaci da je gustina f priorne raspodjele data sa f(x) =

2
27r0'0
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Glava 3: Vjerovatnosni metodi

_(x—HQ2)2 n
e 0, dok za vjerodostojnost vrijedi P(x|u) =
L_ll V2no2
X = (X1, X3 ..., X,) uzorak izabran iz N (i, %) raspodjele. Na osnovu toga,
koriste¢i P(u|x) o< () - P(x|p), dobija se

1 _ (x=w)?

e o2, gdjeje

2
_le—ng) n (xj—)2 _(; 2_o L (9,5 yiany?
> _mw? 5 (2 =2pop)+ =5 (—2u X1y xi+np®)
P(ulx) ce *% | | e 202 oxe \29 20 :

L. 9 0-2 ! 0’3 . Ho ?—1 Xi ) . ..
Stavljajuci oy = ) Py :=|—+ 0__2 oy, dalje se dobija

12
—5 Syt - =5 (u*=2u1 )
3ot v

1 o1 207

1 2
——5 (p—n1)
=e 2(r1

9

o e

a nije tesko primijetiti da je gustina normalne N (u1, 0'12) raspodjele proporci-
onalna posljednjem izrazu. Dakle, posteriorna raspodjela ima takode normalnu
raspodjelu, ali sa parametrima [ i 0'12.

Za priornu raspodjelu se kaze da je konjugovana raspodjela za vjerodos-
tojnost, ako je posteriorna raspodjela istog tipa kao priorna raspodjela. U
prethodnim primjerima pokazano je da beta raspodjela predstavlja konjugovanu
raspodjelu za binomnu raspodjelu, kao i da je normalna raspodjela konjugovana
za normalnu raspodjelu kod koje je poznata disperzija. S obzirom da poz-
navanje posteriorne raspodjele predstavlja znacajan aspekt Bejzovske analize,
biranje konjugovane priorne raspodjele olakSava postupak nalaZenja posteriorne
raspodjele.

Bejzovsko zakljucivanje se moze uopstiti i na slucaj vise od jedne nepoznate
slucajne promjenljive. U ovom viSedimenzionalnom Bejzovskom zakljucivanju,
0 je vektor (61,0s,...,60;), sastavljen od sluc¢ajnih promjenljivih 6; Cije su
raspodjele vjerovatnoca nepoznate. Naravno, ovakvo uopStenje podrazumijeva
neophodne modifikacije u postupku zadavanja priorne raspodjele, vjerodos-
tojnosti i posteriorne raspodjele. Prvi korak je zadavanje zajednicke priorne
raspodjele m(61, 04, .. .,0y); ukoliko su slucajne promjenljive 6y,65, ..., 60

nezavisne, tada je dovoljno zadati sve pojedinacne priorne raspodjele 7 (6;),
k

jer u tom slucaju vrijedi (61,032, ...,0;) = 1—[ 7(6;). Dalje, bira se slucajan
i=1

uzorak X = (X1, Xo, ..., X,) koji sadrzi podatke iz svih raspodjela odrede-

nih parametrima 64, 05, . . ., 0y i nalazi se vjerodostojnost P(x|61, 02, . .., 0).

Posljednji (i moZda najbitniji) korak je odredivanje zajednicke posteriorne ras-

podjele, za koju vrijedi

P(01,60,...,0k|x) c (61,03, ...,0k) - P(x|01,02,...,6;).
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3.4 Bejzovski model - Hijerarhijski Pitman-Jorov proces

Ukoliko se Zeli ispitati posteriorna raspodjela slucajne veli¢ine 6; relativno
u odnosu na uocene podatke, tada je potrebno naci marginalnu posteriornu
raspodjelu P(0;|x), koja se dobija na sljedeci nacin:

P(0;]x) = / cee / P(01,04,...,0,|x)d01d0, . ..d0;_1d0;yq . ..d0O.

Alternativno, u prethodnom integralu se zajednicka posteriorna raspodjela moze
zamijeniti sa

P(0x|x) - P(01,...,0k1|0k,X)

= P(0k|X) - P(0k-1|0k,%) - P(01,. .., 0k—2|0k-1,0k,X) = ...

= P(0|X) - P(0k-110k,%) - ...  P(01]63, .. .,0k-1,0k.X).

Primjer 3.4.3. Neka je slucajan uzorak X = (X1, Xo, . . ., X)) izabran iz N (u, 0'2)
raspodjele, pri cemu su, za razliku od prethodnog primjera, oba parametra i i
o? slucajne velicine sa nepoznatom raspodjelom. To znaci da je vjerodostojnost
odredena sa

P(x|u, 0-2) = ;e—ﬁi‘,?:l(xi—pﬂ oc i . e_ﬁ((n—l)s%n(#—x_n)z),
\/W loak
n
2% n
- ' B
gdje je X, = - ; uzoracka sredina, a s> = — Z(xi _%)2 popravijena
i=1

uzoracka disperzija.
Zajednicka priorna raspodjela za p i o? bice predstavijena hijerarhijski
i to kao proizvod uslovne priorne raspodjele n(u|o?) i priorne raspodjele

2
o

n(c?). Za uslovnu priornu raspodjelu n(u|o?) bice izabrana N | uo, —)
"

raspodjela sa hiperparametrima ug i v, dok ée za priornu raspodjelu w(o?) biti
pretpostavljeno da je u pitanju inverzna gama distribucija sa hiperparametrima

k ko2
—i TO’ tj. distribucija cija je gustina raspodjele f data sa

2
(kod)s (1\5*  wof
k—(—) e, zax > 0;
fx) =4 25T (g) X
0, inace,
+00
gdje je I' gama funkcija definisana sa I'(x) := / #Le7dt, x > 0 (naziv
0

inverzna gama distribucija potice iz ¢injenice da se reciprocna vrijednost ravna

113



Glava 3: Vjerovatnosni metodi

po odgovarajucoj gama raspodjeli). Generalno, dvodimenzionalna distribucija
Cija je gustina raspodjele g data sa

Vi g 1\ 2pacew?
- . £ |z . 2y , eR,y > 0;
g(x,y) = \V2ry T'(a) (y) ¢ wax Y
0, inace.

naziva se normalno-inverzna gama distribucija sa parametrima u, A, , 8 i obi-
lieZava se sa N — TV (u, A, a, B). Uocava se da zajednicka priorna raspodjela

2
k kO’O

n(u, 02) jeste upravo N =T~ | ug, v, 55 distribucija.

Na osnovu navedenog, moguce je pronaci zajednicku posteriornu raspo-
djelu:

P(ﬂ’ 0-2 |x) x ﬂ(ﬂ’ 0-2) ’ P(X|ﬂ, 0-2)

k ki1
_ L s (emneemgeme) WY (kog) (i) o (ke e )

1 1 %‘I’l 1 9 5 ) —
o — [~ . o~ 707 (koG +v (u=pp0)*+(n=1)s>+n(u=%.)?)
Vo \o?
a1+l
= 1 . 1 ' ,e—ﬁ@ﬁﬁh(ﬂ—ﬂlﬁ)
Vo \o? ’
gdje je
_ Hov +nx,
L V+n
A1 =v+n,
n+k
ay = ,
D

n o __
2B1 = kO'g +(n-1s>+ — (%, —/.10)2.
n+v

MoZze se prepoznati da je posljednji izraz proporcionalan gustini normalno-
gama inverzne distribucije, pavrijedi u, o2|x ~ N=T'"Y(u1, A1, a1, B1). Dakle,
normalno-gama inverzna distribucija je konjugovana raspodjela za normalnu
raspodjelu Cija su oba parametra nepoznata.

Prethodni primjer ilustruje da proces odredivanja posteriorne raspodjele
kod viSedimenzionalne Bejzovskog zakljuCivanja moZe biti racunski zahtjevan,
¢ak i u slucaju uzimanja konjugovane priorne raspodjele. Stoga je korisno
poznavati tehnike aproksimacija koje pojednostavljuju ovaj posao. U ovoj tezi
bice razmatrana MCMC tehnika (MCMC je skrac¢enica od Monte Carlo Markov
Chain), koja se u literaturi najvise koristi.
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MCMC tehnika predstavlja klasu algoritama koji se koriste za generisanje
uzoraka iz Zeljene (posteriorne) raspodjele. Dio "Monte Carlo" u nazivu ovih
metoda ukazuje da se ovi metodi zasnivaju na slu¢ajnim simulacijama, dok
dio naziva "Markov Chain" upucuje da se ovim simulacijama generiSu slu¢ajni
uzorci koji nisu nezavisni jedan od drugog, ve¢ formiraju lanac Markova kod
koga je svaki naredni element generisan na osnovu svog prethodnika. Ideja
koju MCMC algoritmi eksploatiSu je da, uz odredene uslove, ovi Markovljevi
lanci konvergiraju svojoj stacionarnoj distribuciji. Dovoljni uslovi pod kojima
je ovo ispunjeno su navedeni u Fundamentalnoj teoremi za lance Markova. Ako
je stacionarna distribucija upravo ciljna (posteriorna) raspodjela, tada se moze
naci iteracija pocev od koje se za sve generisane elemente moZe smatrati da
predstavljaju uzorak iz ciljne (posteriorne) raspodjele.

Najjednostavniji algoritam koji se u okviru MCMC metoda koristi za kons-
trukciju Markovljevih lanaca je Gibsov metod uzorkovanja ili Gibsov sempler.
Ovaj algoritam se koristi u slucaju visSedimenzionalnog Bejzovskog zakljuciva-
nja i narocito ga je pogodno koristiti u slucaju kada je posteriorna raspodjela
data u zatvorenoj formi, kao i u situaciji kada je uzorkovanje iz zajednicke
posteriorne raspodjele komplikovanije u odnosu na uzorkovanje iz marginalnih
posteriornih raspodjela. Osnovna ideja Gibsovog semplera je generisanje novih
instanci pojedinacnih promjenljivih pod uslovom poznavanja trenutnih vrijed-
nosti svih ostalih promjenljivih. U narednom je opisana konstrukcija Gibsovog
semplera u opstem slucaju Bejzovskog zakljucivanja.

Neka su y podaci koji potic¢u iz uzoracke distribucije P (y|'¥), sa priornom
raspodjelom (W), za dati skup W sastavljen od bar dvije slucajne velicine. Cilj
Bejzovskog zakljucivanja je aproksimacija posteriorne raspodjele P (W]y) o
P (y|¥) - n(¥).

Za skup ¥ sastavljen od slucajnih veli¢ina 1, ¥, . . ., ¥y, (prosti) Gibsov
metod uzorkovanja podrazumijeva sljedeéi niz koraka:

« Inicijalizuje se proizvoljna po&etna vrijednost (¥ = (¢§O), v,l/;O), N ;(CO)),
* Ako je generisana iteracija w(-f) = (:,Z/Y),a,l/;j), ey .,w,((j)) , tada se
iteracija ¢ V+D) = (wg“l), wéﬁl), . .,w,g”l)) generise na sljededi nacin:

w7V se uzorkuje iz raspodiele P (wl Wi ) y) :

a,l/;‘iﬂ) se uzorkuje iz raspodjele P (¢2|¢§j+1), a,[/éi), e, w,((j), y) ,
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a,l/l.(jH) se uzorkuje iz raspodjele P (¢i|¢/§j+1), ce wl.(;ji'l), a,l/l.(ﬁ, cey 'v[’/(cj)’ y

w,((jﬂ) se uzorkuje iz raspodjele P (wklwiﬂl), wéﬂl), e ,w,(fll), y) .

Prethodno opisani postupak ima razna uopStenja i modifikacije. Npr., mo-
guce je, umjesto jedne, posmatrati par promjenljivih i uzorkovati iz njihove
zajednicke uslovne raspodjele u odnosu na prethodna stanja svih ostalih pro-
mjenljivih (to je tzv. blokovski Gibsov sempler). Zajednicko za sve varijante
Gibsovog semplera je svojstvo da, u vecini slucajeva, dobijeni lanac Markova
ima jedinstvenu stacionarnu raspodjelu. To efektivno znaci da niz generisa-
nih iteracija (shvacen kao niz stanja promjenljivih), konvergira u raspodjeli ka
uzorku iz posteriorne raspodjele. U radu [79], dokazano je da lanac Markova koji
se dobije primjenom Gibsovog semplera iz prethodnog razmatranja ispunjava
uslove Fundamentalne teoreme za lance Markova, te za njega postoji iteracija
pocev od koje generisane vrijednosti mogu tretirati kao elementi uzorka iz pos-
teriorne raspodjele. Nedostatak Gibsovog metoda uzorkovanja je $to moZe da
se desi da je potrebno izvesti veliki broj iteracija dok se do pomenutog "praga"
ne dode (u literaturi je ovo poznato kao "burn in" period).

Osnovna zamjerka protivnika Bejzovskog zakljucivanja je subjektivnost iz-
bora priorne raspodjele i njenih hiperparametara. Argument protiv ovih pri-
mjedbi je da priorna raspodjela ne treba da bude "savrSena" distribucija koja
¢e u velikoj mjeri biti saglasna sa uocenim podacima, nego pocetna stanica
Bejzovske inferencije. Sto se ti¢e izbora hiperparametara, do njih je mogude
do¢i sredstvima frekvencionisti¢kog pristupa, ali bi to donekle poremetilo kon-
cept Bejzovske paradigme. Stoga, ideja Bejzovskog pristupa se moze ponoviti
i smatrati da hiperparametar nije vrijednost, ve¢ slucajna promjenljiva na ¢iju
raspodjelu vjerovatnoca utice bar jedan nepoznat parametar. Na taj nacin se do-
bija hijerarhijsko Bejzovsko zakljucivanje, pri ¢emu je nivo hijerarhije odreden
brojem "ugnjeZdenih" slu¢ajnih promjenljivih &ije raspodjele treba spoznati.

Neka je X = (X1, X2, . . ., X;;) uzorak izabran iz raspodjele koja je odredena
parametrom (slucajnom veli¢inom) #. Takode, neka je ¢ hiperparametar koji
odreduje priornu raspodjelu 7(6). Ukoliko je ¢ poznata vrijednost, tada je u
pitanju "obi¢ni" Bejzovski model, koji je do sada razmatran. Medutim, moZe
se desiti da je ¢ slucajna veli¢ina sa nepoznatom raspodjelom vjerovatnoca i
svojom priornom raspodjelom 7 (¢). Ako su hiperparametri priorne raspodjele
7(¢) poznati, dobija se hijerarhijski Bejzovski model sa dva nivoa. Ovaj model
odreden je zajednickom priornom raspodjelom

n(8,¢) =n(¢) - 7(0l9),
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dok je zajedniCka posteriorna raspodjela odredena sa
P(6,¢Ix) (0. 9) - P(x|6,¢) =7(0,9) - P(x]6),

pri ¢emu se posljednja jednakost opravdava time Sto ¢ djeluje na vjerodostojnost
iskljucivo preko #. Ukoliko neki od hiperparametara priorne raspodjele 7 (¢)
ima svoju priornu raspodjelu, tada nastupa "spuStanje" na novi nivo hijerarhije,
a sam postupak karakterisanja zajednickih priornih i posteriornih raspodjela je
sli¢an opisanom.

Uzorkovanje iz posteriorne raspodjele hijerarhijskog Bejzovskog modela
moZe da se obavi Gibsovim semplerom, jer je ovaj algoritam i predviden za
koris¢enje u slucaju viSedimenzionalnog Bejzovskog zakljucivanja.

Pitman-Jorov proces je stohasticki proces koji ima osnovu u Pitman-Jorovoj
distribuciji. Najintuitivniji nacin definisanja ove distribucije je uz pomoc¢ kons-
trukcije "lomljenja Stapa" (na engleskom "stick breaking"). Generalno, ova
konstrukcija podrazumijeva sljedeci niz koraka:

1. Stap duZine 1 se na slu¢ajan na¢in lomi na dva dijela, ¢ije su duZine Vy i
1-V.

2. Dio Stapa koji je duZine 1 — V; se na slucajan nacin lomi na dva dijela
¢ije su duZine proporcionalne veli¢inama Vo 1 1 — V. Na taj nacin se od
tog dijela Stapa dobijaju dva manja dijela ¢ije su duZine (1 — Vp) - Vo i
(1=V1)-(1-Va).

3. Dio Stapa koji je duzine (1 — V7) - (1 — V5) se na slucajan nacin lomi
na dva dijela ¢ije su duZine proporcionalne veli¢inama V31 1 — V3. Na
taj nacin se od tog dijela Stapa dobijaju dva manja dijela ¢ije su duZine
(1=-V1)-(1=Vo)-V3i(1=Vy)-(1-Va)-(1-Vs).

MozZe se primijetiti da je prethodni postupak potpuno odreden preciziranjem
izbora niza nezavisnih slu¢ajnih promjenljivih (Vi, k > 1), u smislu zadavanja
taCne raspodjele vjerovatnoca po kojoj se ravna svaka slu¢ajna promjenljiva u
ovom nizu. [lustracija konstrukcije lomljenja Stapa data je na Slici 3.4.

Neka je @ € [0,1) i 8 > 0. Za prirodan broj k > 1, neka slu¢ajna promjen-
ljiva V; ima Beta (1 — @, 8 + ka) raspodjelu, tj. neka slucajna promjenljiva Vj
ima funkciju gustine raspodjele fy,, koja je definisana sa

F(1+8+ (k-1a) (1-x)Bthke-l
i) =4 T(1-a) -T(B+ka) x@

2

, zax € (0,1);

inace,

117



Glava 3: Vjerovatnosni metodi

Vi

Y o N
" —
v
1- Vi
(I=v1) vy
(]. —Vl) . (]. —VQ)
(I=vy)-(1-va2)-vs3
(I=vy)-(1=v2)-(1-v3)
Slika 3.4

gdje je I" oznaka za gama funkciju. Pored datih uslova, dodatno se pretpostavlja
daje (Vk, k > 1) niz nezavisnih slucajnih promjenljivih. Ako se uvedu oznake

pr=Vi,pr=(1=-V)-...-(1=Vi)) - Vi, k=2, (3.13)

tada se raspodjela slu¢ajnog vektora (p1, p2, . . . ) naziva GEM distribucijom
sa parametrima « i 8 ioznacava sa GEM(«a, 3)) (Naziv GEM je akronim dobijen
iz imena matematiCara Grifitsa, EndZena 1 MekKlaskija, koji su medu prvima
posmatrali ovu distribuciju). Ukoliko se za niz slucajnih veli¢ina (p,,n > 1)
posmatra odgovarajuci niz statistika poretka (u kojem su statistike poretka zapi-
sane u opadajuéem poretku) i na taj na¢in dobijeni niz oznacisa (p,,n > 1), tada
se za p := (pu,n > 1) kaZe da ima Pitman-Jorovu raspodjelu sa parametrima
a ip (uoznaci p ~ PYD(a,B)). Parametar « se naziva parametrom sniZenja,
dok se parametar 8 naziva parametrom koncentracije.

Neka je H raspodjela vjerovatnoéa nad mjerljivim prostorom (X, B) i
p = (p1,p2,...) ~ PYD(a,B). Ako je (Xi,k > 1) niz nezavisnih slucaj-
nih promjenljivih uzorkovanih iz raspodjele H, tada je Pitman-Jorov proces (u
oznaci PYP(a, B8, H)) diskretna distribucija vjerovatnoca na X definisana sa

p(la. B H) = Y pi- 1 (Xk =), (3.14)
k=1

gdje je I(-) indikator dogadaja navedenog u zagradi, tj. slucajna veli¢ina koja je
definisana sa
. _ ] 1, akoje Xi =ux;
I(Xp =x) = { 0, inade.
Raspodjela H iz prethodne definicije joS se naziva baznom ili pocetnom ras-
podjelom. U principu, Pitman-Jorov proces predstavlja operator koji baznu
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raspodjelu nad mjerljivim prostorom (X, $8) transformise u diskretnu raspo-
djelu ¢iji je skup mogucih vrijednosti konacan ili prebrojiv podskup od X. Iz
prikaza datog u jednacini (3.14) uocava se da se Pitman-Jorov proces mozZe
shvatiti kao izvlaCenje niza uzoraka iz bazne raspodjele, $to ovaj proces Cini dis-
kretnim stohastickim procesom. Mada bazna raspodjela moZze biti proizvoljna,
u daljnjem izlaganju se posmatraju raspodjele H diskretnog tipa, tj. koristice se
pretpostavka da je H diskretna vjerovatnosna mjera.

Najpoznatija analogija kojom se interpretira Pitman-Jorov proces PYP(a, B,
H) je tzv. proces kineskog restorana (krac¢e CRP, §to je skradenica od Chinese
Restaurant Process):

Kineski restoran ima beskonano mnogo stolova numerisanih skupom pri-
rodnih brojeva, pri ¢emu za svakim stolom moZe da sjedi beskonacno mnogo
gostiju. Niz gostiju pojedinacno ulazi u restoran i svaki gost moze da zauzme
mjesto za ta¢no jednim stolom. Pritom se za k-tim stolom u momentu njegovog
zauzimanja na slucajan nacin bira jelo X; uzorkovano iz bazne raspodjele H.
Dakle, gosti za istim stolom konzumiraju isto jelo, ali se, zbog diskretnosti ras-
podjele H, moZe desiti da razliciti stolovi serviraju isto jelo. Raspored sjedenja
gostiju odreden je sljedecim postupkom:

* Prvi gost sjeda za prvi sto i narucuje jelo X; koje se uzorkuje iz raspodjele
H.

* Ako se n gostiju smjestilo za prvih K, < n stolova, pri ¢emu je n; broj
Kn

gostiju koji sjede za i—tim stolom i n = Zn,-, tada gost n + 1 sjeda
i=1

. . . nj—-—a. . .
za zauzet sto i € {1,...,K,} sa vjerovatno¢om - 3 1 konzumira vec
n+
naruceno jelo X; ili sjeda za prvi slobodan sto K, + 1 sa vjerovatno¢om
B+ K,a

Y i narucuje jelo Xk, +1 koje se uzorkuje iz raspodjele H.
n

Postupak izbora stola iz prethodnog gosti mogu realizovati sekvencijalnim
slu¢ajnim izvlacenjem (sa vraéanjem) kuglice iz urne, pri ¢emu je, za svaku
kuglicu u urni vjerovatnoéa njenog izvlacenja proporcionalna njenoj teZini.
Inicijalno, restoran je prazan i urna sadrZi samo jednu crnu kuglicu teZine .
Ukoliko gost izvuce crnu kuglicu, taj gost sjeda za prvi naredni slobodan sto;
crna kuglica se vraca u urnu i njena tezina se povecava za «, a u urnu se dodaje
bijela kuglica teZine 1 —a koja je numerisana brojem stola koji je taj gost zauzeo.
U suprotnom, ako gost izvuce bijelu kuglicu, on sjeda za sto oznacen brojem na
toj kuglici; ta kuglica se vraca u kutiju i teZina joj se povecava za 1.

Ako se uvede niz slucajnih veli¢ina (Y,,n > 1) tako da je Y, := X; ako
n—ti gost sjeda za k—ti sto, tada se iz prethodnog uocava da je, za dati raspored
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sjedenja prvih n gostiju, uslovna raspodjela slucajne veli¢ine Y,+1 u odnosu na
slucajne velicine Y1, ..., Y, data sa

n,—a/ ,8+K,,a/
,3 n+p

Raspored sjedenja prvih n gostiju kineskog restorana odreduje jednu slu-
Cajnu particiju I, skupa N, = {1,...,n}. Pritom je K, broj skupova (blo-
kova) te particije, a n; veliina i—tog bloka. Relativna veli¢ina i—tog bloka u

Yui11Y1, ..., Yy, raspored sjedenja ~ Z

particiji I1,, jednaka je i Raspored sjedenja svih gostiju je slucajna parti-
n

cija Iy skupa prirodnih brojeva N, gdje je Iy = {B i J € N}, pri ¢emu je

B; = U {B€ll,:je B,neN}. Na osnovu opisanog postupka sjedenja u

kineskom restoranu slijedi da niz (—l, i> 1) konvergira u raspodjeli ka vektoru

(p1,p2,---), gdje je p; deﬁnisanonformulom (3.13). Stoga (p1,p2,...) ima
GEM(a, B) raspodjelu. Rangiranje ovih vjerovatoéa u opadajué¢em redoslijedu
dovodi do vektora p = (p,,n > 1) izabranog iz PYD(a, B) raspodjele, pa se
za niz slucajnih veli¢ina (Y,, n > 1) koji je definisan u prethodnom razmatranju
moZe smatrati da je uzorkovan iz PYP («, 8, H) distribucije. U tome leZi znacaj
analogije procesa kineskog restorana jer se, uz pravilno indeksiranje, CRP moze
koristiti kao alternativni metod uzorkovanja iz PYP u sluc¢aju kada je nepoznat
vjerovatnosni vektor p.

Za prirodan broj n i realne brojeve x, y, rastuci faktorijel broja x 1 rastuci
faktorijel broja x sa inkrementom y krace se zapisuju pomocu Pohamerovih
simbola na sljedeci nacin:

() = 1, zan =0;
o x(x+1)-...-(x+n-1), zan>1.
1 zan =0;
() .~ ’
(x[y) {x(x+y) cx+(n-1)y), zan>1.

Generalizovani Stirlingovi brojevi bice definisani u sklopu sljedece "igre
razvrstavanja':

Konac¢no mnogo razli¢itih kuglica se jedna za drugom razvrstavaju po una-
prijed zadatom redoslijedu. Pritom, svaka kuglica se stavlja ili u "rupu" ili u
jednu od trenutno raspoloZivih urni. Za prvu kuglicu, inicijalno je na raspola-
ganju r > 0 urni. Za date cijele brojeve 7 i g, nakon smjeStanja prve kuglice u
neku od urni, broj urni se povecava za —¢ (tj. smanjuje se za t), dok se u slucaju
smjeStanja prve kuglice u rupu, broj urni se povecava za ¢ — ¢t. Sli¢an nacin
razvrstavanja se dalje izvodi za drugu kuglicu, sa promjenom $to se umjesto r
koristi "aZurirani" broj urni. Ovaj postupak se ponavlja sve dok se ne razvr-
staju sve kuglice. Opisana igra razvrstavanja u daljnjem ce biti referisana kao
(t,q,r)—igra razvrstavanja.
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Primjer 3.4.4. U (-2, 18, 10)-igri razvrstavanja inicijalno je na raspolaganju
10 urni. Nakon smjestanja kuglice u urnu, broj urni se povecava za —(-2) = 2,
dok se nakon smjestanja kuglice u rupu, broj urni povecava za 18 — (-2) = 20.

Neka su N, M, —t,q i r prirodni brojevi. Generalizovani Stirlingov broj
Sj"\;(t,q,r) predstavlja broj nacina da se N kuglica rasporedi u (¢, g, r)—igri
razvrstavanja tako da tacno M njih bude smjeSteno u rupu. Po definiciji se
stavlja Sg(t, q,r) =1.

Primjer 3.4.5. Za nalaZenje vrijednosti S :{’ (-2,18,10), tj. broja nacina da se
3 kuglice rasporede u (-2, 18, 10)-igri razvrstavanja tako da tacno jedna od
njih bude smjestena u rupu, moze se primijetiti sljedece: Ako je prva kuglica
smjestena u rupu, tada druga kuglica ide u jednu od 30 urni, a treca kuglica
ide u jednu od 32 urne; ako je druga kuglica smjestena u rupu, tada je broj
raspoloZivih urni za smjestanje prve i trece kuglice jednak redom 10 i 32; a ako
je trec¢a kuglica smjestena u rupu, tada je broj raspoloZivih urni za smjestanje
prveidruge kuglice jednak redom 10i 12. Zbog toga je S‘;’(—Q, 18,10) = 30-32+
10-32+10-12 = 1400. Generalno, slicnim rezonovanjem se dobija S?(t, q,r) =
(r+g—-t)(r+q-2t)+r(r+q-2t)+r(r—t)=3r(r—t)+3r-2t+q)(q—1).

Primjedba 3.4.6. Generalizovani Stirlingovi brojevi prebrojavaju odgovarajuce
razmjeStaje kuglica u (¢, g, r)—igri razvrstavanja. Ovaj broj nije jednak broju
finalnih konfiguracija kuglica. Stoga je nebitno da li se nove urne nadodaju
na postojece ili se u svakom novom razmjeStaju sve prethodne urne zamijene
sa odgovaraju¢im brojem novih urni. Sli¢no, u slucajevima kada je ¢+ > 0 ili
q —t < 0, broj urni se moZe smanjiti 1 nebitno je koje urne su izabrane za
uklanjanje.

Rekurentna veza koja odreduje generalizovane Stirlingove brojeve je iska-
zana u sljedeéoj lemi.

Lema 3.4.7. [64] Neka su N, M, —t,q i r prirodni brojevi. Tada vrijedi
S%(t,q,r) =0,zaN<M,

S (t,q,7) = (r| =)™,
S%ﬁll(t,q,r) = S]A\,’,(t,q,r) +(r=Nt+q(M+1))- SAN/Hl(t,q,r).

Dokaz. U rupu se ne moze smjestiti viSe kuglica nego Sto ih se razmjeSta, Sto
znaCidaza M < N vrijedi S %(t, q,7r) = 0. Ako u rupi nema kuglica, tada se u
svakom novom razmjestaju broj urni povecava za —f, pa je

Sév(t,q,r) =r(r—-t)(r=2t)-...-(r—(N-1t), N > 1.

Time je dokazano S(I)V(t,q,r) = (r| - t)(N), pa ostaje joS da se potvrdi treca
jednakost.
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Neka je N + 1 kuglica rasporedeno pomocu (¢, g, r)—igre razvrstavanja, tako
da je tacno M + 1 njih smjesteno u rupu. Posljednja, N + 1—va kuglica moze biti
smjestenailiu rupu ili u neku od raspolozivih urni. Ako je smjeStenau rupu, tada
se ostalih NV kuglica rasporeduje tako da se M njih smjesti u rupu, Sto je moguce
uraditi na § %(t, q,r) nacina. Ukoliko je posljednja kuglica smjeStena u urnu,
tada se ostalih N kuglica rasporeduje tako da se M + 1 njih smjesti u rupu, Sto je
moguce uraditi na SAN4 .1(#, g, r) nacinai, u tom slucaju, za smjestanje posljednje
kuglice jeu opticajur — (N —-M - 1)t+(g—t)(M+1) =r — Nt +q(M + 1)
raspoloZivih urni. O

Generalizovani Stirlingovi brojevi mogu da se uopste tako da jednakosti date
u prethodnoj lemi vrijede za proizvoljne realne brojeve ¢, g i . Dokaz postojanja
1 jedinstvenosti ovakvog produZenja moZe se naci npr. u [64]. U nastavku teze,
od interesa ¢e biti iskljucivo generalizovani Stirlingovi brojevizat = -1,q = -«
1r =0, gdje je @ parametar sniZenja kod Pitman-Jorovog procesa. U skladu sa
tim, biée kori$éena kraca oznaka SANLQ := §¥ (-1, —a,0). Na osnovu prethodne
teoreme, vrijedi

She=0,zaM >N, (3.16)
1, za N =0;
N _ ’ )
S0.0 = { 0, inaCe. (3.17)
SMa=SNa+(N=1-Ma)- Syl za0<M<N. (3.18)

Ako je (Y1,...,Y,) konacan uzorak izabran iz PYP(«a, S, H) raspodjele,
tada se, zbog diskretnosti bazne raspodjele H, moZe desiti da uoceni uzorak
sadrzi jednake elemente. U terminima CRP analogije, neka je M,, broj razlicitih
jela na uocenom uzorku od n jela i {Y/,...,Y ;f,[n} meni na osnovu kojeg se
posluzuje K, stolova kineskog restorana. Ako [; predstavlja viSestrukost jela

M,
Y7, tj. broj stolova za kojim se ovo jelo servira, pri cemu je K, = Z l;, 1 ako
i=1

je m; ukupan broj gostiju koji sjedi za stolovima za kojim se servira jelo Y,
tada je moguce odrediti zajedni¢ku raspodjelu slucajnih vektora (Y1,...,Y,) i
(l1,...,1Im,). Ovaraspodjela se krace zapisuje uz pomoc rastucih faktorijela i
generalizovanih Stirlingovih brojeva i odredena je u sljedecoj lemi.

Lema 3.4.8. [22] Zajednicka raspodjela za (Y1, ...,Y,) i (l1,...,lnm,) je data

sa
M
Bl P oy gm
P Kl = ST [ (O sp) . @a9)
i=1

Dokaz. Najprije treba primijetiti da na vrijednost vjerovatnoce iz formule
(3.19) ne utice raspored ulaZzenja gostiju u kineski restoran (ovo svojstvo uzorka
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(Y1, ...,Y,) izabranog iz PYP raspodjele se naziva razmjenjivost). Zbog toga,
u daljnjem se podrazumijeva raspored u kojem u restoran najprije udu svi gosti
koji konzumiraju jelo Y7, zatim svi gosti koji konzumiraju jelo Y5, itd. sve dok
naposlijetku u restoran ne udu svi gosti koji konzumiraju jelo Y;/In.

Sljedeci korak podrazumijeva odredivanje teZine vjerovatnoce iz formule
(3.19) koji "otpada" na fiksirano jelo iz ponudenog menija. Ako se za jelo Y/
ovaj udio oznaci sa P(Y, l;, m;), tada oCigledno vrijedi

P{Y1, ... .Yyt ...l } = ]—[P(Y liom;

Jelo Y;' se servira na [y stolova i konzumira ga ukupno m; gostiju. Neka je
A(my, 1) skup svih mogudéih rasporeda sjedenja m gostiju za [; stolova za
kojim se sluZi jelo Y7, ali tako da za svakim od ovih stolova sjedi bar jedan gost.
Tada vrijedi
Py lom) = Y P(Y.l,ma).
acA(my,ly)

Za raspored sjedenjaa € A(my,l1) ik € {1,...,[1}, neka je my(a, k) broj
gostiju koji sjedi za k-tim stolom za kojim se sluZi jelo Y;. Za dati raspo-
red sjedenja a, vjerovatnoéu P (Y}, 1y, my,a) je moguce odrediti rekurzivnom
primjenom formule (3.15). Na taj nacin se dobija

(11)
P(Y{,li,m1,a) = ((ﬁ')(fm) H(Y})" - ]_[<1 @) @O

Ako se sa A(mao, [2), oznaci skup svih rasporeda sjedenja mo gostiju za [ stolova
za kojim se sluZi jelo Y, tako da za svakim ovakvim stolom sjedi bar jedan gost i
ukoliko se za a € A(ma2,[2) stavi da je ma(a, k) broj gostiju u grupi koji sjedaju
za sto k, tada za svako a € A(mo, [2) vrijedi

* (ﬁ + lla|a)( 2) i ( ( k)—l)
P(Y ’12’ ma, a) (Y ) 2 (1 ) ma(a, )
2 (prmye l—[

Sli¢no se racunaju vjerovatnoce za jela Yy, Yy, . . ., zakljuCno sa vjerovatnocom

M,-1 (an)
(3]
i=1

Ma—1\ (mar,)
5

=1

P(Y;\k/ln’an’ mMn’ Cl) = 'H(Y;/In)an.

Imy,

. 1—[ (1 _ a,) (mMn(a,k)—l) )

k=1
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Za kompletiranje dokaza, dovoljno je dokazati da za svakoi € {1,..., M,}
vrijedi
li
]_[ (1= a) @R = i (3.20)
acA(ml;) k=1
Ovo se moZe dokazati indukcijom po prirodnim brojevima m; 1 [;. Preciznije,
ako se za prirodne brojeve m;, [; definiSe

1, zam; =1; =0;
0, zali =0 < my;
D(m;, l;, @) = Li
(1 — @) mi@O=D " nage.
acA(my ;) k=1

bice dokazano da za sve prirodne brojeve m;, [; vrijedi D (m;, [;, @) = S;"’a 1z
prethodne definicije 1 svojstva (3.17) slijedi

1, zam; =0;

D(m;,0, @) = Som,iz = { 0, inace.

Takode, za m; < [;, iz svojstva (3.16) i Cinjenice da ne postoji raspored sjedenja
iz skupa A(m;, [;) u okviru kojeg bi za svakim od /; posmatranih stolova sjedio
po bar jedan gost, slijedi da u tom slucaju vrijedi D (m;, [;, @) =0 = S;’i’fa. Stoga,
neka su m;, [; prirodni brojevi za koje vrijedi 0 < [; < m;, uz pretpostavku
da za sve brojeve 0 < m; < m; i 0 < [ < [;, pri ¢emu je bar jedna od
ove dvije nejednakosti stroga (tj. vrijedi m; < m; ili [ < [;), vrijedi da je

D(m, I, a) = S;’,l’a Ideja dokaza je da se skup A(m;,[;) podijeli na [; + 1

podskupova u zavisnosti od toga gdje sjeda posljednji gost od posmatranih m;
gostiju:

* Neka je Ag(m;,1l;) € A(my,[;) skup svih rasporeda sjedenja za koje po-
sljednji gost sjedi sam za nekim od m; stolova. Uklanjanje ovog gosta
dovodi do rasporeda sjedenja ostalih m; — 1 gostiju za ostalih /; — 1 stolova
1 nije teSko primijetiti da je ovim uspostavljena injektivna koresponden-
cija izmedu skupova Ag(m;, ;) i A(m; — 1,1; — 1). Takode, uocava se
da dodavanje posljednjeg gosta ne doprinosi povecanju vrijednosti broja
D(mi -1, l,‘ -1, a/).

e Zak' € {1,...,1;}, neka je Ay (my;,1l;) € A(m;,[;) skup svih rasporeda
sjedenja za koje posljednji gost sjedi za stolom k', pri ¢emu za ovim stolom
sjede bar dva od posmatranih m; gostiju. Uklanjanje ovog gosta ne dovodi
do toga da sto k’ ostane prazan, $to dovodi da rasporeda sjedenja ostalih
m; — 1 gostiju za [; stolova. Ovim je uspostavljena bijekcija izmedu
skupova Ay (m;, l;) i A(m; — 1,1;). Takode, uocava se da dodavanje
posljednjeg gosta dodaje faktor m;(a, k') — @ svakoma € A(m; — 1,1;).
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Uzimaju¢i u obzir prethodno razmatranje, dobija se

li
D (m;,l;,a) = Z l_l (1- a,)(mi(a,k)—l)

acAg(mg,l;) k=1

+ IZ Z ll_l[ (1- a)(mi(a,k)—l) — Z ﬁ (1- a)(mi(a,k)—l)

k'=1acAy (my,l;) k=1 acA(m;-1,1;-1) k=1

l; l;
2 2, ma@k) - [a-a)™ @O =D mi- 1.0~ 1.0)

kK'=1 acA(m;—1,i;) k=1

li li
v miak) o[ [a-a)™ @O =D (mi 1.0 - 1)
k=1

aeA(mi—l,li) k'=1

li
+mi=1-La)- > []0-a)™@OD =D (mi-1,1-1,0)
acA(m;i-1,;) k=1
_ mi—l mi—l (3_18) m;
+ (m,~ -1- l,~a/) -D (m,- -1,1; a/) = Sl,»—l,a + (m,- -1- l,~a/) : Sl,»,a = Sl,»,a'
Time je dokaz kompletiran. O

Znacajna karakteristika Pitman-Jorovog procesa je transformacija bazne
(ulazne) raspodjele u novu (izlaznu) diskretnu raspodjelu. Ovo svojstvo omo-
gucava formiranje (kona¢nog) niza Pitman-Jorovih procesa koji su rekurzivno
izgradeni na nacin da bazna raspodjela jednog ¢lana ovog niza predstavlja iz-
laznu raspodjelu njegovog prethodnog ¢lana. Na taj nacin dobijena struktura
naziva se hijerarhijskim Pitman-Jorovim procesom. Ovakva struktura je Cesto
prisutna kao priorna raspodjela u Bejzovskim hijerarhijskim modelima inferen-
cije. Konkretan oblik ove hijerarhije kori§éen u ovom radu opisan je u narednom
izlaganju.

Neka je string X duZine 7 dat u obliku X = X;Xs...Xr, pri ¢emu su
X1, ..., Xr diskretne slucajne veli¢ine koje uzimaju vrijednosti iz konacnog
alfabetaN,, = {1, 2, ..., n}. Ranije je konstatovano da se vjerovatnoca da string
X poprimi konkretnu vrijednost x1 7] = x1X2 . . . X7 dobija raCunanjem uslovnih
vjerovatnoca po formuli

T
Py = | | P (xilxnicy) (3.21)
i=1

gdje se po konvenciji uzima da je x[1,0) = € i x1|e = x1. Takode, opisan
je postupak ocjenjivanja ovih uslovnih vjerovatno¢a upotrebom sufiksnog vje-
rovatnosnog drveta u slucaju da je X;Xs...Xr lanac Markova reda r. Ovaj
postupak je efektivno posmatrao samo kontekste duZine r, tj. za svako i koris-
¢ena je jednakost P (x;|x1,-1]) = P (x;|x[i—r;—17). Sada ée biti izgraden model
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ocjenjivanja vjerovatnoée P iz formule (3.21) koji uzima u obzir kontekste
proizvoljnih duZina.

Pri izgradnji takvog modela, potrebno je posmatrati vektor predvidajucih
vjerovatnoca za svaki simbol relativno u odnosu na svaki postojeci kontekst
koji ovom simbolu moZe prethoditi. Neka je s string proizvoljne duZine, Gs(v)
vjerovatnoca pojavljivanja simbola v € N,, nakon ostvarivanja konteksta s i G
vektor vjerovatnoca, sa po jednom komponentom G(v) za svako v € N,,. Ideja
leZi u zadavanju priorne raspodjele kojom ce se hijerarhijski povezivati vektor
predvidajucih vjerovatnoca u odnosu na konkretan kontekst sa vektorima pre-
dvidajucih vjerovatnoca u odnosu na njegove jednostavnije i krace podkontek-
ste. Na taj nacin uspostavljena rekurentna veza omogucava pracenje zavisnosti
izmedu ocjenjenih predvidajuéih vjerovatnoca u odnosu na duZe kontekste i
ocjenjenih predvidajucih vjerovatnoca u odnosu na odgovarajuce podkontekste.

Za skup N, svih mogucih konteksta, posmatra se hijerahijska Bejzovska
priornaraspodjela postavljena na skupu vjerovatnosnih vektora {Gs : s € N’} na
sljededi nacin: Za prazan kontekst €, neka je G¢|ag, B9, H ~ PYP (o, Bo, H),
pri ¢emu je (globalna) bazna raspodjela H jednaka uniformnoj raspodjeli na
skupu N,,. Na prvom nivou hijerarhije, za proizvoljno v € N, se uzima da
G,la1,B1,Gs ~ PYP(aq,B1,G:). U opstem slucaju, hijerarhija je definisana
rekurzivno na nacin da za proizvoljan neprazan kontekst s vrijedi

Gslays), Bs), Go(s) ~ PYP (), Bisl> Go(s))s (3.22)

gdje je o (s) najduZi pravi sufiks konteksta s (tj. o (s) je string s bez prvog
simbola), a |s| oznaka za duZinu konteksta s.

Dakle, za svaki neprazan kontekst s, priorna raspodjela vjerovatnosnog vek-
tora G5 odgovara Pitman-Jorovom procesu sa parom hiperparametara ajq|, S|
koji odgovaraju nivou |s| date hijerarhije i ulaznom (baznom) raspodjelom G ().
Ovakav izbor priora izrazava predubjedenje da simbol koji se nalazi najranije u
kontekstu ima najmanji uticaj u odredivanju vjerovatnoée posljednjeg simbola.
Za proizvoljan prirodan broj m, neka je priorna raspodjela parametra a,, beta
B(a, by) raspodjela, a priorna raspodjela parametra 8, gama I'( f;,;, h;;,) ras-
podjela. Ovako dobijen hijerahijski Bejzovski model predstavlja jedan oblik
Pitman-Jorovog hijerarhijskog procesa i u daljnjem ce se za njegovo oznacava-
nje koristiti skra¢enica HPYP. Ovaj proces ima strukturu drveta ¢iji su ¢vorovi
vjerovatnosni vektori G, a broj grana koje proizilaze iz svakog ¢vora jednak je
broju simbola alfabeta N,,.

Analogija procesa kineskog restorana moZe da se generalizuje kako bi se
dobila interpretacija hijerarhijskog Pitman-Jorovog procesa. Ovo uopStenje se
naziva procesom fransize kineskih restorana (u oznaci CRFP, §to je akronim od
Chinese Restaurant Franchise Process) i ono se dobija na sljedeci nacin:
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Svakom slu¢ajnom vektoru Gy iz prethodno uvedenog hijerahijskog Pitman-
Jorovog procesa se pridruzuje tacno jedan kineski restoran Ry u skladu sa vec
opisanom CRP konstrukcijom. Pritom je svaki restoran R, izuzev restorana
R, hijerahijski povezan sa restoranom-roditeljem R (5). Niz gostiju koji ulaze
u restoran Rg odgovara stringovima koji pocinju kontekstom s, dok su jela
koja se narucuju u ovom (a i svakom drugom restoranu) iz istog menija koji
odgovara simbolima alfabeta IN,,. Kada se za novozauzetim stolom restorana Rg
narucuje jelo, tada se ovo jelo bira iz bazne distribucije G (s). Ovo efektivno
znaCi da se taj sto Salje u roditeljski restoran R, (s), gdje se tretira kao gost
tog restorana. Opisani postupak se izvodi rekurzivno sve do momenta kada u
nekom od restorana-roditelja sto-gost ne sjedne za ve¢ zauzet sto i konzumira
jelo koje se servira za tim stolom ili dok ne stigne do restorana praroditelja R,
u kojem se jela (simboli) narucuju (biraju) iz menija (alfabeta X) po uniformnoj
raspodjeli. Kada se to ostvari, za odgovarajuc¢im stolovima restorana-potomaka
ove grane, zaklju¢no sa onim od kojeg je zapoceo rekurzivni poziv, se posluzuje
inicijalizovano jelo. Primjecuje se da svaki restoran iz posmatrane franSize
ima dvije vrste gostiju: "nezavisne" koji dolaze samostalno i musterije koji su
stolovi poslati od strane restorana-potomaka. Uslovna raspodjela sjedenja data
formulom (3.15) vrijedi u svakom restoranu fransize i ona ukazuje na to da u
CRFP vrijedi princip "popularnosti”, u smislu da narucivanje jela v u restoranu
Rs povecava vjerovatnocu ponovnog narucivanja jela v u tom restoranu.

Realizacija CRFP podrazumijeva da se najprije "popune" restorani fran-
Size koji nemaju potomaka, a da se zatim razmjeStanje izvede za njihove
restorane-roditelje koji se nalaze na istom nivou hijerarhije (tj. za resto-
rane koji odgovaraju kontekstima istih duZina) i da se ovaj postupak nastavi
sve dok se ne stigne do restorana praroditelja. Preciznije, za familiju strin-
gova D, u svojstvu trening podataka, posmatra se skup konteksta D* = {s :
s je podstring nekog stringa iz familije D}. Svakom kontekstu s € D* odgo-
vara kineski restoran Rs. Narucivanje jela v u restoranu Rg odgovara realizaciji
simbola v nakon konteksta s i ovo narucivanje je moguce samo ukoliko se kon-
tekst sv pojavljuje kao podstring nekog stringa iz familije 9 (sa napomenom
da se restoran u kojem nije moguce naruciti nijedno jelo moZe zanemariti, tj.
iskljuciti iz franSize). Restorani franSize koji nemaju potomaka su oni koji
odgovaraju kontekstima koji su neprazni prefiksi stringova iz familije . Na-
kon $to se "nasele" ovakvi restorani, prelazi se na sukcesivno popunjavanje
njihovih restorana-roditelja i ovaj postupak se nastavlja sve dok se ne dode do
restorana-praroditelja.

Primjer 3.4.9. Neka je D = {41313} sastavijen od jednog stringa ¢iji simboli
pripadaju alfabetu N4. Tada je

D" ={e,4,1,3,41,13,31,413,131, 313, 4131, 1313, 41313}.

Restorani bez potomaka odgovaraju kontekstima 4131,413,41,4. U ovom slu-

127



Glava 3: Vjerovatnosni metodi

caju se CRPF sastoji od 10 kineskih restorana. Jedna validna realizacija CRPF
za ovaj skup konteksta predstavljena je u obliku prefiksnog drveta na Slici 3.5.

E) Ri3 \@_‘Rzﬂ @ Ra1

O |Ras ¢ | R

@ Ra131

Slika 3.5: Pravougaonici predstavljaju restorane, krugovi predstavljaju stolove,
brojevi unutar njih predstavljaju jela (simbole) koji se za tim stolovima serviraju,
dok brojevi pored krugova predstavljaju broj gostiju za odgovaraju¢im stolom

Uzimajudi u obzir postupak biranja stolova i biranja jela, moze se zakljuciti
da realizacija CRFP ne zavisi u potpunosti od trening podataka. Tako u pret-
hodnom primjeru, dva gosta restorana R; konzumiraju jelo 3 za istim stolom,
ali moguca je i realizacija da ova dva gosta sjede za razli¢itim stolovima ovog
restorana i konzumiraju jelo 3. Stoga, da bi realizacija CRFP bila u potpunosti
odredena, pored trening podataka kojim se zadaje meni u svakom restoranu
franSize, potrebno je znati konfiguraciju zauzetih stolova u svakom restoranu
franSize. Pod konfiguracijom zauzetih stolova nekog restorana podrazumijeva
se broj zauzetih stolova, broj zauzetih stolova za kojim se servira konkretno
jelo, kao i broj gostiju za svakim stolom pojedinacno. Radi lakSeg opisivanja
konfiguracije zauzetih stolova u CRFP, bice koriS§¢ene dodatne statistike.

Neka je s € D™ proizvoljan kontekst. Za restoran R bi¢e uvedene sljedece
statistike:

* ds := |s| predstavlja nivo restorana R u datoj hijerarhiji.
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* 1, je broj stolova u restoranu Ry koji serviraju jelo v € N,,.

* 1, je broj zauzetih stolova u restoranu Ry, tj. ts. = Z tsy.
veN,,

+ ¢Y je broj nezavisnih gostiju restorana R koji konzumiraju jelo v € IN,,.

* ¢g, je ukupan broj gostiju restorana R koji konzumiraju jelo v € N,
(ukljucujudi i goste-stolove poslate od strane restorana potomaka)

* csvk je ukupan broj gostiju restorana Ry koji konzumiraju jelo v € N, i
sjede za stolom k, pri cemu je cg,;x = 0 ako se za stolom k ne servira jelo
V.

* cg. je ukupan broj gostiju restorana R, tj. cs. = Z Csy-
veN,,

Pored datih statistika, korisno je uvesti veli¢inu koja nije vezana za konkretni
restoran iz franS$ize, a koja za svakog gosta biljeZi doprinos rezervaciji novih
stolova na odredenom nivou hijerarhije. Preciznije, za gosta g posmatrane
franSize, doprinos ovog gosta u rezervaciji novih stolova ili indikator novog
stola ovog gosta (u oznaci u,) je dat sa u, = ds, gdje je Rs restoran franSize u
kojem gost g rezervise novi sto (direktno ili rekurzivnim pozivom), a da pritom
on ne rezervise novi sto u restoranu R (s). Ukoliko gost g ne rezervise novi sto,
stavlja se da je u, = L, gdje je L maksimalni nivo hijerarhije koji postoji u datoj
franSizi. Slikovito receno, u, predstavlja najmanji nivo hijerahije u kojem je
gost g "krivac" za rezervisanje novog stola. Primjera radi, ako za nekog gosta g
vrijedi u, = 0, tada, u odnosu na restoran u koji je usao, ovaj gost rezervise nove
stolove u svim restoranima roditeljima zaklju¢no sa restoranom praroditeljem.

Ako je IG (s) skup svih nezavisnih gostiju restorana Rg, C(s) grana fransize
¢iji je korijen restoran Ry (tj. C(s) je skup koji obuhvata sve kontekste s’ takve
da je restoran Ry potomak restorana Rs) i z, jelo koje konzumira gost g, tada
vrijedi sljedeca lema.

Lema 3.4.10. [22] Za svaki restoran Ry i svako jelo v koje se posluZuje u tom
restoranu vrijedi

Co=cht D oy (3.23)
§':s=0(s")

= D > I(zg=v) 1 (ug < dy). (3.24)

s’eC(s) gelG(s’)

Dokaz. Svaki od gostiju restorana R koji konzumiraju jelo v je ili "nezavisan"
gost koji konzumira ovo jelo ili je je gost-sto na kojem je inicijalizovano jelo
v, a koji je poslat od strane direktnog restorana potomka ovog restorana. Zbog
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toga, vrijedi jednakost (3.23). Sto se ti¢e dokaza jednakosti (3.24), klju¢no je
primijetiti da, na broj stolova restorana Ry koji posluzuju jelo v, uticu iskljucivo
nezavisni gosti iz bilo kojeg restorana oblika Ry, za s € C(s), koji konzumiraju
jelo v i, u "potrazi" za ovim jelom, moraju da se u hijerarhiji franSize "popnu"
bar do restorana Rs. O

Jednakosti (3.23) i (3.24) iz prethodne leme omogucavaju da se, uz broj
nezavisnih gostiju koji se dobija iz trening podataka, konfiguracija stolova u
svakom restoranu franSize izrazi u funkciji doprinosa rezervaciji novih stolova
za svakog takvog gosta.

Teorema 3.4.11. [22] Za trening podatke D, odgovarajuci skup konteksta D* i
{z1, ..., 27} uzorak izabran iz CRFP, neka je u indikator novog stola pridruZen
podatku z;. Zajednicka raspodjela za (z1,...,z75) i (u1,...,uy) u HPYP cija
Jje reprezentacija ovaj CRFP data je sa

(l‘s.) Scsv
1 @ svo|s
P{zi,....zp5u1, . ug = —- 1—[ Bla) 1—[ i, (3.25)
e 11 ('8|S|)(c&) et (csv)

tSV

pri Cemu je tg. = Z tey I Cs. = Z csy 1 velicine tg, i g, se dobijaju iz velicina
vEN,, VEN,

ui,...,uy primjenom formula (3.23) i (3.24).

Dokaz. Idejanakojoj se zasniva dokaz date formule zasniva se na pojedinacnom
posmatranju krajnjih restorana potomaka i svih restorana franSize u pripadnim
granama, zaklju¢no sa restoranom praroditeljem R.. Neka je Ry jedan takav
restoran, z C {z1,...,2y} skup gostiju ovog restoranaiu C {u1,...,uy} skup
indikatora novog stola ovih gostiju. Iz formula (3.23) i (3.24) direktno slijedi da
elementi skupa u na jedinstven nacin odreduju konfiguraciju stolova u restoranu
Rs. S druge strane, ako je data konfiguracija stolova restorana R, tj. ako su

. . . .. Csy
za svako v € N poznate vrijednosti fg,, cg), tada se moZe generisati 1_[ ( )
veN,, sv

mogucih indikatora novih stolova. Zbog toga, veza izmedu zajednicke raspodjele
zazit :={ts : v € N,}izajednicke raspodjele za z i u data je sa

P(z,t) = 1—[ (jsv) -P(z,u).
vEN,,

Sv

Zajednicka raspodjela za z 1 t nadena je u Lemi 3.4.8 za slucaj jednog kineskog
restorana. Za razliku od tog slucaja, gdje je zauzimanje novog stola podrazu-
mijevalo direktno uzorkovanje jela iz bazne raspodjele H, u slucaju franSize
restorana, zauzimanje novog stola u restoranu Ry za posljedicu ima uzorkovanje
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iz raspodjele G (5). Uzimajuci u obzir ovu modifikaciju formule (3.19), kao i
oznake odgovarajucih statistika, dobija se:

(ts.)
(Bislls)) o
P (Z, t) = W . l_[ (GG'(S) (v)tsv . SfSV’alsl) .
Is| veEN,,

Marginalizacijom G (5)(v), ovaj postupak moZe da se ponovi u restoranu R s)
i da se rekurzivno izvodi sve dok se ne dode do restorana praroditelja R,.
Zauzimanje novog stola u restoranu praroditelju rezultuje uzorkovanjem jela iz
globalne bazne raspodjele H. Kako je H uniformna raspodjela na skupu NN,
vjerovatnoca izbora jela za zauzetim stolovima restorana praroditelja dobija se

kada se broj — stepenuje sa brojem novih stolova koje je u restoranu praroditelju
n

generisala grana franSize ¢iji je krajnji potomak restoran Rs. Ako se ovaj
postupak izvede tako da se ta¢no jednom obuhvate svi restorani iz franSize
dobija se jednakost (3.25). O

Za postavljeni hijerarhijski Pitman-Jorov proces i datu familiju trening po-
dataka © moguce je odrediti posteriorne raspodjele vjerovatnosnih vektora Gy,
parametara sniZenja a|s| 1 parametara koncentracije Bjs|. Odredivanje posteri-
ornih raspodjela bice izvedeno u okviru odgovaraju¢e CRFP konstrukcije. U
narednom je preciznije opisan ovaj postupak.

Neka je, kao do sada, D skup trening podataka, D* skup svih podstringova
stringova iz familije D i {Rs : s € D*} odgovarajuca fransiza kineskih restorana.
Odredenosti radi, neka posmatrana franSiza ima n nivoa hijerarhije, gdje jen —1
duzina najduzeg konteksta iz D™ koji odreduje neprazni restoran bez potomaka.
Podsjecanja radi, restorani bez potomaka su restorani fransize koji odgovaraju
kontekstima koji su neprazni prefiksi stringova iz familije 9 1 ovi restorani
imaju samo nezavisne goste. Uzorak iz CRFP se dobija kada se "nasele" svi
restorani ove fransize pocevsi od restorana koji nemaju potomaka i zaklju¢no sa
restoranom praroditeljem. Ako je J ukupan broj gostiju svih restorana fransize,

sa zP = (z? , Z%) e, z? ) bice oznacen realizovani uzorak iz CRFP.

U odnosu na uzorak z2, posteriorna raspodjela vektora G := {Gs : s € D*}
i vektora hiperparametara ® := {a,,, B;n : 0 < m < n— 1} je uslovna raspodjela
data sa:

P(G,0,7°)
P(G.01%) = =2 (3.26)
)T
Upotrebom CRFP konstrukcije se dolazi do marginalizacije vektora G¢ tako $to
se ovaj vektor zamjenjuje indikatorima novog stola gostiju restorana Rs. Neka
je Us niz svih tako pridruZenih indikatora novog stola i U niz indikatora novog
stola svih gostiju franSize. Tada se posteriorna distribucija data u (3.26) moze
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izraziti na sljedeci nacin:

P(U,0,7°)

P((LI,GIZD) - 7]

o« P (w, @,ZD) . (3.27)

Za generisanje reprezentativnih uzoraka {¢/, 0V : j e {1,2,...,1}}
iz posteriorne raspodjele kao pocetni osnov moze biti upotrebljena zajednicka
raspodjela data formulom (3.25), jer je ovaraspodjela zadata u zatvorenoj formi.

Najprije ¢e biti opisana implementacija Gibsovog semplera za odredivanje
uzoraka {UY : i € {1,2,...,1}} iz posteriorne raspodjele, pri ¢emu je, za
svakoi € {1,2,...,1}, U sastavljen od indikatora zauzimanja novog stola
gostiju posmatrane franSize kineskih restorana. Ova implementacija se moze
naci u [22] i ona koristi zajednicku raspodjelu vjerovatnoc¢a uzoraka iz CRFP i
indikatora zauzimanja novog stola, koja je data u formuli (3.25). Tokom gene-
risanja instanci, za svakog gosta g se "stara" vrijednost indikatora zauzimanja
novog stola u, uklanja zajedno sa "starom" vrijednoS¢u z,. Brisanje indika-
tora ug odgovara brisanju novog stola na odgovaraju¢em nivou hijerarhije, Sto
moze izazvati probleme ukoliko se ovaj sto Salje u restorane roditelje. U takvim
situacijama prelazi se na uklanjanje drugih stolova, sve do momenta kada je mo-
guce ukloniti sve stolove koji su povezani sa posmatranim stolom. Preciznije,
procedura uzorkovanja tece na sljedeci nacin:

Za svakog gosta g irestoran franSize u kojem ovaj gost doprinosi rezervisanju
novog stola, posmatra se skup path(g) koji predstavlja putanju od restorana
praroditelja do tog restorana. Neka su fg, g, ty,, cg, vrijednosti odgovarajucih
statistika nakon uklanjanja gosta g, a t, ce, 15, cg, vrijednosti tih statistika
nakon dodavanja istog tog gosta u restoran Rs. Da bi se uzorkovao par (z,, ug),
potrebno je razmotriti sve restorane Ry € path(g), jer bi uklanjanje gosta
g moglo da promijeni konfiguraciju stolova u tim restoranima. Svaki gost g
pripada ta¢no jednom restoranu iz skupa path(g), pa se za uvedene statistike
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jednostavno dokazuju sljedeca svojstva:

Za svaki restoran Ry € path(g), uklanjanjem gosta g se dobija

, { ts., ako je u, > ds;

t. = .
§ ts. — 1, akoje ug < ds,

;L { tsys ako je ug > ds;

tsw—1, akojeu, < dsizg =v,
_{ Cs.s ako g ¢ IG(s)iug > ds + 1;

cs.— 1, ako(g € IG(s)iu, <ds+1)ilig € IG(s),

oo { Covs ako g ¢ IG(s)iug > ds + 1;
sv cov—1, akozg=vi((g¢IG(s)iug <ds+1)ilig € IG(s)) .
Dodavanjem gosta g i indikatora u, se dobija
"y { 1, ako je uy > ds;
S| ts.+1, akojeu, < ds,
o { 1o ako je ug > ds;
sV tey+1, akojeu, < dsizy =v,

’

n | oces ako g ¢ IG(s) iug > ds +1;

T\ L +1, ako(g ¢ IG(s)iug < ds+1)ili g € IG(s),

no_ Cops ako g ¢ IG(s)iug > ds+1;

sv cey+1, akoz, =vi((g¢IG(s)iug <ds+1)ilig € IG(s)) .

Koristeci prethodno, zajednicka uslovna vjerovatnoca za zg i u, se moZze izraziti
u obliku

P{Zg9 uglzlzf _Zgaullf - ug}

I(ng,#ng,V t,#t},)

1 l,,’:ﬁl", C;(,
_ (Bis| + @sits.) (575) . S e

I(cg #cg.) Chy

’
tsvva'lsl

Rsepath(g) (IBISI + Cé)

(t” )I(’é'v#;v) . (C” — )I(Cg:/_t;(/:C;v_tév
sy sv — lsy
(cglv)l(cé'vicév) ’

gdje je z1.y — z, oznaka za vektor z1.; iz kojeg je iskljucena komponenta zg, a
uy.; — u, oznaka za vektor uy.; iz kojeg je iskljuena komponenta u.

Kao $to je ve¢ napomenuto, uklanjanjem gosta g iz odgovarajuceg restorana
nije uvijek moguce promijeniti vrijednosti relevantnih statistika. Ove statistike
se mogu izmjeniti ukoliko vrijedi bar jedan od sljedecih uslova:

1. Gost g ne doprinosi rezervisanju novog stola, tj. u, = L.

2. Nijedan drugi gost ne sjeda za sto koji je "generisao" gost g, tj. za sve
Ry € path(g) vrijedi ds > uy = cg, = 1.
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Glava 3: Vjerovatnosni metodi

3. Postoje drugi stolovi generisani od strane drugih gostiju na kojima se
servira isto jelo kao na stolovima generisanim od strane gosta g, tj. za sve
Rs € path(g) vrijedi ds > ugy = t5, > 1.

Kada se novi gost dodaje u restoran zajedno sa odgovaraju¢im indikatorom
novog stola, tada taj indikator ne moZe uvijek uzimati bilo koju vrijednost iz
skupa {0, ..., L}. Npr., ako se gost g dodaje u restoran Ry tako da konzumira
jelo v, pri ¢emu je trenutno fg, = 0 (u tom restoranu nema stolova koji posluzuju
to jelo), gost g ¢e generisati novi sto u restoranu R, $to znaci da vrijedi uy < L.
Zbog toga je potrebno ustanoviti minimalnu mogucu vrijednost indikatora u,
(u oznaci umm) i maksimalnu mogucu vrijednost indikatora ug (u oznaci uy'™).
Relativno Jednostavno se pokazuje da za gosta g koji konzumira jelo v Vrl]edl

min _ 0, ako je tey =03
u = o
8 1, 1nace.

max _ | min{ds : Rs € path(g),ts, = 0}, ako postoji R tako da je t5, = 0;
“e T L, ako za svaki R vrijedi z5, > 0.

Za odredivanje uzoraka {®) : i € {1,2,...,1}} parametara sniZenja i kon-
centracije bice upotrebljen metod uzorkovanja koji ove parametre optimizuje
u odnosu na njihove pretpostavljene priorne raspodjele. Ideja ovog metoda je
preuzeta iz [88], gdje se koriste pomoc¢ne slucajne promjenljive Cije su uslovne
raspodjele odredene "starim" vrijednostima parametara «,,, 8, i ¢ijim uzorko-
vanjem se "popravljaju" vrijednosti hiperparametara a,,, b,,, fi, hm. Zatim se
uz pomo¢ ovako dobijenih korigovanih vrijednosti hiperparametara uzorkuju
"nove" vrijednosti parametara «,,, 8, 1 ovaj postupak se iterativno ponavlja.
Podsjecanja radi, pretpostavljena priorna raspodjela parametra snizenja a,, je
beta B(a,,, b,;), dok je pretpostavljena priorna raspodjela parametra koncentra-
cije B, gama I'( f;,,, h,,) raspodjela, pa se iz ovih priornih raspodjela uzorkuju
inicijalne vrijednosti parametara a,,, 5,,. Slijedi detaljniji opis ovog postupka.

Uzimaju¢i u obzir jednakost (3.20), zajednicka raspodjela vjerovatnoc¢a data
u (3.25) moze da se predstavi u sljedecem obliku:

1 Bisila fs)
P(Zl,---,ZJ;ul,-..,M]):E 1—[ (( sl |S| l_l 1—[ 1_a/|s| (Csvk 1)

(c
o\ (Bis)) ™ ven, k=1

Pomoc¢ne slucajne veli¢ine uvode se u cilju aproksimacije odgovarajucih faktora
iz prethodne jednakosti. Neka je Rs proizvoljan restoran franSize koji nije
prazan. Primjenom veze izmedu beta i gama funkcije, dobija se

1 _ L) 1 b B sl
(IB|S|)(CS) B I (ﬁlsl +Cs~) - F(CS.) /0‘ Xg (1 xs) dxs.
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Na osnovu ovoga, uvodi se pomo¢na slucajna veli€ina xs, Cija je uslovna raspo-
djela u odnosu na stare vrijednosti parametara S5 i cs. beta B(f)g|, cs.) raspo-
djela. Takode, vrijedi

ty.-1
(ts‘) _ )sz 1 —Ysi
(Bislers) ™ = [ | (Bsi + s - l_[ DB (ag) Y,
i=0 i=0 Ysie{0.1}
pa se mogu uvesti pomo¢ne slucajne veli¢ine yg;, i € {0, 1, ..., t.—1}, tako daje,
za stare vrijednosti a5, Bjs|, uslovna raspodjela slucajne veliCine ys; Bernulijeva
. B : . ..
raspodjela sa parametrom g := ¢,, tj. ysi uzima vrijednost 0 sa
Bis) + s i

vjerovatno¢om 1 — ¢, a vrijednost 1 sa vjerovatnocom q.
Konacno, za cg,; > 2 vrijedi

( ) csvk—1 csvk—1
Csvk—1 . . vk i 1-zgvk;
(l—ag) V=[] G-as)=[] D G- (1-ay) ™,

Jj=1 J=1 zg;€{0,1}
pa se mogu uvesti pomocne slucajne veli¢ine zg,x;, j € {0,1,...,cox — 1},
tako da je, za staru vrijednost ajs, uslovna raspodjela slucajne vehcme Tsvkj

-1
Bernulijeva raspodjela sa parametrom r : /
J -y

Ako se sve pomoc¢ne slu¢ajne promjenljive uzorkuju iz odgovarajucih ras-
podjela, tada su, u odnosu na dobijene vrijednosti, uslovne raspodjele novih
vrijednosti parametara sniZenja i koncentracije date sa

fs.—1 Csvk—1
am ~ Blay,+ Z Z(l_)’m) by + Z Z (1_stkj) >
s:|s|=m i= s,v,k:|s|=m,ce =2 j=1
ts.—1
Bm ~T Z Z Vsis h Z log xs
s:|s|=m i= s:|s|l=m

Uzorkovanjem vrijednosti iz prethodnih raspodjela dobijaju se nove vrijed-
nosti parametara «,, i 8,. Postupak uzorkovanja se dalje moZe nastaviti uz
pomoc¢ ovih vrijednosti.

Od vrijednosti koji se mogu dobiti iz posteriorne raspodjele (3.27) svakako
je najvaznija predvidajuca vjerovatnoéa pojavljivanja simbola v € N, nakon
ostvarivanja konteksta s, za proizvoljan kontekst s koji ne mora nuzno biti
element skupa D*. Ova vjerovatnoca je data sa

Pupreio) (vls.22) = / P (v1s, U,0) - P(U,01z°) d (U,0).
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Glava 3: Vjerovatnosni metodi

Umjesto racunanja posljednjeg integrala, iz posteriorne raspodjele se izvlace
uzorci {(Ll(’), e . e {1,2,...,1}}1koristi se sljedeca aproksimacija

1
Puprrcoy (v1s.22) = Y P (vls, 1@, 09), (3.28)

i=1

pri ¢emu se uslovna vjerovatnoca P (v|s, U, ®) racuna rekurzivnom primjenom
formule (3.15) na sljedeci nacin:

P(vle,U,0) = %, (3.29)

v — Qs| * Isy + ,8|s| + )
ﬁ|s| + Cs. ﬁ|s| + Cg.
sa napomenom da se za s ¢ D*, umjesto konteksta s koristi njegov naj-
duzi sufiks koji pripada skupu D*. Nacin biranja uzoraka {H®,00 : i
{1,2,...,1}} iz posteriorne raspodjele je opisan u prethodnom razmatranju.

P (vls, U, ©) = = S P lo(s). U.0).  (330)

Predvidajuca vjerovatnoca Pypyp(p) je krajnji cilj kompletnog prethodnog
razmatranja. Ovom vjerovatno¢om se, na osnovu trening podataka 9, moZze
definisati ocjena Pypy p(p) vjerovatnoce realizacije proizvoljnog stringa x(1 7] =
x1x2 . ..xr iz formule (3.21) na sljedeci nacin:

T
Prpyp(p)(X[11]) = 1_[ Prpyp(D) (xi|x[1,i—1], ZD) , (3.3D
i=1

sa dodatnom konvencijom da je x[1,0] = €1 x1 le = x1.

Ovako dobijena ocjena vjerovatno¢a omogucava definisanje mjere slicnosti
familija stringova A i B definisanih nad istim alfabetom N,, na sli¢an nacin kao
u sluc¢aju modela vjerovatnosnog sufiksnog drveta. Preciznije, ako se familije
A i B koriste kao skupovi trening podataka i dobiju predvidajuce vjerovatnoce
Prpyp(a) 1 Papyp(s). @ zatim na osnovu njih, primjenom formule (3.31), izvedu
ocjene ﬁpr P(A) 1 ﬁpr P(B)» tada se na principu Kulbak-Lajblerove mjere diver-
gencije moZe konstruisati nova (vjerovatnosna) mjera slicnosti familija stringova
AiB:

70 pM M 7/ pM M
d(PH;YP(A)’ PHlfYP(B)) + d(PHI?YP(B)’ PHI:\YP(A))
2 b

dypyp(A, B) :=

pri Cemu se statistike J(ﬁIT};‘YP( A)) id (ﬁ?{‘ﬁy P B)) definiSu kao u formuli (3.5),
pMa i PME

gdje ulogu vierovatnosnih mjera PM4 i PM5 uzimaju redom P upypa) L Pupyp(s)

HPYP model na osnovu kojeg se racunaju predvidajuée vjerovatnoce zas-
novan je na strukturi drveta, $to mozZe otezati njegovu implementaciju. Stoga
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su moguce razne strategije kojima bi se pojednostavila struktura ovog drveta.
Ovdje ¢e biti razmatrana marginalizacija HPYP modela kojom ¢e se ukloniti
"unutra$nji" ¢vorovi drveta u kojima ne dolazi do grananja drveta, da bi se zatim
neki od tih ¢vorova reinicijalizovali ako postoji potreba za njima u postupku
nalaZenja odgovarajuée predvidajuce vjerovatnoée. Na taj nacin se, u odnosu
na polazni model, dobija model prostije strukture, a iste izrazajne moci. U
terminima CRFP analogije, ova marginalizacija podrazumijeva da se iz fran-
Size najprije uklone svi restorani koji imaju tacno jednog restorana-potomka.
Zatim se, na osnovu ostatka franSize formira redukovana hijerahija na osnovu
koje se nalaze predvidajuce vjerovatnoce ostvarivanja datog simbola u datom
kontekstu. Potreba za naknadnim dodavanjem nekog od uklonjenih restorana
nastupa u slucaju kada je neki od njih oznacen zadanim kontekstom. Klju¢no u
vezi prethodnog postupka je utvrdivanje HPYP strukture redukovanog modela,
tj. izrazavanje zavisnosti parametara sniZenja i koncentracije ovog modela na
svim njegovim nivoima hijerarhije u odnosu na odgovarajue parametre po-
laznog modela i to u obliku koji omogucava rekonstrukciju parametara oba
modela prilikom opisanog uklanjanja ili dodavanja ¢vorova drveta (tj. restorana
iz franSize). Slijedi precizniji opis ove zavisnosti.

Ako je u kineskom restoranu koji je interpretacija Pitman-Jorovog procesa
PYP(a,B,H),a € [0,1), B > —a, sa A(c) oznaCen skup svih rasporeda sjede-
nja ¢ gostiju, tada se, za raspored sjedenja a € A(c), rekurzivnom primjenom
formule (3.15) dobija

(,8+a/|a/)(|t(a)|_1) (ep-1)
P(a) = — . (1-a)r 7, (3.32)
(B+ DD ZLL

gdje je t(a) skup svih stolova koji se koriste u rasporedu sjedenja a, a cp
broj gostiju koji sjedi za stolom b € t(a). Ovim je odredena distribucija
CRP.(a, B) rasporedivanja c gostiju ovog kineskog restoranaia ~ CRP.(a, ),
ako se vjerovatnoca realizacije rasporeda sjedenja a dobija na osnovu prethodne
vjerovatnoce. Za ¢ > 1, neka su data dva kineska restorana, tako da je u prvom
dat raspored sjedenja a; € A(c), a u drugom dat raspored ay € A (|t(a1)l)
(Slika 3.6 ).

Dakle, broj gostiju u rasporedu sjedenja a2 jednak je broju stolova u raspo-
redu sjedenja a1, pa izmedu ova dva skupa postoji bijektivna korespondencija.
Koristeéi ovo, moguce je na osnovu rasporeda sjedenja a; formirati novi ras-
pored sjedenja C,, € A(c) u kojem se spajaju svi stolovi u rasporedu sjedenja
a1 koji odgovaraju gostima koji u rasporedu sjedenja ao sjede za istim stolom.
Za novodobijeni raspored sjedenja C,, se joS kaZe da je dobijen spajanjem ili
koagulacijom stolova u rasporedu a; saglasno sa rasporedom sjedenja az. Obr-
nuta operacija od ove je razdvajanje ili fragmentacija stolova. Ova operacija
podrazumijeva particiju stolova u rasporedu sjedenja a; na sekcije restorana,
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» pOQ] 90 = ol

By

Slika 3.6

tako da jednu sekciju sadinjavaju svi stolovi koji odgovaraju gostima koji sjede
za istim stolom u rasporedu sjedenja a». Jasno je da se ova particija mozZe
indeksirati skupom ¢(a2), tj. predstaviti u obliku {Fj, : b € t(a2)}. Kako
rasporedi sjedenja as 1 C,, imaju isti broj stolova, posljednji skup se takode
moZe indeksirati skupom 7 (Cy, ) i, za svako b € 1 (Cy, ), za sekciju Fj, se moZe
smatrati da potiCe iz odgovaraju¢e CRP,, raspodjele, gdje je ¢, broj gostiju za
stolom b.

Iz prethodnih konstrukcija se jednostavno uo¢ava da se poznavanjem rezul-
tata operacija koagulacije i fragmentacije stolova mogu rekonstruisati rasporedi
sjedenja od kojih su oni proistekli. Ovo omogucava da se uspostavi veza iz-
medu odgovaraju¢ih CRP distribucija. Uz prethodne oznake, vrijedi sljedeca
teorema.

Teorema 3.4.12. [74] Neka je
(i) a1 ~ CRP. (a1, Bay) iazlar ~ CRPyay)) (@2, p),
(if) Za svako b € t (C,,) vrijedi
Cay ~ CRP. (a1a2, Bay) i Fp|Cyqy ~ CRP., (a1, —a1a2) .
Tada su distribucije date uslovima (i) i (ii) ekvivalentne.

Dokaz. Za dokaz ekvivalentnosti distribucija datih uslovima (i) i (ii) klju¢no
je pokazati jednakost odgovarajucih zajednickih raspodjela vjerovatnoca. Neka
je ispunjen uslov (i), tj. neka su a; i ao rasporedi sjedenja za koje vrijedi
a1 ~ CRP. (a1, Ba1) iasla; ~ CRP(4,) (a2, 8). Na osnovu formule (3.32),
dobija se

)(It(a1)|—1)

(Ba1 + a1lay (ca-1)
(Bay + 1D l_l (1= a)™
1 det(ay)

1—[ (1- a,Z)(cb—l) _ (Ba1 + a'1a/2|a/1a2)(|f(02)|—1)
(Bay + 1)V

P(ay,az) = P(a1) - P (azla) =

(B + ag|ag)1@2)1=1)

(B + 1)(|l(a1)|—1) bes(az)
l_[ (1-ap'ca™. l_[ (a1 - araglar) ™Y,

det(ay) bet(az)
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pri ¢emu se posljednja jednakost dobija primjenom identiteta
@y +y)" =y e+ DY oy eRon 2 1,

zajedno sa ¢injenicom da vrijedi |f(a2)| < |t(a1)] i Z ¢p = |t(ay)|. Faktori
bet(ag)
dobijenog proizvoda mogu da se pregrupiSu u skladu sa koagulacijom C,, ifrag-

mentacijom {F},}. Naime, stolu b € ¢ (C,, ) odgovara faktor (a1 — ajaz|ai) ™Y,

uz koji se mogu "vezati" svi faktori iz proizvoda l_I (1 - a1)V odredeni
det(aq)

stolovima d € t (Fp). Dakle, zajednicka raspodjela vjerovatnoéa za aj i as se,

u terminima koagulacije i fragmentacije, moZe izraziti na sljedeéi nacin:

(Bai + a1a2|a1a2)(|t(ca1)|_1)
(Bay + 1)

P(ai,az) =

[ [(@-aaola)@@0 [ ] (1 —a) ™ = P (Cay (Fb)) -

bet(Cay) det(Fp)

Ako se u prethodnom izvrsi uslovljavanje po C,,, dobija se da, za svako b €
t(Cyq,), raspored sjedenja Fj, ima CRP,., (a1, —a1@2) distribuciju. Sumiranjem
po svim "blokovima" F}, dobija se

(It(Caq)l-1)
(Bay + ajaz]aias) 1 . l_l (1 - ayas) D,

P(Cq) = (Bay + 1D

bet(Cay)

Sto znaci da C,, ima CRP,. (a2, fa1) raspodjelu. Time je dokazano da
distribucije date uslovom (i) impliciraju distribucije date uslovom (if). Da
vrijedi 1 obrnuto dokazuje se na sli¢an nacin, eksploatisanjem uspostavljene
jednakosti izmedu odgovarajucih zajednickih raspodjela. O

Prethodna teorema ima primjenu u odredenim HPYP modelima. Naime,
ako je za granu u kojoj se sukcesivno pojavljuju ¢vorovi Gg i G1 1 Ga, pri
¢emu G nema drugih potomaka sem G+, ispunjeno G1|Gg ~ PYP(a1, 8, Gg) i
Gso|Gq ~ PYP(Q'Q,,BQ’Q, G1), tada vrijedi Go|Gy ~ PYP(aqafg,,Ba/g, Gyp). Ovo
omogucava da nakon brisanja ¢vora G ostanu poznati parametri sniZenja i
koncentracije tako redukovanog HPYP modela. Nedostatak ovog postupka je
Sto za njegovu primjenu odgovarajudi parametri sniZenja i koncentracije moraju
da se "poklope". Stoga je potrebno uvesti dodatna ogranic¢enja za ove parametre
kako bi se ovo postiglo. Npr. lako se vidi da se poklapanja ostvaruju ako su svi
parametri koncentracije jednaki nuli. Znacajno je istaéi da prethodna teorema
omogucava da se ovaj postupak i obrne, tj. da seizbrisani ¢vor reinicijalizuje, ako
za njim postoji potreba. Sljedeci primjer ilustruje kako se ova reinicijalizacija
obavlja u CRFP reprezentaciji.
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Primjer 3.4.13. Neka su Ry (r(s)), Ro(s) i Ry restorani u okviru jedne grane
franSize kineskih restorana, pri cemu restoran R sy nema drugih potomaka sem
restorana Ry. Takode, neka je broj gostiju u restoranu Ry (s)) jednak broju
stolova u restoranu Rs. To omogucava brisanje restorana R, (s iz fransize (lijeva
kolona Slike 3.7), ali i njegovu reinicijalizaciju (desna kolona Slike 3.7). Naime,
ukoliko se u postupku racunanja predvidajucih vjerovatnoca stvori potreba za
poznavanjem konteksta o (s), tada je restoran R ) moguce reinicijalizovati u
franSizu. Da bi se ovaj restoran "vratio" u fransizu, gosti za odredenim stolovima
restorana Ry se razvrstavaju na vise novih stolova prateci odgovaraju¢u CRP
distribuciju. Svi novodobijeni stolovi se tretiraju kao gosti "novog" restorana
Ro(s)- Oni se u ovom restoranu grupisu za stolove saglasno sa stolovima
"originalnog" restorana Rs na nacin da taj restoran i restoran R, imaju
Jednak broj stolova, a da pritom broj gostiju u odredenoj sekciji restorana
R (o (s)) bude jednak broju stolova u odgovarajucoj sekciji restorana R s).

Primjedba 3.4.14. U radu [88] primjeceno je da prethodno opisan HPYP model
moze da se poveZe sa interpolisanim KN modelom koji je razmatran u prethod-
noj sekciji ove glave. U suStini, oba ova modela kombinuju interpolacijski
mehanizam zasnovan na parametrima sniZenja i modifikovanim ocjenama iz
prethodnog nivoa hijerarhije. Posljedi¢no, oba modela daju sli¢ne distribucije
predvidajudih vjerovatnoca. Odatle i proisti¢e pomenuta efikasnost interpolacij-
skog KN modela, jer, u principu, svaka nova modifikacija kojom se poboljSava
njegova efikasnost ide u pravcu da on sve manje li¢i na frekvencionisti¢ki model,
a sve viSe podsjeca na hijerarhijski Bejzovski model.
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Slika 3.7: Sematski prikaz reinicijalizacije restorana u fransizu. Pravougaonici
predstavljaju restorane; krugovi predstavljaju stolove, a brojevi unutar krugova
predstavljaju broj gostiju za odgovaraju¢im stolom. Stolovi u razli¢itim sekci-
jama su oznaceni razli¢itim bojama
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Glava 4

Primjena pri rjesavanju LCS
problema

U ovoj glavi razmatran je problem nalaZenja najduzeg zajedni¢kog podniza ili
LCS problem (skrac¢enica L.CS je akronim od Longest Common Subsequence).
Ovo je istaknuti NP—tezak optimizacijski problem gdje je, za datu konacnu
familiju stringova, cilj na¢i najduZi podniz (koji nije obavezno podstring!) za-
jednicki za sve stringove iz posmatranog skupa. Pored teoretskog aspekta ovog
problema, ova glava sadrzi pregled postojecih pristupa i tehnika za priblizno
rjeSavanje LLCS problema koji se mogu naéi npr. u [13], [14], [19], [32], [33],
[34], [39], [50], [60], [67], [72], [87], [91], [92], [94], [95] 1 [98]. Svi obuhva-
¢eni rezultati iz literature rjeSavaju LCS problem koristeci instance uzorkovane
iz uniformne raspodjele ili skoro uniformne raspodjele. Kako raspodjela vje-
rovatnoca simbola alfabeta od kojih se formiraju stringovi ne mora biti bliska
uniformnoj, postavlja se pitanje efikasnosti modela iz literature za ovakav tip
instanci. U ovoj tezi razmatrana je nova heuristika originalno predloZena u radu
[69]. Ispostavljase da vremenski ograni¢ena pretraga bima vodena ovom heuris-
tikom zna¢ajno nadmasuje postojece heuristicke funkcije usmjeravanja pretrage
iz literature, kada su u pitanju instance stringova sastavljenih od simbola ¢ije
relativne frekvencije ucestalosti pojavljivanja nisu bliske uniformnoj raspodjeli.

4.1 Teoretski aspekti LCS problema

Najprije slijedi kratka rekapitulacija pojmova i notacije u vezi stringova iz Glave
2, uz dodavanje nekih novih definicija koji ¢e omoguciti konciznije izraZzavanje
rezultata navedenih u ovoj glavi.

String je konacan niz elemenata (simbola) izabranih iz konacnog, nepraznog
skupa N, := {1,2,...,n},n > 2, koji se naziva alfabetom. DuZina stringa s
oznacava se sa [en(s) i predstavlja broj simbola u datom stringu. String duZine
0 naziva se praznim stringom i oznac¢ava sa €. Za element a; nepraznog stringa
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Glava 4: Primjena pri rjeSavanju LCS problema

s=(a;i €{1,...,len(s)}) se kaze da se nalazi na i—toj poziciji posmatranog
stringa i redanjem simbola na svim pozicijama, string s se moze zapisati u obliku
S = a1az...04en(s5)- Skup svih stringova duzine / > 1 Ciji simboli pripadaju
alfabetu N,, bi¢e oznacen sa S(n,[). String t = t1t2. .. t1en(s) j& podniz stringa
S = 5182 ...Slen(s)> ako postoje pozicije 1 < i1 < iz < ... < {en) < len(s)
stringa s, tako da vrijedi 7; = s;,, za svako j € {1,2,...,len(t)}; utom slucaju,
to se zapisuje sa ¢ < s. Podstring stringa s je string oblika s; ;; koji obuhvata
sve simbole koji se nalaze izmedu i—te i j-te pozicije stringa s (ukljucujudi te
pozicije), pri Cemu se smatra da je sp; ;] := &, ukoliko je i > j. String duZine
len(s) + len(t) koji se dobije nadovezivanjem stringa # na string s predstavlja
konkatenaciju ovih stringova i oznacava se sa st.

Za simbol a € N, i string s, neka je s(a) skup svih pozicija stringa s na
kojima se pojavljuje simbol a i |s(a)| broj pojavljivanja simbola a u stringu
s. UopSteno, za neprazan skup K C N, i string s, neka je s(K) skup svih
pozicija stringa s na kojima se pojavljuje neki od simbola iz skupa K. OCi-
gledno da vrijedi s(K) = U s(a)il|s(K)| = Z |s(a)|. Za familiju stringova

aek aek
S ={s1,82,...,5u}t,m > 1, m—dimenzionalni vektor 8 = (61,602,...,0,,) €

N sastavljen od cjelobrojnih komponenti se naziva vektorom pozicija, a skup
S[6] = {Sl[@l,len(sl)] s 82[0g,len(s)]s - -+ Sm[gm’len(sm)]} se naziva skupom sufiks-
nih stringova skupa S. Ukoliko se simbol a pojavljuje u stringu s;(g, ren(s;)]» U-
vrijedi $i[g, 1en(s;)] (@) # 0, tada Ce pozicija njegovog prvog pojavljivanja u ovom
stringu biti notirana sa ; ,; ukratko, u tom slucaju je 6; , = min s;(g, ren(s;)] (@)-

Neka je S = {s1,52,...,8n},m > 1, skup stringova definisanih nad istim
alfabetom N,,. Stringovi iz skupa S ne moraju biti jednakih duZina i podrazu-
mijevace se da je [ duZina najduzeg stringa iz S, a [,j;, duZina najkraceg stringa
iz S. Ako je PN(S) := {r : t < s, zasvako s € S} skup zajednickih podnizova
stringova iz skupa S, tada je LCS(S) = LCS(s1, s2,...,8,) = max{len(t) :
t € PN(S)} duZina najduzeg zajednickog podniza stringova iz skupa S.

Primjer 4.1.1. Za s,t € S(4,17), pri cemu je s = 14423211422233141 i
t =41113334212114121, stringovi 1321211 i 4113341 su zajednicki podnizovi
stringova s i t. Takode, moZe se provjeriti da su stringovi 411422141 142211421
najduZi podnizovi stringova s i t, Sto znaci da je LCS(s,t) = 9.

U sljedecoj lemi iskazana su neka invarijantna svojstva duZine najduZeg
zajednickog podniza.

Lema 4.1.2. [28] Za proizvoljne stringove s = 5152 . . . Sjen(s)s t = 1112 - . . ten(r)
nad alfabetom N,, vrijedi

(i) LCS(s,t) = LCS(t, ),

(i1) Ako je 6 permutacija skupa N, i 6(s) := 0(s51)0(52) . ..0(Sien(s)) String
dobijen iz s primjenom te permutacije, tada je LLCS(6(s), 0(t)) = LCS(s, 1),
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4.1 Teoretski aspekti LCS problema

(iii) Ako je s® string koji se dobija iz stringa s "okretanjem" pozicija njegovih
simbola, tj. ako je s® = Slen(s) - - - 251, tada je LCS(s®, %) = LCS(s, ).

Dokaz. (i) Svojstvo da je neki string zajednicki podniz stringova s i 7 je u svojoj
prirodi simetri¢nog tipa, odakle slijedi data jednakost.

(i1) Ako je u = ujus . ..ujen() zajednicki podniz stringova s i ¢, tada je
O(u) = 0(u1)0(u2) . . .60(usen(u) zajednicki podniz stringova 6(s) i6(¢). Ukoliko
je dodatno u najduZi zajednicki podniz stringova s i ¢, tada je posljedi¢no 6(u)
najduzi zajednicki podniz stringova 6(s) i 6(¢), Sto implicira LCS(6(s), 6(1)) =
len(u) = LCS(s, 1).

(iii) Akoje u = uruz . . . Ujen(y) zajednicki podniz stringova s i 7, tada je u® =
Ulen(u) - - - U2u1 zajednicki podniz stringova s®itR. Ukoliko je dodatno u najdui
zajednicki podniz stringova s i ¢, tada je posljedi¢no u® najduZi zajednicki podniz
stringova s i t®, §to implicira LCS(s®, t®) = len(u) = LCS(s, 1). O

DuZina najduZeg zajedni¢kog podniza ima svojstvo monotonosti kada su u
pitanju podnizovi i konkatenacija stringova. Preciznije, vrijedi sljedeca lema.

Lema 4.1.3. [28] Za proizvoljne stringove s, t,u, v nad alfabetom N,, vrijedi
(i) Akoje s <uit <v, tada je LCS(s,t) < LCS(u,v),
(it) LCS(s,t) + LCS(u,v) < LCS(su, tv).

Dokaz. (i) Svaki zajednicki podniz stringova s i ¢ je ujedno i zajednicki podniz
stringova u i v. To vrijedi i za najduZi zajednicki podniz stringova s i ¢, odakle
slijedi LCS(s, ) < LCS(u,v).

(if) Ako je w proizvoljan zajednicki podniz stringova s i ¢, a z proizvoljan
zajednicki podniz stringova u 1 v, tada je wz zajednicki podniz stringova su 1
tv. Specijalno, konkatenacijom najduzeg zajednickog podniza stringova s i ¢
sa najduzim zajednickim podnizom stringova u i v dobija se zajednicki podniz
stringova su i tv. Zbog toga, vrijedi LCS(s, t) + LCS(u,v) < LCS(su,tv). O

Osnovna rekurentna relacija za racunanje duzine najduzeg zajednickog pod-
niza iskazana je u sljedecoj lemi.

Lema 4.1.4. Za proizvoljne neprazne stringove s i t nad alfabetom N,, i pro-
izvoljne simbole a, b € N, vrijedi

(i) Ako je a = b, tada je LCS(sa,tb) = LCS(s,t) + 1,

(if) Ako je a # b, tada je LCS(sa, tb) = max {LCS(sa,t), LCS(s,tb)}.

Dokaz. (i) Neka je u najduZi zajednicki podniz stringova s i . Jasno da je tada
ua najduzi zajednicki podniz stringova sa i ta, Sto znaci da je LCS(sa,ta) =
LCS(s, 1) + 1.

(i7) Neka je u = uius .. .uen(,) najduzi zajednicki podniz stringova sa i
tb. AKo je ujenn) = a, tada je u podniz stringa ¢, Sto znaci da je len(u) <
LCS(sa,t). Ukoliko je ujen(y) # a, tada je u podniz stringa s, $to znaci da je
len(u) < LCS(s,tb). Na osnovu toga, dobija se nejednakost LCS(sa, ta) =
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len(u) < max {LCS(sa,t), LCS(s,tb)}. Suprotna nejednakost slijedi iz dijela
(i) prehodne leme, jer je s < sa it < th, pa je LCS(sa,t) < LCS(sa,tbh) i
LCS(s,th) < LCS(sa, tb). O

Primjedba 4.1.5. Dio (ii) prethodne leme mozZe da se uopsti na sljedeéi nacin:
ako su s i 7 neprazni stringovi za koje je LCS(s, 1) = 0, tada za proizvoljne
neprazne stringove u i v vrijedi LCS(su, tv) = max {LCS(su, 1), LCS(s,v)}.

Koristec¢i uo¢enu rekurentnu relaciju, moguce je dati algoritam za rjeSavanje
LCS problema, koji je zasnovan na dinamickom programiranju. Za neprazne
stringove s i 7, neka je d;; := LCS (s, t11.57) i < len(s), j < len(t). Na
osnovu prethodne leme, za brojeve d;; vrijedi

dip=0=dp,;;
d - = di—l,j—l +1, ako je Si =1j; “4.1)
b max{di_l,_,-, d,',j_l}, inace.

Dakle, za izraCunavanje LCS(s, 1) = djen(s) ien(r) UZ pomoC ovog pristupa,
dovoljno je pronaci sve elemente matrice D = (d;;).

Primjer 4.1.6. Matrica D za stringove s i t iz prethodnog primjera ima sljedeci

oblik:

4 1 11 3 3 3 4 2 1 2 1 1 4 1 2 1
trfo 1111111 111 1 1 1 11 1]
t 1111112 222 2 2 22 2 2
411111112 22 2 2 2 333 3
2|1 1 11111 2333 3 3 3 3 4 4
5311 1 11222 2 333 3 3 3 3 4 4
> |1 1 11222 2 3 3[4 4 4 4 4 4 4
1|1 2 22222 2 3 4415 5 555 5
1|1 2 333333 3 44 5106 66 6 6
4|1 2 33333 4 4 44 5 6777 7
2|1 2 333334 555 5 6 778 8
2|1 2 333334 556 6 6 7 7 8 8
2|1 2 333334 556 6 6 7 7|8 8
5|1 2 33444 4 556 6 6 77 8 8
5|1 2 33455 5 55 6 6 6 7 7 8 8
1|1 2 34455 5 56 6 7 7 788 9
41 2 344556 666 7 7 888 9
1|1 2344556 677 7 8 89 9 [9]

NajduZi zajednicki podniz stringova s i t dobija se tako sto se u datoj matrici
pronade trajektorija oblika 123456789, na nacin da su, u svakoj etapi ove tra-
Jjektorije, red i kolona odgovarajuceg elementa jednaki (upareni), a da se, u od-
nosu na trenutnu poziciju trajektorije, njen nastavak uvijek trazi "jugoistocno”,
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u odgovarajucoj podmatrici. Jedna takva trajektorija je oznacena uokvirenim
elementima u prethodnoj matrici i ona odgovara najduZem zajednickom podnizu
142211421.

Prethodni algoritam se moZe poboljSati posmatranjem samo uparenih sim-
bola stringova s i t [47] ili posmatranjem tzv. dominantnih uparivanja [48], tj.
uparivanja a < b za koje vrijedi

LCS(sa, th) > max {LCS(s, 1), LCS(sa, 1), LCS(s, tb)} .

Cak i sa ovim modifikacijama, algoritmi za rjeSavanje LCS problema na osnovu
dinamickog programiranja postaju neefikasni kada se sa sluc¢aja dva stringa
generalizuju na slucaj m > 2 ulaznih stringova. Osnovni problem je nacin
skladiStenja uparenih simbola, jer je u slu€aju m ulaznih stringova potrebno uzeti
u obzir sve m—torke koje se dobijaju kombinovanjem simbola na svim moguéim
pozicijama odgovarajucih ulaznih stringova. ViSe detalja o kompleksnosti ovog,
a i drugih algoritama za rjeSavanje LLCS problema, bi¢e dato u narednoj sekciji
ove glave.

Novu dimenziju LCS problem dobija kada se dodatno pretpostavi da se
ulazni stringovi za koji se on razmatra biraju na slu¢ajan nacin, tj. da su simboli
ovih stringova generisani u skladu sa uniformnom raspodjelom na alfabetu IN,,.
Od velic¢ina koje je korisno poznavati u ovom slucaju, svakako se isti¢e ocekivana
duZina najduieg zajednickog podniza (dva stringa) EL, koja se definiSe na
sljedeci nacin: Za prirodne brojeve n,[ > 1,

Z LCS(s, 1)
s,teS(n,l)

EL(n, 1) := o

Ova veli¢ina je originalno predloZena u radu [24], gdje su razmatrana neka
njena svojstva. U pomenutom radu izracunate su vrijednosti EL(n, 1), za n €
{1,2,...,15}il € {1,2,3,4,5}. Te vrijednosti su prikazane u Tabeli 4.1.

Tabela 4.1

EL(n.1) EL(n,2) EL(.3) EL(m4) EL(n5)
1 1 2 3 4 5
2 0.5 1,125 1,8125  2,523438 3,246094
3 0,333333 0,888880 1,477366 2,000535 2, 718742
40,25 0,734375 1,253906 1,801453 2,363899
5 0.2 0,624  1,006640 1,594317 2,108546
6 0,166667 0,541667 0,997109 1,435968 1,912269
7 0,142857 0,478134 0,881954 1,309838 1,754954
8 0,
9 0,
0,

= 3 T = 3 = =

0,125  0,427734
0,111111 0, 386831

803955 1,206201 1,625155
738692 1,119008 1,515694
683220 1,044309 1,421763
635470 0,979404 1, 340005
593927 0,922366 1,267999
557455 0,871776 1,203953
525179 0,826554 1,146514
496417 0,785862 1,094633

=

0,1 0,353
0,090909 0,324568 (

10
11
12 0,083333 0,300347 0
13 0,076923 0,279472 0
14 0,071429 0,261297 0
15 0,066667 0,245333 0

= T = =2 = =
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Glava 4: Primjena pri rjeSavanju LCS problema

Ocekivana duZina najduZeg zajednickog podniza dva stringa ima svojstvo
superaditivnosti. Preciznije, vrijedi sljedeca lema.

Lema 4.1.7. [24] Za sve prirodne brojeve n, 11,12 > 1 vrijedi
EL(n, 1) + EL(n,l2) < EL(n, 11 + [2).

Dokaz. Za proizvoljne stringove s,t € S(n,l1) i u,v € S(n,l3), na osnovu
dijela (ii) Leme 4.1.3, vrijedi LCS(s, 1) + LCS(u,v) < LCS(su, tv), odakle se
dobija
Z LCS(su, tv)

S )LCS()C,y) s,teS((n,lll))

X,y€5(n,l1+i2 u,ves(n,lo

EL(n, [ +15) = 1120 +20 = 1120 +20

Z (LCS(s, 1) + LCS(u, v))

s,teS(n,ly)
u,vesS(n,la)

A\

n211 +2lo

Z LCS(s, 1) + Z LCS(u, v)
s,teS(n,ly) s,teS(n,ly)
u,vesS(n,lz) u,veS(n,la)

2l +212

nlz . Z LCS(s, 1) +nt - Z LCS(u, v)

s,teS(n,l1) u,vesS(n,la)

n2l1+212

Z LCS(s, 1) Z LCS(u, v)

s,teS(n,ly) u,veS(n,lo)
+

n211 n212
EL(n, 1) + EL(n, I).

Posljedica 4.1.8. [28] Za sve prirodne brojeve n, 1,1y > 1 vrijedi
ll . EL(l’l, 12) < EL(l’l, ll . 12).

Dokaz. Dokaz ce biti izveden indukcijom po /1. Ocigledno da je tvrdenje
ispunjeno za /; = 1. Ako posmatrana nejednakost vrijedi za neko /1 > 1, tada
se iz prethodne leme dobija

(ll + 1) : EL(n, 12) =1 - EL(n, 12) + EL(n, 12) < EL(n, l1- 12) + EL(I’Z, 12)
< EL(l’l, ll . lQ + 12) = EL(l’l, (ll + 1) . 12).

Dakle, posmatrana nejednakost vrijedi za svaki prirodan broj /1 > 1. O
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Teorema 4.1.9. [24] Za svaki prirodan broj n > 2 postoji vrijednost vy, sa
svojstvom

Vp = lim

[—+00

BLOWD o {EL(”’ Do reny {0}} :

EL(n, 1)
!

Dokaz. Prije svega, skup { :leN\ {0}} je ogranicen odozgo (npr.

EL(n,1
sa 1), pa ovaj skup ima supremum. Neka je y, := sup { (ln ) :l e N\ {0}}

EL(n k) _

i € > 0 proizvoljno. Tada postoji prirodan broj & > 1 takav da je

. i EL(n, k) . VS
Yn — €. Za prirodan broj [ > ——, neka su ¢; i r; redom kolic¢nik i ostatak
e
pri cjelobrojnom djeljenju broja / sa brojem k (pri cemu je 0 < r; < k). Za
proizvoljno n > 2, na osnovu prethodne leme i1 njene posljedice, dobija se

S EL(n,l)  EL(n,qik +1) S EL(n, q;k) N EL(n, r;)

[ [ [ [
EL(n, k) N EL(n,r;) S EL(n, k) [-r; EL(n, k)
;- . = .

z z

/ / 4 I X I
EL(n, k) r EL(n, k) EL(n, k)
=B N BL(n k) > -
K g Pk K I
>Yp—E€— &=y, —2¢.

EL(n,1
Ovo znaci da grani¢na vrijednost lim (. 1)

[—+00

postoji i jednaka je y,,. O

Vrijednost y, ima prakti¢an znacaj pri optimizovanju algoritama za rjeSa-
vanje LCS problema, zato Sto se u okviru bilo kojeg algoritma moZe Koristiti
kao informacija o "projektovanoj" o¢ekivanoj vrijednosti LCS. NaZalost, tatna
vrijednost za y, nije poznata, ¢ak ni za slu¢aj n = 2. Ocjenjivanje vrijednosti
Yn, U smislu zadavanje njene donje i gornje granice, zapoceto je joS u radu
[24], gdje je ova vrijednost i uvedena. Vremenom su razli¢itim pristupima do-
bijane sve preciznije donje i gornje granice za y,. U radu [62], dokazano je
0, 788071 < y2 < 0,826280. U slu¢aju manjih vrijednostin > 3, najbolje donje
granice za y, mogu se naci u radu [54], dok se najbolje gornje granice mogu
naci u radu [3]. Iz Tabele 4.1 se naslucuje da je nl_l)IPoo v, = 0. U radu [55]

iz 2005. godine potvrdena je hipoteza koja se tie brzine ove konvergencije;
dokazano je da vrijedi lim 7, - Va = 2.
n—+o0

Pojam ocekivane duZine najduZeg zajednickog podniza moZe na prirodan
nacin da se uopsti na sluc¢aj m > 2 stringova. U tom slucaju, veli¢ina EL je
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Glava 4: Primjena pri rjeSavanju LCS problema

definisana sa

LCS(s1,52,...,8m)

51,52,0.,8m €S (n,1)

EL(n,l,m) :=

nml

Specijalno, EL(n, [,2) = EL(n, ). Svojstvo superaditivnosti se dokazuje slicno
i za ovu generalniju verziju veli¢ine EL. To omogucava definisanje vrijed-

) . EL(n,l,m)
nosti yp, = lim ———m .

[—+00 [
vrijednosti za y,, su nepoznate, te se za njihovu prakti¢nu upotrebu koriste

razne aproksimacije. U radu [28], dokazano je da za svako m > 2 vrijedi

Naravno, sli¢no kao za y, = 7,2, tatne

1< lim 7w -y < e

n—r+00

Vecdina radova iz literature posvecena je razvijanju i poboljSavanju metoda
za nalaZenje najduzeg zajednickog podniza familije stringova ciji se simboli
biraju na slucajan nacin, a u skladu sa uniformnom raspodjelom na alfabetu. U
narednom ce biti izloZen nesto generalniji pristup, koji podrazumijeva upotrebu
nekih oblika polinomijalne raspodjele na alfabetu N,,. Ovaj pristup je predloZen
u radu [69] 1 predstavlja originalan doprinos razmatranoj temi.

Za alfabet N,,, n > 2, kao prostor ishoda simbola stringova, polinomijalna
raspodjela MN(p1, . .., p,) na skupu N,, odredena je pozitivnim realnim bro-
jevima p;, koji predstavljaju vjerovatnocu ostvarivanja simbola i € N, na da-

n

toj poziciji stringa i1 za koje vrijedi Z pi = 1. Specijalno, u slucaju da su
i=1
vjerovatnosne tezine p; balansirane, dobija se uniformna raspodjela, gdje je
1
pPL=p2=...=pPppn=—.
n

U prethodnoj glavi ove teze, string je modelovan kao stohasti¢ki proces.
U principu, to znaci da se on moZe tretirati kao slucajni vektor sastavljen od
slu¢ajnih promjenljivih koje biljeZe inicijalizaciju njegovih simbola. Meduod-
nos izmedu ovih sluc¢ajnih promjenljivih moZe biti takav da su one medusobno
nezavisne ili da izmedu njih postoji odreden oblik zavisnosti. Slucaj postojanja
zavisnosti razmotren je u prethodnoj glavi ove teze, gdje je pomenuta meduza-
visnost opisana uslovnim vjerovatnoéama koje su dobijene na osnovu odgovara-
juceg vjerovatnosnog modela (vjerovatnosnog sufiksnog drveta ili hijerarhijskog
Pitman-Jorovog procesa). Stoga je u daljnjem izlaganju pretpostavljeno da je
string slucajni vektor sastavljen od nezavisnih slu¢ajnih veli¢ina, gdje se svaka
od njih ravna po istoj polinomijalnoj raspodjeli.

Neka je t string izabran u skladu sa polinomijalnom MN(py, ..., p,) ras-
podjelom. Cilj je opisati vjerovatnocu da string s poznate duZine, ¢iji simboli
imaju vjerovatnosne teZine iz date polinomijalne raspodjele, bude podniz stringa
t. Ovavjerovatnoca ¢e biti notirana sa P(s < t). Jednaideja za nalaZenje ove vje-
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rovatnoée podrazumijeva ispitivanje vjerovatnoca uparivanja "s lijeva na desno"
pojedinacnih simbola stringova s i ¢, u kombinaciji sa postepenim prelaskom
na ispitivanje vjerovatno¢e da je odgovarajuéi sufiks stringa s podniz odgova-
rajuceg sufiksa stringa . U sljedecoj teoremi, predloZena je nova rekurentna
relacija koja formalizuje ovu ideju.

Teorema 4.1.10. Neka je t = tito.. .1 dati string izabran u skladu sa
polinomijalnom raspodjelom i s = 5152 ... Sjen(s) String, tako da sve slucajne
promjenljive s; imaju istu polinomijalnu raspodjelu po kojoj se ravnaju simboli
stringa t. Tada vrijedi

L, za len(s) = 0;
P(s<t)= 0, za len(s) > len(t);

P(s1=11) - P(S[24en(s)] < t[2,1en(r)])

+P(S1 F tl) ’P(S < t[2,1en(z)]), inace.

(4.2)

Dokaz. Prazan string je sigurno podniz svakog stringa, dok je nemoguce da
string bude podniz stringa manje duZine. Zbog toga, ostaje joS da se jednakost
potvrdi u slucaju 1 < len(s) < len(t). Dogadaji s1 = 1 i 51 # 1 Cine potpun
sistem dogadaja, pa se, na osnovu formule potpune vjerovatnoce, dobija

P(S < Z‘) = P(Sl = t1) -P(S < tlSl = 1‘1) +P(51 * 1‘1) -P(S < Z‘|S1 * t1)
= P(s1=11) - P(S[2.0en(s)] < t2ten(n)]) + P51 # 11) - P(S < t[2.0en(r)])-

Posljednja jednakost vrijedi, jer se dogadaj s < t|s; = t; realizuje ukoliko je
najduZi pravi sufiks stringa s podniz najduzeg pravog sufiksa stringa ¢, dok su
povoljni ishodi za dogadaj s < f|s; # 1 oni za koji je string s podniz najduzeg
pravog sufiksa stringa t. O

Vjerovatnoéa P(s < t) iz rekurentne relacije (4.2) zavisi ne samo od duZina
stringova s i t, ve¢ 1 od vjerovatnosnih teZina pridruZenih simbolima alfabeta.
Zbog toga je ovu vjerovatnocu teSko izraziti u eksplicitnoj formi u opStem slu-
¢aju polinomijalne raspodjele MN(p1, ..., p,). Za neke specijalne slucajeve
polinomijalne raspodjele, broj varijabli potrebnih za opis ove vjerovatnoce se
drasti¢no smanjuje, Sto daje veci prakti¢ni znacaj date rekurentne relacije. Ovi
specijalni slucajevi podrazumijevaju pruzanje dodatnih informacija o vjerovat-
nosnim teZinama p1, . . ., p,, u pogledu njihove balansiranosti. U narednom ¢e
biti razmotrena 3 ovakva slucaja.

* Prvi slucaj: Kompletna balansiranost vjerovatnoca p1, ..., py.

1
Tada vrijedi py = p2 = ... = p, = — i u pitanju je uniformna raspodjela.

U ovom slucaju, vjerovatnoca P(s < t) zavisi iskljucivo od k := len(s) i
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[ :=len(t), pa moZe da se notira i sa P(k,[). Rekurentna relacija (4.2) se
redukuje na sljedecu relaciju, koja je prvobitno predloZena u radu [67]:

1, zak =0;

Pk, 1) = (i, . zak > 1 (43)
--P(k-1,1-1)+ —— - P(k,[ - 1), inace.
n n

U pomenutom radu prethodna rekurentna relacija je implementirana teh-
nikama dinamickog programiranja.

Drugi slucaj: Nebalansiranost jedne od vjerovatnoca p1, ..., p,.

. . . .. 1 . .
Neka simbol i € N,, ima vjerovatnosnu teZinu p; = p # —, a svi ostali
n

simboli iz N, vjerovatnosne teZine jednake _Ii . Tada se rekurentna

relacija (4.2) svodi na oblik:

1, zalen(s) = 0;
0, [ > len(t);
P(s<1) = zalen(s) > len(t); 4
q- P(S[Q,len(s)] < t[2,len(t)])
+(1=¢q) - P(s < t{24en(r)])> inace,
gdje je
P, zaty =1
q:=911- L
, inace.
n-—1

Primjecuje se da, pored duZina stringova s i ¢, vjerovatnoéa P(s < t)
zavisi samo od indikatora oblika /{t; = i}.

Tredi slucaj: Dva tipa balansiranosti vjerovatnoca p1, p2, . . ., Pn.

Ovaj slucaj je uopstenje prethodnog slucaja. Umjesto jednog simbola sa
vjerovatnocom p € (0, 1), neka sada svim simbolima iz viSeclanog skupa
K ¢ N, odgovara ova vjerovatnoca. Pored toga, pretpostavlja se da i
svim simbolima iz skupa N,, \ K odgovara ista vjerovatnoca. Efektivno,
to znaci da je p; = %, zasvakoi € K, kaoidaje p; = ﬁ
n —_—
i € N, \ K. Za ovakvu polinomijalnu raspodjelu, rekurentna relacija (4.2)
se svodi na oblik:

, za svako

1, zalen(s) = 0;

0, [ len(t);
P(s <1) = zalen(s) > len(t) .5)
q- P(S[Q,len(s)] < t[2,len(t)])

+(1-gq)- P(S < t[2,len(t)])’ inace,
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gdje je
P .
zat; € K;
, t1 € N, \ K.
pjkp e

U odnosu na prethodni slucaj, vjerovatnoca P(s < t) sada zavisi od
indikatora oblika /{t; € K}.

Jos jedan mogudi pristup za racunanje vjerovatnoée P(s < t) podrazumijeva
pretpostavku da string ¢ nije zadat, nego da je on, kao i string s, slucajni
vektor. Takode, razumna je dodatna pretpostavka da su, za svako j1, j2, slu¢ajne
promjenljive s;, 117;, nezavisne. Uz ovu postavku, vrijedi sljedeca teorema.

Teorema 4.1.11. Neka su s i t stringovi koji poticu iz iste polinomijalne raspo-
djele MN(p1, p2, . . ., pn). Tada vrijedi

1, zalen(s) =0

, za len(s) > len(t),
(X1 p?) - P(S2uen(s)) < f[2den(o)])

+(1-X%, p; ) P(s < f[24en(n]),  inace.

=)

P(s<t)= (4.6)

Dokaz. Prva dva slu¢aja su trivijalna, pa ostaje da se jednakost potvrdi u sluc¢aju
1 < len(s) < len(t). Iz pretpostavljene nezavisnosti, primjenjujuéi formulu
potpune vjerovatnoce, dobija se da za sve ji, jo vrijedi

P(sj =tj,) = Z P(tj, =1) - P(sj, = tjplty, = 1)

:ZP(t]é:i) SJl_l sz
i=1

Na osnovu toga, uz jo$ jednu primjenu formule potpune vjerovatnoce, dobija se

P(s<t)=P(s1=t1)-P(s<t|lsy=t1)+P(s1 #1t1)-P(s <t|s1 #11)
= P(s1=11) - P(S[21en(s)] < t[2den(n)]) + P51 # 11) - P(s < t{2.1en())

n
(Z P,) S[2.0en(s)] < H[2den(n]) + (1 - ZP?) - P(s < t{21en(n)])-
i1

O

Iz prethodne teoreme se uocava da, pod datim pretpostavkama, polinomi-
jalna raspodjela MN(p1, p2, . . ., pn) utie na vjerovatnoéu P(s < t) samo kroz
n

vrijednost izraza Z p?. U tom smislu, jedini varijabilni faktori koji odreduju
i=1
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ovu vjerovatnocu su vrijednosti k := len(s) il := len(t), te se, kao u slucaju
uniformne raspodjele, za ovu vjerovatnoéu moze koristiti oznaka P(k, ). Sto je
jos vaznije, ovo omogucava da se, tehnikama dinamickog programiranja, za sve
relevantne vrijednosti k i [ vjerovatnocée P(k,[) uskladiSte u vidu jedne matrice
vjerovatnoca. Ova ideja bice eksploatisana u narednoj sekciji ove glave.

4.2 Optimizacijski aspekti LCS problema

Vrijednost LCS(S) za viseclanu familiju stringova S = {s1, s2, ..., S;y} pred-
stavlja mjeru sli¢nosti stringova ovog skupa. Ova mjera je u Sirokoj upotrebi
u racunarskoj biologiji [66], kompresiji podataka [86], [7], editovanju teksta
[57], detektovanju presjecanja GPS putanja [97], poredenju fajlova [10], kao i
u kontrolnim sistemima revizije kao $to je GIT.

Za fiksiranu vrijednost m, ve¢ pominjani algoritam baziran na dinamickom
programiranju (DP) i razna njegova poboljSanja su poznata u literaturi [44]. Ovi
algoritmi su polinomijalne sloZenosti; vrijeme izvrSavanja algoritama ovakvog
tipa je reda veli¢ine O(/™), gdje je [ duZina najduZeg stringa iz skupa S. Zbog
toga, ovi algoritmi postaju neprakti¢ni sa pove¢avanjem broja m. Ukoliko se
dopusti da broj m ulaznih stringova iz skupa S bude po volji veliki broj, po-
kazuje se da je LCS problem NP-tezak [63]. U praksi, heuristicke tehnike se
koriste u slucaju vecih vrijednosti za m i [. Konstruktivne heuristike, kao Sto
su algoritam ekspanzije i Best-Next heuristika ([39] i [50]), prve su se u litera-
turi koristile za rjeSavanje LCS problema. Znacajno bolja rjeSenja se dobijaju
primjenom naprednijih metaheuristi¢kih pristupa. Vecina njih se zasnivaju na
Pretrazi Bima (BS) (na engleskom Beam-Search, vidjeti npr. [13], [32], [67],
[87] i [93]), uz koriS¢enje razliCitih varijanti u zavisnosti od izbora vodenja
heuristike, Seme grananja i mehanizma filtracije. U radu [33], predloZen je
uopsteni BS okvir u cilju ujedinjenja svih postojec¢ih BS varijanti iz literature.
Uvodenjem odgovarajuée parametrizacije izraZena je svaka zasebna BS vari-
janta, $to je omoguéilo njihovo medusobno poredenje. Stavise, u pomenutom
radu predloZena je heuristika evaluacije koja aproksimira oc¢ekivanu LCS vri-
jednost skupa stringova generisanih iz uniformne raspodjele zadate na alfabetu
N,.. Na ovaj nacin, dobijena je BS varijanta koja se pokazala superiornijom u
odnosu na ostale varijante, u smislu uporednog testiranja na vecini standardnih
instanci dobijenih na osnovu uniformne ili pribliZno uniformne raspodjele.

Kada su u pitanju egzaktni pristupi za rjeSavanje LCS problema, model
cjelobrojnog linearnog programiranja je razmatran u [14]. Ispostavilo se da on
nije dovoljno konkurentan, jer ga nije moguce primijeniti na vecini standardnih
instanci prisutnih u literaturi. Razlog tome je veli¢ina ovog modela - on koristi
previSe mnogo binarnih promjenljivih i ogranienja, ¢ak i u slu¢aju instanci
malih duZina. Pristupi koji koriste dinamicko programiranje vrlo brzo iscrpe
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memoriju pri radu sa instancama umjerenih duZina, a takode vrlo Cesto daju
"slaba" rjeSenja. U radu [19], uveden je FAST-LCS paralelni algoritam koji
ublazava nedostatke vezane za brzinu izvrSavanja. U radu [93] predloZen je
paralelni algoritam pretrage pod nazivom QUICK-DP, koji se zasniva na pris-
tupu dominantnih tacaka koje se izraCunavaju na osnovu brzih "podijeli i vladaj"
tehnika. JoS jedan paralelni algoritam LEVELED-DAG, zasnovan na modelu
grafa, razmatran je u radu [72]. Takode, u radu [60] sugerisan je TOP-MLCS al-
goritam, baziran na modelu usmjerenog acikli¢nog viseslojnog grafa i navedene
su topoloski orijentisane strategije sortiranja za uklanjanje putanja koje odgova-
raju suboptimalnim rjeSenjima. U skorije vrijeme, u radu [34] je predloZena A*
pretraga kojom se nadmasuje TOP-MLCS algoritam 1 ostali navedeni egzaktni
pristupi u pogledu upotrebe memorije i broja instanci za koje su nadena opti-
malna rjeSenja. Ipak, primjena ove egzaktne A* pretrage je i dalje ograni¢ena
na slucaj instanci malih duzina. U posljednjem pomenutom radu, A* pretraga je
takode upotrebljena kao baza za hibridni anytime algoritam koji se moZe zausta-
viti u bilo kojem vremenu i pruZiti "razumna" heuristi¢ka rjeSenja. Ovaj pristup
podrazumijeva da se iteracije dobijene klasicnom A* pretragom kombinuju sa
iteracijama dobijenih primjenom anytime column pretrage uvedene u radu [92].
Pokazano je da dobijeni hibridni algoritam nadmasuje ostale Anytime algoritme
iz literature (kao Sto su PRO-MLCS [98] i anytime pack search [91]) u pogledu
kvaliteta rjeSenja.

Opisani metodi za priblizno rjeSavanje LCS problema su primarno foku-
sirani na nezavisne slucajne i kvazi-slu¢ajne stringove formirane od simbola
alfabeta Cija je raspodjela vjerovatnoc¢a uniformna ili skoro uniformna. Teoret-
ski, zbog ravnomjerne rasporedenosti vjerovatnoca, uniformna raspodjela se
¢ini kao najlogicniji izbor, ali u praksi se pojave slucajnog tipa Cesto vjernije
modeliraju uz pomo¢ raspodjela drugacijeg tipa (npr. raspodjela vodece cifre
slucajno izabranog skupa brojeva se ravna po Benfordovoj raspodjeli). Stoga,
prirodno je postaviti pitanje koliko je efikasnost pomenutih metoda posljedica
pretpostavljene uniformnosti i kakve su njihove performanse u sluc¢aju nekih
drugih distribucija? Konkretno, koliko dobro ovi metodi funkcioniSu ako se za
raspodjelu vjerovatnoca simbola alfabeta izabere neka od neuniformnih distri-
bucija iz prethodne sekcije ove glave i da li je u ovoj postavci mogude pruZziti
efikasniji algoritam? U pokuSaju da se pruZi zadovoljavajuci odgovor na ovo
pitanje, u nastavku ove glave izloZeni su originalni rezultati predstavljeni u radu
[69], u kojem je predloZena nova varijanta pretrage bima. Ova varijanta je poka-
zala bolji u¢inak pri radu sa neuniformnim instancama od svojih konkurenata.
U njenoj osnovi je novouvedena heuristika GMPSUM, c¢ija je implementacija
jednostavnija od aproksimacija ocekivane duzine LCS-a, te samim tim nema
problema sa numeri¢kom stabilnos$¢u u slu¢aju ulaznih stringova velike duZine.
U narednom slijedi precizniji opis metodologije koja se u pomenutom radu
koristi.
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Pretraga bima (BS) je dobro poznata heuristicka pretraga koja predstavlja re-
dukovanu verziju BF'S algoritma pretrage (skracenica od Breadth-First-Search),
pri Cemu se, umjesto grananja po svim jo$ uvijek nerazmatranim ¢vorovima
drveta sa istog nivoa, bira tacno odreden broj 8 > 0 najperspektivnijih ¢vorova
1 prate grane koje polaze iz njih. Na taj nacin, sloZenost drveta pretrage ostaje
polinomijalne veli¢ine. Izbor 8 ¢vorova koji €e biti uzeti u razmatranje za daljnje
grananje zavisi od konteksta problema i ovaj izbor se vrSi na osnovu heuristicke
funkcije usmjeravanja pretrage h. Stoga, efektivnost pretrage znacajno zavisi
od ove funkcije. Preciznije, BS funkcioniSe na sljedeci nacin: Prvo se postavlja
inicijalni bim B sa ¢vorom korijenom r kao inicijalnim stanjem; u slu¢aju LCS
problema, ovo je prazno parcijalno rjeSenje. U svakoj iteraciji, posmatraju se
grane ¢vorova iz B koje se dobijaju uz pomoc¢ svih dopustivih akcija. Dobijeni
¢vorovi potomci se ¢uvaju u skupu ekstenzija Vey. Vazno je istaéi da, za neke
probleme, postoje efikasne tehnike filtriranja koje se mogu primijeniti kako bi
se 1z Vext 1zbacili ¢vorovi koji su "dominirani" od strane drugih ¢vorova, tj.
izbacili oni ¢vorovi koji ne mogu generisati bolja rjeSenja. Za ovaj vid kontrole
koristi se parametar kgjie;. Ovako (moguce redukovan) skup ekstenzija se sor-
tira u skladu sa vrijednostima ¢vorova u odnosu na funkciju A, i prvih S ¢vorova
(ili manje, ako ih nema toliko u skupu V) formiraju bim B za sljedeci nivo.
Opisani postupak se ponavlja za svaki nivo, sve dok bim B ne postane prazan.
U opstem slucaju, da bi se rijesio problem kombinatorne optimizacije, informa-
cija o najduzem (ili najkra¢em) putu od ¢vora korijena do dopustivog ciljnog
¢vora se cuva kako bi se na kraju dobilo rjeSenje koje predstavlja maksimum ili
minimum date funkcije cilja. Pseudo-kod koji opisuje prethodnu proceduru je
dat u Algoritmu 1.

Graf stanja za LLCS problem koji se koristi u svim BS varijantama je dobro
poznat u literaturi (vidjeti npr. [33] 1 [34]). U pitanju je usmjeren acikli¢ni graf
G = (V,A), gdje ¢vor v = (8",1") € V predstavlja skup parcijalnih rjeSenja,
koja:

1. imaju istu duZinu /";

2. indukuju isti podproblem oznacen sa S[6”], u odnosu na zadati vektor
pozicija 6".

KaZe se da parcijalno rjeSenje s indukuje podproblem S[6"] ako je Si[1,07-1]
najmanji prefiks stringa s; medu svim prefiksima koji imaju s kao podniz. Grana
a = (v1,v2) € A postoji izmedu dva razli¢ita ¢vora v, vo € V i oznacena je sa
[(a) € N,, ako vrijedi

112 =11 +1;

2. parcijalno rjesenje koje indukuje v je dobijeno dodavanjem /(a) na par-
cijalno rjesenje koje indukuje v;.
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Algoritam 1 Pretraga Bima

1: Ulaz: Instanca problema, heuristika &, 8 > 0, kfjter
2: Izlaz: Heuristicko rjesenje
3: B« {r}
4: while B # 0 do
5: Vext «— O
6: for v € Bdo
7: if v je ciljni ¢vor then
8: ako ¢vor predstavlja novo najbolje rjeSenje, on se skladisti
9: else
10: dodati joS nerazmatrane ¢vorove potomke od v u Veyt
11: end if
12: end for
13: if kgiter > 0 then
14: Vext «— Filter(Vext, kfiter) // opciono se filtriraju dominirani ¢vo-
rovi
15: end if

16: B <« SelectBetaBest(Vixt, 3, )
17: end while
18: return najbolje nadeno rjeSenje

Cvor korijenr := ((1,1,...,1),0) pripada G; on referiSe na originalni LCS
problem na skupu ulaznih stringova S i za njega se mozZe smatrati da je indukovan
praznim parcijalnim rjeSenjem &.

Za izvodenje potomka ¢vora v € V, prvo se pronade skup N,(v) € N,
sastavljen od svih simbola alfabeta koja dopustivo proSiruju parcijalno rjesenje
odredeno sa v. Kandidati za elemente skupa N,,(v) su svi simboli alfabeta N,,
koji se pojavljuju bar jednom u svakom stringu podproblema odredenog skupom
sufiksnih stringova S[0"]. Skup N, (v) se nadalje redukuje odredivanjem i
uklanjanjem simbola koji su dominirani od strane drugih simbola iz skupa
N, (v). Formalno, simbol a € N,,(v) ima dominaciju nad simbolom b € N,,(v)
ili simbol b je dominiran od strane simbola a, ukoliko za svakoi € {1,2,...,m}
vrijedi 6}, < sz (podsjecanja radi, ; , oznacava poziciju prvog pojavljivanja
simbola a u stringu s; pocevsi od pozicije 6;).

Simboli koji su dominirani se mogu zanemariti, jer vode do suboptimalnih
rjeSenja. Neka je N?¢(v) C N,(v) skup svih dopustivih simbola koji nisu
dominirani od strane drugog simbola. Za svaki simbola € N¥(v), graf G sadrzi
&vor potomak v = (6¥',1" + 1) od v, gdje je 6'l.V' =6, +1,i€e{l,2,....,m}
Cvor v koji nema &vorova potomaka, tj. za koji vrijedi N*¢(v) = 0, naziva
se neproduZivim ¢vorom ili ciljnim ¢vorom. Medu svim ciljnim ¢vorovima
potrebno je naéi one kojima su odredeni najduzi stringovi koji predstavljaju
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rjeSenja, tj. one ciljne ¢vorove v sa najve¢om vrijednoSéu [”. Vazno je istaci
da svaka putanja od ¢vora korijena r do ¢vora v € V predstavlja dopustivo
parcijalno rjeSenje dobijeno prikupljanjem i konkatenacijom oznaka grana koje
odreduju taj put. Zbog toga, nije neophodno skladistiti tako dobijeno parcijalno
rjeSenje s u ¢vorovima grafa. U grafu G, proizvoljan put koji povezuje ¢vor
korijen sa neproduZivim ¢vorom reprezentuje zajednicki, neproduZivi podniz
skupa stringova iz skupa S. Svaki najduZi put od ¢vora korijena do ciljnog ¢vora
predstavlja optimalno ili najbolje rjesenje za instancu problema S.

Primjer 4.2.1. Neka je S = {231132421,3233143224, 22331234221} skup

51 59
stringova definisanih nad alfabetom Ny4. Graf stanja za LCS problem na skupu

instanci S predstavljen je Slici 4.1. Sivom bojom su obojeni neproduZivi ciljni
¢vorovi. NajduZi put u ovom grafu stanja je istaknut plavom bojom; on vodi od
¢vora korijena do ¢vora ((9, 10, 11), 6) i odgovara rjesenju s = 231322, sto je
string duZine 6.

((1,1,1),0)
2
3

|4
(s z)) ( ((7 3 7) 2) ( (©452))
|

3 1 3 4 4 2 1
) : ) : /) ( ; )
((6 5,5),3) //_( (4,6, 6) 3) ((6,8,8),3) ((8,7,9),3) (7,9,10),3) ((10,6,6),3)
[~ I
2 2

@ M @ (@ 9 10) 9) (o jllo) 9) (o, 131®‘(((s 1194))
2
((99.10),5) (@*@ (m (@*ﬁ)
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Slika 4.1

Potrebno je joS objasniti nacin filtriranja dominiranih ¢vorova iz skupa Vet
tj. pojasniti proceduru Filter iz Algoritma 1. Podrazumijevade se efikasno
ograniceno filtriranje, izlozeno u radu [87], koje je parametrizovano veli¢inom
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4.2 Optimizacijski aspekti LCS problema

filtera kgier > 0. Ideja je biranje najviSe kgiier najboljih ¢vorova iz Vet 1
provjeravanje prethodno pomenute relacije dominiranja za ovaj podskup ¢vorova
u kombinaciji sa svim ostalim ¢vorovima iz Vext. Ako je relacija dominiranja
"pozitivno ocjenjena", dominirani ¢vorovi se izbacuju iz V. PoZeljno je uzeti
kgter < |Vextl, jer puno filtriranje moZe da bude "preskupo” u smislu potrebnog
vremena izvrSavanja za vece Sirine bima.

Sada ¢e biti prezentovana nova heuristika za evaluaciju ¢vorova u BS, u
cilju njihovog rangiranja i biranja bima na sljede¢em nivou. Ova heuristika,
pod nazivom GMPSUM (Sto je skracenica od Geometric Mean Probability
Sum), posebno je prilagodena radu sa nebalansiranim instancama i dobija se
kao konveksna kombinacija sljedece dvije statistike:

* GM statistika (GM je skraceno od Geometric Mean) je zasnovana na
geometrijskoj sredini i geometrijskoj standardnoj devijaciji frekvencija
pojavljivanja simbola svih ulaznih stringova odgovarajucih podproblema.

* PSUM statistika (PSUM je skra¢eno od Probability Sum) je zasnovana
na prethodno uvedenoj matrici vjerovatnoéa P(k,[) za proizvoljnu ne-
balansiranu polinomijalnu distribuciju datu rekurentnom relacijom (4.6);
specijalno, mogu se zamjenski koristiti vjerovatnoée dobijene na osnovu
rekurentnih relacija (4.4) ili (4.5).

Preciznije, za dati ¢vor v 1 simbol a € N,,, neka je

: )52[eg,len<s2>] (@)]+- - [Smay, tents] (a)|)

Cq (S[ev]) = ()sl[(ﬁ,len(sl)] (a)

vektor ¢ije komponente predstavljaju broj pojavljivanja simbola a u svakom

od stringova odgovarajuéeg podproblema. Na osnovu ovog vektora mogude je

definisati vrijednost UB;(v) := Z . {gin }Ca (S5[6"]); (UB je skraéenica
S m

1
aeN, o
od Upper Bound), koja se koristi u radu [13] i predstavlja gornju granicu duZine

LCS—a za podproblem reprezentovan ¢vorom v.

Za vektor x = (x1,x2,...,Xy) € R™, geometrijska sredina i geometrijska
standardna devijacija se redom uvode na sljedeci nacin:

He(x) == Rfx1 - X2 Xy
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Konac¢no, GM statistika se uvodi na sljedeci nacin:

e (Co (S[6'])) iegiB™,y Ca (STO7D)

o (Ca (S[0])) UB1(v)

GM(v) = GM (S[0"]) = Z %)

a€eN,,

Sustinski, GM statistika je teZinska aritmeticka sredina korigovanih geome-
/lg(')
o (-
simbol dobijene normalizacijom minimalnog broja pojavljivanja tog simbola
u svim stringovima sa sumom minimalnog broja pojavljivanja svih simbola
alfabeta. Motivacija za ovu definiciju proistice iz sljedecih zapazanja:

trijskih sredina

frekvencija pojavljivanja simbola, gdje su tezine za svaki

1. Simboli sa nadprosje¢nom frekvencijom pojavljivanja u svim stringovima
povecavaju Sansu nalazenja duzeg zajednickog podniza (sastavljenog od
ovih simbola).

2. Vece odstupanje od prosjeka prirodno redukuje ovu Sansu.

3. Minimalan broj pojavljivanja fiksiranog simbola u svim ulaznim stringo-
vima je gornja granica duZine zajednickog podniza koji se moZe formirati
samo uz pomo¢ tog simbola. Zbog toga, pravec¢i normalizaciju sa sumom
svih minimalnih pojavljivanja svih simbola, svakom simbolu pojedinacno
se dodjeljuje ponder koji kvantifikuje njegov znacaj u ukupnoj sumi.

GM statistika ima znacaj ukoliko se prateca geometrijska sredina i geometrij-
ska standardna devijacija dobijaju na osnovu uzoraka dovoljno velikog obima.
U eksperimentalnom dijelu istraZivanja uzimano je bar 10 stringova u ulaznoj
instanci. Rad sa instancama manjeg obima smanjuje relevantnost GM statistike.

Za dati ¢vor v, neka je lyax(v) == {lrr%in }(len(s,-) — 0! +1). Tada se
i€{1,2,..., m
PSUM statistika uvodi sa
Imax(v) m
PSUM(v) = PSUM (S[0"]) := [ ]P (k. ten(s) -6y +1).  (48)
k=1 =1

Za razliku od GM statistike koja razmatra uglavnom opsti aspekat pretpos-
tavljene raspodjele vjerovatnoca simbola alfabeta N,,, PSUM statistika "skenira"
u potrazi za specifi¢nijim relacijama izmedu ulaznih stringova. Ona predstavlja
sumu vjerovatnoca da je string duZine k zajednicki podniz za sve odgovarajuce
sufikse ulaznih stringova. Indeks k prolazi skupom {1, 2,..., [ (V)}, tj. od
duzine najkradeg moguceg nepraznog zajednickog podniza do duzine najduzeg
moguceg, $to je u ovom slucaju veli¢ina sufiksa najkradeg ulaznog stringa. Mo-
tivacija za upotrebu ovakvog jednostavnog (neteZinskog) sumiranja proistice iz
sljedecih zapazanja:
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1. Tacna duZina rezultujuéeg podniza nije unaprijed poznata. U sluc¢aju HP
heuristike predloZene u radu [67], autori heuristicki odreduju odgovara-
jucu vrijednost k, za svaki nivo pretrage bima.

2. Sumiranje po svim k pruza uvid u ukupni "potencijal" ¢vora v; dobijena
suma definiSe mjeru kojom se poredi perspektivnost razli¢itih "nastavlja-
nja" na istom nivou BS drveta.

3. Dodjeljivanje razlicitih teZina za razli¢ite duZine k bi podrazumijevalo
neki oblik predvidanja ocekivane duZine, S$to u slucaju polinomijalne
raspodjele nije nimalo trivijalan zadatak.

Konac¢no, GMPSUM statistika se dobija kao konveksna kombinacija oblika
GMPSUM(v, Q) :==A-GM(v) + (1 - 2) - PSUM(v), (4.9)

gdje je A € [0, 1] parametar strategije. Kako statistike GM i PSUM imaju
komplementaran fokus jer biljeZe razliite aspekte potencijalnog produzenja,
smisleno ih je obje koristiti, tj. birati parametar 4 € (0,1). Vece vrijednosti
A se uzimaju kada je ulazni skup stringova izbalansiran u pogledu generalne
raspodjele vjerovatnoca stringa, jer je tada statistika GM bolji indikator. S
druge strane, statistika PSUM ima tendenciju boljeg opisa ulaznih stringova
koji pokazuju znac¢ajnu mjeru odstupanja u odnosu na generalnu distribuciju
vjerovatnoca stringa, Sto upucuje na biranje manjih vrijednosti A.

Izracunavanje GM statistike zahtjeva vrijeme veli¢ine O(n - m). Ovo se
moze zakljuciti iz (4.7), gdje je najzahtjevniji dio iterativni prolazak kroz sve
simbole alfabeta N,, 1 nalaZzenje minimalne frekvencije ucestalosti simbola u svih
m ulaznih stringova (ug(-) i 0, (-) imaju istu vremensku kompleksnost). Treba
primijetiti da se broj pojavljivanja svakog simbola u odnosu na sve moguce
sufikse svih m ulaznih stringova ra¢una unaprijed, prije nego Sto se pocne
sa pretragom bima; ovi podaci se skladiSte u odgovarajudi trodimenzionalni
niz, vidjeti [34]. U najgorem slucaju, kompleksnost u ovom koraku je O(n -
m - 1), gdje je | duzZina najduZeg stringa iz skupa S. IzraCunavanje PSUM
statistike na osnovu (4.8) zahtjeva vrijeme veli¢ine O (i, - m) (zbog definicije
Imax (+)), gdje je [min duZina najkraceg stringa iz skupa S. Sli¢no kao za GM,
racunanje matrice vjerovatnoéa P se izvrSava samo na pocetku i ima racunsku
kompleksnost O(/ - 1), vidjeti [57]. Na kraju, ukupna racunska kompleksnost
GMPSUM heuristike je O((n + lyin) - m). To znaci da je ukupna racunska
kompleksnost pretrage bima proizvod kompleksnosti GMPSUM heuristike i
broja poziva ove heuristike O (i, - B8 - n). Uocava se da je broj pozivanja
GMPSUM heuristike jednak broju kreiranih ¢vorova prilikom trajanja pretrage
bima. Umjesto nepoznate duzine L.CS-a, tj. broja BS nivoa, koristi se /iy,
kao gornja granica. Dakle, BS voden heuristikom GMPSUM se izvrSava u
O(lpin - B-n-m- (n+ lyiy)) vremenu, ako se ne koristi filtriranje. U slucaju
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filtriranja, potrebno vrijeme je O (8- kgyter - m) za svako nivo BS, §to ukupno daje
O (Imin - B - kglter - m) potrebnog vremena za izvrSavanje filtriranja u okviru BS.
Sveukupno, BS voden heuristikom GMPSUM sa (ogranicenim) filtriranjem
zahtjeva O (Iin - B - m - (kfter + 1> + 1 - Lnin)) vremena, §to je polinomijalne
sloZenosti.

Za potrebe poredenja performansi algoritama u zadanom vremenskom ok-
viru, potrebna je modifikacija BS iz Algoritma 1. Tako se dobija varijanta
BS pod nazivom TRBS (TRBS je skrac¢enica od Time Restricted Beam Se-
arch), koja se zasniva na dinamickom adaptiranju Sirine bima u zavisnosti od
pokazanog progresa ostvarenog prilikom njegovog prolaska kroz nivoe.

Sli¢no kao i "standardna" verzija iz Algoritma 1, TRBS je parametrizovan
sa instancom problema koju rjeSava, heuristickom funkcijom % kojom se vrsi
usmjeravanje i faktorom filtriranja kgje,. Dodatno, vrijednost parametra g koji
je odredivao konstantnu Sirinu bima sada postaje samo inicijalna vrijednost. Cilj
je posti¢i da vrijeme izvrSavanja bude blisko ciljnom vremenu #,,,x, koje je sada
eksplicitno navedeno kao ulazni podatak. Na kraju svakog glavnog iterativnog
koraka (nivoa), ako je tmax < +00, tj. ako je uklju¢eno vremensko ogranic¢enje,
Sirina bima za sljede¢i nivo se odreduje na sljedeci nacin:

1. Neka je titer Vrijeme potrebno za izvrSavanje trenutne iteracije.

2. Procjenjuje se broj preostalih nivoa uzimanjem maksimuma donjih gra-
nica za podinstance indukovane ¢vorovima iz Vey. Preciznije,

LBnax (Vext) :=  max min C, (S[6"]); . (4.10)

(v,a)€Vext XN, i€{1,2,...,m}

Dakle, za svaki ¢vor v € Vo 1 svaki simbol a € N,,, razmatra se mi-
nimalna frekvencija pojavljivanja ovog simbola u svim stringovima iz
skupa sufiksnih stringova S[6”] i medu njima se bira ona koja je maksi-
malna. Drugacije reCeno, LBy,,x vrijednost je bazirana na obuhvatanju
svih zajednickih podnizova za koje je ucestalost pojavljivanja pojedinac-
nog simbola §to veéa moguca. U literaturi, ova procedura je poznata pod
nazivom Long-run [51].

3. Neka je tey, preostalo vrijeme izvrSavanja u cilju zavrSavanja u vremenu

tmax-

4. Neka je trem = titer - LBmax (Vext) oCekivano preostalo vrijeme ukoliko
bi se nastavilo sa trenutnom Sirinom bima i ako bi, na svakom nivou,
potroSeno vrijeme ostalo isto kao potroSeno vrijeme za trenutni nivo.

5. U zavisnosti od razlikovanja izmedu aktuelnog i ocekivanog preostalog
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vremena, Sirina bima za naredni nivo se modifikuje u skladu sa formulom:

|_,8 : 1, 2J if trem/@ > L 1?
B inace.

U opisanoj Semi, pragovi koji su indikatori postojanja znacajne razlike izmedu
vrijednosti fyem 1 frem (vrijednosti 1,1 i 0,9) postavljeni su empirijski. Ista
napomena se odnosi na korektivni faktor 1, 2, kojim se modifikuje Sirina bima.
Postoje efikasnije ocjene duzine LCS od L By,ax; medutim, prednost ove ocjene
je njena jednostavna izracunljivost. Takode, iako se moZe desiti da u ranim
fazama algoritma ova ocjena poprili¢no odstupa od stvarne vrijednosti LCS, sa
razvojem algoritma se ona pribliZava ovoj vrijednosti. Ovo omogucava TRBS
da "glatko" aZurira ocekivano vrijeme izvrSavanja u Zeljeno vrijeme izvrSa-
vanja. Ovaj pristup ne pokuSava da iznova odreduje Sirinu bima za naredni
nivo, ve¢ adaptira postojecu Sirinu bima. Na taj nacin se izbjegavaju nagle pro-
mjene do kojih moze doci zbog fluktuacija varijanse vremena izvrSavanja nivoa.
Iskustva iz preliminarnih eksperimenata su pokazala da predloZeni pristup funk-
cioniSe dobro u pogledu dostizanja Zeljenog vremenskog ograni¢enja, pri tome
ne naruSavajuci kvalitet rjeSenja. Naravno, koliko "blizu" se Zeli pri¢i ovom
vremenskom limitu zavisi od stvarne duzine LCS. Za rjeSenja male duZine,
opisani postupak uglavnom i nije modifikovao parametar 3, te je precjenjivao
ostatak vremena, dovodeci do situacije da se koristi manje vremena nego Sto je
to predvideno.

Sada e biti izloZeni rezultati poredenja opisanog algoritma sa ostalim al-
goritmima iz literature. Svi algoritmi su implementirani u C# i izvodeni na
racunarima sa konfiguracijom: Intel i9-9900KF CPUs sa @ 3.6 GHz i 64
Gb RAM memorije i Microsoft Windows 10 Pro OS. Svaki eksperiment je
sprovoden u single-threaded reZimu (instrukcije su izvrSavane sekvencijalno).
Obuhvacena su dva tipa eksperimenata:

* kratkoro¢ni - podrazumijevaju scenario ograni¢enog vremena, tj. koristi
se BS konfiguracija sa 8 = 600, izvrSavana u cilju evaluacije kvaliteta vo-
denja svake heuristike prema perspektivnim regionima prostora pretrage.

* dugorocni - podrazumijevaju scenario fiksiranog vremena (900 sekundi)
u kojem se poredi TRBS voden heuristikom GMPSUM sa ostalim efi-
kasnim metodima iz literature.

U izvedenim eksperimentima koriS¢eni su svi relevantni skupovi testnih
instanci iz literature. Konkretno, podrazumijevaju se sljedeci skupovi testnih
instanci:
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» Skupovi testnih instanci Rat, Virus 1 RanpoMm sastavljenih od po 20
pojedinacnih instanci su dobro poznati u literaturi [85]. Prva dva skupa
imaju bioloski kontekst i poti¢u iz NCBI baze podataka. Instance treceg
skupa su slu¢ajno generisane. DuZina ulaznih stringova u ovim skupovima
instanci je 600, a sami stringovi su sastavljeni od simbola iz alfabeta
veli¢ine 4 i 20 simbola.

 Skup testnih instanci ES, uveden u [35], sadrZi slu¢ajno generisane ulazne
stringove ¢ija duZina varira od 1000 do 5000, dok veli¢ina alfabeta ima
raspon od 2 do 100. Ovaj skup se sastoji od 12 grupa instanci.

» Skup testnih instanci BB, uveden u [12], drugaciji je od ostalih, jer su
ulazni stringovi svake instance generisani tako da postoji visoka korelacija
izmedu njih. Naime, najprije je slucajno generisan bazni string, a zatim se
na osnovu njega generisu svi ostali ulazni stringovi primjenom operacija
editovanja. Ovaj skup se sastoji od 8 grupa, pri cemu se svaka sastoji od
10 pojedinacnih instanci.

» Skup testnih instanci BAcTERIA, uveden u [31], sadrzi podatke iz stvarne
upotrebe, koriS¢ene u kontekstu razmatranja Generalized Constrained
Longest Common Subsesequence problema. Ove instance se koriste na
nacin da se ignoriSu svi Sabloni koji namecu ogranicenja. Ovaj skup se
sastoji od 35 pojedinacnih instanci.

* Pored navedenih, bi¢e posmatran i novi skup instanci PorLy. Ovaj skup
instanci sadrZi instance €iji su stringovi generisani tako da je raspodjela
vjerovatnoca simbola iz N,, saglasna sa polinomijalnom raspodjelom sa
zadatim vjerovatno¢ama p1, p2, . . ., pn; vidjeti [53] za informaciju o na-
¢inu uzorkovanja iz ove raspodjele vjerovatnoa. Za vjerovatnoce koje

odreduju polinomijalnu raspodjelu stavlja se p; := o ie{l,2,...,n—-1}
n—1

1pp=1- Z o Ovim je postignuta nebalansiranost frekvencija po-
i=1

javljivanja razlicitih simbola u generisanim ulaznim stringovima. Skup

testnih stringova PoLy sadrzi 10 instanci za svaku kombinaciju duZine

[ € {100, 500, 1000} ulaznih stringova i broja m € {10, 50} ulaznih strin-

gova, Sto daje ukupno 60 instanci.

Svi razmotreni algoritmi koriste efikasnu BS komponentu. U cilju testiranja
kvaliteta novouvedene GMPSUM heuristike za evaluaciju parcijalnih rjeSenja
na svakom nivou BS, izvrSeno je poredenje sa ostalim heuristickim funkcijama
iste namjene koje su predloZene u literaturi: Ex [33], Pow [87] 1 Hp [67].
Dobijene 4 BS varijante bi¢e oznacene redom sa BS-GMPSUM, BS-Ex, BS-
Pow i BS-Hp. U kratkoro¢nom tipu eksperimenata, sve 4 varijante imaju
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iste postavke parametara - § = 600 1 kger = 100, kako bi se postiglo da im
je na raspolaganju ista koli¢ina resursa. U dugoro¢nom tipu eksperimenata,
predloZzeni TRBS voden novom heuristikom GMPSUM (u nastavku notiran

.....

A* + ACS [34]. Konkretno, dva algoritma se porede na sljedeci nacin:

o Za A"+ ACS, rezultati iz skupa testnih instanci Raxnpom, Virus, RAT, Es
1 BB su preuzeti iz rada [34]. Oni su dobijeni sa ograni¢enjem vremena
izracunavanja na 900 sekundi po izvrSenju. Za skupove testnih instanci
PoLy i BACTERIA, primjenjena je originalna implementacija od A* + ACS
sa vremenskim ograni¢enjem od 900 sekundi na ve¢ pomenutom racunaru.

* TRBS — GMPSUM je primjenjen sa vremenskim ograni¢enjem izracu-
navanja od 600 sekundi po izvrSenju, za sve instance skupova testnih ins-
tanci Ranpom, Virus, RaT, Es i B. Razlog redukovanja ovog vremena
je koriS¢enje racunara sa brzim procesorom od onoga koji je koriSéen
pri testiranju u radu [34]. Za skupove testnih instanci PoLy i BACTERIA
vremensko ogranicenje ostaje 900 sekundi. U pogledu ogranic¢enog fil-
triranja, koristi se ista postavka (kgiter = 100), kao i za kratkoro¢ni tip
eksperimenta.

Kao $to je ranije istaknuto, vrijednosti parametara 8 (Sirina bima) i kgjter
(filtriranje dominiranih ¢vorova) su usvojene iz [33] (za kratkoroc¢na izvrSava-
nja) i [34] (za dugorocna izvrSavanja). Za podeSavanje parametra strategije
4, koji kontroliSe uticaj obje statistike iz GMPSUM heuristike, provjeravane su
vrijednosti 4 € {0, 0,25, 0,5, 0,75, 1}. Pokazalo se da se najbolje performanse
dobijaju u slucaju vrijednosti: 4 = 0, za B; 4 = 0,5, za VIRUS i BACTERIA;
A = 0,75, za Ranpom, RaT i PoLy; 4 = 1 za ES. Iste vrijednosti parametra
A se koriste 1 u slucaju dugoro¢nog tipa eksperimenata. Pregled postavki svih
parametara algoritama BS-GMPSUM 1 TRBS-GMPSUM dat je u Tabelama 4.2
14.3.

Tabela 4.2: Vrijednosti parametara 3 i kgje; za sve skupove testnih instanci

Parametar BS-GMmpsum TRBS-GMmpsum
B 600 20,000
kelter 100 100
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Tabela 4.3: Vrijednosti parametra A za svaki skup testnih instanci

Skup testnih instanci BS-Gmpsum TRBS-GMmpsum
Bs 0 0
VIRUS & BACTERIA 0.5 0.5
RanDOM & RaT & PoLy 0.75 0.75
ES 1.0 1.0

Kompletni rezultati su dostupni na https://github.com/milanagrbic/LCSonNuD.
Pregled rezultata dobijenih u eksperimentima kratkoro¢nog tipa predstavljen je
u Tabeli 4.4.

Tabela 4.4: Pregled rezultata u eksperimentima kratkorocnog tipa

Skup testnih instanci BS-Ex BS-Pow BS-Hp BS-Gmpsum
Ime # len(s) #b. t len(s) #b. t len(s) #b. t len(s) #b. t
Random 20 108.9 16 2.7 108.1 6 1.4 108.15 6 1.1 108.95 16 6.7
RAT 20 102.8 13 2.6 101.6 4 1.2 100.95 2 0.9 102.9 14 5.5
Virus 20 115.85 11 2.6 114.1 6 1.5 115.35 6 1.1 116.3 17 7.4
Bs 8 407.13 2 8.5 430.13 6 6.3 422.94 4 3.6 424.86 5 26.9
Es 12 242.18 8 23 241.51 0 15.6 241.14 0 13.8 242.12 4 118.8
Poly 6 232.67 0 5.6 232.27 0 33 231.53 0 2.7 233.02 6 6.7
Bacteria 35 809.97 12 14.7 814.86 15 8.2 830.69 22 7.9 832.09 18 29.3

Ukupno 121 62 37 40 80

Tabela 4.4 prikazuje rezultate na nacin da se svaki njen red odnosi na odgo-
varajudi skup testnih instanci. Znacenje njenih kolona je sljedece: Prva kolona
sadrZi ime skupa testnih instanci, dok druga kolona predstavlja broj instanci,
tj. broj grupa instanci u posmatranom skupu; zatim slijede 4 bloka kolona, po
jedan za svaku razmatranu BS varijantu. Prva kolona u svakom bloku prikazuje
prosjecni kvalitet dobijenih rjesenja len(s) svih instanci iz posmatranog testnog
skupa; druga kolona u bloku prikazuje broj instanci, tj. grupa instanci # b.,
za koje je posmatrana BS varijanta dosla do najboljeg rjeSenja; tre¢a kolona u
bloku pruZa informaciju o prosje¢nom vremenu izvrSavanja u sekundama ¢ svih
instanci iz posmatranog testnog skupa.

Mogu se izvesti sljedeci zakljucci:

* Kada su u pitanju skupovi instanci Ranpowm i Es, u kojima su ulazni
stringovi generisani uniformno i nezavisno jedni od drugih, ve¢ od ranije
je poznato da vodenje heuristikom Ex pokazuje najbolje performanse.
Ipak, uoc¢ava se da BS-Gmpsum ima sli¢ne performanse kao BS-Ex, a da
je ocito mnogo bolji od ostale dvije BS varijante.

* U slucaju kvazi-slu€ajnih instanci iz skupova instanci Virus i Rat, BS-
Gmpsum pocinje da pokazuje svoj snagu dajuci najkvalitetnija rjeSenja u
31 od 40 slucajeva. Druga najbolja varijanta je BS-Ex, koja 1 dalje radi
dobro, te uspijeva da pruzi najkvalitetnija rjeSenja u 24 od 40 slucajeva.
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Za skup BB instanci, u kojem su ulazni stringovi generisani tako da postoji
izraZena korelacija izmedu njih, efikasnost GMpsuM je u rangu najbolje
varijante BS-Pow.

Za skup instanci BAcTer1A, BS-GMPsuM je naSao najbolja rjeSenja u 18
od 35 grupa, $to je blago inferiorno u odnosu na BS-Hp, sa 22 najboljih
rjeSenja, a superiorno u odnosu na varijante BS-Ex (12 slu¢ajeva) i BS-
Pow (15 slucajeva). U pogledu prosjec¢nog kvaliteta dobijenih rjesenja,
BS-Gwmpsum je najbolji od svih razmatranih pristupa.

Za skup instanci PoLy, sastavljen od ulaznih stringova ¢iji su simboli
rasporedeni po polinomijalnoj neuniformnoj raspodjeli, BS-Gmpsum oc¢i-
gledno nadmasuje sve ostale konkurente. Stavise, BS-Gmpsum uspijeva
da nade najbolja rjeSenja za svih 6 grupa instanci, a ima i najvecu vrijed-
nost prosjec¢nog kvaliteta dobijenih rjeSenja.

Ukupno, BS-Gmpsum nalazi najbolja rjeSenja u 80 (od 121) instanci ili
grupa instanci. Druga najbolja varijanta je BS-Ex, koja postiZe najbolje
rezultate u 62 slucaja. U kontrastu sa njima, varijante BS-Hp i BS-Pow
su inferiorne. Zakljucak je da BS-Gmpsum posebno dobro funkcioniSe u
kontekstu razlicitih vjerovatnoéa simbola alfabeta. To ovu varijantu ¢ini

.....

vjerovatnoca razmatranog skupa instanci.

Ukupno, vremena izvrSavanja sve 4 BS varijante su uporediva. Najbrza
varijanta je BS-Hp, dok BS-Gmpsum zahtijeva neSto viSe vremena od
ostalih varijanti, jer koristi heuristiku koja kombinuje dvije funkcije.

Pregled rezultata dobijenih u eksperimentima dugoro¢nog tipa predstavljen
je u Tabeli 4.5, gdje se performanse najboljeg algoritma A* + ACS porede sa
u¢inkom TRBS-Gmpsum. Kako su skupovi testnih instanci isti kao u slucaju
eksperimenata kratkorocnog tipa, prve dvije kolone ove table su iste kao prve
dvije kolone Tabele 4.4. Zatim slijede dva bloka kolona, koji redom prezentuju
rezultate rada A* + ACS i TRBS-Gmpsum, u pogledu prosjecnog kvaliteta
dobijenih rjesenja len(s) svih instanci iz posmatranog testnog skupa i broja
instanci (ili grupa instanci) za koje je odgovarajuéi algoritam postigao najbolje
rjeSenje (# b.).
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Tabela 4.5: Pregled rezultata u eksperimentima dugoro¢nog tipa

Skup testnih instanci A* + ACS TRBS-GMpsuM 600 s/900 s
Ime # len (s) #b. len (s) #b.
Random 20 109.9 20 109.7 16
RaAT 20 104.3 17 104.4 18
VIrRUS 20 117.0 14 117.3 19
Bs 8 412.81 3 430.28 6
Es 12 243.82 9 243.73 4
Poly 6 234.13 4 234.23 5
Bacteria 35 829.26 10 862.63 33
Ukupno 121 77 101

Na bazi dobijenih rezultata za eksperimente dugorocnog tipa mogu se izvesti
sljededi zakljucci:

Za skupove instanci Ranpowm i Es, A* + ACS je, kao Sto je i ocekivano,
bolji od TRBS-GmpsuM, u pogledu broja postignutih najboljih rjeSenja.
Medutim, kada se porede prosje¢ne performanse, razlika je minimalna:
109.9 protiv 109.7 za Ranpom skup testnih instanci, odnosno 243.82
protiv 243.73 za Es skup testnih instanci.

U kontekstu skupa testnih instanci RaT i Virus, TRBS-Gmpsum je za
nijansu bolji od A* + ACS. Ovo se ispoljava kako za brojeve dobijenih
najboljih rjeSenja tako i za prosjecne performanse algoritama.

Za skup testnih instanci BB, TRBS-GmMpsuMm znacajno nadmasuje A* +
ACS. U 6 od 8 grupa instanci daje bolji prosjecni kvalitet dobijenih
rjeSenja, dok A* + ACS to ¢ini samo za 3 grupe.

Isto vrijedi za skup testnih instanci BACTERIA. Za ovaj skup instanci,
TRBS-GmpsuM postizZe najboljarjeSenja u 33 od 35 instanci, za razliku od
samo 10 najboljih rjeSenja u slucaju A* + ACS. Stavise, prosje¢ni kvalitet
dobijenih rjeSenja je znacajni veci u korist TRBS-Gmpsum, naime, 862.63
protiv 829.26.

Konacno, performanse oba pristupa za skup testnih instanci PoLy se ne
razlikuju znacajno.

Ukupno, zaklju¢ak je da TRBS-Gmpsum uspijeva da ostvari najbolja
rjeSenja u 101 od 121 slucaja, dok A* + ACS to postize samo u 77
slucajeva. Razlog tome je Sto TRBS-Gmpsum pruZa konzistentan kvalitet
rjeSenja za instance karakterisane razli¢itim distribucijama vjerovatnoca
simbola alfabeta. Stoga, moZe se iskazati da je TRBS-GmpsumM novi

.....

Sveukupno, za instance (ili grupe instanci) iz skupova testnih instanci RAN-

DOM 1
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slucajnosti tih instanci. I pored toga, u¢inak TRBS-Gmpsum za ovaj tip instanci
nije zanemarljiv. Slaba strana A* + ACS postaje vidljiva kada se primjenjuje
na instance koji nisu uniformno generisane. U 40 slucajeva sa kvazi-slu¢ajnim
ulaznim stringovima (skupovi testnih instanci RaT i Virus), TRBS-Gmpsum
nalazi najbolja rjeSenja u 37 slucajeva, dok A* + ACS to postize za 31 slu-
¢aj. Kada su ulazni stringovi izraZeno korelisani (skup testnih instanci BB),
TRBS-Gwmprsum je znatno nadmocéniji od A* + ACS. Ova tendencija postaje jos
izraZenija u slu€aju skupova testnih instanci PoLy i BAcTERIA. OpSti utisak je
da je TRBS-GmpsuMm dobro "uStimovan" za rad sa Sirokim rasponom razlicitih
vrsta instanci. Povrh toga, uzimajuc¢i u obzir instance poznate iz literature (80
instanci/grupa), TRBS-GmMmpsum varijanta je u stanju da dobije nove najpres-
tiznije rezultate u 13 slucajeva. Detaljnije obrazloZenje je dato u narednom
razmatranju.

.....

Prva kolona sadrzi ime odgovarajuéeg skupa testnih instanci, dok sljedece dvije
kolone redom identifikuju instance (u slucaju skupova RaT i Virus) i grupe
instanci (u slucaju skupova B i Es). Nakon toga, tu su dvije kolone koje
pruzaju uvid u najbolja rjeSenja poznata iz literature. Prva od ovih kolona
navodi najbolji rezultat, a druga algoritam koji je prvi postigao taj rezultat.
Dalje, navedene su kolone kojima su obuhvadeni rezultati redom za BS-Ex,
BS-Pow, BS-Hp i BS-GMPSUM u sluc¢aju eksperimenata kratkoro¢nog tipa,
odnosno rezultati redom za A* + ACS i TRBS-Gmpsum u slucaju eksperimenata
dugorocnog tipa. Vrijeme izvrSavanja dato je samo za kratkorocni tip, jer je za
dugorocni tip ono unaprijed fiksirano.

Za eksperimente kratkoro¢nog tipa (Tabela 4.6), BS-Gmpsum je uspio da
pronade nove najbolje rezultate u 17 slucajeva. Ovo ukljucuje ¢ak i 4 slucaja u
okviru skupa testnih instanci Es, gdje su instance generisane sluc¢ajno u skladu
sa uniformnom raspodjelom simbola alfabeta. Posebno vrijedno paznje su 4
slucaja skupova testnih instanci RaT 1 Virus, gdje su prethodno poznata najbolja
rjeSenja "popravljena" za dva simbola (vidjeti npr. skup testnih instanci Rat, za
n=4,m=401l = 600).
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Tabela 4.6: Novi najbolji rezultati za instance iz literature u eksperimentima
kratkoro¢nog tipa

Instanca (Grupa instanci) Najbolji len(s) iz literature BS-Ex BS-Pow BS-Hre BS-Gmpsum
Skup testnih instanci n m 1 len(s) Alg.  len(s) t len(s) t len(s) t len(s) t
RaT 4 20 600 172 BS-Ex 172 2.3 170 0.9 168 0.5 173 25
Rar 4 40 600 152 BS-Ex 152 1.8 150 1 145 0.5 154 3.4
RaT 4 200 600 123 BS-Ex 123 2.7 123 0.7 122 0.8 124 9.9
Rar 20 20 600 54 BS-Ex 54 2.5 54 1.7 54 1.2 55 3.5
Rat 20 40 600 49 BS-Ex 49 3 49 1.1 49 1.2 50 4.6
Virus 4 25 600 194 BS-Ex 194 22 192 1.2 194 0.7 195 3.1
Virus 4 40 600 170 BS-Ex 170 22 170 12 169 0.9 172 3.8
Virus 4 60 600 166 BS-Ex 166 24 165 0.8 166 0.7 168 5.1
Virus 4 100 600 158 BS-Ex 158 23 155 1.2 158 0.9 160 7.8
VIrUs 4 150 600 156 BS-Ex 156 2.4 147 1.2 156 0.7 157 11
Virus 4 200 600 155 BS-Hp 154 2.6 148 1.4 155 1.2 156 14.8
Virus 20 40 600 50 BS-Ex 50 2.9 49 1.9 50 0.9 51 55
BB 2 100 1000 560.7 BS-Pow 536.6 6.1 560.7 5.7 558.9 1.9 560.8 23.7
ES 2 10 1000  615.06 BS-Ex  615.06 4.4 614.2 1.4 612.5 0.9 615.1 5.1
ES 10 50 1000 136.32 BS-Ex 136.32 39 135.52 2.1 135.22 1.4 136.34 9.9
ES 25 10 2500 235.22 BS-Pow 231.12  19.1 23522 10.5 233.34 8 235.58 29
ES 100 10 5000 144.9 BS-Pow  144.18 919 1449 759 143.62 71.6 1451 1854

S druge strane, za eksperimente dugoro¢nog tipa (Tabela 4.7), prethodno
poznati najbolji rezultati su poboljSani u 14 slu¢ajeva. Izuzetno poboljSanje je
postignuto u okviru skupa testnih instanci BB, gdje se moZe uociti poboljSanje
prethodno najboljeg rjeSenja za ¢ak 7 simbola.

Sto se ti¢e prezentacije rezultata za skupove testnih instanci PoLy i BACTERIA,
oni su obuhvadeni u naredne dvije tabele. Tabele koje prezentuju rezultate
za skup testnih instanci PoLy imaju sli¢nu strukturu kao ve¢ navedene tabele
rezultata za skupove testnih instanci Rat, Virus, B i Es. Razlika je Sto su
grupe instanci odredene sa n (prva kolona), m (druga kolona) i/ (treca kolona).
Najbolji rezultati po grupi instance, tj. u odgovaraju¢em redu tabele su oznaceni
podebljanim fontom.

Tabela 4.7: Novi najbolji rezultati za instance iz literature u eksperimentima
dugoro¢nog tipa

Instanca (Grupa instanci) Najbolji len(s) iz literature A* + ACS  TRBS-Gmpsum
Skup testnih instanci n m l len(s) Alg. len(s) len(s)
Rar 4 20 600 174 A* + ACS 174 175
RaT 4 40 600 154 A* + ACS 154 156
Rar 20 25 600 52 A* + ACS 52 53
Virus 4 10 600 228 A* + ACS 228 229
VirUs 4 15 600 206 A* + ACS 206 207
Virus 4 60 600 168 A* + ACS 168 169
VirUS 4 80 600 163 A* + ACS 163 164
Virus 4 100 600 160 A* + ACS 160 162
VirUS 4 150 600 157 A* + ACS 157 158
BB 2 100 1000 563.6 APS 547.1 571.1
BB 4 100 1000 390.2 APS 3443 391.8
ES 2 10 1000 618.9 A* + ACS 618.9 619.1
ES 10 50 1000 137.5 A* + ACS 137.5 137.6
ES 25 10 2500 236.6 A* + ACS-pIsT 235 238

Rezultati za eksperimente kratkorocnog tipa za skup testnih instanci PoLy
dati su u Tabeli 4.8. Na osnovu ovih rezultata, ubjedljivi pobjednik je BS-
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GmpsuM, koji je dobio najbolji prosjecni kvalitet dobijenih rjeSenja za svih 6
grupa instanci. Ovo pokazuje primat BS-GmMpsum u odnosu na preostale tri
heuristike kada je u pitanju ovaj skup instanci. Kao $to je ve¢ napomenuto,
razlog ovakve situacije je Sto su instance iz ovog skupa uzorkovane u skladu sa
polinomijalnom raspodjelom cije vjerovatnosne teZine nisu ujednacene kao u
slu¢aju uniformne raspodjele.

Tabela 4.8: Rezultati eksperimenata kratkoro¢nog tipa za skup testnih instanci
PoLy

Grupa instanci BS-Ex BS-Pow BS-Hp BS-Gmpsum
n m I len(s) t len(s) t len(s) t len(s) t
4 10 100 432 0.5 432 0.3 43.1 0.3 43.3 0.1
4 10 500 2325 4.1 2327 26 2313 2.1 233 2.5
4 10 1000 470.7 8.8 470.1 54 4673 42 4709 103
4 50 100 357 0.6 356 04 355 0.3 35.8 0.3
4 50 500 2014 6.1 2008 3.5 2004 3 2023 6.2
4 50 1000 4125 132 4112 74 411.6 63 412.8 209

Rezultati za eksperimente dugorocnog tipa za skup testnih instanci PoLy
dati su u Tabeli 4.9. MoZe se primijetiti da u ovom sluc¢aju TRBS-Gmpsum 1 A*
+ ACS imaju ujednacene performanse.

Tabela 4.9: Rezultati eksperimenata dugoro¢nog tipa za skup testnih instanci
PoLy

Grupa instanci A* + ACS TRBS-GMmpsum
n m ) len(s) len(s) t
4 10 100 434 43.4 580.7
4 10 500 234.3 234.3 890.5
4 10 1000 473.9 4734 896.2
4 50 100 35.9 35.9 83.6
4 50 500 203 203.5 883.8
4 50 1000 414.3 414.9 892.3
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Tabela 4.10: Rezultati eksperimenata kratkoro¢nog tipa za skup testnih instanci
BACTERIA

Instanca BS-Ex BS-Pow BS-Hr BS-GMmpsum
m Inin I len(s) t len(s) t len(s) t len(s) t
383 610 1553 256 31.1 252 139 279 16.8 271 94.1
3 1458 1458 1365 2.1 1365 1 1365 1.8 1365 7.7

33 1349 1577 610 17.6 605 10.6 755 108 689 36.5
106 1252 1520 503 25.1 483 12 515 122 514 61.8
2 1502 1502 1499 0 1499 0 1499 0 1499 0.1
12 1274 1413 659 133 636 8.5 627 6.9 659 18.9
15 1302 1515 598 133 602 8.5 655 7.7 678 20.7
13 1479 1557 811  15.8 752 10.1 1061 10 883 21.7
13 1308 1507 1037 17.6 1039 11.1 862 8.6 882 25.9
44 873 1543 493 163 473 9.3 470 7.8 494 29.6
4 1408 1530 1204 9 1271 6.3 1271 5.8 1271 15.9
173 1234 1847 502 347 463 15 541 183 525 97.5
13 1446 1551 681 145 713 9.5 794 8.6 785 22.2

88 1360 1545 583 273 570 138 667 15.1 601 67
2 1540 1548 1522 0.2 1522 0.1 1522 0.1 1522 0.3
3 1395 1424 1141 112 1141 6.8 1141 6.1 1141 15
4 1410 1488 886 9.8 1123 8 1123 6.7 1123 17.4

51 1266 1522 681 252 552 123 667 12 641 48.7
2 1461 1539 1354 0.9 1354 0.5 1354 1.7 1354 8.6
13 1246 1411 687 13 662 74 609 6.7 699 19.6
4 1434 1478 876 9.6 1112 8 1112 6.9 1112 16.3
18 1023 1438 464 119 468 7.6 458 5.8 475 14.2
2 1454 1460 1431 0.2 1431 0.1 1431 0.1 1431 0.3
8 1401 1533 1024 159 1061 9.8 858 7.5 864 18.8
33 990 1483 410 121 492 8.8 467 6.9 456 16.4
29 1422 1549 587 163 581 9.8 634 8.9 590 26.3
20 571 1394 438 9.6 405 54 401 4.5 431 11.7
96 1270 1565 516 24 467 11 531 123 522 55.5
10 1322 1455 1026 16 1026 9.7 796 7.1 1026 19.5
26 1334 1596 617 16.7 584 9.4 640 8.6 631 26.2
195 1345 1547 503 38.2 448 153 537 192 524 100.9
8 1454 1532 1221 164 1241 10 1241 8.6 1241 25.5
8 1359 1612 555 189 555  11.2 600 103 627 384
89 455 1587 251 113 214 4.7 233 4.8 239 18.2
2 1465 1469 1358 0.7 1358 0.4 1358 0.5 1358 6.8
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Tabela 4.11: Rezultati eksperimenata dugoro¢nog tipa za skup testnih instanci
BACTERIA

Instanca A* + ACS TRBS-Gmpsum
n m Imin ! len(s) len(s) t
4 383 610 1553 265 273 887.2
4 3 1458 1458 1365 1365 810.9
4 33 1349 1577 670 723 899
4 106 1252 1520 518 532 897.1
4 2 1502 1502 1499 1499 0.1
4 12 1274 1413 665 694 899.7
4 15 1302 1515 680 708 899.6
4 13 1479 1557 842 883 899.5
4 13 1308 1507 870 1043 899.7
4 44 873 1543 514 501 897.3
4 4 1408 1530 1204 1271 898.4
4 173 1234 1847 520 528 895.6
4 13 1446 1551 732 816 899.6
4 88 1360 1545 557 634 897.9
4 2 1540 1548 1522 1522 0.3
4 3 1395 1424 1141 1141 899.7
4 4 1410 1488 1059 1123 899.4
4 51 1266 1522 659 871 898.9
4 2 1461 1539 1354 1354 851.9
4 13 1246 1411 716 727 899.6
4 4 1434 1478 1030 1112 899.2
4 18 1023 1438 481 488 898.4
4 2 1454 1460 1431 1431 0.3
4 8 1401 1533 1040 1063 899.2
4 33 990 1483 449 510 899.1
4 29 1422 1549 643 661 899
4 20 571 1394 439 432 899.7
4 96 1270 1565 529 546 897.2
4 10 1322 1455 1026 1026 899.7
4 26 1334 1596 654 676 899.3
4 195 1345 1547 514 544 894.2
4 8 1454 1532 1204 1241 898.3
4 8 1359 1612 624 644 897.9
4 89 455 1587 250 252 898.2
4 2 1465 1469 1358 1358 829.6

Kao i u slucaju skupa PoLy, instance iz skupa testnih instanci BACTERIA
koriste se prvi put u prouc¢avanju LCS problema. One su originalno predloZene
pri razmatranju LCS problema sa ograni¢enjima [31]. Rezultati su prezentovani
na isti na¢in kao i ranije. Ovaj skup sadrZi 35 instanci. Svaka linija Tabele 4.10
(za eksperimente kratkoro¢nog tipa) i svaka linija Tabele 4.11 (za eksperimente
dugorocnog tipa) sadrzi zasebnu instancu. U obje tabele kolone su odredene
sa: n (uvijek jednako 4), m (varira od 2 do 383), l,,;, (duZina najkradeg ulaznog
stringa) 1 [ (duzZina najvedeg ulaznog stringa). Najbolja rjeSenja su istaknuta
boldovanim fontom. Rezultati dobijeni u eksperimentima kratkorocnog tipa
upucuju na zakljucak da BS-Hp prednjaci za ovaj skup instanci, jer dobija
najbolje rjeSenje u 22 od 35 slucajeva. BS-Gmpsum zaostaje sa 18 najboljih
rjeSenja, ali u pogledu prosje¢nog kvaliteta dobijenih rjeSenja BS-Gmpsum je
nesto bolji od BS-Hp. Kada su u pitanju rezultati eksperimenata dugorocnog
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tipa, vec je ustanovljeno da TRBS-GmpsuMm u potpunosti nadmasuje A* + ACS.
Razlika je ponekad ocigledno primjetna, npr. za instancu broj 32 (Cetvrti red od
kraja u tabeli) TRBS-Gmpsum je pronasao rjeSenje duzine 1241, dok, u istom
vremenu racunanja, A* + ACS pronalazi rjeSenje duZine 1204.

Sljedeci korak je potvrda statisti¢ke znacajnosti dobijenih rezultata. U tom
cilju, upotrebljen je Fridmenov test. Generalno, ovaj neparametarski statisticki
test predstavlja alternativu analizi varijanse i koristi se za otkrivanje eventualnih
razlika u prosje¢nim vrijednostima k > 3 grupa, na osnovu N subjekata (tret-
mana) koji djeluju na svaku od tih grupa. Ako je x{ vrijednost i—tog tretmana na

Jj—tu grupu, tada se vrijednostima iz skupa {xl] cjed{1,2,.. .k}} mogu dodi-

jeliti rangovi r{ tako da se najvec¢oj medu ovim vrijednostima pridruzuje rang 1,
sljedecoj po veli¢ini rang 2, itd. Ako su dvije ili viSe vrijednosti jednake, njima
se pridruZuje isti rang jednak aritmetic¢koj sredini pozicija koje zauzimaju u nizu
vrijednosti sortiranom u opadajuem redoslijedu. Statistika Fridmenovog testa
data je sa

12N k(k+1)2
2 2
= — R — ———— =
XF= ik +1) 2K 1+ |
%
gdjeje R; := : prosjecna vrijednost rangova j—te grupe, j € {1,2,...,k}.

Pod pretpostavkom da je ta¢na radna hipoteza da se grupe ne razlikuju znacajno
u prosjecnim vrijednostima, tj. da su njihovi rangovi pribliZzno jednaki, statistika
X% ima pribliZno )(,f_l raspodjelu, sa k — 1 stepeni slobode, ukoliko su N i k
dovoljno velike vrijednosti (ova aproksimacija je dovoljno dobra za N > 10
1 k > 5; za ostale vrijednosti N i1 k koriste se egzaktno izracunate kriticne
vrijednosti, vidjeti npr. [84]). Ukoliko se, sa datim pragom znacajnosti «,
radna hipoteza odbaci, tada se moze primijeniti neki od post-hoc testova za
utvrdivanje izmedu kojih k grupa postoji statisticki znacajna razlika. U ovoj
eksperimentalnoj evaluaciji koristi se Nemenijev post-hoc test. Ideja ovog testa

k(k +1)

je pronalaZenje kriticne razlike CD := q, - , gdjeje a € (0,1) zadani

prag znacajnosti, a g, kriti¢na vrijednost koja se Cita iz tablice studentizovane
raspodjele raspona. Nakon toga, porede se rangovi; svake dvije grupe ji i jo2 za
koje vrijedi |R;, — Rj,| > CD se, u smislu datih tretmana, smatraju statisticki
znacajno razli¢itim.

Konkretno, posmatrane grupe su algoritmi za rjeSavanje LCS problema
zasnovani na razli¢itim BS varijantama, dok su subjekti svi skupovi testnih
instanci kojima se tretiraju svi navedeni algoritmi (ukupno 121 grupa instanci).
Sam postupak testiranja Fridmenovim testom, Nemenijevim post-hoc testom i

prikaz dobijenih zakljucaka izvrSen je uz pomo¢ paketa scmamp softverskog
okruZenja R (pogledati [16] i [76]).
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U svim slucajevima, zakljucak testiranja Fridmenovim testom je da se hi-
poteza o ujednacenim performansama algoritama odbacuje. Stoga je smisleno
izvr§iti poredenje po parovima uz pomo¢ Nemenijevog post-hoc testa, radi utvr-
divanja koji parovi algoritama ispoljavaju statisticki znacajnu razliku. Kriti¢na
razlika CD je racunata u odnosu na prag znacajnosti @ = 0,05. Rezultati iz-
vrSenog poredenja se jednostavno predstavljaju uz pomo¢ dijagrama kriticne
razlike ili CD dijagrama i oni su prikazani na Slici 4.2, odnosno Slici 4.3a. Za
svaki algoritam, prosjecna vrijednost njegovih rangova generise poziciju ovog
algoritma na segmentu. Ukoliko su pozicije dva algoritma udaljene za manje od
CD, tada ne postoji statisticki znacajna razlika u njihovim performansama, $to
se na dijagramu notira stavljanjem horizontalne crtice koja spaja markere ovih
algoritama.

BS-GupsuM -BS-Hp
BS-Ex -BS-Pow

Slika 4.2: CD dijagram za eksperimente kratkoro¢nog tipa

U slucaju eksperimenata kratkoro¢nog tipa, BS-Gmpsum je algoritam sa
statisticki znaCajnim najboljim performansama. BS-Ex se nalazi na drugoj
poziciji, dok razlika izmedu performansi BS-Hp i BS-Pow nije statisticki zna-
¢ajna. U slucaju eksperimenata dugoro¢nog tipa, najbolji prosjecni rang ima
TRBS-Gmpsum. Specijalno, za skup testnih instanci BACTERIA, razlika izmedu
TRBS-GmpsuMm i A* + ACS je statisticki znacajna (Slika 4.3b). Za ostale sku-
pove testnih instanci, razlike u performansama ova dva pristupa nisu statisticki
znacajne.

L | |
TRBS-Gupsu TRBS-Gypsum
A+ ACS———— A*+ACS
(a) Sve instance (b) Skup testnih instanci BACTERIA.

Slika 4.3: CD dijagram za eksperimente dugoro¢nog tipa

Sveobuhvatno gledano, varijanta BS vodena novom heuristikom GMPSUM
pokazala je konzistentnu efikasnost prilikom pribliznog rjeSavanja LCS pro-
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blema. Kao kombinacija dvije komplementarne statistike GM i PSUM, ¢iji se
uticaj kontroliSe parametrom strategije, heuristika GMPSUM se moze prilago-
diti tako da za bilo koji skup testnih instanci produkuje kvalitetna rjeSenja. Ova
njena prednost se i potvrdila u izvedenim eksperimentima, gdje je postignut
visok prosjecan kvalitet rjeSenja svih razmatranih instanci. Stoga, GMPSUM
heuristika se s pravom moZe proglasiti za trenutno najrobustniju heuristiku u
literaturi kada je u pitanju rjeSavanje LCS problema.
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Glava 5

Zakljucak

U vedini naucnih disciplina, opisivanje strukture odredenog skupa podataka
predstavlja neprestani izazov postavljen pred svaku generaciju istrazivaca. Iz-
bor matematickog modela koji ¢e interpretirati odredenu strukturu je neophodan
prvi korak u postupku demistifikacije pojave koja se Zeli objasniti i utvrdivanja
obrazaca na osnovu kojih ona djeluje. Za pocetak, potrebno je izabrati matema-
ticke objekte koji ¢e reprezentovati posmatrane podatke i ocuvati njihove bitne
karakteristike. U slucaju podataka sekvencijalne prirode, stringovi (konacni ni-
zovi elemenata) namecu se kao logican izbor matematickih predstavnika. Na taj
nacin, ovakav skup podataka se "konvertuje" u familiju stringova i sva esenci-
jalna pitanja u vezi strukture podataka se, u stvari, odnose na strukturu dobijene
familije stringova. Nakon ove "inicijalizacije", potrebno je ustanoviti koji tip
medusobne povezanosti stringova kao pojedinacnih objekata najvise oblikuje
strukturu pripadne familije stringova kao grupe objekata. U ljudskoj je pri-
rodi konstantno poredenje i evaluacija, jer to Cesto pobuduje intuiciju i dovodi
do spoznaje o bitnim svojstvima. Zbog toga, poZeljne su one vrste povezanosti
familija stringova koje njihovo rangiranje i medusobno poredenje ¢ini jednostav-
nim za implementaciju. Drugacije receno, pogodno je kvantifikovati strukturu
svake familije stringova u pogledu tipa medusobne povezanosti njenih stringova.
Time se generiSu mjere slicnosti koje omogucavaju poredenje struktura familija
stringova.

U ovoj doktorskoj tezi, razmatrane su mjere slinosti familija stringova zas-
novane na topoloskim i vjerovatnosnim metodama. Dodatno, u obzir je uzeta
i mjera sli¢nosti stringova odredena duzinom najduzeg zajednickog podniza i
proucavan je optimizacioni aspekt pri rjeSavanju problema nalazenja ove mjere.

Od myjera sli¢nosti familija stringova zasnovanim na topoloskim metodama,
u tezi suispitivane one mjere slicnosti bazirane na metodama i tehnikama istrajne
(perzistentne) homologije, koja predstavlja dinamicku verziju simplicijalne ho-
mologije. Osnovna ideja je da se familiji stringova pridruZi filtracija sastavljena
od simplicijalnih kompleksa i na taj nacin formalizuje koncept "bliskosti", kao
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oblika povezanosti koju stringovi date familije postepeno razvijaju prolaskom
kroz datu filtraciju. Pomenuti tip povezanosti stringovi ispoljavaju kroz prizmu
udaljenosti utvrdene odgovarajuéim nivoom filtracije. Klju¢an momenat je pra-
¢enje onih podskupova familije stringova kod kojih povezanost postoji izmedu
svih sastavnih dijelova, ali ne i samih njih kao cjeline. Ovo odsustvo "kom-
pletne" povezanosti stvara homoloSku klasu koja istrajava u odredenom dijelu
filtracije. Zivotni vijek svih homologkih klasa date familije stringova se re-
gistruje nalaZzenjem njenog bar-koda. Najpoznatija mjera sli¢nosti zasnovana
na poredenju bar-kodova iste dimenzije je udaljenost uskog grla. Ova mjera,
poznata u literaturi, koristi uparivanje linija bar-koda u cilju njihovog $to bo-
ljeg preklapanja. Tako dobijeno uparivanje spaja one linije koje predstavljaju
homoloske klase relativno sli¢ne istrajnosti. Nedostatak ovog uparivanja leZi u
zanemarivanju kvalitativnih svojstava pripadnih homoloskih klasa. U tezi je iz-
loZen originalni pristup, predloZen u radu [70], koji ispravlja uo¢eni nedostatak.
Konkretno, predloZena je nova mjera slicnosti familija stringova utemeljena na
udaljenosti uskog grla, sa modifikacijom kojom se prioritet daje kvalitativnom
uparivanju linija bar-koda. Ono $to definisanje nove mjere ¢ini smislenim je
tehnika razdvajanja radijusa simpleksa (Teorema 2.7.17), koja je takode uve-
dena u radu [70]. Primjenom ove tehnike, izvodi se kontrolisano pomjeranje
radijusa simpleksa, Sto za rezultat ima dobijanje bar-koda sliénog polaznom,
ali koji ima linije sa razli¢itim krajnjim tackama, omogucavajuéi jednostavniju
provjeru njihove kvalitativne saglasnosti. Na taj nacin, novouvedena mjera slic-
nosti nasljeduje stabilnost koju ima udaljenost uskog grla, ali ima i kvalitativnu
konzistentnost koju obezbjeduje opisana modifikacija. Pored navedene mjere
sli¢nosti, u tezi je registrovan pojam ~ —ekvivalentnih simpleksa (simpleksa sa
istim minimalnim skupom generatora) i u Teoremi 2.7.18 dokazana je "neutral-
nost" ove grupacije simpleksa u pogledu njihovog uticaja na strukturu bar-kod
linija.

Od mjera slicnosti familija stringova zasnovanim na vjerovatnosnim me-
todama, u tezi su predstavljene one utemeljene na Kulbak-Lajblerovoj mjeri
divergenciji (relativnoj entropiji). Ovaj pristup podrazumijeva da se string tre-
tira kao stohasticki proces, dok se data familija stringova shvata kao skup trening
podataka, sastavljena od konacnih trajektorija ovog stohastickog procesa. Os-
novna ideja je da se datim trening podacima pridruZi vjerovatnosna mjera koja
¢e posluziti kao pokazatelj strukture pripadne familije stringova. U tezi je
predloZena mjera sli¢nosti familija stringova koja poredi odgovarajuce vjero-
vatnosne mjere na principu relativne entropije. Efektivno, ovom mjerom se
poredi "mo¢ predvidanja" dvije vjerovatnosne mjere koje su definisane na istom
prostoru vjerovatnoca, tako Sto se kvantifikuje "gubitak informacije" do kojeg
dolazi kada se raspodjela odredena jednom vjerovatnosnom mjerom zamjenjuje
raspodjelom odredenom drugom vjerovatnosnom mjerom. NaZalost, pomenute
vjerovatnosne mjere u praksi nisu poznate, pa je potrebno izvesti njihovo sta-
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tisticko modelovanje. U tezi su detaljno obrazloZena dva modela. Prvi model
je vjerovatnosno sufiksno drvo utemeljen na frekvencionistickom pristupu, dok
je drugi model hijerarhijski Pitman-Jorov proces utemeljen na Bejzovskom za-
kljucivanju. Iako se ovi modeli zasnivaju na razli¢itim konceptima, oni imaju
isti cilj: ocijeniti vjerovatnocu da ¢e se simbol alfabeta inicijalizovati na odre-
denoj poziciji stringa, pod uslovom da su poznate sve realizacije stringa prije
posmatrane pozicije. Nakon odredivanja ovih vjerovatnoca, pravilom mnoze-
nja vjerovatnoca se jednostavno dobijaju potrebne predvidajuce vjerovatnoce.
Samo izracunavanje razmatrane mjere slicnosti ukljucuje uzorkovanje iz dobi-
jene raspodjele vjerovatnoca. Time se kompletira u potpunosti vjerovatnosni
orijentisan postupak zasnivanja ove mjere slicnosti familija stringova.

U tezi su razmotreni teoretski i prakti¢ni aspekti rjeSavanja problema na-
laZenja najduZeg zajednickog podniza date familije stringova (LCS problema).
Algoritmi na bazi dinamickog programiranja se mogu iskoristiti za ta¢no rje-
Savanje LCS problema, ali sa pove¢avanjem broja stringova njihova sloZenost
postaje eksponencijalna, Sto ih ¢ini neefikasnim. Efikasnost se moze popraviti
primjenom algoritama zasnovanih na optimizaciji. Od algoritama za pribliZzno
rjeSavanje LCS problema, pretraga bima (BS) predstavlja pristup u kojem se ne
izvodi kompletna pretraga za najboljim rjeSenjem, nego se koristi heuristika koja
ovu pretragu usmjerava ka perspektivnijim regionima prostora pretrage. U tezi
je izloZena nova varijanta pretrage bima pod nazivom BS — GMPSUM, origi-
nalno predloZena u radu [69]. Ova varijanta koristi novu GMPSUM heuristiku
za rangiranje perspektivnosti ¢vorova u BS i utvrdivanje za koji od njih ¢e pos-
tojeca parcijalna rjeSenja biti produZena na narednom nivou. Sama GMPSUM
heuristika je izraZena kao konveksna kombinacija dvije statistike: GM statistike
i PSUM statistike. Ove statistike registruju relacije izmedu ulaznih stringova od-
govarajucih podproblema. I dok je GM statistika "odgovorna" za karakterisanje
usaglaSenosti ulaznih stringova podproblema sa pretpostavljenom raspodjelom
vjerovatnoca simbola alfabeta, PSUM statistika biljeZi vjerovatnoce da je string
odgovarajuce duZine podniz svih ulaznih stringova podproblema. Komplemen-
taran fokus ovih statistika ¢ini GMPSUM heuristiku pogodnom za rjeSavanje
LCS problema, kako u sluc¢aju balansiranih instanci, tako i u slu¢aju nebalansi-
ranih instanci sastavljenih od stringova €iji se simboli ravnaju po neuniformnoj
polinomijalnoj raspodjeli. Radi potvrde ove argumentacije, u tezi je obavljeno
uporedivanje BS — GMPSUM sa ostalim najprestiznijim BS varijantama za
rjeSavanje LCS problema, uz pomo¢ metodologije opisane u radu [69]. Ekspe-
rimenti su sprovedeni na skupovima balansiranih testnih instanci standardnih za
LCS problem, a takode i na novim skupovima nebalansiranih testnih instanci.
Rezultati eksperimenata za slucaj balansiranih instanci iz literature, pokazali su
da je BS — GMPSUM ili u rangu ostalih varijanti ili ih nadmasuje u pogledu
kvaliteta (duZina) najboljih rjeSenja. Ova razlika je joS izraZenija u rezultatima
eksperimenata za slucaj (novih) nebalansiranih instanci iz literature, koji poka-
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zuju superiornost BS — GMPSUM u odnosu na ostale BS varijante. Ova superi-
ornost je statisticki znacajna, Sto je potvrdeno kombinacijom Fridmenovog testa
i Nemenijevog post-hoc testa. Razlog uo¢ene nadmocnosti BS — GMPSUM je
mogucénost "finog" podesavanja parametra strategije koji regulise uticaj statistika
GM i PSUM na ukupnu vrijednost GMPSUM heuristike.

Na kraju, nekoliko rijeci o eventualnim buduéim pravcima istraZivanja raz-
matranih tema.

U vezi topoloskih metoda, tu su sljedeci potencijalni zadaci:

* Znacajno bi bilo dati odgovor na Pitanje 2.7.7, tj. naci uslove ekviva-
lentnosti filtracijskog izomorfizma i dy—izomorfizma u okviru metrickog
prostora (S(2,1),dy). Znacaj je u tome Sto bi se, u slucaju afirma-
tivnog odgovora, familija stringova, kao potprostor metrickog prostora
(S(2,1),dy), uvijek mogla rekonstruisati na osnovu njoj pridruzene fil-
tracije.

* Implementacija pri¢e o mjerama sli¢nosti familija stringova zahtjeva pro-
nalaZenje efikasnih algoritama za ra¢unanje radijusa i centara konac¢ne fa-
milije generalizovanih stringova iz prostora (S’ (n, ), dgy). Takode, opi-
sanu tehniku razdvajanja radijusa simpleksa treba optimizovati, u smislu
preciziranja mehanizma biranja simpleksa ¢iji se radijusi Zele razdvo-
jiti, tako da se minimizuje ukupan broj koraka potrebnih za razdvajanje
radijusa svih simpleksa koji nisu ~ —ekvivalentni.

* Ispitivanje moguénosti da se metodologija dobijanja nove mjere slicnosti
familija stringova bazirane na Hamingovoj udaljenosti iskoristi i u slu-
¢aju LCS metrike. Konkretno, bilo bi korisno naci analogiju tehnike
razdvajanja radijusa simpleksa u ovom slucaju.

« Utvrdivanje uloge ~ —ekvivalentnih simpleksa u opgtoj postavci Cehove
filtracije.

U vezi vjerovatnosnih metoda, tu su sljedeci potencijalni zadaci:

* Daljnje poboljSavanje efikasnosti vjerovatnosnog sufiksnog drveta putem
podeSavanja parametra sniZenja na svakom nivou drveta.

* Ispitivanje efekta biranja drugacijih priornih raspodjela za hiperparametre

sniZenja i koncentracije kod hijerarhijskog Pitman-Jorovog procesa na
stabilnost uvedene mjere slicnosti familija stringova.

U vezi optimizacionog aspekta rjeSavanja LCS problema, tu su sljedeci
potencijalni zadaci:
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* Implementacija nekog od predloZenih vjerovatnosnih modela radi posti-
zanja efekta bolje kalibrisanosti statistike PSUM, Sto bi rezultovalo time
da heuristika GMPSUM ima vecu izraZzajnu mo¢.

* Adaptacija heuristike GMPSUM radi stvaranja "hibridnog" A* + ACS
pristupa, a sve u cilju dodatnog poboljsavanja kvaliteta najboljih rjeSenja
LCS problema.

* Primjenjivanje GMPSUM heuristike pri rjeSavanju problema bliskih LCS
problemu. To su problemi u kojima se trazi LCS, ali uz nametanje dodat-
nih ograniCenja, npr. problem nalaZenja najduzeg zajednickog podniza
koji je palindrom, problem nalaZenja najduZeg zajednickog podniza koji
sadrZi unaprijed zadani podniz, itd.

181






BIBLIOGRAFIJA

Bibliografija

[1]
(2]

(3]

(4]
[5]

[6]

[7]

[8]

[9]

[10]

[11]

J. Albert, J. Hu, "Probability and Bayesian modeling", CRC press, 2020.

S. Bacallado, S. Favaro, S. Power, L. Trippa, "Perfect sampling of the
posterior in the hierarchical Pitman—Yor process", International Society
for Bayesian Analysis, 2021.

R. A. Baeza-Yates, R. Gavalda, G. Navarro, R. Scheihing, "Bounding the
expected length of longest common subsequences and forests", Theory
Comput. Syst., 32(4), pp. 435-452, 1999.

D. Bakkelund, "An LCS-based string metric", University of Oslo, 2009.

S. A. Barannikov, "The framed Morse complex and its invariants," Advan-
ces in Soviet Mathematics, 21, pp. 93-115, 1994.

U. Bauer i M. Lesnick, "Induced matchings and the algebraic stability
of persistence barcodes," Journal of Computational Geometry, 6(2), pp.
162-191, 2015.

R. Beal, T. Afrin, A. Farheen, D. Adjeroh, "A new algorithm for the LCS
problem with application in compressing genome resequencing data",
BMC Genom., 17, 544, 2016.

R. Begleiter, R. El-Yaniv, G. Yona, "On prediction using variable order
Markov models", Journal of Artiflcial Intelligence Research 22, pp. 385-
421, 2004.

Y. Bengio, "Markovian models for sequential data", Neural computing
surveys, 1999.

L. Bergroth, H. Hakonen, T. Raita, "A survey of longest common sub-
sequence algorithms", Proceedings of the SPIRE 2000—The 7th Inter-
national Symposium on String Processing and Information Retrieval,
Coruna, Spain, pp. 39-48, 2000.

P. Billingsley, "Ergodic Theory and Information", New York: Wiley,
1965.

183



BIBLIOGRAFIJA

[12] C. Blum, M. J. Blesa, "Probabilistic beam search for the longest common
subsequence problem", In Proceedings of the International Workshop
on Engineering Stochastic Local Search Algorithms, Brussels, Belgium,
2007., Springer: 200, pp. 150-161, 2007.

[13] C. Blum, M. J. Blesa, M. Lépez-Ibafiez, "Beam search for the lon-
gest common subsequence problem", Comput. Oper. Res. 2009, 36, pp.
3178-3186.

[14] C. Blum, P. Festa, "Longest common subsequence problems", Metahe-
uristics for String Problems in Bioinformatics, Wiley: Hoboken, NJ,
USA, 2016, Chapter 3, pp. 45-60.

[15] P. Bubenik iJ. A. Scott, "Categorification of persistent homology", Dis-
crete and Computational Geometry, Vol. 51, pp. 600-627, 2014.

[16] B. Calvo, G. Santafé-Rodrigo, "Statistical comparison of multiple algo-
rithms in multiple problems", The R Journal, Vol. 8/1, Aug. 2016.

[17] G. Carlsson, "Topology and data", Bulletin (New Series) of the American
Mathematical Society, 2009.

[18] G. Carlsson, A. Zomorodian, A. Collins i L. Guibas, "Persistence bar-
codes for shapes", Eurographics Symposium on Geometry Processing,
2004.

[19] H. T. Chan, C. B. Yang, Y. H. Peng, "The generalized definitions of the
two-dimensional largest common substructure problems", Proceedings
of the 33rd Workshop on Combinatorial Mathematics and Computation
Theory, Taipei, Taiwan, 13—14 May 2016, pp. 1-12.

[20] F. Chazal, D. Cohen-Steiner, M. Glisse, L. J. Guibas i1 S. Oudot, "Proxi-
mity of persistence modules and their diagrams," Research Report RR-
6568, INRIA, 2008.

[21] F. Chazal 1 B. Michel, "An introduction to Topological Data Analysis:
fundamental and practical aspects for data scientists", preprint 2021.

[22] C. Chen, L. Du, W. Buntime, "Sampling table configurations for the
hierarchical Poisson-Dirichlet process", ECML PKDD 2011: Machine
Learning and Knowledge Discovery in Databases pp. 296-311, 2011.

[23] S.F. Chen, J. Goodman, "An empirical study of smoothing tehnique
for language modeling", Computer Science Group Harvard University
Cambridge, Massachusetts, 1998.

184



BIBLIOGRAFIJA

[24] V. Chvatal 1 D. Sankoff, "Longest common subsequences of two random
sequences", Journal of Applied Probability, Vol. 12, No. 2, pp. 306-315,
1975.

[25] D. Cohen-Steiner, H. Edelsbrunner i J. Harer, "Stability of persistence di-
agrams," Discrete and Computational Geometry, 37, pp. 103—-120, 2007.

[26] T. M. Cover i J. A. Thomas, "Elements of Information Theory", Second
edition, John Wiley and Sons, Inc., 2006.

[27] W.Crawley-Boevey, "Decomposition of pointwise finite-dimensional per-
sistence modules", Journal of Algebra and Its Applications, Vol. 14, No.
5, 2015.

[28] V. Dancik, "Expected length of longest common subsequences", PhD the-
sis, Department of Computer Science, University of Warwick, September
1994.

[29] V. de Silvai V. Nanda, "Geometry in the space of persistence modules",
Proceedings of the twenty-ninth annual symposium on Computational
geometry, 2013.

[30] T. K. Dey i Y. Wang, "Computational topology for Data Analysis", Cam-
bridge University Press, 2022.

[31] M. Djukanovic, A. Kartelj, D. Matic, M. Grbic, C. Blum, G. Raidl, "Sol-
ving the generalized constrained Longest Common Subsequence problem
with many pattern strings", Technical Report AC-TR-21-008, AC, 2021.

[32] M. Djukanovic, G. R. Raidl, C. Blum, "Anytime algorithms for the longest
common palindromic subsequence problem", Comput. Oper. Res. 2020,
114, 104827.

[33] M. Djukanovic, G. Raidl, C. Blum, "A Beam Search for the Longest
Common Subsequence problem guided by a novel approximate expected
length calculation", Proceedings of the LOD 2019—The 5th Internati-
onal Conference on Machine Learning, Optimization, and Data Science,
Siena, Italy, 10—13 September 2019.

[34] M. Djukanovic, G. Raidl, C. Blum, "Finding longest common subsequ-
ences: new anytime A* search results”, Appl. Soft. Comput. 2020, 95,
106499.

[35] T. Easton, A. Singireddy, "A large neighborhood search heuristic for the
longest common subsequence problem", J. Heuristics, 14, pp. 271-283,
2008.

185



BIBLIOGRAFIJA

[36] H. EdelsbrunneriJ. Harer, "Computational Topology: An Introduction",
American Mathematical Society, 2010.

[37] H. Edelsbrunner i J. Harer, “Persistent homology - a survey,” Surveys on
Discrete and Computational Geometry: Twenty Years Later, American
Mathematical Society, 2008., pp. 257-282.

[38] R. Forman, "A user’s guide to discrete Morse theory", S “eminaire Lot-
haringien de Combinatoire 48, Article B48c, 2002.

[39] C.B.Fraser, "Subsequences and supersequences of strings", Ph.D. Thesis,
University of Glasgow, Glasgow, UK, 1995.

[40] A. Gabadinho i G. Ritschard, "Analyzing state sequences with probabi-
listic suffix trees: The PST R package", Journal of Statistical Software,
2016.

[41] J.A. Gasthaus, "Hierarchical Bayesian nonparametric models for power-
law sequences", PhD Thesis, 2020.

[42] J.A. Gasthaus 1 Y. W. Teh, "Improvements to the sequence memoizer",
Advances in Neural Information Processing Systems 23: 24th Annual
Conference on Neural Information Processing Systems, 2010.

[43] R. M. Gray, "Entropy and Information Theory", Second edition, Springer
New York, 2011.

[44] D. Gusfield, "Algorithms on Strings, Trees, and Sequences", Computer
Science and Computational Biology, Cambridge University Press: Cam-
bridge, UK, 1997.

[45] R. W. Hamming, "Error detecting and error correcting codes," The Bell
System Technical Journal, vol. 29, no. 2, pp. 147-160, April 1950.

[46] A. Hatcher, "Algebraic Topology", Cambridge University Press, 2001.

[47] D.S. Hirschberg, "A linear space algorithm for computing maximal com-
mon subsequences", Communications of the Association for Computing
Machinery, 18(6), pp. 341-343, 1975.

[48] D. S. Hirschberg, "Algorithms for the Longest Common Subsequence
problem", Journal of the Association for Computing Machinery., 24(4),
pp- 664-675, 1977.

[49] L. C. Hsu, "A unified approach to generalized Stirling numbers", Advan-
ces in Applied Mathematics 20, pp. 366-384, 1998.

186



BIBLIOGRAFIJA

[50] K. Huang, C. Yang, K. Tseng, "Fast algorithms for finding the common
subsequences of multiple sequences", Proceedings of the ICS 2004—The
9th International Computer Symposium, Funchal, Portugal, 13—16 Janu-
ary 2004.

[51] T. Jiang, M. Li, "On the approximation of shortest common supersequ-
ences and longest common subsequences"”, SIAM J. Comput., 24, pp.
1122-1139, 1995.

[52] C. Kermorvant, P. Dupont, "Improved smoothing for probabilistic suf-
fix trees seen as variable order Markov chains", Springer-Verlag Berlin
Heidelberg, 2002.

[53] H. Kesten, N. Morse, "A property of the multinomial distribution", Ann.
Math. Stat., 30, pp. 120-127, 1959.

[54] M. Kiwi, J. Soto, "On a speculated relation between Chvatal-Sankoff
constants of several sequences"”, Combin. Probab. Comput., 18(4), pp.
517-532, 2009.

[55] M. Kiwi, M. Loebl, J. Matousek, "Expected length of the longest common
subsequence for large alphabets", Adv. Math., 197(2), pp. 480498, 2005.

[56] R. Kneser, H. Ney, "Improved backing-off for m-gram language mode-
ling", International Conference on Acoustics, Speech, and Signal Proce-
ssing, 1995.

[57] J.B. Kruskal, "An overview of sequence comparison: Time warps, string
edits, and macromolecules", SIAM Rev., 25, pp. 201-237, 1983.

[58] S. Kullback, R. A. Leibler, "On information and sufficiency", The Annals
of Mathematical Statistics, 22, pp. 79-86, 1951.

[59] D. A. Levin, Y. Peres, "Markov Chains and Mixing Times: Second
Edition", American Mathematical Society, 2017.

[60] Y. Li, Y. Wang, Z. Zhang, Y. Wang, D. Ma, J. Huang, "A novel fast
and memory efficient parallel MLCS algorithm for long and large-scale
sequences alignments", Proceedings of the IEEE 32nd International Con-
ference on Data Engineering, Helsinki, Finland, 16-20 May 2016, pp.
1170-1181.

[61] K. W.Lim, W. Buntime, C. Chen, L. Du, "Nonparametric Bayesian topic
modelling with the hierarchical Pitman—Yor processes", International
Journal of Approximate Reasoning, 2016.

187



BIBLIOGRAFIJA

[62] G.S. Lueker, "Improved bounds on the average length of longest common
subsequences", Journal of the ACM, 56(3), pp. 1-38, May 2009.

[63] D. Maier, "The complexity of some problems on subsequences and su-
persequences”, J. ACM, 25, pp. 322-336, 1978.

[64] M. Maltenfort, "New definitions of the generalized Stirling numbers",
Aequationes mathematicae volume 94, pp. 169-200, 2020.

[65] G. Maté, A. Hofmann, N. Wenzel i D. W. Heermann, "A topological
similarity measure for proteins", 2013.

[66] P. Minkiewicz, M. Darewicz, A. Iwaniak, J. Sokotowska, P. Starowicz,
J. Bucholska, M. Hrynkiewicz, "Common amino acid subsequences in
a universal proteome—relevance for food science", Int. J. Mol. Sci., 16,
pp- 20748-20773, 2015.

[67] S.R.Mousavi, F. Tabataba, "An improved algorithm for the longest com-
mon subsequence problem". Comput. Oper. Res. 2012, 39, pp. 512-520.

[68] J. R. Munkres, "Elements of Algebraic Topology", CRC Press, 1993.

[69] B. Nikolic, A. Kartelj, M. Djukanovic, M. Grbic, C. Blum, G. Raidl,
"Solving the Longest Common Subsequence problem concerning non-

uniform distributions of letters in input strings", Mathematics 9, 1515,
2021.

[70] B. Nikolic, B. Sobot, "Measures of string similarities based on Hamming
distance", Preprint, https://arxiv.org/abs/2211.14615, 2022.

[71] A. Panconesi, "The stationary distribution of a Markov chain", Unpubli-
shed note, Sapienza University of Rome, 2005.

[72] Z.Peng, Y. Wang, "A novel efficient graph model for the Multiple Longest
Common Subsequences (MLCS) problem", Front. Genet., 8, 104, 2017.

[73] T. Petrie, "Probabilistic functions of finite state Markov chains," Ann.
Math. Statist., 40, No.1, 1969, pp. 97-115.

[74] J. Pitman, "Coalescents with multiple collisions", The Annals of Proba-
bility, Vol. 27, No. 4, pp. 1870-1902, 1999.

[75] J. Pitman, M. Yor, "The two-parameter Poisson-Dirichlet distribution
derived from a stable subordinator", The Annals of Probability, vol 25.,
No.2, 1997.

188



BIBLIOGRAFIJA

[76] T. Pohlert, "The pairwise multiple comparison of mean ranks package
(PMCMR)", R Package, 27, 9, 2014.

[77] L. Polterovich, D. Rosen, K. Samvelyan i J.Zhang, "Topological Per-
sistence in Geometry and Analysis," American Mathematical Society,
2020.

[78] Y. ReaniiO. Bobrowski, "Cycle registration in persistent homology with
applications in topological bootstrap," Preprint, 2021.

[79] G. O. Roberts, "Simple conditions for the convergence of the Gibbs
sampler and Metropolis-Hastings algorithms", Stochastic Processes and
their Applications, 49, pp. 207-216, 1994.

[80] D. Sankoft, J. Kruskal, "Time warps, string edits, and macromolecules,
The Theory and Practice of Sequence Comparison", CSLI Publication,
1999.

[81] R. Serfozo, "Basics of Applied Stochastic Processes, Probability and its
Applications", Springer-Verlag Berlin Heidelberg, 2009.

[82] J.P. Serre, "Linear Representations of Finite Groups", Springer-Verlag
New York, 1977.

[83] C. E. Shannon, "A Mathematical Theory of Communication", The Bell
System Technical Journal, 1948.

[84] D. J. Sheskin, "Handbook of parametric and nonparametric statistical
procedures", Chapman and Hall/CRC, 2000.

[85] S. J. Shyu, C. Y. Tsai, "Finding the longest common subsequence for
multiple biological sequences by ant colony optimization", Comput. Oper.
Res., 36, pp. 73-91, 2009.

[86] J. Storer, "Data Compression: Methods and Theory", Computer Science
Press: MD, USA, 1988.

[87] F. S. Tabataba, S. R. Mousavi, "A hyper-heuristic for the Longest Com-
mon Subsequence problem", Comput. Biol. Chem. 2012, 36, pp. 42-54.

[88] Y. W. Teh, "A Bayesian interpretation of interpolated Kneser-Ney", NUS
School of Computing Technical Report, 2006.

[89] Y. W. Teh, "A hierarchical Bayesian language model based on Pitman-Yor
processes", Proceedings of the 21st International Conference on Compu-
tational Linguistics and 44th Annual Meeting of the ACL, 2006.

189



[90] Y. W.TehiM.I. Jordan, "Bayesian nonparametrics: hierarchical Bayesian
nonparametric models with applications", Cambridge Series in Statistical
and Probablistic Mathematics, 2010.

[91] S. G. Vadlamudi, S. Aine, P. P Chakrabarti, "Anytime pack search", Nat.
Comput. , 15, pp. 395-414. 2016.

[92] S. G. Vadlamudi, P. Gaurav, S. Aine, P. P. Chakrabarti, "Anytime column
search", Proceedings of the AI’12—The 25th Australasian Joint Confe-
rence on Artificial Intelligence, Sydney, Australia, 4—7 December 2012,
pp. 254-265.

[93] Q. Wang, D. Korkin, Y. Shang, "A fast multiple longest common sub-
sequence (MLCS) algorithm", IEEE Trans. Knowl. Data Eng. 2011, 23,
pp- 321-334.

[94] C. Wang, Y. Wang, Y. Cheung, "A branch and bound irredundant graph
algorithm for large-scale MLCS problems", Pattern Recognit. , 119,
108059. 2021.

[95] S. Wei, Y. Wang, Y. Yang, S. Liu, "A path recorder algorithm for Multiple
Longest Common Subsequences (MLCS) problems", Bioinformatics, 36,
pp 3035-3042, 2020.

[96] F. Wood, C. Archambeau, J. Gasthaus, L. James, Y. W. Teh, "A stochastic
memoizer for sequence data", Proceedings of the 26 th International
Conference on Machine Learning, Montreal, Canada, 2009.

[97] X. Xie, W. Liao, H. Aghajan, P. Veelaert, W. Philips, "Detecting road
intersections from GPS traces using longest common subsequence Algo-
rithm", ISPRS Int. J. Geo-Inf,, 1, 6, 2017.

[98] J. Yang, Y. Xu, G. Sun, Y. Shang, "A new progressive algorithm for
a Multiple Longest Common Subsequences Problem and its efficient
parallelization", IEEE Trans. Parallel Distrib. Syst. , 24, pp. 862-870,
2013.

[99] A.ZomorodianiG. Carlsson, "Computing persistent homology," Discrete
and Computational Geometry, 33(2), pp. 249-274, 2004.

[100] S. Ziircher, "Smallest enclosing ball for a point set with strictly convex
level sets", MSc thesis, ETH Zurich, 2007.



Biografija

Bojan Nikoli¢ je roden 05.06.1980. godine u Tuzli. Osnovnu $kolu i Gim-
naziju zavrs$io je u Zvorniku. 1999. godine upisuje opsti smjer na odsjeku
za matematiku 1 informatiku Prirodno-matematickog fakulteta Univerziteta u
Banjoj Luci. Osnovne studije je zavrsio jula 2004. godine stekavsi zvanje di-
plomiranog matematicara i informaticara. Poslediplomske studije je zavrSio na
Prirodno-matematickom fakultetu, Univerziteta u Novom Sadu, gdje je oktobra
2010. godine odbranio magistarsku tezu na temu "Prostori topologija" i time
stekao zvanje magistra matematickih nauka. Od februara 2009. godine radio je
na mjestu saradnika u zvanju asistenta na Prirodno- matematickom fakultetu u
Banjoj Luci i1 u prethodnoj deceniji drzao je vjezbe iz razli¢itih matematickih
kurseva kao $to su Topologija, Osnove matematike, Elementarna matematika,
Teorija vjerovatnoce, Vjerovatnoda i statistika itd.

Prvenstveno se bavi Topologijom i Teorijom skupova, a nije mu strano ni
vjerovatnosno modeliranje matematickih objekata diskretnog tipa. Autor je vise
knjiga i naucnih radova koji su objavljeni u domacim i stranim ¢asopisima. Bio
je ucesnik manifestacija "Dani matematike" i "Festival nauke", koji su za cilj
imali promociju matematike za populaciju uc¢enika osnovnih i srednjih Skola.

OzZenjen; sa Zenom svakodnevno igra kviz "TV slagalica". Pasionirani je
ljubitelj filmova, SF literature i druStvenih igara.

191



YHUBEP3UTET ¥ BAIBOJ JIYII1 . O6paszay 3

GOAKVYITET: IPUPOJHO-MATEMATHYKHA FPeNYEANKA CPRNCRES

YHHBEPSHTET ¥ EAthA AYUH
HPOAHO~MATEMATHYKH PAKYATET
B R 963 1 /13
Bpoj: [/ L = ———
Qarym: /6 //{" ,,u)i} 198 __. ™
EAMA NY KA

U3BJELITAJ

o0 oujenu ypahene 0okmopcke oucepmauuje

1. MOJAII O KOMUCHIUN

OpraH Koju je umeHoBao komucHjy: Cenar Yuusepsutera y bamoj JIyu, Ha OCHOBY IIpHjeUIOra
omtyke Hacrasno-Hayunor sujeha [IpupoaHo-matematiukor dakyirera (bpoj 19/3.2121/23,
naHa 06.09.2023.)

Jlarym uMeHoOBama komucyje: 21.09.2023.

bpoj omnyke: 02/04-3.2036-91/23

UaHOBH KOMUCH]E:

1. Jp Jdymko bornanuh PEIOBHHU AureGpa u reomerpuja
npodecop
[Ipe3ume u ume 3Bame HaydHo noJbe 1 yxa
Hay4yHa 00J1acT
[MpupoaHo-MareMaTHiKy (HaKyaTeT Y HUBEP3UTETA Y pecjeTHAK
bamoj Jlynu
VYcTaHoBa y K0joj je 3arocieH-a ®DyHKIH]a Y KOMUCH)H
2. Jp bojan bamuh pelloBHU JluckpeTHa MaTeMaTHKa
npodecop
[Ipe3ume u ume 3Bame HayuHo mospe 1 yxa
Hay4yHa 00s1acT
[IpupogHO-MaTeMaTHUKH (PaKkyITeT Y HUBEp3UTETA Y YJIaH
Hosom Cany
VYcranoBa y K0joj je 3alocieH-a dyHKuUja y KOMUCH]U
3. Axanemuk 3opad Mutposuh pEeNOBHU MaTtemaThuka aHajiusa u
npodecop IIPUMjEHE
[Ipe3ume u ume 3Bame HayuHo mosbe 1 yxa
Hay4JHa 00JacT
Enexrporexuuuku dakyirer, YHuBep3uTera y bamoj YJiaH
Jlyun

VcTanoBa y K0joj je 3amocieH-a DyHKIMja y KOMUCH]U




-

4. JIp Mapko ‘bBykanosuh JOTICHT Wudopmanuone Hayke 1
ounouHpopmarrka (pa3Boj

codTBepa)
IIpe3ume u ume 3Bambe Hayuno mosse u yxa
HayyHa 00JiacTt
IIpupogHo-MaTeMaTHUKH (HaKynTeT YHUBEP3UTETA Y YiaH
bawoj Jlyru
YcranoBa y k0joj je 3amocien-a OyHKIIHja y KOMUCHJH

2. TIOJALIM O CTYAEHTY

HMwme, ume jenHor poxuressa, npesume: bojan, Munucas, Hukonuh

Jatym pohema: 05.06.1980.

Mjecto u npxaBa pohemwa: Tysna, BuX

2.1. Ctyamje NpBoOr MUKJIYCA HIH OCHOBHE CTY/IHje WM HHTErPHCAHE CTyAHje

Ipocjeuna oujena

I'onunua ynuca: | 1999. I'oguna 3aBpuietka: | 2004. B Sel—— 8,19
Vuusep3uteT: YHuBep3utet y bamwoj Jlyuu
@axynret/u: [IpupoaHo-maTemaruuku dakyarer
Crynujcku nporpam: MaremaTtuka u uHdpopMaTHKa
Creueno 3Bame: JlunnomMupanu Maremariuyap 1 uHbpopmaTHiap
2.2. Ctyauje Apyror mUKJ/Iyca WM MATHCTAPCKE CTyAHje
I'onuna ynuca: | 2005. I'opuna 3aBpiuerka: | 2010. ilor;c;cie:;l;n%g:em 9,67

Vuusepsuret: YHuBepsurer y Hosom Cany

®akynrer/u: [IpupoaHo-matemaruyku dakyarer

Crynujcku nporpam: JlenapTMaH 3a MaTeMaTHKy 1 MHGOPMATUKY

Hasue 3aBpiunor pafa Apyror UMKIyca HIIM MarkcTapcke Tese, 1aTyMm oabpane: [IpocTopu Tonosoruja,
oktobap 2010.

Vika Hay4Ha 0ONacT 3aBpLIHOT pajia APYror UMKIyca WK MarucTapcke Tese: MaTtemaTuka

CreueHo 3Bame: Mamcmp MaTEMAaTHYKHUX HayKa

2.3. Crynuje Tpeher nukiayca

FoauHa yruca: | 2017. bpop ECIS 120 CDREIEHA OHIEHA | 4 oy
OCTBapeHI/lX J0 caja: TOKOM CTyauja:
®akynarer/u: [IpupogHo-mMaTemaTnuku daxyarer
Crynujcku nporpam: JIoKTOpeke CTy/iHje MaTeMaTHKe
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2.4.TIpuKa3s HAYYHAX H CTPYYHHX PA0BA CTY/IEHTa

Pb Kateropuja'

b. Huxomuh, A. Kapress, M. Bykanosuh, M. I'p6uh, C. Blum, G. Raidl, | SCI nucra
1 Solving the Longest Common Subsequence Problem Concerning Non- IF=2,4

Uniform Distributions of Letters in Input Strings, Mathematics, Vol. 9,
No. 13, 1515, Jun, 2021.

Kpamaxk onuc caoporcune:

IIpobiem wHajnyxer 3ajennuuxor mogumsa (LCS mpo6rmeM) mpencTaBba HaIAKEEbe HajayXer
TNOJHK3a, KOJU j€ 3ajeIHMUKH 3a CBe yiasHe Hu30Be. OBaj mpo6iieM HMa pasiHduTe IPEMjeHE y
OronH(pOpMATHIIM, MOJIEKYIapHOj OHONOTHjM W MpoBjepH miarmjara, usMmely ocramor. Chu
IPETXOAHK MNPUCTYIH M3 JIMTEpPaType C€ 3acHHMBAj)y HA IIPETIOCTaBIM jaa ¢y yuaasHe LCS
MHCTaHIC H3a0paHe W3 yHH(DOPMHHX WIH CKOPO yHHU(OPMHHMX aucTpubynuja BjepoaTHOhe
CJIoBa. Y OBOM pajly TIPEJCTaB/baMO IIPUCTYI KOjU je y CTamy Ja ce epUKacHO GAaBH ONIITHjHM
Clly4ajeBUMa, IJIje I0jaBJbUBake CJI0BA Y YJIA3HWM CTPUHIOBMMA IIPAaTH HEKE JAPyre CIyuajeBe
TONMHOMH]jalHe pacniofjesne. ITpe/UIoKeH: PUCTYII KOPHCTH BPEMEHCKH OTPaHHYEHY IPETPary
Onma, Boheny HOBOM XeypucTkoM mo umeny GMPSUM. Opa xeypucrrka KoMOUHYje aBHje
KOMIIEMEHTapHE CTATHCTUKE y OOJIMKY KOHBEKCHE KoMOMHamuje. Y pajy je aara cBeoOyxBaTHa
EMITMPUjCKA MpOI[jeHa y [Ba pasinduTa IHoAemaBama: (1) KpaTKOTpajHO H3BpIIABAE ca
(uKCHOM BeNMMYHHOM OWMa Kako OU Cce TPOLHjEHHIE CIOCOOHOCTH Bohema ymopehene
XCYPHCTHKE IpeTpare u (2) AyroTpajHa M3BpIICHA ca QUKCHUM IUBHMM BPEMEHHMA Tpajamsa
Kako Ou ce Jo0uia BHCOKOKBAIMTETHA pjelnerma. Y 00a IMOJelIaBama, HOBOIPEIIOKEH
NOCTYIaK je y Cly4ajy yHHGOPMHE pacrojjesie y panry Mo3HaTHX MeTOja M3 JHTepaType, JOK
HX y Clly4ajy pa3sMaTpaHHUX HEYHH(GOPMHUX TUCTPUOYIMja HAMAIIY]e.

IIpunagnoct pajga y:xoj Hay4Hoj 061aCTH K0j0j IPHIIaAa IpeAMeT A HE
HCTPAKHBAA JOKTOPCKE TUCEPTALHje
Pb Kareropuja

B. Nikolic, B. Sobot, "Measures of string similarities based on Hamming
2. | distance", Preprint, https://arxiv.org/abs/2211.14615, 2022.

Kpamax onuc caopocune:

Y pany ce yBoje HOBE Mjepe CIMYHOCTH (h)aMUIIMja CTPUHIOBA y3 ToMoh TeXHHKA M METOa
HCTpajHE CUMILIMITjaTHe XoMosorrje. [locmarpa ce Uexosa GuiTpanyja mocMaTpane haMuimje
CTPHHIOBA W y3 MOMON yJaJbeHOCTH YCKOT rpiia ce Je(MHHIIE Mjepa CIMYHOCTH (haMuIIHja
CTPHMHIOBa KOja, Mope]| ynapuBama Oap-KoJ JHHHjA, IPUOPUTET 1aje YIapUBaky OHMX MapoBa
JIMHHja KOje OJroBapajy KBAJIMTATHBHO CIHYHEM XOMOJIONIKMM Kiacama. Jla Oum ce OBO
NIOCTHIIIO, y paly je pa3BHjeHa HOBA TEXHUKA Pa3/iBajarbe payjyca CUMILIEKCA.

IIpunagnocT paga yxoj Hay4HOj 06/1aCTH K0joj mMpUNaga npeaMeT A HE
HCTPAKMBaKLA JOKTOPCKe JHcepTaLHje
Pb Kareropuja

1 Kareropuja ce oiHOCH Ha OHE 4acomyce M Hay4yHe CKYNOBE KOjU Cy KaTeropucaHu y cknamy ca IIpaBHiHHKOM 0
nybnukoBawy HaydHux myb6nukauuja (,CayxGenn rmachuk PC”, 6p. 77/10) u IlpaBuIHHMKOM O MjepuianMa 3a
ocTBapuBake U (uHaHcMpawe I[lporpama onpxkaBawa HayuyHux ckynosa (,CiykOenu rmacHuk PC”, 6p. 102/14)
OJTHOCHO MPUMAIHOCT Pajia YacoMUcUMa UHASKCUPAHUM Y CBjETCKUM LIMTATHUM 0azama.
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b. Hukonuh, Degenerated topological spaces, NOVI SAD JOURNAL
3. | OF MATHEMATICS, Vol. 49, No. 2, pp. 95-107, 2019.

Scopus

Kpamaxk onuc caopocune:

KopuinhemeM xoMmosuiuja omeparopa yHYTPaIlHOCTH M 3aTBOPEH-A TONOJOIIKOT MPOCTOpa
moryhe je no6utH 7 pa3aMuMTHX omeparopa. TONONOMKH IIpocTopH y Kojuma Meljy OBHM
orepaTopuMa MMa jeJIHaKMX Ha3UBajy ce JereHepPHUCAHH TOIOJOMIKU mpoctopu. OBaj pax maje
KJIacHpUKaIujy ¥ KapaKTepH3aIijy JereHepUCAHUX TOMOIOMIKHX IIPOCTOPA.

IIpunaanocT pajga yxKoj Hay4HOj 00,1aCTH K0jOj MpUNAAa NpeAMeT JA HE
HCTPAKHBaBK-a TOKTOPCKE TUCEPTANHje —
Pb Kareropuja
B. Nikolic, M. Djukanovic, D. Matic, New mixed-integer linear SET e
4 programming model for solving the multidimensional multi-way number [F=2.6
" | partitioning problem, Computational and Applied Mathematics 41 (3), .
119, 2022.

Kpamax onuc caopocune:

[Ipobnem MyITHAMMEH3HOHAIHOT BHIIECTPYKOT MPOOJieMa MapTUIHOHHCAKA HOIpa3yMujeBa
IPaB/bEHe MApTULKje KOHAYHOT CKyIla BEKTOpa, Tako Ja CyMe ojarosapajyhux xoopmumara y
OKBHDY IOjeJMHAYHUX CKyNOBa M3 HapTHIMje HE OJCTYNajy 3Hadajuo. OBaj mpobieM uma
3HayajHe INPaKTUYHE INpPUMjeHe y CHTyalMjamMa Kana TpebGa M3BPINMTH yjeqHauelhe CKyIa
¢JIeMeHaTa y TIOrJIely JiBa MJIM BUIIE ITOCMATPaHUX OJAJHKA. Y pany je mpemioxen HoBd MILP
MOJIENl 3a pjelaBame OBOI mpobiieMa Koju y Behoj Mjepu Hammarniyje moctojehe Mogene u3
JIMTEpaType KOJUMa Ce pjeliaBa 0Baj mpoodIeM.

IlpunagnocT paga yixoj Hay4HOj 00/IACTH KO0joj MpHNAAa IpeaMeT A HE
HCTPAXXKUBakbA JOKTOPCKeE THCepTaIje -
Pb Kareropwuja

. bornanuh, b.Huxonuh, D.A.Romano, Axcuome meopuje ckynosa,
5. | MAT-KOJI, Vol. XV(1), pp. 17-25, 2009.

Kpamax onuc caopacune:

ITocToju BumIe on jemHe MOryhHOCTH AKCHOMATH3allMje TEOPHjE CKyNmoBa. Y OBOM paiy
pPa3MOTpeHH Cy HeKkd acnekTu ommre npuxBaheHor ZFC akcHOMAaTCKOT CHCTEMa TEOpHje
CKYTIOBA.

IIpunagnoct paga y:koj Hay4HOj 06,1aCTH K0joj NPUNAAA NPeIMeT

, JA HE
HCTPAKMBAKLA JOKTOPCKE JHcepTanmje

Pb Kateropuja

b. Huxonuh, H. Enes, O onepamopy epanuye, MAT-KOJI, No. XIII(1),
6. | pp. 67-72,2007.

Kpamax onuc caopocune:

VY pany cy ucnutaHe ocoOHHe onepaTopa rpaHHIle CKyIa Y TOMOJOIIKOM IPOCTOPY, IOCMATPajy
Ceé CKYNOBH HOOWjEHH HPUMjEHOM TOT OllepaTopa W WUXOB MehyOAHOC y CMHCIY pefaiuje
unknysuje. Takohe, mokasaHe cy Heke HOBe (GoOpMyJie y BE3HM TPaHHIE CKyNa y TOIOJIONIKOM
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IpOCTOPY.

IIpunagHocT pajaa y:koj Hay4HO]j 06.1aCTH KOj0j NPHIAIA TPEIMET JA HE
HCTPAKMBamba JOKTOPCKe JHCEpPTaLHje S
Pb Kareropuja

b. Hukonuh, H. Enes, Onepamopu nux, xapo, mpeg, cpye, MAT-KOJI,
7. | No. XIII(1), pp. 73-80, 2007.

Kpamaxk onuc caoporcune:

VY pary cy, KOMOMHOBamEeM OIeparopa YyHYTPAalllbOCTH M 3aTBOpEH-a, yBeleHa 4 HoBa
OIepaTopa, HCIUTAHH Cy MUXOBH MehyonHOCH, Kao W TONOJIOTHje KOje OBH OINEparopu
TeHEpHIILY.

IIpunaanocT paja yxoj Hay4HOj 00J1aCTH KOjoj IpUIAAa IIPpeaAMeT 1A HE
HCTPAXXKHUBaMKha JOKTOPCKe ANcepTaANHje =
Pb Kareropwuja

b. Huxonuh, O mamemamuuxoj nomayuju, MAT-KOJI, Vol. XXVI, No.
8. |1, pp. 1-15, 2020.

Kpamaxk onuc caopoicune:

3anucuBambe MaTEeMATHYKUX 3aMHUCIIH T0Jpa3syMujeBa yIoTpedy HeKOr OoOJHMKa MaTeMaTHYKe
HoTauuje. M300poM cuMOolla M HAYMHOM HHMXOBOI 3allMCHBama MOTY ce jacHHje ucTahm
KOHIICTITH KOjU INpPEJCTaBibajy CYIITHHY HJEje KOja Ce JKeJld 3amucatd. Y OBOM paay je
HalpaBJbeH OCBPT Ha Kopumheme MaTeMaTHUKe HOTAlWje, ca aKICHTOM Ha MPENO3HaBAH-E
cuTyanMja y Kojuma je Moryhe u3abpary HOTAIM]y KOjoOM ce MHTYMTHBHHjE H3pa)kaBa CeMaHTHKA
TEKCTA KOJU Ce KEeJIH 3aliCaTH.

IIpunagnocT paaa yxoj Hay4Hoj 06,1aCTH KOjoj IpUIAaAa IpeAMeT

; JA HE
HCTPpaA’KHBamba HOKTOPCKeE AUcCeEpTanuje

3. VBOJHH JUO OLJEHE JOKTOPCKE JUCEPTAIAJE

Tema noxropcke nucepraumje mona HacioBom “Mjepe caMYHOCTH Ha (haMHIHjaMa CTPHHIOBA”
kanauaata bojana Huxonnha, Hakon naBama caryiacHocTH Ha M3BjemnTaj o oLjeHd mogo6HoCcTH
TEME€ U KaHIH/aTa ¥ HCIyHBEHOCTH YCJIOBA 32 MEHTOPCTBO 3a U3pajy JOKTOPCKE JUcepTaldje Ha
[Ipuponno-mMaTemaraukom ¢akyirery, npuxsahena je omiykom Cenara YuupepsureTa y Bamoj
Jlynm 6poj 02/04-3.2670-34/21 ox 25.11.2021. roguue. Mcrom omnykom je mpod. JIp Bopucy
[lIo6oTy, BanpenHom mnpodecopy Ha Ojcjeky 3a marematuky u umH(opmaruky IlpupomHo-
MaremaTtuukor ¢akyiarera YHuBepszutera y HoBom Cany, jara cariaacHOCT 3a MEHTOPUCAILE
KaHJMaTa Ha 3a/1aTy TEMY.

Canpikaj TOKTOpPCKe TUCepTallije H3II0kKeEH je y cibeaehuM riapama:

1) YBox (cTpanwure: 3-6)
2) Tononomxu Metou (cTpanuiie: 7-86)
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3) BjeposatHocHu Metonu (cTparuue: 8§7-144)

4) Ilpumjena npu pjernasary JIC npoGnema (crpanume: 145-178)
5) 3aksbyuak (cTpanune: 179-184)

6) Jlureparypa (ctpanune: 185-192)

Jlucepranmja je HammcaHa Ha CPICKOM je3WKy, JIATHHHYHMM MHCAHHM douTtom Times New
Roman wa 192 ctpannue A4 dopmara m campKi IecT riiapa: VBox, Tomomnommku merony,
Bjeposatnocru Meromm, [pumjena mpu pjemasarmy JILC npobnema, 3akimyuak, JIuteparypa
(100 pepepennm). Taxohe, nucepramuja camprxu 22 ciuke u 12 Tabena.

Y yBoanoj raasu (YBox, crp. 3-6) mar je KpaTaK Tperien CTyIUpaHux mpobjiema, Kao H
OCHOBHE HJEje KOpHIITEHe y HactaBKy. Takohe, mar je u Kparak OIIMC caJpkaja OCTaIHX
IIOTJIaBJbA.

Y apyroj rnasu (Tomonomku metomu, crp. 7-86) IPOYYABaHO j€ HEKOJIUKO BPCTa METPHKA, KAo
wro cy Xamuarosa, JILIC u Xaysnopdosa merpuxa. [lare Cy W OCHOBE CHMIUIUIH]jaTHE
XOMOJIOTHj€, a HoceOHa maxmba je mocsehena YexoBom KOMIUIEKCY. 3aTHM Cy YBEICHH II0jMOBH
$bunrpanmje, ucTpajHOr MOYyNIa, Te TEOpeMa O HHTEPBAJIHO] JEKOMIIO3HIMjH KOja IPENCTaBba
OCHOB 3a Kopumhete pesynTara o Gap komoBuma. Ha kpajy mornasiba CY YBEICHH TIOjMOBH
YAAJbCHOCTH YCKOT IpJia, Te je J0KazaHa Teopema craOwiHoctd. Kopucrehu bammmje
CTPUHIOBA, KaHIUIAT pasMaTpa ayToMopdu3Me 0/roBapajyhnx MeTpuYKEX MPOCTOpa ¥ OMHCY]je
METOZy IIEME PEruCTPallijCKUX KOMILIEKca. Y OBOj IVIABH Cy JaTH pe3yiTaTH y Be3H ca
METOJIOM pa3J(Bajama pajnjyca CUMILIEKCA.

Y 1pehoj rnasu (BjepoarHocHu Metom, crp. 87-144) cy mpoydyaBaHW CTPHHIOBH U3 yIJa
Bj€POBaTHOCHHX Mjepa. DaMuinje CTPHHTOBA Cy MCKOpHINTEeHE Ja Ou ce neduHucan oapehenu
CTOXaCTHYKHM IpONECH M oxaroBapajyhu mnpocropum BjepoBarHoha. I'maBHE pesymrar oBor
TOT7IaBJba CE CacTOji U3 MPEJUTOKEHEe Mjepe CIIMYHOCTH OBMX (aMumja crpunrosa. OBa Mjepa
CIIMYHOCTH je 3aCHOBAaHA HA PENATHBHOj eHTponuju. Ha Kpajy mormasiba cy ommcama u jsa
TIPUCTYIIA 33 MOJICIIOBAME HEMO3HATUX pacmozena. To cy (peKBEHIMOHMCTHYKM NPHCTYH U
Bej30BcKo 3aksbyunBame.

Y 4gerBproj raasu (Ilpumjena npu pjemasamy JILIC npoGiema, ctp. 145-178) cy wusBenecue
PeKypeHTHe (opMyse 3a padyHare HajIy)Ker 3ajeJHUYKOT MOJHH3a ABa cTpuHra. Ha IOYETKY
OBOT TOIJIaBJba je JaT Nperie] Mmoctojehinx MeTona 3a OMIITH{H CIIydaj (bamuije CTpUHIroBa U
OIMCaH je HAYMH Ha KOjU Ce pjelerma mpobieMa MOJIEMpajy Kao IMyTeBH y ojarosapajyhem
rpady. ¥V HacTaBKy IIOrJIaB/ba ce yBOIE HOBe craTmcTuke GM u PSUM, xao u crarmcruka
GMPSUM «oja je muxoBa KoHBekcHa KomOuHanuja. Ha Kpajy OBOT IIOTJIaBJba je Jara IpoljeHa
CIIOXKEHOCTH JIOOMjEHHX aIrOpMTaMa, HABEJCHH Cy eKCIEPUMEHTANHH pPE3yITaTH KOjH Cy
ynopeheHu ca pesynratuma H3BpLIaBama nocTojehux anmropurama.

Y 3akmyuxy amcepranmje (3aksbyuax, crp. 179-184) je Jar pe3uMe MOOWjeHHUX pe3yarara
IIPCANOKEHUX NOCTynaka. Takohe cy HaBeleHM W eBeHTyaiHu Oyayhu mpaBHM pasMaTpaHHX
TeMa.

4. YBOA U IPETJIEJ JINTEPATYPE

Y HCTpaxuBamy ce IOCMaTpajy CTPUHIOBH KOjH Ceé KOPHCTE 3a MAaTeMATHUYKO MOJIETOBAmbe
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objekara [MCKPETHOI CeKBeHUMjaiHOr Tuma. Y Behmem ciyuajesa je morpebHa
BULIEANME3HOHAIHA aHaTH3a OBUX oOjekara. CTora je KOPUCHO Jia IIPH aHaJIM3K OBUX IOJaTaKa
uMaMo Mjepe mopehera dhamuiMja CTpHHIOBa Koju MOAeNyjy Te mojatke. [TpoGneM mopeljerma
(amunvja cTpEHroBa je MHOr0O KOMIUIMKOBAHHjH Of MpobliieMa nopehema mojenuHAYHUX
CTPHHI0BA, TaKO Ja j€ HEONXOMHO YK/bYYHTH TEXHUKE U XCYPHCTHKE HEKOJIMKO MATEMATHUKHX
obmactu. Ty ce mpuje cBera m3/Bajajy MeTOZE HCTpPajHE XOMOJOTH]E, XHjepapxujcku bejsoBcku
MoJzien U mperpara 6uma. OBe MeTo/ie Cy BeoMa aKTyelHe, HIP. METOJE HCTPajHe XOMOIOTHje
Cy ce modene pa3BHjaTH TEK KpajeM MPOIIOT M MOYeTKoM oBor Bujeka ([5, 17, 36]). Campixkaj
OBE JMCEpTalHje je yCMjepeH He caMo Ka J00ujarby TEOpUjCKMX pesynraTta Beh mMMa M mIEpOK
CIIEKTap NOTCHLMjalHuX npuMmjena. Hnp, y aHanusu GHONOIMKHX CEKBEHIM, IPETPaKMBaIby
TEKCTa, AITOPUTMHMA 32 IIPETIO3HABAE FOBOPA UTI.

[us nuceprammje je na ce neduHMIIY Mjepe CIMYHOCTH CKYNOBA CTPHHIOBA KOje OH y LITO
Behoj Mjepu onpakaBane 3ajeHHYKE DElCBAHTHE OCOOMHe THX CKymoBa. Kopmiurere cy
TEXHHKE U Merojie anredapcke Tonoioruje ([6, 18, 25]), BjepoBaTHOCHO-CTATHCTHYKE METOJIE
([58, 75, 90]) u pauyrcke metoze ([24, 33, 55]).
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S. MATEPUJAJ 1 METOJOJIOTUJA PATTA

Y HCTpakuBamy Cy KOPHINTEHE METOJe anrebapcke TONONOTH]E H BjepOBATHOCHO-CTATHCTHYKE
metone. OcuM Tora, 3HayajHy YJIOTYy y aHaIM3H MpoOJeMa 3ay3uMajy M HaIpe/IHe padyHCKe
MeTOJie KOje Cy HMalle yJIoTy y ynopehusama cioskeHOCTH alropHTaMa.

Kanmunar je mokasao na ajekBaTHO KOPUCTH MOMEHYTH TEOPHjCKH —amapaT 3a pjellaBame
nocMaTpaHux pobnema. Huje oo o npoMjere miaHa MCTpakuBama KOjH je JaT HPHIAKOM
IIpUjaBe JOKTOPCKE Te3e.
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6. PE3YJITATH U HAYYHH JOITPUHOC UCTPAKUBAIbA

6.1. PesysaraTn ucrpaxkusama
OpHruHaIHY U Haj3HaYajHUjH HAyYHH PE3YJITATH OBOT HCTPAKHBAHA CE OTJIeaajy y:

1) Pa3BujeHe cy HOBe TeXHUKE WM J0Ka3aHW ojpeheHH pe3yaTaTd Koju omoryhaBajy He camo
yBOheme HOBHX Mjepa CIUYHOCTH (paMuIidja CTPHHIOBa, Beh M JOAaTHO OCHIypaBajy jia OBe
Mjepe Tocjenyjy cBojcTBO crabmiHocTd. OmucaHa je HOBa TEXHHKA pas3/iBajama paaujyca
CHMILJIEKCA, Ka0 KJbYYHO CpPEeACTBO Koje oMoryhaBa mMoauduKaimjy MeToae yCKOT Tpiia MyTeM
XUOPUIHOT yIiapuBamba.

2) Marpuna TpaH3uIIMOHUX BjepoBaTHOha ojpeljyje BjepOBaTHOCHY Mjepy Koja OJroBapa JaToM
CKyIly CTPHHIOBA. 3a JIBHj€ TaKBe Mjepe MOXKEMO padyHaTH PeJIaTHBHY CHTPOIIH]Y U IIOMOhy me
neduHUCATH Mjepy CIMYHOCTH 3a jarte ¢ammidje crpuHrosa. OBe pacrojjerne BjepoBaTHOha y
[IPaKCH HUCY IIO3HATE, TaKO Jia c€ MOJIENYjy pa3HUM MeToiama. Y Te3H Cy Pa3MOTpPEHE HEje
Koje, KOpUIIThemeM IMOroHUX arpoKCcuMaIlija, 3HaTHO yBehaBajy euKacHOT OBOT MOCTYIIKA.

3) V Te3m je mpencTaBibeHO pjelliaBame MpobdieMa NpOoHATAKEeHa HajayXer 3ajeTHHIKOT
noaHM3a aaTe Gammamje ckyrnosa Han uctuM aidaderom (JIL[C mpobiema) y3 momoh mperpare
ouma (Beam Search nnm BS) xoju kopucTu cnenujaiHo 1u3ajHUpaHe HOBOYBEICHE XEYPUCTHKE
KOje ycMjepaBajy mpeTpary Ka MNEepCIeKTHBHHjUM pjememnuma. [IpeqHOCTH KOHCTPYHCAHOT
METOJa y OAHOCY Ha MocTojehe cy noka3aHe peJaTUBHUM CTATHCTHYKHM TECTOBHMA.

4) OnucaHu cy HOBH IPaBIM MCTPAKHBAba JaTe TEMAaTHKE KOJH CY OJ H3y3€THE BAXKHOCTH Y
olbJslacTu MpoyyaBama CTPYKTYpe CIOKEHHUX CKYIOBa MojiaTaka.

6.2. KpuTHYHOCT H KOPEKTHOCT TyMaYema pe3y/rara
Pesynrary ucTpaxkuBama Cy puKka3aHi BeoMa KOMIIETEHTHO, Ha jacaH U Mperjie/iaH HauKH.
6.3. Teopujcku TONPHUHOC U HOBH HCTPAKHUBAYKH PE3yJITATH.

VY nucepranyju cy pa3BHjeHe HOBE TEXHUKE U JOKa3aHU ojapeheHu pe3ynTaTd Koju oMoryhasajy
HE caMo yBol)ermhe HOBHX Mjepa CIIMYHOCTH (paMuIidja CTPUHIOBa, Beh U 01aTHO OCUTYpaBajy Jaa
OBE Mjepe Iocjeayjy cBojcTBO crabmianocT. OmucaHa je HOBa TEXHHMKA pa3[Bajarba paaujyca
CHMILIEKCA, Ka0 KJbYYHO CPEACTBO KOje oMoryhaBa na MOMEHYTO XUOPUIHO yIapHBame HMa
cmuciaa. (B. Nikolic, B. Sobot, "Measures of string similarities based on Hamming distance",
Preprint, https://arxiv.org/abs/2211.14615, 2022.). VY te3u je npencrasibero u pjemerne JIIC
npobiema y3 momoh mperpare 6uma (Beam Search) y3 xopumiheme crenujaiHo Iu3ajHApaHe
HOBOYBEJICHE XEYpUCTHKE KOja ycMjepaBa MHpeTpary Ka NepCHeKTHBHHjUM pjememuma (B.
Nikolic, A. Kartelj, M. Djukanovic, M. Grbic, C. Blum, G. Raidl, "Solving the Longest Common
Subsequence problem concerning non-uniform distributions of letters in input strings",
Mathematics 9, 1515, 2021.). Ha Taj HauuH, oBa Te3a MpeICTaB/ba OPUTHHAIAH JOMPHHOC
nocMarpaHoj TeMu. [Ipe3eHTOBaHM pe3yaTaTd MMajy 3HauYajHy MpUMjeHy Y BehuHU mpupoaHux
HayKa, Kao M y oapeheHom Opojy ApPYINITBEHUX HayKa IJje ce NMpoydaBajy AUCKPETHH O00jeKTH
CEKBEHIIHjaJTHOT THIIA.
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7. 3AK/bYYAK U ITIPUJEJIOT

Ha ocHoBy cpera mro je HaBemeno y Hssjemrajy, Komucuja 3akibydyje Ja je HOKTOpCKa
mucepTanyja Maructpa Bojama Huxonmha mox Hacmoeom “Mjepe cIMYHOCTH Ha (haMuIxjaMa
CTpUHIOBa” m3paheHa y ckimagy ca oOpasloKemeM Koje je KaHIHAAT HPUIOKHO HPHIHKOM
npujaBe oBe Teme. J[OKTOpcka muceprauuja je ypaheHa HpeMa NpaBHIMMa M HPHHIJAIHMA
Hay4HO-MCTPAKMBA4IKOT pajia U Pe3yNTaT je OPUTHHATHOT HAydHOT paja KaHaujaara. PaseujeHe
Cy HOBe T€XHUKE H [I0Ka3aHU opehenu pesynratu koju omoryhaeajy He camo yBolheme HOBHX
Mjepa CIMYHOCTH (aMIIHja CTpUHTOBa, Beh M MOJaTHO OCHIypaBajy [a OBe Mjepe Tocjenyjy
CBOJCTBO CTaOMIHOCTH. Y Te3H je IpencTasibeHo U pjememe JIIC npo6irema y3 momoh IpeTpare
buma (Beam Search) koja kopucTu crenmjaniHO AHW3ajHHApaHe HOBOYBEECHE XCYPHUCTUYKE
dyHKIHje KOje yeMjepaBajy IpeTpary Ka IepCleKTUBHHEM pjemersuMa. Ha Taj Hauns, oBa Tesa
IpeJCTaB/ba OPUIMHAIAH JONIPUHOC IIOCMATPaHoj TEMH.

bynyhu pa je kaHmmiar Iokasao TeMeJHO IO3HAaBalme NPEIMETAa HCTPAXHBAMbA, TE Y
TIOTIYHOCTH OATOBOPHO Ha INpOOIEeMaTHKy Koja ce pasMmarpa y aucepranuju, Kommucuja
upepnaxe Haydno-nacrasHom Bujehy IlpupomHo-MaTemarndkor (axynteTa YHHBEpP3UTETa Y
bamoj JIyuu u Cenary Yuusepsurera y Bamoj Jlyuu ma mpuxsate oBaj M3BjewTaj u onobpe
JaBHY on0paHy ZOKTOpCKE [HUCEPTAIIH]e.

~7

__Mjecro u matym: Hp Hymko Bormanuh, penosru npodecop,

&/\\\)(’\NS(-(’\ )
.M,

- <
¢ Hp bojan bamwh, penosé—ma@ecop, WIaH

o ML,:}OMJG

Axanemuk 3opan Mutposuh, penosru npodecop,
WIaH

‘? 2 7 “/é// a
{f}?"%'-:;,x & 2 é'b;&(ﬂw v :‘/«Q’L,,..:r -

Hp Mapko Bykanosuli, mouent, wian

U3/IBOJEHO MUILIJBEWE: Unan koMucHje KOjH He el [a TIOTIHIITE U3B]jEINTaj jep ce He CIakKe ca MUIIbEmHeM
BehuHe YiaHOBa KOMHCH]e Ty’KaH je Ia y U3BjellTaj yHece 00pasnoxkemne, OTHOCHO Pasyore 300r KOjUX He JKeNH /a
IIOTIIMILE H3BjELITa].

13/14




14/14




pugor 3. -
Hsjaga 1

HU3JABA O AYTOPCTBY

HsjaBmyjem
Ja je JIOKTOpPCKa AHCePTAUNja/IOKTOPCKH YMjeTHHUYKH paj

Hacrog nvcepraumje/pajia M’JQ‘?‘E CAVAMHOCTA ﬂﬁ'.h} QBN"\VV\‘YDHM G?Y\\'\YO&%\

Hacnos aucepraunje/pajia Ha' eHITIECKOM je3nKy %\M\U\?\ﬁ\ \J\QP\S\}?\{S G %“\L\E‘S
T SIRNGS

@)aeaymaT COMCTBCHOT HCTPAKNBAYKOI/YMjEeTHHYKOT paja,

@aa JOKTOpCKA AHCepPTaLija/IOKTOPCKH YMjeTHHUKH pajl, V LWjeIHHT WIN Y AHjeIoBHMa, HHje
Om1a npejnokeHa 3a 1o0Hjame 0110 Koje ANMII0ME npenMa cTyAH|CKIM mporpaMimMa Apyrux
BHCOKOLIKOJICKHX yCTaHoBa,

@;(a cy pe3y/TaTh KOPeKTHO HaBe1eHH 1

@,-'La HIcaM KpLUHO/lla ay TOPCKa MpaBa i KOPHCTHO HHTENEKTYaIHY CBOJUHY JAPYTHX JHIA.

VY bawoj Jlyun: b'"\ 'ﬂ »PLQ’L?)_ [MoTnuc nokTopaHa

/ékg\f\\\ “l\\km‘@_\




H3japa 2

H3jasa kojom ce opaamhyje Yunsepsurer y bamoj Jlyun aa roxtopeky
JHCEPTANN]Y/TOKTOPCKH YMjeTHHYKH pajJ YYHHH jaBHO JOCTYIHHM

Osnawhyjem Vuusepsutetr y bamwoj JIyum aa Mojy JOKTOpCKYy aHcepTaumjy/I0KTOPCKH
YMjeTHHYKH Paj 1101 HACIOBOM

MHEPE SAMMPOTIW AN, GAMMANIAMA CTPATOBA

KO0ja je Moje ayTOpCKO J1jesio. YUNHH JaBHO JOCTYITHHM.

JIOKTOpCKY JMcepTaljy/10KTOPCKH VMJETHHYKH pall ca CBHM TMpHIO3MMa npejao/na cam y
eJICKTPOHCKOM (hopMaTy NOroIHOM 3@ TPajHO apXHBHPAHE.

Mojy JOKTOpPCKY AMCEpPTAalMjy/IOKTOPCKH YMJETHHYKH pajl TOXpawbeHy Y JAHCUTAlIHU
penozutopujym Yuusepsuteta y bawoj Jlyun mory jga KopHere ¢BH Koju nowrtyjy ojapejade
cajpkane y ogabpanom iy mnuenue Kpearnsne sajeinnue (Creative Conmmons) 3a Kojy cam ce
oanyuno/na.

1. AyTopcTBo
2. AYTOpCTBO — HEKOMEPIIHjaTHO
AYTOpPCTBO — HEKOMepLHjaliHo — Oe3 npepane
4, AYTOpPCTBO — HEKOMEpPLHjATHO — AHjeIUTH NOJL HCTHM YCI0BHMA
5. AyropcTBo — Oe3 npepaze
6. AyTOpPCTBO — JMJENHTH MO HCTHM YCI0BHMa

(MoJsinMOo J1a 3a0KpY KHTE caMo jeJIHY O] LIecT MoHyheHHX JIHUeHIH, KpaTak OnuC JIHIeHUH aaT
je Ha nonelhyuHN nUcTA).

VY Bawoj Jlyuu: er N Wy, [MoTnuc JokTopania

/-60’30&\ Vet




Hisjasa 3

HU3jaBa 0 HICHTHYHOCTH WITAMIANE H eJCKTPOHCKE Bep3Hje 10KTOPCKe
JHCepTAIje/TI0OKRTOPCKOT YMjEeTHHYKOI pajia

Wnme 1 npesume aytopa (SN A Rt \'\\’\Ft’f\\/\‘ﬁ\"‘\
Hacnos auceprauitje/paia WX CAMTRCW \T‘TN}'«\I Q‘P\\‘\V\h@?\“ﬂ C\?Y\\'WU%
MenTop ) ' \qu} ‘F"‘.? %?Y\Q mggﬂ

M3jassbyjeM Aa je wiTamnana Bep3ija Moje JOKTOpCKe AMCepTalnje/10KTOPCKOr yMjeTHHUKOr
pajza WICHTHYHA eIEKTPOHCKO] BEP3HjH KOjy cam Mpetao/ia 3a JAWFHTAIHH PErno3HTOPHjyM
Vhuusepsnteta y bawoj JIyum.

Y bawoj JTyu: 071 'Yl’L()Ib [Mornue gokTOpania

'qu“ r\\\\m@i







