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Резиме: У овој дисертацији разматрају се процјене растојања, обичног и инва-
ријантног градијента плурихармонијских функција дефинисаних на отвореном
јединичном полидиску и на отвореној јединичној лопти у Cn. Даље, изучава-
но је која својства имају функције које истовремено припадају двјема класама.
Осим тога уведене су класе функција на полидиску и развијена је Hp теорија
тих класа.

Први резултати су уопштењаШварцове леме и неједнакостиШварц-Пиковог
типа за ограничене и за позитивне плурихармонијске функције, дефинисане на
отвореном јединичном полидиску у Cn као и за позитивне плурихармонијске
функције дефинисане на отвореној јединичној лопти у Cn . Такође, дате су
и процјене растојања у терминима Кобајашијеве и Бергманове метрике као и
процјене градијента и M-инваријантног реалног градијента за такве функције.
Користећи те резултате за плурихармонијске функције, доказан је Харнаков
тип резултата. Све процјене, које су добијене, су најбоље процјене и не могу се
побољшати.

Слиједећи резултати везани су за изучавања веза између класа хармониј-
ских и M-хармонијских функција на отвореном јединичном полидиску. До-
казано је да функција, дефинисана на Dn, која је истовремено хармонијска и
M-хармонијска не мора бити плурихармонијска. Осим тога дата су два описа
простора функција које су истовремено хармонијске и M-хармонијске. Такође
је изучавана и мултипликативна структура таквих простора у случају Dn.

Осим тога уводимо појединачно (α, β)-хармонијске функције које задовоља-
вају систем елиптичких парцијалних диференцијалних једначина. Такође, дат
је развој у ред таквих функција и рјешен је Дирихлеов проблем за непрекид-
ну функцију дефинисану на истакнутој граници Tn. Развијена је Hp теорија
за појединачно (α, β)-хармонијске функције: интегралне репрезентације мјера-
ма и Lp функцијама на истакнутој граници Tn, конвергенција у норми и слаба⋆



конвергенција на Tn. Добијен је слаби (1, 1)-тип процјене за сужену нетанген-
цијалну максималну функцију. Показано је да функције на Dk, добијене фик-
сирањем n − k промјенљивих припадају одговарајућем простору појединачно
(α′, β′)-хармонијских функција од k промјенљивих. Доказана је теорема Фату-
овог типа. Наведени резултати представљају уопштења ранијих резултата за
(α, β)-хармонијске функције у диску и за појединачно хармонијске функције у
отвореном јединичном полидиску.
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Abstract: In this dissertation, estimates of the distance, ordinary and invariant
gradient of pluriharmonic functions defined on an open unit polydisc in Cn are con-
sidered. Furthermore, it was studied which properties have functions that simulta-
neously belong to two classes. In addition, new classes of functions on the polydisk
were introduced and Hp theory for these classes was developed.

The first results are generalizations of Schwarz’s lemma and Schwarz-Pick type
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unit ball in Cn . Also, distance estimates in terms of Kobayashi’s and Bergman’s
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proved.
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Увод

У овој дисертацији разматрају се процјене растојања, обичног и инваријант-
ног градијента плурихармонијских функција дефинисаних на отвореном једи-
ничном полидиску и на отвореној јединичној лопти у Cn. Даље, изучавано је
која својства имају функције које истовремено припадају двјема класама. Осим
тога уведене су класе функција на полидиску и развијена је Hp теорија из тих
класа.
Шварцова лема за холоморфне функције дефинисане на јединичном диску D

у комплексној равни C је један од најутицајнијих резултата у комплексној ана-
лизи и има велики утицај на развој неколико истраживачких области као нпр
геометријска теорија функција, диференцијална геометрија и теорија квазикон-
формних пресликавања. Интерпретација Шварц-Пикове леме је да функције
које припадају H(D,D) не повећавају растојање тачака у Пуанкареовој (хипер-
боличкој) метрици. Више од сто година Шварцова лема има уопштења у разним
правцима и постоји обимна литература. Више информација може се наћи у [3,
13, 14, 16, 35, 36, 38, 43, 47, 57, 60, 69, 81] као и у литератури која је у тим
референцама цитирана. Свака реално-вриједносна хармонијска функција на D
јесте реални дио неке холоморфне функције и при томе модул градијента те
хармонијске функције једнак је модулу извода одговарајуће холоморфне функ-
ције. Такође, ако вриједности хармонијске функције припадају (−1, 1), односно
интервалу (0,∞), онда вриједности одговарајуће холоморфне функције припа-
дају вертикалном појасу S = {z ∈ C : −1 < Re z < 1}, односно десној полуравни
K = {z ∈ C : Re z > 0}. Метод појаса и полуравни развио је М. Матељевић
[57] како би се добиле неједнакости Шварц-Пиковог типа за реално-вриједносне
хармонијске функције и хармонијска квазирегуларна пресликавања из D у S [57,
59]. Резултати Чена [13], Калаја и Вуоринена [36] и Мелентијевића [60] могу се
добити методом појаса. Процјене извода и својствено томе процјене растојања
за различите класе функција (првенствено холоморфних функција на области
у Cn) су теме од интереса у области геометријске теорије функција. Аутор ра-
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да [38] даје процјене растојања за плурихармонијске функције из произвољне
комплексне многострукости у одговарајући интервал у R, али без тачних кон-
станти. Чен и Расила [14] су дали Шварц-Пикове процјене парцијалних извода
вишег реда ограничене плурихармонијске функције дефинисане на јединичном
полидиску. Процјена обичног градијента ограничене плурихармонијске функци-
је дефинисане на отвореној јединичној лопти Bn из Cn дата је у [81], а процјена
M-инваријантног реалног градијента такве функције дата је у [60]. Аутор ди-
сертације у самосталном раду [21] даје директан доказ за процјене растојања за
позитивне и за ограничене плурихармонијске функције дефинисане на јединич-
ном полидиску у терминима Кобајашијеве метрике и у заједничком раду [4] са
ментором М. Арсеновићем даје процјене растојања за позитивне плурихармо-
нијске функције дефинисане на јединичној лопти у Cn у терминима Бергманове
метрике. Процјене обичног градијента и M-инваријантног реалног градијента
позитивне плурихармонијске функције на Bn, односно позитивне и ограничене
плурихармонијске функције на Dn добијене су у [4] и [21], респективно.
Једна од тема теорије функција је изучавање која својства имају функције

које истовремено припадају двјема класама. Рудин [71] је доказао да је функ-
ција дефинисана на јединичној лопти у Cn плурихармонијска ако и само ако
је хармонијска и M-хармонијска на Bn. С обзиром да јединична лопта и Bn и
јединични полидиск Dn нису бихоломорфно еквивалентни од интереса је изу-
чавање која својства имају функције на Dn које су истовремено хармонијске и
M-хармонијске на Dn. Тај отворен проблем од 1977. године рјешили су ментор
М. Арсеновић и аутор дисертације у заједничком раду [5].
Почетак теорије Хардијевих простора повезује се са радовима Хардија [27]

и Риса [68] из 1915. и 1923. године, респективно. Теорија Хардијевих простора
је веома важна грана савремене комплексне и хармонијске анализе. Комбинује
технике из теорије холоморфних функција, функционалне анализе, теорије мје-
ре и интеграције и има примјену у хармонијској анализи, Фуријеовој анализи,
теорији парцијалних диференцијалних једначина и другим областима матема-
тике. Hp простори су најинтензивније проучавани у случају јединичног диска
[17, 29, 45, 84]. Вишедимензиона уопштења у класичним доменима у Cn захтје-
вају технику другачију од технике развијене за диск у комплесној равни C. Hp

теорија за појединачно хармонијске фунције развијена је у [24], [69], [76] и [85], за
M-хармонијске развијена је у [20],[46],[77], [78], а за (α, β)-хармонијске функције
развијена је у [1], [22]. Поставља се питање да ли се увођењем класе функци-
ја, које уопштавају (α, β)-хармонијске функције у D и појединачно хармонијске
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функције у Dn, могу добити резултати за Hp теорију.
Садржај дисертације подељен је у четири поглавља.
У првом поглављу дефинисани су основни појмови и уведене одговарају-

ће ознаке. Ради потпуности дате су и дефиниције холоморфних, хармонијских,
плурихармонијских и појединачно хармонијских функција и наведена су њихо-
ва основна својства и тврђења. При томе, наведена су само она тврђења која
се непосредно користе у наставку дисертације. Такође је наведена литература у
којој се може наћи више информација о појмовима уведеним у овом поглављу.
Друго поглавље посвећено је Шварцовој и Шварц-Пиковој леми. Уведени су

Пуанкареова (хиперболичка) метрика, Пуанкареово (хиперболичко) растојање
уз доказе одговарајућих тврђења. Одређено је Пуанкареово растојање тачака из
диска, десне полуравни и вертикалног појаса. Дато је уопштење Шварц-Пикове
леме са јединичног диска у комплексној равни на случај јединичног полидиска.
Потом је уведено Кобајашијево растојање између тачака на Dn и Бергманово
растојање између тачака на Bn, као и контрактивна својства Кобајашијеве и
Бергманове метрике на Dn и Bn респективно. У наставку су дата тврђења која
су објављена у заједничком раду [4] аутора дисертације са ментором М. Арсе-
новићем и у самосталном раду [21] аутора дисертације.
У трећем поглављу дефинисане се M-хармонијске функције на Dn и Bn уз

доказе одговарајућих тврђења. Приказани су резултати Рудина [71], Ахерна и
Рудина [2] и Кима [40] у случају Bn, као и резултати из заједничког рада [5]
аутора дисертације са ментором М. Арсеновићем у случају Dn.

Четврто поглавље посвећено је Hp теорији. Приказана је Hp теорија за по-
јединачно хармонијске функције на отвореном јединичном полидиску и дати су
неки појмови и тврђења за вишеструке Фуријеове редове и диференцирање n-
интеграла. Затим је приказан развој у ред (α, β)-хармонијских функција у D.
Након увођења класа функција на Dn развијена је Hp-теорија за случај поједи-
начно (α, β)-хармонијских функција на Dn : интегрална репрезентација мјерама
и Lp-функцијама на Tn . Поред тога рјешен је Дирихлеов проблем и доказане
су теореме Фатуовог типа.
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1 Основни појмови, тврђења и
ознаке

У овом уводном поглављу дат је кратак преглед неких основних појмова као
и тврђења, која ће се користити у овој дисертацији. Наведени су углавном резул-
тати из теорије мјере и интеграције, Хардијевих простора на јединичном диску
у комплексној равни, али и неки основни елементи комплексне и функционалне
анализе. Такође, фиксирана је и нотација која ће бити коришћена у наредним
поглављима. У појединим потпоглављима дате су референце везане за појам на
који се потпоглавље односи.

1.1 Мултииндекси и ознаке у Cn

У векторском простору Cn над пољем C координатна репрезентација за z у
стандардној бази простора Cn је z = (z1, . . . , zn). Конјугован вектор вектора z је
z = (z1, . . . , zn). Такође, уводимо ознаку z = (z′, zn), гдје је z = (z1, . . . , zn) из Cn

и z′ = (z1, . . . , zn−1) из Cn−1.
Скаларни производ је означен са 〈·, ·〉 и дефинишемо га са

〈z, w〉 =
n∑
j=1

zjwj,

при чему је z = (z1, . . . , zn) и w = (w1, . . . , wn).

Осим тога, за z, w ∈ Cn, користимо ознаку · за сљедећу операцију на Cn :

z · w = (z1w1, . . . , znwn).

Стандардна Еуклидска норма вектора z ∈ Cn означена је са |z| = (
∑n

j=1 |zj|2)
1
2 .

Такође, коришћена је и норма |z|∞ = max1≤k≤n |zk|. Норма оператора је означена
са ‖ · ‖. Користимо ознаку x+ = max(x, 0) и x− = max(−x, 0) за реалан број x.
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1.1. МУЛТИИНДЕКСИ И ОЗНАКЕ У Cn

Како радимо са функцијама од n промјенљивих потребна нам је мултииндек-
сна нотација. Заm = (m1, . . . ,mn) из Zn уводимо ознакеm+ = (m+

1 , . . . ,m
+
n ) ∈ Zn+

и m− = (m−
1 , . . . ,m

−
n ) ∈ Zn+.

Користићемо слиједећу нотацију:

• |m| = |m1|+ · · ·+ |mn| је ред мултииндекса m ∈ Zn,

• m! = m1! · . . . ·mn! за m ∈ Zn+,

• за p = (p1, . . . , pn) из Zn+ и z ∈ Cn је

zp = zp11 · . . . · zpnn и zp = zp11 · . . . · zpnn ,

• ако је ζ = (ζ1, . . . , ζn) из Cn и ζj 6= 0 за свако 1 ≤ j ≤ n, онда је ζm =

ζm1
1 · . . . · ζmn

n дефинисано за свако m ∈ Zn,

• ред мултииндекса (p, q) ∈ Zn × Zn је |(p, q)| = |p|+ |q|.

За (p, q) ∈ Zn+ × Zn+ користићемо сљедећу ознаку за парцијалне изводе:

∂(p,q) =
∂p1

∂zp11
· · · ∂

pn

∂zpnn

∂q1

∂zq11
· · · ∂

qn

∂zqnn
, ∂p = ∂(p,0), ∂

q
= ∂(0,q),

при чему су

(1.1) ∂

∂zj
=

1

2

(
∂

∂xj
− i

∂

∂yj

)
,

∂

∂zj
=

1

2

(
∂

∂xj
+ i

∂

∂yj

)
стандардни линеарни диференцијални оператори првог реда.

Ако је f ∈ C1 функција, онда је

df =
n∑
j=1

∂f

∂zj
dzj +

n∑
j=1

∂f

∂zj
dzj

или краће записано
d = ∂ + ∂,

гдје је

∂f =
n∑
j=1

∂f

∂zj
dzj и ∂f =

n∑
j=1

∂f

∂zj
dzj

и dzj = dxj + idyj, dzj = dxj − idyj за свако j, 1 ≤ j ≤ n.
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1.2. ЈЕДИНИЧНИ ПОЛИДИСК Dn И ЈЕДИНИЧНА ЛОПТА Bn У Cn

1.2 Јединични полидиск Dn и јединична лопта
Bn у Cn

Домени простора функција које се проучавају у овој дисертацији су јединич-
ни полидиск, јединична лопта, јединични диск, десна полураван, вертикални
појас, при чему је акценат на јединичном полидиску.
Граница отвореног јединичног диска D = {z ∈ C : |z| < 1} у комплексној

равни је T = {ζ ∈ C : |ζ| = 1}. Десна полураван {z ∈ C : Re z > 0} у C је
означена са K а вертикални појас {z ∈ C : −1 < Re z < 1} у C означен је са S.
Еуклидске лопте из Cn полупречника r > 0 са центром у тачки z0 ∈ Cn

означене су са B(z0, r) и B(z0, r) = {z = (z1, . . . , zn) ∈ Cn : |z− z0| < r}. Отворена
јединична лопта у Cn, која је означена са Bn, је скуп

Bn = {z = (z1, . . . , zn) ∈ Cn : |z| < 1},

а њена граница је ∂Bn = {z = (z1, . . . , zn) ∈ Cn : |z| = 1}.
Отворен јединични полидиск Dn у Cn је

Dn = {z = (z1, . . . , zn) ∈ Cn : |zj| < 1, j = 1, . . . , n},

а јединични торус Tn у Cn је

Tn = {z = (z1, . . . , zn) ∈ Cn : |zj| = 1, j = 1, . . . , n}.

Ако је n > 1, Tn је само мали дио границе Dn и јединични торус се уобичајено
назива истакнута граница од Dn.
Општије, полидиск у Cn је Декартов производ n једнодимензионалних прои-

звољних отворених дискова из C, али како се било која теорема за Dn може лако
пренијети на друге полидискове једноставно смјеном промјенљивих, првенстве-
но ћемо се фокусирати на функције дефинисане на Dn.

1.3 Холоморфне, хармонијске и
плурихармонијске функције

Дефиниција 1.1. Ако је Ω ⊂ Cn отворен скуп за функцију f : Ω → C кажемо
да је холоморфна на Ω ако задовољава слиједеће особине:

(а) f ∈ C(Ω),
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1.3. ХОЛОМОРФНЕ, ХАРМОНИЈСКЕ И ПЛУРИХАРМОНИЈСКЕ
ФУНКЦИЈЕ
(б) за свако j, 1 ≤ j ≤ n, и свако z = (z1, . . . , zn) из Ω функција

λ→ f(z1, . . . , zj−1, zj + λ, zj+1, . . . , zn)

је холоморфна функција једне промјенљиве λ у некој околини 0 ∈ C.

Услов (б) претходне теореме је да f буде холоморфна функција по свакој
промјенљивој појединачно. За пресликавање F = (F1, . . . , Fm) из Ω ⊂ Cn у Cm

кажемо да је холоморфно ако су све функције Fj, 1 ≤ j ≤ m холоморфне. Скуп
свих холоморфних пресликавања између двије области Ω1 ⊂ Cn и Ω2 ⊂ Cm

означен је са H(Ω1,Ω2).
Означавамо са A(Dn) такозвану полидиск алгебру, која се састоји од свих

непрекидних комплексних функција на затворењу Dn јединичог полидиска чије
су рестрикције на Dn холоморфне функције.
Ако је n > 1, z ∈ Dn и f ∈ A(Dn), онда важи Кошијева интегрална формула

за полидиск

f(z) =

∫
Tn

f(ζ)
n∏
j=1

(
1− ζjzj

)−1
dmn(ζ),

гдје је mn Харова мјера на Tn, тј. нормализована Лебегова мјера mn(Tn) = 1.
Отуда слиједи да је свака функција f ∈ A(Dn) одређена својим вриједностима
на Tn што истиче значај Tn иако је само мали дио тополошке границе.
Слично као у случају једне комплексне промјенљиве у комплексној равни

C, Кошијева интегрална формула се може користити да се покаже да се свака
холоморфна функција на Dn може представити у облику степеног реда

(1.2)
∑
p∈Zn

+

cpz
p

који конвергира апсолутно и униформно на сваком компактном подскупу од
Dn. Одатле лако слиједи да свака f ∈ H(Ω) има локалан развој у вишестру-
ки степени ред. У неким ситуацијама, као што је јединична лопта Bn локална
репрезентација у ред холоморфне функције је у ствари глобална.
Већина својстава холоморфних функција од једне промјенљиве се преносе

на вишедимензиони случај, наведимо нека од њих:

• Ако је f холоморфна на отвореном скупу Ω ⊂ Cn, онда је f ∈ C∞(Ω).

Сви парцијални изводи било којег реда су холоморфне функције. Ако је
функција f представљена у облику (1.2), онда је cp = cp(f) =

∂pf(0)
p!

, p ∈ Zn+.
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1.3. ХОЛОМОРФНЕ, ХАРМОНИЈСКЕ И ПЛУРИХАРМОНИЈСКЕ
ФУНКЦИЈЕ
• За холоморфне функције важи принцип максимума модула. Прецизније,
ако је Ω ⊂ Cn област, f ∈ H(Ω) и |f | достиже локални максимум на Ω,

онда је f константна фукција.

• Нека је K компактан подскуп од Ω, f ∈ H(Ω) и p ∈ Zn+. Тада постоји
константа C = CΩ,K,p <∞ таква да је

‖∂pf‖K < C‖f‖Ω

при чему је ‖f‖E = sup
z∈E

|f(z)|.

Ако fj ∈ H(Ω) за свако j ≥ 1 и ако fj → f локално равномјерно на Ω, онда
∂pfj → ∂pf локално равномјерно за сваки мултииндекс p ∈ Zn+.

Напомена 1.1. Претпоставка да f ∈ C(Ω) нам је битна због Фубинијеве
теореме, али се може замијенити условом да је f ограничена на сваком ком-
пактном подскупу од Ω. Хартогс [28] је доказао 1906. године да је услов локалне
ограничености сувишан. Према Кранцу [47] у периоду када је Хартогс форму-
лисао своју теорему, холоморфна   функција од n променљивих је дефинисана
као локално ограничена функција која је холоморфна по свакој промјенљивој
појединачно.

Навешћемо још једну теорему Хартогса без доказа.

Теорема 1.1. ([70]) Ако је

(а) Ω отворен скуп у Cn,

(б) Fs је хомоген полином степена s, s = 0, 1, . . .

(в) sups |Fs(z)| < +∞ за свако z ∈ Ω,

онда ред f(z) =
∞∑
s=0

Fs(z) конвергира равномјерно на сваком компактом подскупу

од Ω и функција f је холоморфна функција.

Функција класе C1 на отвореном скупу Ω је холоморфна ако и само ако важе
Коши-Риманове једначине

∂f

∂zj
= 0, (1 ≤ j ≤ n).

Нека је f ∈ H(Bn). За свако ζ ∈ ∂Bn функцију fζ дефинишемо за λ ∈ D са
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1.3. ХОЛОМОРФНЕ, ХАРМОНИЈСКЕ И ПЛУРИХАРМОНИЈСКЕ
ФУНКЦИЈЕ

fζ(λ) = f(λζ).

Тада је fζ холоморфна на D. За свако ζ ∈ ∂Bn функције fζ називамо функције
засека функције f . Ако је lζ једнодимензионални потпростор простора Cn ге-
нерисан са ζ (комплексна права кроз 0 и ζ), онда fζ можемо посматрати као
рестрикцију функције f на диск Bn∩ lζ . Функције засека нам омогућавају да не-
ке чињенице из теорије функција на D можемо искористити за теорију функција
на Bn.
За f ∈ H(Bn) радијални извод је дефинисан са

Rf(z) =
n∑
j=1

zj
∂f

∂zj
(z).

За више информација о радијалном изводу препоручујемо [70].

Дефиниција 1.2. Нека је Ω отворен скуп у Cn и нека је f ∈ C2(Ω). Лапласијан
функције f дефинишемо са

(1.3) ∆f =
n∑
j=1

(
∂2f

∂x2j
+
∂2f

∂y2j

)
.

Лапласијан функције дефинише се и за реално-вриједносну и комплексно-
-вриједносну функцију.
Једноставним рачуном добијамо да важи формула

∆f = 4
n∑
j=1

∂2f

∂zj∂zj
.

Нека је Ω ⊂ R2n ' Cn и u : Ω → R. За функцију u ∈ C2(Ω) кажемо да је
реално-вриједносна хармонијска на Ω, ако је ∆u = 0 на Ω.

Кажемо да је функција u ∈ C2(Ω,C) комплексно-вриједносна хармонијска
функција на Ω, ако је ∆u = 0 на Ω или ако су функције Re u и Im u реално-
-вриједносне хармонијске функције на Ω.
Векторски простор свих хармонијских функција на Ω означен је са h(Ω). У

овој дисертацији ћемо под појмом хармонијска функција подразумјевати реално-
-вриједносну или комплексно-вриједносну хармонијску функцију.

Теорема 1.2. ([45]) Нека је u хармонијска функција на диску
DR = {z ∈ C : |z| < R}. Тада је, за свако n ∈ Z,

an =
1

2πr|n|

∫ π

−π
u(reiθ)e−inθdθ, (0 < r < R)
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1.3. ХОЛОМОРФНЕ, ХАРМОНИЈСКЕ И ПЛУРИХАРМОНИЈСКЕ
ФУНКЦИЈЕ
независно од r и

(1.4) u(reiθ) =
+∞∑
−∞

anr
|n|einθ, (reiθ ∈ DR).

Ред (1.4) конвергира апсолутно и равномјерно на сваком компактном подскупу
од DR.

Доказ се заснива на сљедећим чињеницама: За реалну хармонијску функцију
u, примјеном Коши-Риманових једначина, постоји реална функција v која је
хармонијска на DR тако да је f(z) = u(z) + iv(z) холоморфна на DR. Тада је
u(z) = Re f(z), гдје је f(reiθ) =

∑∞
n=0Anr

neinθ и при томе је
∑∞

n=0 |An|rn < +∞
за свако r < R.
Нека је Ω ⊂ Cn област. Кажемо да је функција u ∈ C2(Ω,C) плурихармониј-

ска ако је, за сваку комплексну праву

l = la,b = {a+ ζb : ζ ∈ C}, a ∈ Cn, b ∈ Cn, b 6= 0

функција ζ 7→ u(a+ ζb) хармонијска на скупу Ωl = {ζ ∈ C : a+ ζb ∈ Ω}.
Еквивалентно, функција u ∈ C2(Ω) је плурихармонијска функција, ако је

(1.5) ∂2u

∂zj∂zk
(z) = 0 за све z ∈ Ω, j, k = 1, . . . , n.

Заиста, нека је a ∈ Cn, b ∈ Cn, b 6= 0, u ∈ C2(Ω) и ζ ∈ Ωl. Посматрајмо
функцију h(ζ) = ha,b(ζ) = u(F (ζ)), гдје је F (ζ) = (a1+ζb1, . . . , an+ζbn). С обзиром
да је

(1.6) ∂2h

∂ζ∂ζ̄
(ξ) =

n∑
j,k=1

bjbk
∂2u

∂zj∂zk
(z), F (ζ) = z,

онда је

(∆h)(0) = 4
n∑

j,k=1

bjbk
∂2u

∂zj∂zk
(a).

Ако је Hu(a) = [ckj]n×n, гдје је ckj = ∂2u
∂zj∂zk

(a), тада је

(∆h)(0) = 4〈Hu(a)b, b〉.

Дакле, свака ha,b је хармонијска ако и само ако је Hu(a) = 0 за свако a ∈ Ω

односно ако и само ако важи (1.5).
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1.3. ХОЛОМОРФНЕ, ХАРМОНИЈСКЕ И ПЛУРИХАРМОНИЈСКЕ
ФУНКЦИЈЕ
Ако је u реална плурихармонијска функција услов (1.5) еквивалентан је са

(1.7) ∂2u

∂xj∂xk
= − ∂2u

∂yj∂yk
,
∂2u

∂xj∂yk
=

∂2u

∂yj∂xk
за све z ∈ Ω, j, k = 1, . . . , n.

Скуп свих плурихармонијских функција на области Ω означавамо са ph(Ω) и то
је векторски простор. Ако је n = 1, ph(Ω) = h(Ω).

Сљедећи став успоставља кључну везу између реално-вриједносних плури-
хармонијских функција и холоморфних фунција. Прије тога подсјетимо да је
Пуанкаре доказао да су затворене форме тачне на конвексним областима.

Став 1.1. ([25]) Нека је Ω конвексна област. Функција u ∈ C2(Ω,R) је плури-
хармонијска ако и само ако је реални дио холоморфне функције на Ω.

Доказ. Ако је f ∈ H(Ω) онда су f и f̄ плурихармонијске функције, те је u =

Re f = f+f̄
2
плурихармонијска функција.

Нека је u реална плурихармонијска функција. 1-форма

g = i(∂u− ∂u) =
n∑
j=1

(
∂u

∂xj
dyj −

∂u

∂yj
dxj

)

је реална и њени коефицијенти су класе C1 и осим тога је

dg =−
n∑

j,k=1

∂2u

∂yj∂xk
dxk ∧ dxj +

n∑
j,k=1

∂2u

∂yk∂xj
dyk ∧ dyj

+
n∑

j,k=1

∂2u

∂xj∂xk
dxk ∧ dyj −

n∑
j,k=1

∂2u

∂yj∂yk
dyk ∧ dxj.

С обзиром да је u плурихармонијска функција, на основу (1.7) и да је ∂2u
∂yj∂xk

=
∂2u

∂xk∂yj
, dxk ∧dxj = −dxj ∧dxk, као и ∂2u

∂xj∂yk
= ∂2u

∂yk∂xj
, dyk ∧dyj = −dyj ∧dyk, слиједи

да је dg = 0. На основу Пуанкареове леме, постоји реална функција v класе C1

таква да је dv = g, односно
n∑
j=1

(
∂v

∂xj
dxj +

∂v

∂yj
dyj

)
=

n∑
j=1

(
∂u

∂xj
dyj −

∂u

∂yj
dxj

)
што је еквивалентно са

∂(iv) + ∂(iv) = ∂u− ∂u.

Како је ∂(iv) = −∂u, за функцију f = u + iv класе C2 добијамо да је ∂f = 0

односно f је холоморфна функција на Ω.
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1.4. ПОЈЕДИНАЧНО ХАРМОНИЈСКЕ ФУНКЦИЈЕ

Из претходног става закључујемо да је ph(Ω) ⊂ C∞(Ω), штавише свака плу-
рихармонијска функција је реално аналитичка.

Став 1.2. Нека су Ω1 ⊂ Cn и Ω2 ⊂ Cm области и нека је f ∈ H(Ω1,Ω2). За сваку
u ∈ ph(Ω2) је u ◦ f ∈ ph(Ω1).

Теорема 1.3. ([19]) Ако је u : Bn → C функција дефинисана на јединичној
лопти Bn ⊂ Cn таква да задовољава слиједеће услове:

(а) u је C∞ у околини нуле,

(б) uξ је хармонијска на D за свако ξ ∈ ∂Bn,

онда је u плурихармонијска на Bn.

Напомена 1.2. [70] Аналогно тврђење важи ако јединичну лопту Bn замије-
нимо са јединичним полидиском Dn.

Напомена 1.3. Услов под (а) у теореми 1.3 не може се ослабити до услова да
је функција класе Ck, јер за функцију

u(z1, z2) =

{
z2
z1
zk+2
1 , ако је z1 6= 0,

0 ако је z1 = 0

функције засека су холоморфне али функција u није плурихармонијска.

Ако у теореми 1.3 претпоставку под (б) замјенимо са условом да је uξ хо-
ломорфна на D за свако ξ ∈ ∂Bn, онда је u холоморфна на Bn. То је наведено
у [79] и такође се назива Форелијева теорема. Многи аутори су дали уопштење
Форелијеве теореме када су функције засека холоморфне функције. Аутори ра-
дова [15] и [41] дали су уопштење Форелијеве теореме тако што су холоморфност
дуж праве линије кроз 0 замијенили са холоморфношћу дуж неке општије фа-
милије комплексних кривих. Ли и Луо [54] су доказали Форелијеву теорему 1.3
на општијим областима, односно посматрали функцију u из звјездасте области
у Риманову многострукост димензије m и доказали да је u плурихармонијска.
Кранц [50] је дао нове доказе Хартогсове и Форелијеве теореме.

1.4 Појединачно хармонијске функције
Дефиниција 1.3. Кажемо да је функција u ∈ C2(Ω),Ω ⊂ Cn појединачно хар-
монијска на Ω ако је

∆ju =
∂2u

∂x2j
+
∂2u

∂y2j
= 0 за свако j = 1, . . . n,
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1.4. ПОЈЕДИНАЧНО ХАРМОНИЈСКЕ ФУНКЦИЈЕ

тј. ако је u хармонијска по свакој промјенљивој појединачно.

Напомена 1.4. У литератури се, алтернативно, такве функције називају
n-хармонијске функције.

Простор свих појединачно хармонијских фунција на области Ω у овој дисер-
тацији означен је са sh(Ω).

Напомена 1.5. Функције дефинисане на D2 које су 2-хармонијске функције
први пут се појављују 1939. године у раду [56]. Дефиниција 1.3 се појављује у
Калдероновом и Зигмундовом раду [10].

Свака појединачно хармонијска функција на области Ω је хармонијска, а
обратно не мора да важи ако је n > 1. На примјер функција u(z1, z2) = |z1|2 −
|z2|2 ∈ h(C2) \ sh(C2).

Уврштавајући j = k у (1.7) имамо да је свака плурихармонијска функција
појединачно хармонијска фунција и отуда је ph(Ω) ⊂ sh(Ω) ⊂ h(Ω).

Теорема 1.4. ([10]) Функција u ∈ C2(Dn) је појединачно хармонијска ако и
само ако може бити представљена на Dn апсолутно и локално равномјерно
конвергентним редом

(1.8) u(r1e
iθ1 , . . . , rne

iθn) =
∑
m∈Zn

cm1,...,mnr
|m1|
1 · · · r|mn|

n ei(m1θ1+...+mnθn),

при чему је m = (m1, . . . ,mn), θ = (θ1, . . . , θn) ∈ Tn.

Доказ. Очигледно је да је функција u дата са (1.8) појединачно хармонијска
на Dn. Обратно, нека је u(z) = u(z1, . . . , zn) појединачно хармонијска на Dn.

Претпоставимо, ради једноставности да је n = 2 и u(z) = u(z1, z2). Тада је, за
свако фиксирано z2, |z2| < 1, примјеном теореме 1.2 функција u облика
(1.9)∑

m1∈Z

cm1(z2)r
|m1|
1 eim1θ1 , гдје је cm1(z2) =

1

2πr
|m1|
1

∫ π

−π
u(r1e

iξ1 , z2)e
−im1ξ1dξ1.

Како је u класе C2 на бидиску D2 дозвољено је диференцирати испод знака
интеграла. За фиксиране r1 и ξ1 функција u(r1eiξ1 , z2) је хармонијска функција
по промјенљивој z2. Отуда је, за свако m1 ∈ Z, функција cm1(z2) хармонијска
функција по промјенљивим x2 и y2, те је

(1.10) cm1(z2) =
∑
m2∈Z

cm1,m2r
|m2|
2 eim2θ2 ,

13



1.5. АУТОМОРФИЗМИ ПОЛИДИСКА И ЛОПТЕ

гдје је

cm1,m2 =
1

2πr
|m2|
2

∫ π

−π
cm1(r2e

iξ2)e−im2ξ2dξ2

=
1

4π2r
|m1|
1 r

|m2|
2

∫ π

−π

∫ π

−π
u(r1e

iξ1 , r2e
iξ2)e−i(m1ξ1+m2ξ2)dξ1dξ2.(1.11)

Према (1.9) и (1.10) функција u је облика

(1.12)
∑

m1,m2∈Z

cm1,m2r
|m1|
1 r

|m2|
2 ei(m1θ1+m2θ2)

и ред конвергира апсолутно у D2. Из (1.11) елементарно слиједи, за 0 < r1, r2 < 1,

|cm1,m2 | ≤ Cr
−|m1|
1 r

−|m2|
2 , гдје је C = max

|z1| = r1

|z2| = r2

|u|

и отуда ред (1.12) конвергира апсолутно за r1 < ρ1, r2 < ρ2 и такође у D2.

Више детаља о појединачно хармонијским функцијама може се наћи у глави
XVII књиге [85] и у [69].

1.5 Аутоморфизми полидиска и лопте
Нека су Ω1,Ω2 и Ω области у Cn.

Дефиниција 1.4. ([47]) Кажемо да је холоморфно пресликавање f : Ω1 → Ω2

бихоломорфно ако је f = (f1, f2, . . . , fn) „1-1” и „на” и ако је g = f−1 холоморфно
на Ω2. Ако је Ω1 = Ω2 = Ω, онда кажемо да је f аутоморфизам области Ω, а
скуп свих аутоморфизама области Ω означава се са Aut(Ω).

Свако бихоломорфно пресликавање f : Ω1 → Ω2 успоставља изоморфизам
група f∗ : Aut(Ω1) → Aut(Ω2) при чему је f∗ : φ → f ◦ φ ◦ f−1, φ ∈ Aut(Ω1).

Изоморфизам између група Aut(Ω1) и Aut(Ω2) је потребан (али не и довољан)
услов да домени Ω1 и Ω2 буду бихоломорфно еквивалентни. Пуанкаре је у свом
раду Les fonctions analytiques de deux variables et la représentation conforme, Rend.
Circ. Mat. Palermo 23 , 185–220 из 1907. године, доказао да јединична лопта
B2 и јединични полидиск D2 нису бихоломорфно еквивалентни. Он је одредио
аутоморфизме области B2 и D2 и показао да ове групе нису изоморфне као групе.
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1.5. АУТОМОРФИЗМИ ПОЛИДИСКА И ЛОПТЕ

За n = 1 пресликавање је бихоломорфно ако и само ако је конформно. Ако
је n > 1, претходно тврђење не важи. На примјер, пресликавање f : C2 → C2

дефинисано са f(z1, z2) = (5z1, z2) је бихоломорфно али није конформно.
Aut(Ω) дјелује транзитивно на Ω у случајевима Ω = Dn и Ω = Bn.
Ако је a ∈ D, дефинишемо

(1.13) φa(z) =
a− z

1− az
.

Теорема 1.5. ([72]) Ако је a ∈ D фиксирано, тада φa има слиједеће особине:

(а) φa(0) = a и φa(a) = 0.

(б) φa је „ 1-1” пресликавање које пресликава T на T, D на D.

(в) (φa)
−1 = φa.

(г) φ′
a(0) = −1 + |a|2 и φ′

a(a) = (−1 + |a|2)−1.

За јединични диск D група аутоморфизама Aut(D) дата је са

Aut(D) = {eiθφa(z) : θ ∈ R, a ∈ D}.

Група Aut(D) дјелује транзитивно на D.
Напоменимо да је конформно пресликавање из K = {z ∈ C : Re z > 0} на

D дато сљедећим изразом z → z−1
z+1

, а z → tgπz
4
је конформно пресликавање из

S = {z ∈ C : −1 < Re z < 1} на D.
За a ∈ Dn, аутоморфизми јединичног полидиска дати су изразом

ψa(z) =
(
eiθ1

a1−zσ(1)

1−a1zσ(1)
, eiθ2

a2−zσ(2)

1−a2zσ(2)
, . . . , eiθn

an−zσ(n)

1−anzσ(n)

)
=

(
eiθ1φa1(zσ(1)), e

iθ2φa2(zσ(2)), . . . , e
iθnφan(zσ(n))

)
, z ∈ Dn,

гдје су θ1, θ2, . . . , θn реални бројеви, а σ произвољна пермутација од (1, . . . , n) и
сваки аутоморфизам области Dn је тог облика.
Ми ћемо у овој дисертацији, за a ∈ Dn, користити аутоморфизам јединичног

полидиска дат изразом

(1.14) ψa(z) =

(
a1 − z1
1− a1z1

,
a2 − z2
1− a2z2

, . . . ,
an − zn
1− anzn

)
, z ∈ Dn.

Примјетимо да непосредно из дијела (г) теореме 1.5 слиједи да су ψ′
a(a) =

[bi,j], 1 ≤ i, j ≤ n, и ψ′
a(0) = [ci,j], 1 ≤ i, j ≤ n, дијагоналне матрице при чему

је bi,i = (−1 + |ai|2)−1 и ci,i = −1 + |ai|2, 1 ≤ i ≤ n.
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1.5. АУТОМОРФИЗМИ ПОЛИДИСКА И ЛОПТЕ

Осим тога је

‖ψ′
z(z)‖ = max

1≤j≤n

1

1− |zj|2
=

1

1− |z|2∞
, z ∈ Dn.

Више детаља о аутоморфизмима полидиска Dn може се наћи у [31], [69], [75], [47].

Нека је, за фиксирано a ∈ Bn, Pa ортогонална пројекција од Cn на потпростор
[a] генерисан са a и нека је Qa = I − Pa пројекција на ортокомплемент од [a].
Напоменимо да је P0 = 0 и Paz = ⟨z,a⟩

⟨a,a⟩a ако је a 6= 0. Нека је sa = (1 − |a|2) 1
2 и

дефинишемо

(1.15) ϕa(z) =
a− Paz − saQaz

1− 〈z, a〉
, z ∈ Bn.

Тада, за свако a ∈ Bn, ϕa има сљедеће особине:

(а) ϕa(0) = a и ϕa(a) = 0.

(б) ϕ′
a(0) = −s2aPa − saQa и ϕ′

a(a) = − 1
s2a
Pa − 1

sa
Qa.

(в) Идентитет

(1.16) 1− 〈ϕa(z), ϕa(w)〉 =
(1− 〈a, a〉)(1− 〈z, w〉)
(1− 〈z, a〉)(1− 〈a, w〉)

за све z ∈ Bn, w ∈ Bn.

(г) Идентитет

(1.17) 1− |ϕa(z)|2 =
(1− |a|2)(1− |z|2)

|1− 〈z, a〉|2

за свако z ∈ Bn.

(д) ϕa је инволуција односно ϕa(ϕa(z)) = z.

(ђ) ϕa је хомеоморфизам из Bn на Bn и ϕa ∈ Aut(Bn).

За n = 1 групе Aut(Dn) и Aut(Bn) се подударају и то су аутоморфизми јед-
ничног диска. Више детаља о аутоморфизмима лопте Bn може се наћи у [47] и
[70].

Дефиниција 1.5. За скуп Ω ⊂ Cn кажемо да је циркуларни скуп ако eiθz ∈ Ω

кадгод је z ∈ Ω и θ реалан број.
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1.6. ИЗВОД И M-ИНВАРИЈАНТНИ РЕАЛАН ГРАДИЈЕНТ

Картан [12] је формулисао и доказао 1931. године сљедећу теорему (видјети
и [70] стр. 24)

Теорема 1.6. Нека су

(а) Ω1 и Ω2 циркуларне области, 0 ∈ Ω1, 0 ∈ Ω2,

(б) F је бихоломорфно пресликавање из Ω1 на Ω2 тако да је F (0) = 0,

(в) Ω1 је ограничена област.

Тада је F линеарна трансформација.

Претпоставимо да постоји бихоломорфно пресликавање f из Bn на Dn и нека
је f(0) = a. Како је ψa ◦ f : Bn → Dn бихоломорфно пресливање које фикси-
ра нулу, на основу теореме 1.6, ψa ◦ f је линеарна трансформација. Међутим,
инвертибилна линерна трансформација пресликава Bn на елипсоид, а није по-
лидиск.(видјети [70], стр. 27.)

1.6 Извод и M-инваријантни реалан градијент
Нека су m и n позитивни бројеви и нека је Ω ⊂ Cn отворен скуп. Извод

холоморфног пресликавања f : Ω → Cm дефинише се као јединствено линеарно
пресликавање L = f ′(z) : Cn → Cm такво да је

f(z + h) = f(z) + f ′(z)h+O(|h|2), |h| → 0.

Норму извода означавамо са ‖f ′(z)‖.
Нека је f ∈ C1(Rn). Реални градијент функције f, у ознаци ∇f, је преслика-

вање
∇f : x→

(
∂f

∂x1
, . . . ,

∂f

∂xn

)
,

гдје су ∂f
∂xj
, j = 1, . . . , n одговарајући парцијални изводи. За f ∈ C1(Ω),Ω ⊂ Cn

отворен скуп, у складу са идентификацијом Cn ' R2n

∇f(z) =
(
∂f

∂x1
(z),

∂f

∂y1
(z), . . . ,

∂f

∂xn
(z),

∂f

∂yn
(z)

)
.

За комплексно-вриједносну f(Ω) дефинишемо z-градијент и z-градијент на
сљедећи начин:

∇zf(z) =

(
∂f

∂z1
(z), . . . ,

∂f

∂zn
(z)

)
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и
∇zf(z) =

(
∂f

∂z1
(z), . . . ,

∂f

∂zn
(z)

)
.

Како су ∇zf(z) и ∇zf(z) вектори из Cn

|∇zf(z)| =

√√√√ n∑
j=1

∣∣∣∣ ∂f∂zj (z)
∣∣∣∣2 и |∇zf(z)| =

√√√√ n∑
j=1

∣∣∣∣ ∂f∂zj (z)
∣∣∣∣2.

Наравно, због R2n ' Cn и (1.1) важи

|∇f(z)| =
√

|∇zf(z)|2 + |∇zf(z)|2.

За функцију f ∈ C1(Bn) M-инваријантни градијент и M-инваријантни реа-
лан градијент дефинишемо са

∇̃zf(z) = ∇z(f ◦ ϕz)(0), ∇̃f(z) = ∇(f ◦ ϕz)(0),

респективно, гдје је ϕz аутоморфизам Bn дат изразом (1.15).
Уочимо да је |∇̃f(0)| = |∇f(0)| и |∇̃f(z)| = |∇̃(f ◦ ϕz)(0)|.
Слично дефинишемо M-инваријантни реалан градијент функције дефини-

сане на отвореном јединичном полидиску.
Прецизније, за функцију f ∈ C1(Dn) M-инваријантни реалан градијент де-

финишемо са
∇̃f(z) = ∇(f ◦ ψz)(0),

гдје је ψz аутоморфизам Dn дат са (1.14).
Такође важи: |∇̃f(0)| = |∇f(0)| и |∇̃f(z)| = |∇̃(f ◦ ψz)(0)|.
Више информација о M-инваријантном градијенту и M-инваријантном ре-

алном градијенту може се наћи у [65].

1.7 Хипергеометријске функције
Нека је K = {z ∈ C : Re z > 0}. Гама функција, за z ∈ K, дефинисана је са

Γ(z) =

∫ ∞

0

tz−1e−tdt.

За a, b, c ∈ C и c 6= 0,−1,−2, . . . , хипергеометријска функција је дефинисана
са

(1.18) F (a, b; c; z) =
∞∑
k=0

(a)k(b)k
(c)k

zk

k!
, |z| < 1.
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гдје је (a)0 = 1 и (a)k =
Γ(k+a)
Γ(a)

= a(a+ 1) · · · (a+ k − 1) за k ≥ 1 и она је рјешење
хипергеометријске једначине

(1.19) z(1− z)
d2u

dz2
+ [c− (a+ b+ 1)z]

du

dz
− abu = 0.

У овој дисертацији су коришћене слиједеће особине хипергеометријских функ-
ција:

• Ако је Re(a+ b− c) < 0 тада ред у (1.18) конвергира апсолутно за |z| ≤ 1.

• F (a, b; c; 0) = 1.

Напомена 1.6. Олофсон је у свом раду ([63], став 1.3.) доказао да ако је u ∈
C2(0, 1) рјешење једначине (1.19), a, b ∈ C, c ∈ R, c ≥ 1 и ако је

cu′(x)− abu(x) = o

(
1

xc

)
, x→ 0+,

да је онда u облика u = C · F (a, b, c, ·). Заправо, Олофсон је разматрао a, b ∈ R,
али претходно тврђење важи и за комплексне бројеве a и b.

Теорема 1.7. ([42], теорема 2.6.) Ако су α, β ∈ C, онда

lim
m→∞

F (−α,m− β;m+ 1; z) = (1− z)α, z ∈ D.

За низ (F (−α,m− β;m+ 1; z))∞m=1 постоји подниз који конвергира равномјерно
ка (1− z)α на сваком компактном подскупу од D.

Став 1.3. ([42], став 3.3.) Ако су α, β ∈ C, онда важи

lim sup
m→∞

(
max
0≤x≤r

∣∣F (n)(−α,m− β;m+ 1; x)
∣∣)1/m

≤ 1

за n ∈ N и 0 < r < 1.

Више детаља о хипергеометријским функцијама може се наћи у [7].

1.8 Неки простори функција
Нека је (X,M, µ) фиксиран простор са мјером.
Познато је да су стандардни простори Lp(X,µ) Банахови простори за свако

1 ≤ p ≤ +∞.
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Нека су p и q конјуговани експоненти односно p, q > 1,
1

p
+

1

q
= 1. Тада за

f ∈ Lp(µ) и g ∈ Lq(µ) важи Хелдерова неједнакост

‖fg‖1 ≤ ‖f‖p‖g‖q.

Простор свих комплексних Борелових мјера на Tn је означен саM(Tn). Ако
на простору M(Tn) уведемо норму

‖µ‖ = |µ|(Tn),

гдје је |µ| варијација комплексне мјере µ (тотална), тада јеM(Tn) Банахов про-
стор. На Tn имамо нормализовану мјеру 1

(2n)n
dθ1 . . . dθn.

Теорема 1.8. Нека је λ сигма коначна мјера на мјерљивом простору (X,M) и
нека је µ комплексна мјера на M. Тада постоје јединствене комплексне мјере
µac и µs такве да је

(а) µ = µac + µs,

(б) µac � λ,

(в) µs ⊥ λ.

Штавише, постоји јединствена функција f ∈ L1(X,λ) таква да је µac = fdλ.

Такође важи
L∞(Tn) ⊂ Lq(Tn) ⊂ Lp(Tn) ⊂ L1(Tn)

ако је 1 < p < q < +∞.
Нека је Ω отворена област у Cn. Простор C∞(Ω) =

⋂∞
n=1C

n(Ω), гдје је Cn(Ω)

простор n пута непрекидно диференцијабилних функција на Ω. У векторски
простор C∞(Ω) могу се увести псеудонорме

(1.20) ‖u‖p,q,K = max
z∈K

|∂(p,q)u(z)|, K ⊂ Ω је компактан, p, q ∈ Zn+.

и C∞(Ω) је локално конвексан комплетан метризабилан тополошки векторски
простор.
Кажемо да низ функција (um)

∞
m=1, um ∈ C∞(Ω) ковергира ка u ∈ C∞(Ω) у

топологији простора C∞(Ω) кад m→ ∞, ако је

lim
m→∞

‖um − u‖p,q,K = 0

за свако (p, q) ∈ Zn+ × Zn+ и сваки компактан скуп K ⊂ Ω.
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Кажемо да ред
∞∑
m=0

um функција um ∈ C∞(Ω) конвергира апсолутно у C∞(Ω)

ако је
∞∑
m=0

‖u‖p,q,K <∞,

за (p, q) ∈ Zn+×Zn+ иK ⊂ Ω компактан. Како је C∞(Ω) комплетан сваки апсолутно
конвергентан ред у C∞(Dn) је и конвергентан у C∞(Ω). Више детаља о овим
просторима може се наћи у [30] и у [72].

1.9 Простор hp(D)

Почетак теорије Хардијевих простора повезује се са радовима Хардија [27]
и Риса [68] из 1915. и 1923. године, респективно. Хардијеви простори су нај-
интензивније проучавани у случају јединичног диска (видјети [17, 29, 45, 84]).
У овој дисертацији су дате само релевантне теореме репрезентације и теореме
типа Фатуа.

Дефиниција 1.6. За 1 ≤ p < +∞ скуп hp(D) је дефинисан као скуп свих
хармонијских функција на D за које је норма

‖u‖p = sup
0≤r<1

(
1

2π

∫ π

−π
|u(reiθ)|pdθ

) 1
p

коначна. Скуп h∞(D) је скуп свих ограничених хармонијских функција на D са
нормом

‖u‖∞ = sup
z∈D

|u(z)|.

За 1 ≤ p ≤ +∞ скуп hp(D) је Банахов простор и на основу Хелдерове нејед-
накости је

h∞(D) ⊂ hq(D) ⊂ hp(D)

ако је 1 ≤ p < q < +∞.

Банахови простори h1(D) и hp(D), (1 < p ≤ +∞) су изоморфни просторима
M(T) и Lp(T), (1 < p ≤ +∞) респективно.
Пуасонов интеграл мјере µ ∈ M(T), у ознаци P [dµ], дефинишемо на слије-

дећи начин:
P [dµ](z) =

∫
T

1− |z|2

|1− zζ|2
dµ(ζ), z ∈ D.
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За дато ζ = eiθ0 ∈ T и 0 < A <∞ Штолцов угао отвора A у ζ је дат са

SA(e
iθ0) = {rei(θ0−θ) : |θ| ≤ A(1− r)}.

Нека је f(z) холоморфна на D. Фату [18] је доказао ако је функција f ограни-
чена на јединичном диску, онда за скоро свако тачку ζ ∈ T постоји гранична
вриједност функција f(z) кад се z приближава ζ дуж нетангенцијалног пута
односно Штолцовог угла.
Слиједећа теорема је теорема типа Фатуа.

Теорема 1.9. Ако је dµ = fdm1+ dµs Лебег–Радон–Никодимово разлагање ком-
плексне Борелове мјере µ на T, гдје је f ∈ L1(T), µs⊥dm1, тада P [dµ] има не-
тангенцијални лимес f(eiθ) у скоро свакој тачки из T.
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2 Шварц-Пикова лема за
плурихармонијске функције

2.1 Шварц-Пикова лема за холоморфне
функције

Шварцова лема за холоморфне функције је један од најцитиранијих и цен-
тралних резултата у теорији комплексних функција. Ова лема је дала велики
подстицај развоју геометријске теорије функција и других поља анализе.

Теорема 2.1. (Шварцова лема) Ако је f : D → C холоморфно пресликавање
такво да је f(0) = 0 и |f(z)| ≤ 1, онда је

(а) |f(z)| ≤ |z|, за свако z ∈ D,

(б) |f ′(0)| ≤ 1.

Ако једнакост важи у (а) за неко z ∈ D\{0}, или једнакост важи у (б), тада је
f(z) = eiθz за неко θ ∈ R. Обратно, ако постоји θ ∈ R такво да за свако z ∈ D
важи f(z) = eiθz, онда у (а) и (б) важе једнакости.

Доказ. С обзиром да је f(0) = 0, на основу Тејлорове теореме имамо f(z) =
∞∑
n=1

anz
n за z ∈ D. Нека је g(z) =

∞∑
n=1

anz
n−1 за свако z ∈ D. Тада је g ∈ H(D) и

f(z) = zg(z) за свако z ∈ D. Нека је r произвољно изабрана константа таква да
је 0 < r < 1. Дефинишемо gr(z) = g(rz), |z| < 1

r
. На основу принципа максимума

модула за холоморфне функције слиједи да је

(2.1) max
|z|≤1

|gr(z)| = max
|z|=1

|gr(z)| = max
|z|=1

|f(rz)|
|rz|

=
1

r
max
|z|=1

|f(rz)| ≤ 1

r
.

Фиксирајмо z ∈ D и нека r → 1−. Преласком на граничну вриједност у (2.1),
добијамо да је |g(z)| ≤ 1 за свако z ∈ D. Отуда је |f(z)| ≤ |z|. Како је f ′(0) = g(0),
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имамо да је |f ′(0)| ≤ 1.

Ако је |f(z0)| = |z0| за неко z0 ∈ D\{0}, онда је |g(z0)| = 1, и на основу принципа
максимума модула, g је константна функције модула 1 за свако z ∈ D, тј, постоји
θ ∈ R такво да је f(z) = zg(z) = zeiθ за свако z ∈ D. Ако је |f ′(0)| = 1, онда је
|g(0)| = 1, па је на основу принципа максимума модула g константна функција и
|g| = 1. Према томе постоји θ ∈ R такво да је f(z) = zg(z) = zeiθ за свако z ∈ D.
Ако постоји θ ∈ R такво да за свако z ∈ D, важи f(z) = zeiθ, онда у (а) и (б)
важе једнакости.
Тврђење у теореми 2.1 уз јачу претпоставку да је дато пресликавање уни-

валентно, први је доказао и формулусао Карл Херман Амандус Шварц у свом
делу [74]. Константин Каратеодори је дао име овом резултату у свом раду [11].
У својим аутобиографским биљешкама Каратеодори наводи да је за доказ, ко-
ји је дат у овој дисертацији, захвалан Ерхарду Шмиту, као и да је Пуанкаре
(Poincaré), у свом раду [67], дао сличан доказ.
Сада ћемо приказати уопштењеШварцове леме без додатног услова f(0) = 0.

Теорема 2.2. (Шварц-Пикова лема) Нека је f ∈ H(D,D). Тада за свако z1, z2 ∈
D важи

(2.2)
∣∣∣∣∣ f(z1)− f(z2)

1− f(z1)f(z2)

∣∣∣∣∣ ≤ |z1 − z2|
|1− z1z2|

,

и за свако z ∈ D важи

(2.3) |f ′(z)|
1− |f(z)|2

≤ 1

1− |z|2
.

Једнакост у (2.2) и (2.3) важи ако и само ако f ∈ Aut(D).

Доказ. За фиксирано z1 ∈ D Мебијусова трансформација

φz1(z) =
z1 − z

1− z1z

је конформно пресликавање јединичног диска у себе такво да је φz1(z1) = 0 и
(φz1)

−1 = φz1 . Посматрајмо сложену функцију

g(z) = φf(z1)(f(φ
−1
z1
(z))).

Тада је g : D → D холоморфно пресликавање такво да је g(0) = 0. Дакле,
функција g испуњава претпоставкеШварцове леме и примјеном исте леме имамо

|g(z)| ≤ |z|,
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односно ∣∣∣∣∣ f(z1)− f(φ−1
z1
(z))

1− f(z1)f(φ−1
z1
(z))

∣∣∣∣∣ ≤ |z|.

Означимо φ−1
z1
(z) = z2. Тада је∣∣∣∣∣ f(z1)− f(z2)

1− f(z1)f(z2)

∣∣∣∣∣ ≤ |φz1(z2)| =
∣∣∣∣ z1 − z2
1− z1z2

∣∣∣∣ .
Такође, на основу Шварцове леме важи |g′(0)| ≤ 1. Примјеном извода сложене
функције добијамо да је

|φ′
f(z1)

(f(φ−1
z1
(0))| · |f ′(φ−1

z1
(0))| · |(φ−1)′z1(0)| ≤ 1.

С обзиром да је
φ′
z1
(z) =

−1 + |z1|2

(1− z1z)2
,

претходна неједнакост може се записати у облику:

−1 + |f(z1)|2

(1− |f(z1)|2)2
· |f ′(z1)| · (−1 + |z1|2) ≤ 1.

Једнакост у (2.2) и (2.3) важи ако и само ако је g = eiθId за θ ∈ R тј. ако и само
ако је f = φf(z1)(e

iθ(φz1)).

Боес [8] наводи да Каратеодори, у свом раду [11], помиње горе наведену
идеју композиције холоморфне функције из јединичног диска D у самог себе и
пресликавања која припадају Aut(D). Осим тога Боес наводи да је француски
математичар Гастон Жулија [34] први записао неједнакост (2.2).

Дефиниција 2.1. Функцију δD : D× D → [0, 1) дефинишемо са

δD(z1, z2) = |φz1(z2)| =
∣∣∣∣ z1 − z2
1− z1z2

∣∣∣∣ .
Директно из Шварц-Пикове леме (Теорема 2.2) слиједи посљедица:

Посљедица 2.1. Ако је f ∈ H(D,D), онда је

(а) δD(f(z1), f(z2)) ≤ δD(z1, z2), z1, z2 ∈ D.

(б) Сљедећа тврђења су еквивалентна:

(i) f ∈ Aut(D);

(ii) δD(f(z1), f(z2)) = δD(z1, z2), z1, z2 ∈ D.
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Теорема 2.3. Функција δD : D× D → [0, 1) је растојање.

Доказ. Очигледно важи:

(а) δD(z1, z2) = 0 ако и само ако је z1 = z2,

(б) δD(z1, z2) = δD(z2, z1) за све z1, z2 ∈ D.

Потребно је још доказати:

(в) δD(z1, z3) ≤ δD(z1, z2) + δD(z2, z3) за све z1, z2, z3 ∈ D.

Нека су z1, z2, z3 различите тачке и докажимо да важи δD(z1, z3) < δD(z1, z2)+

δD(z2, z3). Нека је g(z) = e−iargφz1 (z2)φz1(z). Тада је g јединствени аутоморфи-
зам g ∈ Aut(D) такав да је g(z1) = 0 и g(z2) = |φz1(z2)| ∈ (0, 1). С обзиром да
је функција δD Aut(D) инваријантна, без умањења општости, претпостави-
мо да је z1 = 0 и z2 ∈ (0, 1). Треба да докажемо да је |z3| < z2 + δD(z2, z3).

Претходна неједнакост тривијално важи ако је |z3| ≤ z2. Нека је |z3| > z2.

Како је

1− δ2D(z2, z3) = 1−
∣∣∣∣ z2 − z3
1− z2z3

∣∣∣∣2 = (1− z22)(1− |z3|2)
|1− z2z3|2

≤ (1− z22)(1− |z3|2)
|1− |z2z3||2

.

и како је
1− δ2D(z2, |z3|) =

(1− z22)(1− |z3|2)
|1− |z2z3||2

,

тада је δD(z2, z3) ≥ δD(z2, |z3|). Дакле,

δD(z2, z3) ≥ δD(z2, |z3|) =
|z2 − |z3||
1− |z2z3|

=
|z3| − z2
1− |z2z3|

> |z3| − z2.

Напомена 2.1. Растојање δD називамо псеудохиперболичко растојање или Ме-
бијусово растојање.

Нека је функција λD : D → (0,∞) дефинисана са λD(z) = 2
1−|z|2 и нека је

γ : [0, 1] → D дио по дио C1-крива. Дужину криве γ дефинишемо са

LP (γ) =

∫ 1

0

λD(γ(t))|γ′(t)|dt =
∫ 1

0

2|γ′(t)|
1− |γ(t)|2

dt.

Дефиниција 2.2. За z1, z2 ∈ D дефинишемо

ρD(z1, z2) = inf{LP (γ) : γ : [0, 1] → D, γ је дио по дио C1-крива, γ(0) = z1, γ(1) = z2}.

26



2.1. ШВАРЦ-ПИКОВА ЛЕМА ЗА ХОЛОМОРФНЕ ФУНКЦИЈЕ

Директно из дефиниције 2.2 слиједи

(а) ρD(z1, z2) = ρD(z2, z1) за све z1, z2 ∈ D,

(б) ρD(z1, z3) ≤ ρD(z1, z2) + ρD(z2, z3) за све z1, z2, z3 ∈ D.

Теорема 2.4. (Шварц-Пикова лема у терминима хиперболичке метрике) Нека
је f : D → D холоморфно пресликавање. Тада важи:

(а) λD(f(z))|f ′(z)| ≤ λD(z), за свако z ∈ D.

(б) ρD(f(z1), f(z2)) ≤ ρD(z1, z2), за све z1, z2 ∈ D.

При томе, ако је f ∈ Aut(D), онда и у (а) и у (б) важе једнакости.

Доказ.

(а) Слиједи директно из (2.3).

(б) Нека је γ : [0, 1] → D дио по дио C1-крива таква да је γ(0) = z1 и γ(1) = z2.

Тада је f ◦ γ = Γ дио по дио C1-крива у D таква да је Γ(0) = f(z1) и
Γ(1) = f(z2). Отуда је, према (a),

ρD(f(z1), f(z2)) ≤ LP (Γ)

=

∫ 1

0

2|Γ′(t)|
1− |Γ(t)|2

dt

=

∫ 1

0

2|f ′(γ(t)||γ′(t)|
1− |f(γ(t))|2

dt

≤
∫ 1

0

2|γ′(t)|
1− |γ(t)|2

dtdt

= LP (γ)

и

ρD(f(z1), f(z2)) ≤ inf{LP (γ) : γ : [0, 1] → D, γ је дио по диоC1-крива, γ(0) = z1, γ(1) = z2}

= ρD(z1, z2).

Ако је f ∈ Aut(D), онда на основу теореме 2.2 важи једнакост у (а). Осим тога,
како је тада f−1 ∈ H(D,D), онда неједнакост под (б) важи и за f−1, па је

ρD(z1, z2) = ρD(f
−1(f(z1)), f

−1(f(z2))) ≤ ρD(f(z1), f(z2)).
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Лема 2.1. За свако s, 0 < s < 1,

(2.4) ρD(0, s) = ln
1 + s

1− s

и γs(t) = ts, 0 ≤ t ≤ 1 је јединствена до на репараметризацију геодезијска линија
која спаја 0 и s.

Доказ. Уочимо да је

ρD(0, s) ≤ LP (γs) =

∫ s

0

2dt

1− t2
= ln 1 + s

1− s
.

С друге стране, ако је γ = γ1 + iγ2 : [0, 1] → D дио по дио C1-крива таква да је
γ(0) = 0 и γ(1) = s, онда је

LP (γ) =

∫ 1

0

2|γ′(t)|dt
1− |γ(t)|2

=

∫ 1

0

2(|γ′1(t)|2 + |γ′2(t)|2)
1
2dt

1− |γ1(t)|2 − |γ2(t)|2
.

Међутим, за свако t ∈ [0, 1] је

(|γ′1(t)|2 + |γ′2(t)|2)
1
2 ≥ |γ′1(t)| ≥ γ′1(t) и 1− |γ1(t)|2 − |γ2(t)|2 ≤ 1− |γ1(t)|2,

при чему су неједнакости строге у случају γ2(t) 6= 0.

Дакле,

(2.5) LP (γ) ≥
∫ 1

0

2|γ′1(t)|dt
1− |γ1(t)|2

= ln 1 + s

1− s
.

Значи, важи тврђење (2.4) и штавише ако је ρD(0, s) = LP (γ), онда у (2.5) важи
једнакост. Према томе, γ2(t) = 0, γ1 : [0, 1] → [0, s] и γ1 је монотоно растућа
функција, што даје јединственост до на репараметризацију.

Теорема 2.5. За све z1, z2 ∈ D,

(2.6) ρD(z1, z2) = ln
1 + δD(z1, z2)

1− δD(z1, z2)

Доказ. Према теореми 2.4 δD је Aut(D) инваријантно, а лијева страна једнакости
(2.6) је такође Aut(D) инваријантно. Стога, без умањења општости нека је z1 =
0, z2 = s ∈ (0, 1). Потом тврђење слиједи из леме 2.1.

На основу теореме 2.3 и теореме 2.5 непосредно слиједи:

ρD(z1, z2) = 0 ако и само ако је z1 = z2.

Према томе доказали смо сљедећу теорему
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Теорема 2.6. Функција ρD : D× D → [0,∞) је растојање.

Напомена 2.2. Растојање ρD називамо Пуанкареово или хиперболичко расто-
јање.

Дефиниција 2.3. Нека је Ω ⊂ C просто повезана област различита од C и
нека је f конформни изоморфизам из Ω у D. Пуанкареова или хиперболичка
метрика на Ω дефинише се на слиједећи начин:

ρΩ(z1, z2) = ρD(f(z1), f(z2)) z1, z2 ∈ Ω.

Просто повезану област Ω ⊂ C која је различита од C, називамо хиперболич-
ки домен.

Теорема 2.7. Нека су Ω1,Ω2 ⊂ C хиперболички домени и f ∈ H(Ω1,Ω2). Тада
важи

ρD(f(z1), f(z2)) ≤ ρΩ(z1, z2) за све z1, z2 ∈ Ω1.

Ако је f конформни изоморфизам из Ω1 у Ω2 онда важи једнакост. Обратно,
ако за неке z1, z2 ∈ D важи једнакост онда је f конформни изоморфизам из Ω1

у Ω2.

Како је z 7→ z−1
z+1

конфорфмно пресликавање из K на D из дефиниције 2.3
слиједи

(2.7) ρK(z, w) = ln
|w + z̄|+ |z − w|
|w + z̄| − |z − w|

, z, w ∈ K.

Ако су x и y позитивни реални бројеви, из претходног, добијамо

(2.8) ρK(x, y) =

∣∣∣∣ln xy
∣∣∣∣ , x, y > 0.

Будући да је z 7→ tg πz
4
конформно пресликавање траке S на D, из дефиниције

2.3, добијамо формулу

(2.9) ρS(z, w) = ln
| cos π(w+z̄)

4
|+ | sin π(z−w)

4
|

| cos π(w+z̄)
4

| − | sin π(z−w)
4

|
, z, w ∈ S.

Посебно, за x, y ∈ (−1, 1) имамо

(2.10) ρS(x, y) =
∣∣∣ln tg π

4
(1− y)− ln tg π

4
(1− x)

∣∣∣ .
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Заиста, ако је на примјер x− y ∈ (−2, 0), онда је

ρS(x, y) = ln
cos π(x+y)

4
− sin π(x−y)

4

cos π(x+y)
4

+ sin π(x−y)
4

= ln sin
π(1−x)

4
· cos π(1−y)

4

sin π(1−y)
4

· cos π(1−x)
4

= ln tg
π(1−x)

4

tg π(1−y)
4

.

На свим хиперболичким доменима у C се слиједеће три природне метрике
поклапају: Пуанкареова (хиперболичка), Кобајашијева и Бергманова.
Размотримо сада вишедимензиону ситуацију. Сљедећи став је уопштењеШварц-

-Пикове леме са јединичног диска у комплексној равни на случај јединичног
полидиска (видјети [69], страна 179 и [43]).

Став 2.1. ([43]) Ако је f : Dn → D холоморфно пресликавање, онда је

(2.11)
n∑
i=1

(1− |zi|2)
∣∣∣∣ ∂f∂zi (z)

∣∣∣∣ ≤ 1− |f(z)|2, z ∈ Dn.

Доказ. Нека f : Dn → D холоморфно пресликавање такво да је f(0) = 0. Даље,
нека је ∂f

∂zi
(0) = ci. Тада је

∑n
i=1 cizi члан степена један у хомогеном развоју

функције f и отуда је
n∑
i=1

cizi =

∫
Tn

f(ζ · z)ζdmn(ζ), z ∈ Dn.

Дакле, |
∑n

i=1 cizi| ≤ 1 за сваки избор zi ∈ D и према томе је
n∑
i=1

∣∣∣∣ ∂f∂zi (0)
∣∣∣∣ = n∑

i=1

|ci| = sup
|zj |≤1

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

cjzj

∣∣∣∣∣ ≤ 1.

За a ∈ Dn фиксирано, нека је ψa аутоморфизам области Dn дат са (1.14).
Даље, нека је h = φb ◦ f ◦ ψa, b = f(a), односно

h(z) =
f(a)− (f ◦ ψa)(z)
1− f(a)(f ◦ ψa)(z)

, z ∈ Dn.

Тада је h : Dn → D холоморфно пресликавање такво да је h(0) = 0 и онда је по
доказаном

(2.12)
n∑
i=1

∣∣∣∣ ∂h∂zi (0)
∣∣∣∣ ≤ 1.
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Након једноставног рачуна добијамо да је

∂h

∂zi
(0) =

(1− |ai|2) ∂f∂ai (a)
1− |f(a)|2

што заједно са (2.12) даје (2.11).

Дефиниција 2.4. Растојање на Dn дато формулом

(2.13) kDn(z, w) = max
1≤i≤n

ρD(zi, wi), z, w ∈ Dn,

гдје је
ρD(z, w) = ln

|1− wz|+ |z − w|
|1− wz| − |z − w|

, z, w ∈ D

називамо Кобајашијевим растојањем на Dn.

Примјетимо да је kDn Aut(Dn) инваријантно, на основу чињенице да је ρD
Aut(D) инваријантно, то јест

kDn(ψ(z), ψ(w)) = kDn(z, w), z, w ∈ Dn, ψ ∈ Aut(Dn).

Важно својство Кобајашијеве метрике на Dn је контрактивно својство дато у
слиједећој теореми:

Теорема 2.8. За свако f ∈ H(Dn,D) важи

ρD(f(z), f(w)) ≤ kDn(z, w), z, w ∈ Dn.

Доказ. Користећи инваријантност ρD и kDn можемо претпоставити да је w =

0 и f(w) = 0. Дакле, треба доказати да је ρD(f(z), 0) ≤ max
1≤j≤n

ρD(zj, 0), што је
еквивалентно са |f(z)| ≤ max1≤j≤n |zj|.
Одаберимо k тако да је |zk| = |z|∞ и нека је g(λ) = f

(
λ
zk
z
)
, |λ| < 1. Очигледно

је g холоморфно пресликавање из D у D и g(0) = 0. Дакле, функција g испуњава
претпоставке Шварцове леме и примјеном исте леме добијамо да је |g(zk)| ≤ |zk|
односно |f(z)| ≤ |zk|.

Напомена 2.3. Претходно тврђење је познато у општијој ситуацији, видјети
[47].

Дефиниција 2.5. Бергманово растојање између двије тачке у јединичној лоп-
ти Bn дато је формулом

bBn(z, w) = ln |1− 〈z, w〉|+
√

|z − w|2 + |〈z, w〉|2 − |z|2|w|2

|1− 〈z, w〉| −
√

|z − w|2 + |〈z, w〉|2 − |z|2|w|2
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или краће

(2.14) bBn(z, w) = ln 1 + |ϕz(w)|
1− |ϕz(w)|

, z, w ∈ Bn,

гдје је ϕz ∈ Aut(Bn) уведен у (1.15) и

ρD(z, w) = ln
|1− wz|+ |z − w|
|1− wz| − |z − w|

, z, w ∈ D.(2.15)

Лако је провјерити да је заиста ријеч о метрици која је, на основу (2.14),
Aut(Bn) инваријантна. У литератури се често појављује мултипликативни фак-
тор у (2.14), али у овој дисертацији не пишемо мултипликативни фактор како
би били у складу са [60]. Општа теорија Бергманове метрике у Cn је веома
развијена област, видјети [31], [47] и [48].
У слиједећој теореми наводимо контрактивно својство за Бергманову метри-

ку на Bn.

Теорема 2.9. ([60]) Свака холоморфна функција f : Bn → D је контракција у
односу на Бергманову метрику на Bn и Пуанкареову метрику на D.

Доказ. Као и раније, због инваријантности метрика, можемо без умањења оп-
штости претпоставити да је w = 0 и f(0) = 0. Довољно је, на основу (2.14) и
(2.15), доказати да је

ln 1 + |f(z)|
1− |f(z)|

≤ ln 1 + |z|
1− |z|

, z ∈ Bn

што је еквивалентно са
|f(z)| ≤ |z|, z ∈ Bn.

Посљедња неједнакост слиједи примјеномШварцове леме на функцију g(λ) =
f
(
λ z

|z|

)
, |λ| < 1. Заиста, тада је g(|z|) ≤ |z|, односно |f(z)| ≤ |z|.

О свему наведеном у овом потпоглављу више информација може се наћи у
[3], [16], [31], [44],[47], [49], [58] као и у литератури која је цитирана.

2.2 Процјене растојања за плурихармонијске
функције

У овом и наредном потпоглављу бавимо се процјенама типа Шварц-Пика за
ограничене и за позитивне плурихармонијске функције чији је домен или је-
динични полидиск Dn или јединична лопта Bn. Метод коришћења процјена за
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холоморфне функције да би се добиле неједнакости Шварц-Пик-овог типа за
хармонијске функције развили су М. Матељевић и његове колеге (видјети [57]).
У [38] дате су процјене растојања за плурихармонијске функције из произвољне
комплексне многострукости у одговарајући интервал у R, али без тачних кон-
станти. У овој дисертацији је дат директан доказ за ограничене и за позитивне
плурихармонијске функције дефинисане на јединичном полидиску Dn и на Bn.

Лема 2.2. ([4]) За све z1 и z2 из K важи

(2.16)
∣∣∣∣Re z1 − Re z2Re z1 + Re z2

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣z1 − z2
z1 + z2

∣∣∣∣ .
У (2.16) важи једнакост ако и само ако је =z1 = =z2.

Доказ. Нека је z1 = x1 + iy1 и z2 = x2 + iy2, гдје је x1, x2 > 0. Неједнакост (2.16)
еквивалентна је са

|x1 − x2| · |z1 + z2| ≤ |x1 + x2| · |z1 − z2|

и отуда је

(x1 − x2)
2((x1 + x2)

2 + (y2 − y1)
2) ≤ (x1 + x2)

2((x1 − x2)
2 + (y1 − y2)

2).

Посљедња неједнакост еквилентна је са

(y1 − y2)
2((x1 + x2)

2 − (x1 − x2)
2) ≥ 0

а то је тачна неједнакост.
Очигледно, у (2.16) једнакост важи ако и само ако је y1 = y2.

Сљедећа лема ће бити коришћена у теореми 2.10 и теореми 2.13.

Лема 2.3. ([21]) За све z1 = x1 + iy1 и z2 = x2 + iy2 из S важи

(2.17)
∣∣∣∣∣ sin π(x1−x2)

4

cos π(x1+x2)
4

∣∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣∣ sin π(z1−z2)

4

cos π(z1+z2)
4

∣∣∣∣∣ .
У (2.17) важи једнакост ако и само је =z1 = =z2.

Доказ. Неједнакост (2.17) еквивалентна је са

(2.18)
∣∣∣∣sin π(x1 − x2)

4

∣∣∣∣ · ∣∣∣∣cos π(z1 + z2)

4

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣cos π(x1 + x2)

4

∣∣∣∣ · ∣∣∣∣sin π(z1 − z2)

4

∣∣∣∣ .
С обзиром да, за z = x+ iy, важи
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| sin z|2 = sin2 x cosh2 y + cos2 x sinh2 y,
| cos z|2 = cos2 x cosh2 y + sin2 x sinh2 y

неједнакост (2.18) еквивалентна је са

sin2 π(x1−x2)
4

(
cos2 π(x1+x2)

4
cosh2 π(−y1+y2)

4
+ sin2 π(x1+x2)

4
sinh2 π(−y1+y2)

4

)
≤ cos2 π(x1+x2)

4

(
sin2 π(x1−x2)

4
cosh2 π(y1−y2)

4
+ cos2 π(x1−x2)

4
sinh2 π(y1−y2)

4

)
.

Посљедња неједнакост еквивалентна је са

sinh2 π(−y1 + y2)

4
cos π · x1

2
cos π · x2

2
≥ 0

а то је тачно јер за xi ∈ (−1, 1), i ∈ {1, 2} је cos π·xi
2

≥ 0.

Очигледно, у (2.17) једнакост важи ако и само ако је y1 = y2.

Теорема 2.10. ([21]) Ако је u плурихармонијска функција из Dn у (−1, 1), онда
је

(2.19) ρS(u(z), u(w)) ≤ kDn(z, w), z, w ∈ Dn.

Доказ. Према ставу 1.1 постоји холоморфна функција f : Dn → S таква да је
u = Re f и тада је на основу леме 2.3

(2.20)
∣∣∣∣∣ sin π(u(z)−u(w))

4

cos π(u(z)+u(w))
4

∣∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣∣ sin π(f(z)−f(w))

4

cos π(f(z)+f(w))
4

∣∣∣∣∣ .
Како су 1+x

1−x , (x 6= 1), и lnx, (x > 0), монотоно растуће функције претходна не-
једнакост еквивалентна је са

ln

∣∣∣cos π(u(w)+u(z))4

∣∣∣+ ∣∣∣sin π(u(z)−u(w))
4

∣∣∣∣∣∣cos π(u(w)+u(z))4

∣∣∣− ∣∣∣sin π(u(z)−u(w))
4

∣∣∣ ≤ ln
∣∣∣cos π(f(w)+f(z))4

∣∣∣+ ∣∣∣sin π(f(z)−f(w))
4

∣∣∣∣∣∣cos π(f(w)+f(z))4

∣∣∣− ∣∣∣sin π(f(z)−f(w))
4

∣∣∣
односно

(2.21) ρS(u(z), u(w)) = ρS(Re f(z),Re f(w)) ≤ ρS(f(z), f(w)).

Функција g(z) = tg π
4
f(z) је холоморфна функција из Dn у D и онда према

дефиницији 2.3 и теореми 2.8, имамо

ρS(f(z), f(w)) = ρD(g(z), g(w)) ≤ kDn(z, w), z, w ∈ Dn.

што заједно са (2.21), даје (2.19).
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Ако је u : Dn → (−1, 1) плурихармонијска функција, према (2.10), неједна-
кост (2.19) може бити записана у слиједећем облику

e−kDn (z,w) ≤ ctg π
4
(1− u(z)) · tg π

4
(1− u(w)) ≤ ekDn (z,w), z, w ∈ Dn;

и како је ctg π
4
(1− u) = tg π

4
(1 + u), добијамо, за све z и w из Dn:

(2.22) e−kDn (z,w) tg π
4
(1 + u(w)) ≤ tg π

4
(1 + u(z)) ≤ ekDn (z,w) tg π

4
(1 + u(w)).

Претходна неједнакост је само другачији запис да се формулише теорема 2.10.

Посљедица 2.2. ([21]) Нека је u : Dn → (−1, 1) плурихармонијска функција.
Означимо u(0) = b и a = tg πb

4
. Тада, за свако z ∈ Dn важи

(2.23) 4

π
arctg

(
e−kDn (z,0)

1 + a

1− a

)
− 1 ≤ u(z) ≤ 4

π
arctg

(
ekDn (z,0)

1 + a

1− a

)
− 1.

Доказ. Уврштавајући w = 0 у неједнакост (2.22) добијамо (2.23).

Аутори рада [59] доказали су сљедећу теорему:

Теорема 2.11. ([59], теорема 6) Нека је u ∈ h(D, (−1, 1)), u(0) = b и a = tg πb
4
.

Тада, за свако z ∈ D важи

(2.24) 4

π
arctg a− |z|

1− a|z|
≤ u(z) ≤ 4

π
arctg a+ |z|

1 + a|z|
.

Посљедица 2.2 представља вишедимензионално уопштење теореме 2.11. За-
иста, за n = 1 из (2.23) добијамо

4

π
arctg

(
1− |z|
1 + |z|

1 + a

1− a

)
− 1 ≤ u(z) ≤ 4

π
arctg

(
1 + |z|
1− |z|

1 + a

1− a

)
− 1

односно

4

π

[
arctg

(
1− |z|
1 + |z|

1 + a

1− a

)
− arctg 1

]
≤ u(z) ≤ 4

π

[
arctg

(
1 + |z|
1− |z|

1 + a

1− a

)
− arctg 1

]
и како је arctg x−arctg y = arctg x−y

1+xy
, након једноставног рачуна добијамо (2.24).

Теорема 2.12. ([21]) Ако је u : Dn → (0,+∞) плурихармонијска функција, онда
важи

(2.25) ρK(u(z), u(w)) ≤ kDn(z, w), z, w ∈ Dn.
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Доказ. Као и у доказу теореме 2.10, постоји холоморфна функција f ∈ H(Dn,K)

таква да је u = Re f . Стога је g(z) = f(z)−1
f(z)+1

∈ H(Dn,D) и на основу дефиниције
2.3 и теореме 2.8 добијамо

(2.26) ρK(f(z), f(w)) = ρD(g(z), g(w)) ≤ kDn(z, w) z, w ∈ Dn.

Како су f(z), f(w) ∈ K, примјеном леме 2.2 добијамо

|u(z)− u(w)|
u(z) + u(w)

≤ |f(z)− f(w)|
|f(z) + f(w)|

односно

u(z) + u(w) + |u(z)− u(w)|
u(z) + u(w)− |u(z)− u(w)|

≤ |f(z) + f(w)|+ |f(z)− f(w)|
|f(z) + f(w)| − |f(z)− f(w)|

и онда је

ln u(z) + u(w) + |u(z)− u(w)|
u(z) + u(w)− |u(z)− u(w)|

≤ ln |f(z) + f(w)|+ |f(z)− f(w)|
|f(z) + f(w)| − |f(z)− f(w)|

.

Отуда слиједи

ρK(u(z), u(w)) = ρK(Re f(z),Re f(w)) ≤ ρK(f(z), f(w)),

што заједно са (2.26) даје (2.25).

Ако је u позитивна плурихармонијска функција дефинисана на јединичном
полидиску Dn, онда, на основу (2.8), неједнакост (2.25) може бити записана у
слиједећем облику

(2.27) e−kDn (z,w) ≤ u(z)

u(w)
≤ ekDn (z,w), z, w ∈ Dn.

Сљедећи став је резултат типа Харнака и интересентно је да на основу процјена
растојања за плурихармонијске функције које су дефинисане на Dn добијамо
процјене за холоморфне функције дефинисане на Dn.

Став 2.2. ([21]) Ако је f холоморфна функција на Dn и 0 < |f(z)| < 1, онда је

(2.28) |f(w)|ekDn (z,w) ≤ |f(z)| ≤ |f(w)|e−kDn (z,w)

, z, w ∈ Dn.
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Доказ. Нека је u(z) = ln 1
|f(z)| . Како је 1

f
холоморфна функција на Dn без нула на

Dn , онда је u плурихармонијска функција из Dn у (0,+∞). Отуда, коришћењем
(2.27) добијамо

ln
(

1

|f(w)|

)e−kDn (z,w)

≤ ln 1

|f(z)|
≤ ln

(
1

|f(w)|

)ekDn (z,w)

односно
ln |f(w)|ekDn (z,w) ≤ ln |f(z)| ≤ ln |f(w)|e−kDn (z,w)

и како је ex монотоно растућа функција добијамо (2.28).

Познато је да јединична лопта Bn и јединични полидиск Dn нису бихоло-
морфно еквивалентни, те је од интереса дати процјене растојања за ограничену
и за позитивну плурихармонијску функцију дефинисану на Bn.

Теорема 2.13. ([81]) Ако је u плурихармонијска функција дефинисана на једи-
ничној лопти Bn са вриједностима у (−1, 1), онда је

(2.29) ρS(u(z), u(w)) ≤ bBn(z, w), z, w ∈ Bn.

Доказ. Према ставу 1.1 постоји холоморфна функција f : Bn → S таква да је
u = Re f.
Како су 1+x

1−x , x 6= 1, и ln x, x > 0, монотоно растуће функције на основу леме
2.3 важи

ln | cos π(u(w)+u(z))
4

|+ | sin π(u(z)−u(w))
4

|
| cos π(u(w)+u(z))

4
| − | sin π(u(z)−u(w))

4
|
≤ ln | cos π(f(w)+f(z))

4
|+ | sin π(f(z)−f(w))

4
|

| cos π(f(w)+f(z))
4

| − | sin π(f(z)−f(w))
4

|

односно у терминима Пуанкареовог растојања на S (видјети (2.9))

(2.30) ρS(u(z), u(w)) = ρS(Re f(z),Re f(w)) ≤ ρS(f(z), f(w)).

Функција g(z) = tg π
4
f(z) је холоморфна функција из Bn у D и онда према

дефиницији 2.3 и теореми 2.9, имамо

ρS(f(z), f(w)) = ρD(g(z), g(w)) ≤ bBn(z, w), z, w ∈ Bn,

што заједно са (2.30), даје (2.29).

37
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Посљедица 2.3. Ако је u : Bn → (−1, 1) плурихармонијска функција, u(0) = b

и a = tg πb
4
, онда за свако z ∈ Bn имамо

(2.31) 4

π
arctg

(
e−bBn (z,0)

1 + a

1− a

)
− 1 ≤ u(z) ≤ 4

π
arctg

(
ebBn (z,0)

1 + a

1− a

)
− 1.

Доказ. На основу (2.10) и (2.29) је

e−bBn (z,0) ≤ 1− a

1 + a
ctg π

4
(1− u(z)) ≤ ebBn (z,0),

односно

(2.32) 1 + a

1− a
e−bBn (z,0) ≤ tg π

4
(1 + u(z)) ≤ 1 + a

1− a
ebBn (z,0) tg π

4
(1 + u(w)).

Теорема 2.14. ([4]) Ако је u плурихармонијска функција из Bn у (0,+∞), онда
важи

(2.33) ρK(u(z), u(w)) ≤ bBn(z, w), z, w ∈ Bn.

Доказ. Према ставу 1.1 постоји холоморфна функција f : Bn → K таква да је
u = Re f и отуда је g(z) = f(z)−1

f(z)+1
∈ H(Bn,D).

На основу дефиниције 2.3 и теореме 2.9 важи

(2.34) ρK(f(z), f(w)) = ρD(g(z), g(w)) ≤ bBn(z, w), z, w ∈ Bn.

Како су 1+x
1−x , 0 < x < 1, и ln x, x > 0, монотоно растуће функције на основу леме

2.2 имамо

ρK(u(z), u(w)) = ρK(Re f(z),Re f(w)) ≤ ρK(f(z), f(w)),

што заједно са (2.34) даје (2.33).

Сљедећа посљедица је резултат типа Харнака.

Посљедица 2.4. ([4]) Ако је f холоморфна функција на Bn и 0 < |f(z)| < 1,
онда важи

(2.35) |f(w)|ebBn (z,w) ≤ |f(z)| ≤ |f(w)|e−bBn (z,w)

, z, w ∈ Bn.
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Доказ. Нека је u(z) = ln 1
|f(z)| . Функција u је плурихармонијска функција из Bn

у (0,+∞).

На основу (2.8) и (2.33) имамо

−bBn(z, w) ≤ ln
1

|f(z)|
1

|f(w)|
≤ bBn(z, w)

односно

ln
(

1

|f(w)|

)e−bBn (z,w)

≤ ln 1

|f(z)|
≤ ln

(
1

|f(w)|

)ebBn (z,w)

што даје (2.35).

Напомена 2.4. Уочимо да у ставу 2.2 и посљедици 2.4 умјесто 0 < |f(z)| < 1

можемо писати 0 < |f(z)| < M , гдје је M позитивна константа. Наравно у
том случају је u(z) = ln M

|f(z)| .

2.3 Процјене градијента за плурихармонијске
функције

И у овом потпоглављу су представљене процјенеШварц-Пиковог типа у који-
ма су дате процјене обичног иM-инваријантног реалног градијента ограничене
и позитивне плурихармонијске функције чији је домен или јединични полидиск
Dn или је домен јединична лопта Bn у Cn. Чен и Расила [14] су дали Шварц-
-Пикове процјене парцијалних извода вишег реда ограничене плурихармонијске
функције дефинисане на јединичном полидиску. Процјена обичног градијен-
та ограничене плурихармонијске функције дефинисане на отвореној јединичној
лопти Bn из Cn дата је у [81]. У сљедеће двије теореме дате су процјене гради-
јента ограничене и позитивне хармонијске функције дефинисане на јединичном
диску у комплексној равни и како је свака плурихармонијска функција у D
хармонијска, наводимо их без доказа. Теорема 2.17 и теорема 2.18 су вишеди-
мензионална уопштења теореме 2.15 и теореме 2.16, респективно.
Сљедећа теорема представља побољшање теореме из [36].

Теорема 2.15. ([13]) Ако је u (реална) хармонијска функција из D у (−1, 1),

онда важи

|∇u(z)| ≤ 4

π

cos
(
π
2
u(z)

)
1− |z|2

, z ∈ D.

Претходна неједнакост је најбоља могућа за свако z ∈ D.
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Теорема 2.16. (Харнакова неједнакост) Ако је u хармонијска функција из D у
(0,+∞), онда важи

|∇u(z)| ≤ 2u(z)

1− |z|2
, z ∈ D.

Теорема 2.17. ([21]) Нека је u плурихармонијска функција из Dn у (−1, 1). Тада
важи

|∇u(z)| ≤ 4

π

cos
(
π
2
u(z)

)
1− |z|2∞

, z ∈ Dn.

Претходна неједнакост је најбоља могућа за свако z ∈ Dn.

Доказ. На основу става 1.1 постоји холоморфна функција f : Dn → S таква да
је u = Re f . Коришћењем Коши-Риманових једначина добијамо

|f ′(z)| =

√√√√ n∑
i=1

∣∣∣∣ ∂f∂zi (z)
∣∣∣∣2 =

√√√√ n∑
i=1

∣∣∣∣ ∂u∂xi (z)
∣∣∣∣2 + n∑

i=1

∣∣∣∣ ∂u∂yi (z)
∣∣∣∣2

и стога је

(2.36) |∇u(z)| = |f ′(z)|.

Функција
g(z) = tg πf(z)

4

је холоморфна функција из Dn у D и како је

|g′(0)| =

√√√√ n∑
i=1

∣∣∣∣ ∂g∂zi (0)
∣∣∣∣2 ≤ n∑

i=1

∣∣∣∣ ∂g∂zi (0)
∣∣∣∣

примјеном става 2.1 добијамо да је

(2.37) |g′(0)| ≤ 1− |g(0)|2.

Међутим
f ′(z) =

4

π

g′(z)

1 + g2(z)

и тада је према (2.36) и (2.37)

|∇u(0)| = |f ′(0)| = 4

π

|g′(0)|
|1 + g2(0)| ≤

4

π

1− |g(0)|2
|1 + g2(0)| .

Уочимо да је 1− |g|2 = cos(π
2
u)

| cos(π
4
f)|2

и |1 + g2| = 1

| cos(π
4
f)|2

, те је

(2.38) |∇u(0)| ≤ 4

π
cos
(π
2
u(0)

)
,
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што је процјена модула градијента функције u у нули.
Функција v = u ◦ ψz је такође плурихармонијска функција (став 1.2) из Dn у

(−1, 1), гдје је ψz аутоморфизам полидиска дат изразом (1.14), те важи

(2.39) |∇v(0)| = |∇(u ◦ ψz)(0)| ≤
4

π
cos
(π
2
(u ◦ ψz)(0)

)
=

4

π
cos
(π
2
u(z)

)
.

Како је ∇v(0) = ∇u(z) ·ψ′
z(0) и ψ′

z(z)ψ
′
z(0) = I, имамо да је ∇u(z) = ∇v(0)ψ′

z(z),

па је
|∇u(z)| = |∇v(0)ψ′

z(z)| ≤ |∇v(0)| · ‖ψ′
z(z)‖.

Отуда, и како је ‖ψ′
z(z)‖ = 1

1−|z|2∞
на основу (2.39) добијамо

|∇u(z)| ≤ 4

π

cos
(
π
2
u(z)

)
1− |z|2∞

.

Неједнакост (2.38) јесте најбоља могућа у сљедећем смислу: За свако z ∈ Dn по-
стоји плурихармонијска функција из Dn у (−1, 1) таква да је |∇u(0)| = 4

π
cos
(
π
2
u(0)

)
.

Дефинишемо функцију
u0(z) =

2

π
arg1 + iz1

1− iz1
.

Непосредно се показује да је u0 плурихармонијска функција из Dn у (−1, 1) и да
важи

|∇u0(0)| =
4

π
=

4

π
cos
(π
2
u0(0)

)
.

Штавише, ако је |z|∞ = |z1|, онда за функцију u0 важи |∇u0(z)| = 4
π

cos(π
2
u0(z))

1−|z|2∞
.

Посљедица 2.5. ([21]) Ако је u плурихармонијска функција из Dn у (−1, 1),

онда је
|∇̃u(z)| ≤ 4

π
cos
(π
2
u(z)

)
, z ∈ Dn.

Доказ. Како је |∇̃u(0)| = |∇u(0)| на основу (2.38) важи

|∇̃u(0)| ≤ 4

π
cos
(π
2
u(0)

)
.

Међутим, u ◦ ψz је такође плурихармонијска функција из Dn у (−1, 1) тако да
важи

|∇̃(u ◦ ψz)(0)| ≤
4

π
cos
(π
2
(u ◦ ψz)(0)

)
=

4

π
cos
(π
2
u(z)

)
, z ∈ Dn.

С обзиром да је |∇̃u(z)| = |∇̃(u ◦ ψz)(0)| доказали смо тврђење.
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Теорема 2.18. ([21]) Ако је u плурихармонијска функција из Dn у (0,+∞), онда
важи

|∇u(z)| ≤ 2u(z)

1− |z|2∞
, z ∈ Dn.

Претходна неједнакост је најбоља могућа за свако z ∈ Dn.

Доказ. Према ставу 1.1 постоји холоморфна функција f : Dn → K таква да је
u = Re f. Функција

g(z) =
f(z)− 1

f(z) + 1

је холоморфна функција из Dn у D и

f ′(z) =
2

1− g(z)2
g′(z),

па на основу (2.36) имамо

|∇u(0)| = |f ′(0)| = 2

|1− g(0)|2 |g
′(0)|.

Отуда и како је, на основу ставу 2.1,

|g′(0)| ≤ 1− |g(0)|2

добијамо да је
|∇u(0)| ≤ 2

1− |g(0)|2
|1− g(0)|2 .

Како је 1− |g|2 = 4u
|f+1|2 и |1− g|2 = 4

|f+1|2 , онда важи

(2.40) |∇u(0)| ≤ 2u(0).

За плурихармонијску функцију v = u◦ψz, гдје је ψz аутоморфизам полидиска
дат изразом (1.14), као и у доказу теореме 2.17, важи

(2.41) |∇v(0)| = |∇(u ◦ ψz)(0)| ≤ 2(u ◦ ψz)(0) = 2u(z)

и стога је

|∇u(z)| = |∇v(0)ψ′
z(z)| ≤ |∇v(0)| · ‖ψ′

z(z)‖ ≤ 2u(z)

1− |z|2∞
.

Неједнакост (2.40) јесте најбоља могућа у слиједећем смислу: За свако z ∈ Dn

постоји плурихармонијска функција из Dn у (0,+∞) таква да је |∇u(0)| = 2u(0).
Дефинишемо функцију

u0(z) =
1− |z1|2

|1− z1|2
.
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Непосредно се показује да је u0 плурихармонијска функција из Dn у (0,+∞) и
да важи

|∇u0(0)| = 2 = 2u0(0).

Такође, ако је |z|∞ = |z1|, онда за функцију u0 важи |∇u0(z)| = 2u0(z)
1−|z|2∞

.

У нули, на основу претходне теорема, имамо |∇̃u(0)| ≤ 2u(0) и онда је

|∇̃(u ◦ ψz)(0)| ≤ 2(u ◦ ψz)(0) = 2u(z).

Како је |∇̃u(z)| = |∇̃(u ◦ ψz)(0)| доказана је сљедећа посљедица.

Посљедица 2.6. Нека је u плурихармонијска функција из Dn у (0,+∞). Тада
важи

|∇̃u(z)| ≤ 2u(z), z ∈ Dn.

Теорема 2.19. ([81], теорема 1.5.) Ако је u плурихармонијска функција из Bn

у (−1, 1), онда важи

|∇u(z)| ≤ 4

π

cos
(
π
2
u(z)

)
1− |z|2

, z ∈ Bn.

Доказ. Докажимо неједнакост за z = 0, тј. да је

|∇u(0)| ≤ 4

π
cos
(π
2
u(0)

)
.

На основу става 1.1 постоји холоморфна функција f : Bn → S таква да је u =

Re f и према (2.36) је |∇u(z)| = |f ′(z)|. Функција

g(z) = tg πf(z)
4

је холоморфна функција из Bn у D па је функција gξ(λ) = g(λξ), гдје је ξ ∈ Cn и
|ξ| = 1 холоморфна функција из D у D. На основу Шварц-Пикове леме (теорема
2.2) важи

|g′(0)ξ| ≤ 1− |g(0)|2

и како је претходна неједнакост тачна за свако |ξ| = 1, онда важи

(2.42) |g′(0)| ≤ 1− |g(0)|2.

Дакле,
|∇u(0)| = |f ′(0)| = 4

π

1

|1 + g2(0)| |g
′(0)| ≤ 4

π

1− |g(0)|2
|1 + g2(0)| .
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и с обзиром да је 1− |g|2 = cos(π
2
u)

| cos(π
4
f)|2

и |1 + g2| = 1

| cos(π
4
f)|2

, онда важи

(2.43) |∇u(0)| ≤ 4

π
cos
(π
2
u(0)

)
.

Функција v = u ◦ ϕz је такође плурихармонијска функција (став 1.2) из Bn у
(−1, 1), гдје је ϕz аутоморфизам јединичне лопте Bn дат изразом (1.15) па важи

(2.44) |∇v(0)| = |∇(u ◦ ϕz)(0)| ≤
4

π
cos
(π
2
(u ◦ ϕz)(0)

)
=

4

π
cos
(π
2
u(z)

)
.

Како је ∇v(0) = ∇u(z)·ϕ′
z(0) и ϕ′

z(z)ϕ
′
z(0) = I, онда је ∇u(z) = ∇v(0)ϕ′

z(z). Отуда
је

|∇u(z)| = |∇v(0)ϕ′
z(z)| ≤ |∇v(0)| · ‖ϕ′

z(z)‖

и како је ‖ϕ′
z(z)‖ = 1

1−|z|2 на основу (2.44) добијамо

|∇u(z)| ≤ 4

π

cos
(
π
2
u(z)

)
1− |z|2

.

Неједнакост (2.43) јесте најбоља могућа у сљедећем смислу: За свако z ∈ Bn по-
стоји плурихармонијска функција из Bn у (−1, 1) таква да је |∇u(0)| = 4

π
cos
(
π
2
u(0)

)
.

Дефинишимо функцију
u0(z) =

2

π
arg1 + iz1

1− iz1
.

Непосредно се показује да је u0 плурихармонијска функција из Bn у (−1, 1) и да
важи

|∇u0(0)| =
4

π
=

4

π
cos
(π
2
u0(0)

)
.

Будући да је cos
(π
2
x
)
≤ 1−|x|2 за −1 ≤ x ≤ 1, претходна теорема побољшава

слиједећи резултат:

Теорема 2.20. ([35], теорема 2.3) Ако је u плурихармонијска функција из Bn

у (−1, 1), онда важи

|∇u(z)| ≤ 4

π

1− |u(z)|2

1− |z|2
, z ∈ Bn.

Посљедица 2.7. Нека је u плурихармонијска функција из Bn у (−1, 1). Тада је

|∇̃u(z)| ≤ 4

π
cos
(π
2
u(z)

)
, z ∈ Bn.
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Доказ. Како је |∇̃u(0)| = |∇u(0)| на основу (2.43) важи

|∇̃u(0)| ≤ 4

π
cos
(π
2
u(0)

)
.

Међутим u ◦ ϕz је такође плурихармонијска функција из Bn у (−1, 1) тако да
важи

|∇̃(u ◦ ϕz)(0)| ≤
4

π
cos
(π
2
(u ◦ ϕz)(0)

)
=

4

π
cos
(π
2
u(z)

)
, z ∈ Bn.

С обзиром да је |∇̃u(z)| = |∇̃(u ◦ ϕz)(0)| доказ је завршен.

Посљедица 2.7 поправља сљедећи резултат из [60].

Посљедица 2.8. ([60], теорема 1.4.) Ако је u плурихармонијска функција из
Bn у (−1, 1), онда је

|∇̃u(z)| ≤ 4

π
(1− |u(z)|2), z ∈ Bn.

Теорема 2.21. ([4]) Ако је u плурихармонијска функција из Bn у (0,+∞), онда
важи

|∇u(z)| ≤ 2u(z)

1− |z|2
, z ∈ Bn.

Доказ. Као и у доказу теореме 2.19, постоји холоморфна функција f ∈ H(Bn,K)

таква да је u = Re f и на основу (2.36) је |∇u(z)| = |f ′(z)|. Функција

g(z) =
f(z)− 1

f(z) + 1

је холоморфна функција из Bn у D и на основу (2.42) је

|f ′(0)| = 2

|1− g(0)|2 |g
′(0)| ≤ 2

1− |g(0)|2
|1− g(0)|2 .

Како је 1− |g|2 = 4u
|f+1|2 и |1− g|2 = 4

|f+1|2 , онда је

|∇u(0)| ≤ 2u(0).

За плурихармонијску функцију v = u ◦ ϕz, при чему је је ϕz аутоморфизам
јединичне лопте дат изразом (1.15), као и у доказу теореме 2.19, важи

(2.45) |∇v(0)| = |∇(u ◦ ϕz)(0)| ≤ 2(u ◦ ϕz)(0) = 2u(z).

и стога је
|∇u(z)| = |∇v(0)ϕ′

z(z)| ≤ |∇v(0)| · ‖ϕ′
z(z)‖ ≤ 2u(z)

1− |z|2
.
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У нули, на основу претходне теореме важи |∇̃u(0)| ≤ 2u(0) и онда је

|∇̃(u ◦ ϕz)(0)| ≤ 2(u ◦ ϕz)(0) = 2u(z).

Како је |∇̃u(z)| = |∇̃(u ◦ ϕz)(0)| доказана је сљедећа посљедица.

Посљедица 2.9. ([4]) Ако је u плурихармонијска функција из Bn у (0,+∞),

онда важи
|∇̃u(z)| ≤ 2u(z), z ∈ Bn.
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3 Хармонијске и M-хармонијске
функције

3.1 M-хармонијске функције
У претходном потпоглављу проучавали смо плурихармонијске функције на

Dn и Bn у односу на инваријантни реални градијент, а сада ћемо посматрати
хармонијске функције у односу на инваријантни лапласијан. Обичан лапласијан
је униформно елиптичан на Bn, али инваријантни лапласијан је дегенеративан
на граници ∂Bn. У наредна два потпоглавља интересује нас која својства имају
функције, дефинисане на Dn или на Bn, које припадају истовремено двјема кла-
сама. Рудин [71] је доказао да ако је функција хармонијска и M-хармонијска
на Bn да је онда она плурихармонијска.

Дефиниција 3.1. Нека је Ω отворен подскуп од Bn, f ∈ C2(Ω) и a ∈ Ω. Дефи-
нишемо

(∆̃f)(a) = ∆(f ◦ ϕa)(0),

гдје је ϕa ∈ Aut(Bn) дат изразом (1.15).

Оператор ∆̃ називамо инваријантни лапласијан јер комутира са групом ау-
томорфизама:

Теорема 3.1. Ако је f ∈ C2(Ω), гдје је Ω ⊂ Bn и ϕ ∈ Aut(Bn), онда је

∆̃(f ◦ ϕ) = (∆̃f) ◦ ϕ.

Доказ. Нека је z ∈ ϕ−1(Ω) произвољна тачка и нека је w = ϕ(z). Тада је (ϕw ◦
ϕ ◦ ϕz)(0) = 0, па је према теореми 1.6, ϕw ◦ ϕ ◦ ϕz линеарна трансформација.
С обзиром да су једине линеарне трансформације на Cn које чувају Bn уни-
тарне трансформације, онда постоји унитарна трансформација U таква да је
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ϕw ◦ ϕ ◦ ϕz = U и отуда је ϕ ◦ ϕz = ϕw ◦ U. Према томе

∆̃(f ◦ ϕ)(z) = ∆(f ◦ ϕ ◦ ϕz)(0) = ∆(f ◦ ϕw ◦ U)(0).

Ако је g класе C2 у околини нуле, онда је ∆g(0) = ∆(g ◦U)(0) за свако U ∈ U(n)

па је
∆̃(f ◦ ϕ)(z) = ∆(f ◦ ϕw)(0) = (∆̃f)(w) = (∆̃f)(ϕ(z)).

Напомена 3.1. Аналогно дефинишемо инваријанти Лапласијан на Dn,

(∆̃f)(a) = ∆(f ◦ ψa)(0),

гдје је ψa ∈ Aut(Dn) дат изразом (1.14).

Теорема 3.2. Нека је u ∈ C2(Bn) и a ∈ Bn. Инваријантни Лапласијан на
јединичној лопти у Cn дат је изразом

(3.1) (∆̃u)(a) = 4(1− |a|2)
n∑

i,k=1

(δik − aiak)
∂2u

∂zi∂zk
(a),

гдје је δik = 0 ако је i 6= k и δii = 1.

Доказ. Нека је u ◦ ϕa = h = h(ϕ1, ϕ2, . . . , ϕn). С обзиром да су функције ϕi, i ∈
{1, . . . , n} холоморфне, на основу извода сложене функције за свако j, 1 ≤ j ≤ n

и z ∈ Bn, имамо,

∂

∂zj
(u ◦ ϕa)(z) =

n∑
i=1

∂u

∂wi
(w)

∂ϕi
∂zj

(z) и ∂

∂zj
(u ◦ ϕa)(z) =

n∑
i=1

∂u

∂wi
(w)

∂ϕi
∂zj

(z),

гдје је ϕa(z) = w, и тада је

(3.2) ∂2h

∂zj∂zj
(z) =

n∑
i,k=1

∂2u

∂wi∂wk
(w)

∂ϕi
∂zj

(z)
∂ϕk
∂zj

(z).

те добијамо

(3.3) (∆h)(z) = 4
n∑

i,k=1

∂2u

∂wi∂wk
(w)

n∑
j=1

∂ϕi
∂zj

(z)
∂ϕk
∂zj

(z).

Отуда је

(3.4) (∆h)(0) = 4
n∑

i,k=1

∂2u

∂wi∂wk
(a)

n∑
j=1

∂ϕi
∂zj

(0)∂ϕk
∂zj

(0).
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Примјетимо да ϕa(z) може бити записано у облику

ϕa(z) =
∞∑
k=0

〈z, a〉k(a− Paz − sa(z − Paz))

=

(
1 + 〈z, a〉+

∞∑
k=2

〈z, a〉k
)(

a− saz −
〈z, a〉a
sa + 1

)
= a− saz +

sa
sa + 1

〈z, a〉a− 〈z, a〉saz −
〈z, a〉2a
sa + 1

+
∞∑
k=2

〈z, a〉k
(
a− saz −

〈z, a〉a
sa + 1

)
.

Означимо ради краћег записа ϕa са ϕ. Имамо

∂ϕi
∂zj

(0) = sa

(
−δij +

1

sa + 1
aiaj

)
и

n∑
j=1

∂ϕi
∂zj

(0)∂ϕk
∂zj

(0) = s2a

n∑
j=1

(
−δij +

1

sa + 1
aiaj

)(
−δkj +

1

sa + 1
ajak

)

= s2a

(
δik −

1

sa + 1

n∑
j=1

(δkjaiaj + δijajak) +

(
2

1 + sa
− 1

)
aiak

)
= s2a(δik − aiak),

односно

(∆̃u)(a) = (∆h)(0) = 4(1− |a|2)
n∑

i,k=1

(δik − aiak)
∂2u

∂wi∂wk
(a).

Кажемо да је функција u ∈ C2(Bn) M-хармонијска, ако је ∆̃u = 0 на Bn.
Простор свих M-хармонијских функција на Bn означен је са Mh(Bn).

Теорема 3.3. Ако је u ∈ C2(Dn) и a ∈ Dn, инваријантни Лапласијан на једи-
ничном полидиску у Cn дат је изразом

(3.5) (∆̃u)(z) = 4
n∑
j=1

(1− |zj|2)2
∂2u

∂zj∂zj
=

n∑
j=1

(1− |zj|2)2∆ju(z).

Доказ. Нека је h = u ◦ ψa, при чему је ψa = (ψ1, ψ2, . . . , ψn) дат са (1.14).
Уврштавајући

∂ψi
∂zj

(0) = δij(−1 + |aj|2)

у формулу (3.4), која очито важи и у случају области Dn, добијамо жељену
формулу за инваријантни Лапласијан на Dn.
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За функцију u ∈ C2(Dn) кажемо да је M-хармонијска, ако је ∆̃u = 0 на Dn.
Простор свих M-хармонијских функција на Dn означен је са Mh(Dn).

Ако је n = 1, онда је (∆̃u)(z) = (1 − |z|2)2(∆u)(z), за свако z ∈ D тако да је
функција M-хармонијска ако и само ако је хармонијска на D. Ако је n > 1

то не мора да важи (видјети примјер 3.1 у потпоглављу 3.3.). Нека су u и
u2 хармонијске функције на јединичном диску у комплексној равни. Како је
∆u2 = 2u∆u + 8∂u

∂z
∂u
∂z
, тада је или u холоморфна функција или је u холоморфна

функција. У наредним потпоглављима ћемо посматрати функције које су исто-
времено хармонијске иM-хармонијске функције на јединичној лопти Bn или на
јединичном полидиску Dn у Cn.

Нека је са Pk означен простор свих хомогених полинома по промјенљивим
x1, y1, . . . , xn, yn (или, еквивалентно по промјенљивим z1, z1, . . . , zn, zn), степена
k, k ≥ 0 и нека је P−1 = P−2 = 0. Нека је Ω или јединични полидиск Dn или
јединична лопта Bn. Ако је u реално аналитичка функција на Ω, онда по самој
дефиницији у околини нуле u може бити записана у облику

(3.6) u(z) =
∞∑
k=0

uk(z), z ∈ Dn, (или z ∈ Bn), |z| < r,

гдје uk ∈ Pk, k ≥ 0. Ред конвергира равномјерно на сваком компактном подскупу
од {z : |z| < r} и дозвољено је ред диференцирати члан по члан произвољан број
пута. Свака хармонијска функција је реално аналитичка (видјети [6] теорема
1.2.8).
Џон [33] је доказао да ако је је L елиптички диференцијални оператор са

реално аналитичким коефицијентима, онда су сва рјешења u, једначине Lu = 0,

реално аналитичка.

Теорема 3.4. ([70] Свака M-хармонијска функција дефинисана на Bn је реално
аналитичка на Bn.

Доказ. Нека је, за свако j, 1 ≤ j ≤ n, ∂
∂xj

= vj,
∂
∂yj

= ωj, wj = vj + iωj. Тада
(∆̃u)(z), на основу (3.1), можемо записати у облику

(∆̃u)(z) = p(z,D)u,

гдје је

p(z, w) = (1− |z|2)

(
n∑
i=1

wiwi −
∑
j,k=1

zjzkwjwk

)
= (1− |z|2)(|w|2 − |〈z, w〉|2).
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Ово је полином по промјенљивим wj, wk чији су коефицијенти реално аналитич-
ке функције које зависе од z. За свако z из Bn, важи |w|2−|〈z, w〉|2 ≥ (1−|z|2)|w|2.
Према томе p(z,D) је елиптички диференцијални оператор, па према [33] слије-
ди тврђење.

Напомена 3.2. Свака M-хармонијска функција дефинисана на Dn је реално
аналитичка на Dn. Заиста, коришћењем ознака из претходне теореме и на
основу (3.5), ∆̃u можемо записати на слиједећи начин

(∆̃u)(z) = p(z,D)u,

гдје је p(z, w) =
∑n

j=1(1 − |zj|2)2wjwj полином по промјенљивој wj чији су кое-
фицијенти реално аналитичке функције по z.

Погодно је користити мулти-индексну нотацију прилагођену за наше по-
требе. За ненегативне цијеле бројеве p1, q1, . . . , pn, qn ставимо p = (p1, . . . , pn) и
q = (q1, . . . , qn). Називамо (p, q) чисто ако је p · q = 0, у супротном (p, q) назива-
мо миксирано. Примјетимо да је (p, q) чисто ако и само је 〈p, q〉 = 0.
Ред мултииндекса (p, q) је |(p, q)| = |p| + |q| =

∑n
j=1 pj + qj. Нека је p + 1j =

(p1, . . . , pj+1, . . . , pn), q+1j = (q1, . . . , qj+1, . . . , qn), и p−1j = (p1, . . . , pj−1, . . . , pn),

q − 1j = (q1, . . . , qj − 1, . . . , qn) . Овдје тумачимо pj − 1 као нулу, ако је pj = 0,
слично томе и qj − 1 тумачимо као нулу ако је qj = 0. Дефинишемо мономе zpz̄q

степена |(p, q)| са

zpz̄q = zp11 · . . . · zpnn z̄
q1
1 · . . . · z̄qnn .

Уочимо да је zpzq холоморфна функција ако и само ако је q = 0. Користећи
претходну нотацију функције uk и u, дате изразом (3.6), можемо записати у
облику

(3.7) uk(z) =
∑

|(p,q)|=k

cp,qz
pz̄q, u(z) =

∑
(p,q)∈Nn

0×Nn
0

cp,qz
pz̄q.

Тада је за свако 1 ≤ i, j ≤ n,

∂u

∂zj
=

∑
(p,q)∈Nn

0×Nn
0

cp,qpjz
p1
1 · . . . zpj−1

j · . . . · zpnn z̄q

и

(3.8) ∂2u

∂zi∂zj
=

∑
(p,q)∈Nn

0×Nn
0

cp,qpjqiz
p1
1 · . . . zpj−1

j · . . . · zpnn z1q1 · . . . ziqi−1 · . . . · znqn .

Напомена 3.3. Ове ознаке ћемо користити и у поглављу 4. У наставку је
коришћен краћи запис (p, q) умјесто (p, q) ∈ Nn

0 × Nn
0 .
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3.2 Хармонијске и M-хармонијске функције на
Bn

Теорема 3.5. ([71]) Функција дефинисана на јединичној лопти у Cn је плури-
хармонијска ако и само ако је хармонијска и M-хармонијска на Bn.

Доказ. Нека је u хармонијска иM-хармонијска на Bn.Како је свака хармонијска
функција реално аналитичка, функцију u можемо записати у облику

u(z) =
∑

(p,q)∈Nn
0×Nn

0

cp,qz
pz̄q.

Дефинишемо оператор L са

(3.9) Lu(z) =
n∑

i,j=1

zizj
∂2u

∂zizj
(z).

Примјетимо да оператор L пресликава простор Pk свих хомогених полинома
реда k у себе. Очигледно је да, за a ∈ Bn, на основу (3.1), важи

(3.10) ∆̃u(a) = (1− |a|2)(∆u(a)− 4Lu(a)).

На основу (3.8) је

Lu(z) =
n∑

i,j=1

∑
(p,q)

cp,qpjqiz
pz̄q =

∑
(p,q)

cp,qz
pz̄q

n∑
i,j=1

pjqi =
∑
(p,q)

|p||q|cp,qzpz̄q.

Како је ∆u = 0 и ∆̃u = 0, на основу (3.10) добијамо да је Lu = 0 на Bn. Отуда је
|p||q|cp,q = 0 за све p, q. Дакле cp,q = 0 осим ако је p = 0 или q = 0. Према томе
имамо да је

u(z) =
∑
(p,0)

cp,0z
p +

∑
(0,q)

c0,qz̄
q,

односно u = f + ḡ, гдје су f и g холоморфне функције на Bn, што значи да је u
плурихармонијска функција на Bn.
Очигледно је да за сваку плурихармонијску функцију, дефинисану на Bn,

важи ∆u = ∆̃u = 0.

Ако је ξ ∈ ∂Bn = S, λ ∈ D и z = λξ, онда је за функцију u : Bn → C на основу
(1.6)

4
n∑

i,k=1

zizk
∂2u

∂zi∂zk
(z) = λλ(∆uξ)(λ).
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Отуда и на основу теореме 1.3, слиједи доказ теореме 3.5 на други начин ([19]
Теорема 3.3.).

Теорема 3.6. ([2]) Нека су f и g неконстантне холоморфне функције на Bn и
нека је f ḡ M-хармонијска.

1. Ако је n = 2, ово је немогуће.

2. Ако је n ≥ 3, онда постоје:

(а) цијели број m, 2 ≤ m ≤ n− 1,

(б) унитарна трансформација U : Cn → Cn,

(в) цијеле функције φ : Cm−1 → C и ψ : Cn−m → C, такве да је

(3.11) f(Uz) = φ

(
z2

1− z1
, . . . ,

zm
1− z1

)
, g(Uz) = ψ

(
zm+1

1− z1
, . . . ,

zn
1− z1

)
.

Штавише, f (Bn) = φ (Cm−1) , g (Bn) = ψ (Cn−m), и (f ḡ) (Bn) = C.

Обратно, ако за функције f и g важи (3.11), онда је ∆̃(f ḡ) = 0.

Прије него што прикажемо доказ теореме 3.6, навешћемо без доказа сљедећу
теорему (теорема 2. из [2]), која је значајна за доказ теореме 3.6.

Теорема 3.7. ([2]) Нека су n и p позитивни цијели бројеви, и претпоставимо
да су F и G холоморфна пресликавања из повезаног отвореног скупа Ω ⊂ Cp у
Cn тако да је

〈F (z), G(z)〉 = 1 за свако z ∈ Ω.

Тада постоји цијели бројm, 1 ≤ m ≤ n, и постоји ортонормирана база {b1, . . . , bn}
простора Cn, тако да је:

(а) 〈F, bj〉 = 0, ако је m+ 1 ≤ j ≤ n,

(б) 〈G, bj〉 = 0, ако је 2 ≤ j ≤ m,

(в) 〈F, b1〉 и 〈G, b1〉 су позитивне константе, 〈F, b1〉 〈G, b1〉 = 1.

Штавише, ако F и G нису истовремено константне функције, онда је m ≥ 2

и n ≥ 3.
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Доказ теореме 3.6. Како је f ḡ M-хармонијска функција, на основу (3.1)
имамо

(3.12)
n∑
i=1

∂f

∂zi
(z)

∂g

∂zi
(z) =

n∑
i=1

zi
∂g

∂zi
(z)
∑
k=1

zk
∂f

∂zk
(z),

односно
〈∇f,∇g〉 = RfRg.

Ако је Rf ≡ 0 на Bn, онда је f константна функција на сваком диску l ∩ Bn,
гдје је l произвољна комплексна права кроз центар отворене јединичне лопте Bn

и отуда је f константна функција на Bn, што је у супротности са претпоставком.
Према томе Rf 6≡ 0 и такође је Rg 6≡ 0, те је〈

∇f
Rf

,
∇g
Rg

〉
= 1.

Нека је Ω = {z ∈ Bn : (Rf)(z) 6= 0, (Rg)(z) 6= 0}. На основу теореме 3.7,
узимајући да је p = n, постоји: m, 1 ≤ m ≤ n, ортонормирана база {v1, . . . , vn}
векторског прстора Cn и позитивна константа c > 0, тако да је:

(3.13) 〈∇f(z), vj〉 = 0, ако је m+ 1 ≤ j ≤ n,

〈∇g(z), vj〉 = 0, ако је 2 ≤ j ≤ m,

и

(3.14) c 〈∇f(z), v1〉 = (Rf)(z)
1
c
〈∇g(z), v1〉 = (Rg)(z)

за свако z ∈ Ω. С обзиром да су градијент и радијални извод холоморфне функ-
ције на Bn такође холоморфни на Bn (3.13) и (3.14) важе за свако z ∈ Bn.
Матрица прелаза U = [uij] , 1 ≤ i, j ≤ n са стандардне ортонормиране базе

{e1, . . . , en} векторског простора Cn на ортонормирану базу {v1, . . . , vn} је уни-
тарна, те је

vj =
n∑
i=1

ujiei =
n∑
i=1

ūijei (1 ≤ j ≤ n)

и ако је z = (z1, . . . , zn) и Uz = (w1, . . . , wn), онда је

wi =
n∑
j=1

uijzj (1 ≤ i ≤ n).

За z ∈ Bn нека је
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F (z) = f(Uz), G(z) = g(Uz).

На основу извода сложене функције, за свако k, 1 ≤ k ≤ n, је

∂F

∂zk
(z) =

n∑
i=1

∂f

∂wi
(Uz)uik = 〈∇f(Uz), vk〉

и
∂G

∂zk
(z) = 〈∇g(Uz), vk〉

и отуда је

(RF ) (z) =
n∑
j=1

zj
∂F

∂zj
(z)

=
n∑
j=1

zj 〈∇f(Uz), vj〉

=
n∑
j=1

zj

n∑
i=1

∂f

∂wi
(Uz)uij

=
n∑
i=1

∂f

∂wi
(Uz)wi

= (Rf)(Uz).

Аналогна формула важи и за G, и тада из (3.13) добијамо да је

(3.15)
∂F
∂zj

(z) = 0, ако је m+ 1 ≤ j ≤ n,
∂G
∂zj

(z) = 0, ако је 2 ≤ j ≤ m,

а из (3.14) да је

c
∂F

∂z1
(z) = (RF ) (z),(3.16)

1

c

∂G

∂z1
(z) = (RG) (z).(3.17)

Према томе функција F зависи само од промјенљивих z1, . . . , zm, а функција G
зависи само од промјенљивих z1, zm+1, . . . , zn. Ако је n = 2 тада је или m = 1

или m = 2. За m = 1 F је функција од једне промјенљиве z1 и из c ∂F∂z1 (z) =

(RF ) (z) = z1
∂F
∂z1

(z) слиједи да је F константна функција, што је у супротности са
претпоставком. Када је m = 2 = n, онда добијамо да је G константна функција.
Дакле n ≥ 3 и m < n.
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На основу (3.16) функција F је константна на l ∩ Bn, за сваку комплексну
праву l која пролази кроз тачку ce⃗1. Ако је c < 1, онда ce⃗1 ∈ Bn и отуда је F
константа. Према томе c ≥ 1. Аналогно, примјеном на функцију G, добијамо да
је 1/c ≥ 1 односно c ≤ 1.

Значи c = 1.
Како је F константна функција на диску l ∩ Bn, за сваку комплексну праву

l која пролази кроз e1,

(3.18) F (z) = φ

(
z2

1− z1
, . . . ,

zm
1− z1

)
за неку функцију φ и аналогно је

G(z) = ψ

(
zm+1

1− z1
, . . . ,

zn
1− z1

)
за неку функцију ψ.
Треба да докажемо да је пресликавање H : Bn → Cn−1 дато са

H (z1, . . . , zn) =

(
z2

1− z1
, . . . ,

zn
1− z1

)
сурјективно. Нека је (w2, . . . , wn) ∈ Cn−1 фиксирано и нека је: ε = 1

1+|w|2 , z1 =

1− ε, zj = εwj, (2 ≤ j ≤ m). Тада је

|z|2 =
n∑
j=1

|zj|2 = (1− ε)2 + ε2|w|2 = 1− ε < 1

те је z из Bn и H(z) = (w2, . . . , wn). Но тада је према (3.18)

F (z1, (1− z1)w2, . . . , (1− z1)wn) = φ (w2, . . . , wm)

и отуда је φ цијела функција. Аналогно се доказује да је ψ цијела функција.

Напомена 3.4. Ако су f и g холоморфне функције на Bn, онда је f ḡ ∈ Mh(Bn)
ако и само ако важи

n∑
i=1

∂f

∂zi
(z)

∂g

∂zi
(z) =

n∑
i=1

zi
∂g

∂zi
(z)
∑
k=1

zk
∂f

∂zk
(z), z ∈ Bn.

Посљедица 3.1. ([2]) Ако је u плурихармонијска функција Bn, (n ≥ 3) онда је
u2 M-хармонијска на Bn ако и само ако је u = f + ḡ и важи (3.11).
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Грахам [23] је доказао да ако је u ∈ Cn(Bn) и ∆̃u = 0, да је онда u плурихар-
монијска функција на Bn.

Посљедица 3.2. ([2]) Нека је u ∈ Cn(Bn), ∆̃u = 0 и ∆̃u2 = 0. Тада је u = f + ḡ

при чему су f и g дате са (3.11), ако је n ≥ 3. Ако је n = 2, онда је u холоморфна
или је u холоморфна функција.

Доказ. Ако је n ≥ 3 тврђење слиједи из посљедице (3.1) и теореме 3.6. Даље,
ако n = 2 и u = f + ḡ онда је или f или g константна функција.

Став 3.1. ([40]) Ако је u M-хармонијска функција на Bn таква да је u2 плури-
хармонијска на Bn, онда је u холоморфна или конјуговано холоморфна на Bn.

Доказ. Како је u2 плурихармонијска функција, онда постоје холоморфне функ-
ције f и g на Bn тако да је u2 = f + ḡ. За свако a ∈ Bn, ако је u(a) 6= 0, онда
постоји околина Va ⊂ Bn тако да је u = (f+ ḡ)

1
2 за неку грану корјена. С обзиром

да је

∂2u

∂zi∂zk
(z) = −1

4
(f + ḡ)−

3
2
∂f

∂zk
(z)

∂g

∂zi
(z),

на основу (3.1) и претпоставке да је u M-хармонијска функција на Bn добијамо
да је

0 =
n∑

i,k=1

(δik − z̄izk)
∂2u

∂zi∂zk
(z)

= −1

4
(f + ḡ)−

3
2

n∑
i,k=1

(δik − zizk)
∂f

∂zk
(z)

∂g

∂zi
(z).

Отуда је
n∑
i=1

∂f

∂zi
(z)

∂g

∂zi
(z) =

n∑
i=1

zi
∂g

∂zi
(z)
∑
k=1

zk
∂f

∂zk
(z),

гдје u не ишчезава и како је u непрекидна онда је u 6= 0 свугдје. Према напомени
3.4 fḡ јеM-хармонијска функција на Bn па можемо примјенити теорему 3.6. Ако
је n = 2, онда је бар једна од функција f и g константна функција, па је или
u или ū холоморфна функција. Нека је n ⩾ 3 и претпоставимо да f и g нису
константне функције. На основу теореме 3.6 онда постоји:

(а) цијели број m, 2 ≤ m ≤ n− 1,

(б) унитарна трансформација U : Cn → Cn,
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(в) цијеле функције ϕ : Cm−1 → C и ψ : Cn−m → C, такве да је

f(Uz) = ϕ

(
z2

1− z1
, · · · , zm

1− z1

)
, g(Uz) = ψ

(
zm+1

1− z1
, · · · , zn

1− z1

)
тако да функцију u2 можемо записати у слиједећем облику

u2(z) = ϕ

(
z2

1− z1
, · · · , zm

1− z1

)
+ ψ

(
zm+1

1− z1
, · · · , zn

1− z1

)
.

Претпоставимо да је за неко ζ(1) ∈ Cm−1 и неко ζ(2) ∈ Cn−m ϕ
(
ζ(1)
)
+ ψ̄

(
ζ(2)
)
= 0.

Изаберимо x1, (0 < x1 < 1) тако да је |ζ(1)|+ |ζ(2)| < R =

√
1−x21√

2(1−x1)
и нека је

z(1) =

√
1− x21√

2
ξ(1), ξ(1) ∈ Cm−1, |ξ(1)| < 1,

z(2) =

√
1− x21√

2
ξ(2), ξ(2) ∈ Cn−m, |ξ(2)| < 1.

Тада је |x1|2+|z(1)|2+|z(2)|2 = |x1|2+ 1−x21
2

|ξ(1)|2+ 1−x21
2

|ξ(2)|2 < 1 те
(
x1, z

(1), z(2)
)
∈ Bn.

Даље, можемо изабрати ξ(1) и ξ(2) тако да је

z(1)

1− x1
=

√
1− x21√

2 (1− x1)
ξ(1) = ζ(1)

z(2)

1− x1
=

√
1− x21√

2 (1− x1)
ξ(2) = ζ(2)

Према томе
u2
(
x1, z

(1), z(2)
)
= ϕ

(
ζ(1)
)
+ ψ̄

(
ζ(2)
)
= 0.

Нека су x1 и z(2) фиксирани. Тада је u2
(
x1, z

(1), z(2)
)
холоморфна функција

по промјенљивој z(1) па u2 узима све вриједности у околини 0. То је немогуће
јер тада функција u не може имати непрекидан други корјен. Дакле или је f
или је g константна функција и отуда или је u холоморфна функција или је ū
холоморфна функција.

3.3 Хармонијске и M-хармонијске функције на
Dn

У примјеру 3.2. је показано да функција, дефинисана на Dn, која је исто-
времено хармонијска и M-хармонијска не мора бити плурихармонијска. Осим
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тога дата су два описа простора функција које су истовремено хармонијске и
M-хармонијске. Највећи дио овог потпоглавља је настао коришћењем рада [5].
Остала литература ће бити накнадно цитирана.
За n > 1 од интереса је посматрати инклузије између простора h(Dn),Mh(Dn),

sh(Dn) и ph(Dn). Подсјетимо читаоца да је простор свих хармонијских функција
на Dn означен са h(Dn), простор свих M-хармонијских функција на Dn означен
је са Mh(Dn), да са sh(Dn) означавамо простор свих појединачно хармонијских
функција на Dn и да је ph(Dn) простор свих плурихармонијских функција на
Dn. Сљедећи ставови нам дају инклузије између неких од тих простора.

Став 3.2. Ако је u појединачно хармонијска на Dn, онда је u хармонијска и
M-хармонијска функција.

Доказ. Став слиједи из ∆ =
∑n

j=1 ∆j и ∆̃ =
∑n

j=1(1− |zj|2)2∆j.

Нека је z = (z1, z2) ∈ D2. Функција u(z) = z1z1 − z2z2 је хармонијска на D2,

али није појединачно хармонијска на D2.

Примјер 3.1. ([78], страна 24.) За z = (z1, z2) ∈ D2, ζ = (ζ1, ζ2) ∈ T2 и λ1, λ2 >

−1
2
, посматрајмо функцију

u(z1, z2) =

[
1− |z1|2

|1− z1ζ1|2

]λ1+ 1
2
[

1− |z2|2

|1− z2ζ2|2

]λ2+ 1
2

= [P1(z1, ζ1)]
λ1+

1
2 [P2(z2, ζ2)]

λ2+
1
2 .

За j, 1 ≤ j ≤ 2, имамо

∂P
λj+

1
2

j

∂zj
=

(
λj +

1

2

)
ζj [Pj(zj, ζj)]

λj− 1
2

(1− zjζj)2
и

∂2P
λj+

1
2

j

∂zj∂zj
=

(
λ2j −

1

4

)
[Pj(zj, ζj)]

λj+
1
2

(1− |zj|2)2
.

Према томе

∆u(z1, z2) = ∆1u(z1, z2) + ∆2u(z1, z2) = 4

[
λ21 − 1

4

(1− |z1|2)2
+

λ22 − 1
4

(1− |z2|2)2

]
u(z1, z2)

и
(∆̃u)(z1, z2) = 4

(
λ21 + λ22 −

1

2

)
u(z1, z2).

Ако су λ1, λ2 6= 1
2

и λ21 + λ22 = 1
2
, функција u је M-хармонијска али није

појединачно хармонијска на D2.

Став 3.3. Ако је u плурихармонијска функција на Dn, онда је u појединачно
хармонијска. Специјално u је хармонијска и M-хармонијска функција.
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Доказ. Свака реално вриједносна плурихармонијска функција u на Dn је
реални дио холоморфне функције на основу става 1.1. Због тога, плурихармо-
нијску функцију на Dn можемо представити, локално, као суму f + ḡ, гдје су
f и g холоморфне функције. Отуда слиједи да је u појединачно хармонијска
функција.
Поставља се питање, посматрајући Рудинову теорему 3.5, да ли је довољан

услов да је функција u, дефинисана на Dn, плурихармонијска, ако је истовремено
хармонијска иM-хармонијска на Dn. Одговор је не, као што видимо у сљедећем
примјеру.

Примјер 3.2. Нека је u : Dn → C дефинисана са u(z1, z2, . . . zn) = z1z̄2z3 · · · zn.
Тада је u хармонијска и M-хармонијска функција на Dn, али није плурихармо-
нијска на Dn.

Заиста, за фиксиране z1, z3, . . . , zn ова функција је конјуговано холоморфна
по промјенљивој z2 и за фиксиране z1, z2, . . . , zi−1, zi+1, . . . , zn је холоморфна по
zi, i ∈ {1, 3, . . . , n}. Отуда је u појединачно хармонијска, те на основу става 3.2,
функција u је и хармонијска и M-хармонијска. Међутим,

∂2u

∂zi∂z2
= 1 6= 0, i 6= 2,

те u није плурихармонијска функција на Dn.
Видимо да класа функција које су истовремено хармонијске иM-хармонијске

има сасвим различиту природу у случајевима домена Bn и домена Dn, (n ≥ 2).

Да бисмо представили још једну класу функција дефинисаних на отвореном
јединичном полидиску уведимо сљедећу нотацију.
За J ⊂ {1, . . . , n} = In дефинишемо CJ : Dn → Dn са CJ(z) = w, при чему је

wj = zj ако j 6∈ J и wj = zj ако j ∈ J . Уочимо да је CJ бијективно пресликавање.
Нека је

(3.19) hJ(Dn) = {f ◦ CJ : f ∈ H(Dn)}.

Фиксирајмо J. Ако је f : Dn → C холоморфна функција, онда су f ◦ CJ холо-
морфне функције по промјенљивој zj за j 6∈ J и конјуговано холоморфне по
промјенљивој zj за j ∈ J . Отуда, за холоморфну функцију f , функција f ◦ CJ
је, увијек, појединачно хармонијска функција. Уочимо да је hJ(Dn) векторски
простор за фиксирано J ⊂ {1, . . . , n} = In.
Дакле, функције из hJ(Dn) су конјуговано холоморфне по промјенљивој zj

за j ∈ J и холоморфне по преосталим промјенљивим.
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Сума ових простора функција је сљедећи векторски простор:

(3.20) Σh(Dn) =

{∑
J⊂In

gJ : gJ ∈ hJ(Dn) за свако J ⊂ In

}
.

Очигледно је да су све холоморфне и конјуговано холоморфне функције из
простора Σh(Dn). На основу става 3.2, става 3.3 и горе наведене напомене, до-
бијамо сљедеће инклузије:

(3.21) ph(Dn) ∪ Σh(Dn) ⊂ sh(Dn) ⊂ h(Dn) ∩Mh(Dn).

Сваки потпростор hJ(Dn) од Σh(Dn) је алгебра функција, јер је затворен
у односу на операцију множења. Међутим, простор Σh(Dn) није алгебра: на
примјер функција f(z1, z2) = z1 + z1z2, дефинисана на D2, је из Σh(D2) али f 2

није из Σh(D2).
Осим тога, сума

Σh(Dn) =
∑
J⊂In

hJ(Dn)

није директна сума, чак иако се факторишу константе. На примјер: Нека је
K = J1∩J2 6= ∅, при чему су J1, J2 ⊂ In различити скупови. Тада свака функција
f из hK(Dn), која зависи само од промјенљивих zj, гдје је j ∈ K, припада и
простору hJ1(Dn) и простору hJ2(Dn).
Уочимо да zpzq припада Σh(Dn) ако и само ако је (p, q) чисто.
Претпоставимо да је (p, q) чисто и нека је J = {j : qj 6= 0}. Тада моном

zpz̄q припада hJ(Dn) и отуда u =
∑

(p,q) cp,qz
pz̄q припада Σh(Dn) ако и само ако је

cp,q = 0 за све миксиране (p, q).
Уведимо линеарне парцијалне диференцијалне операторе другог реда на про-

стору реално аналитичких функција.
Наиме, нека је

(3.22) Λu(z) =
n∑
j=1

zj z̄j∆ju(z)

и

(3.23) Ψu(z) =
n∑
j=1

z2j z̄
2
j∆ju(z).
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Дакле, ако је u реално аналитичка функција на Dn облика (3.7), тада је, при-
мјеном (3.8),

(3.24) Λu(z) = 4
∑
(p,q)

(p1q1 + · · ·+ pnqn)cp,qz
pz̄q

и

(3.25) Ψu(z) = 4
∑
(p,q)

n∑
j=1

pjqjcp,qz
p+1j z̄q+1j .

Уочимо да оператор Λ пресликава простор Pk свих хомогених полинома реда
k у себе, оператор ∆ пресликава Pk у Pk−2 док оператор Ψ пресликава Pk у Pk+2.
На основу (3.5), (3.22) и (3.23) важи

(3.26) ∆̃u = ∆u− 2Λu+Ψu.

Лема 3.1. Нека је u хармонијска функција на једичном полидиску и нека је

(3.27) u(z) =
∑
(p,q)

cp,qz
pz̄q

развој функције u у ред чији су чланови мономи по промјенљивим zj и z̄j. Тада
је u M-хармонијска функција ако и само ако коефицијенти cp,q задовољавају
сљедећу рекурентну формулу:

(3.28) 〈p, q〉cp,q =
1

2

n∑
j=1

(pj − 1)(qj − 1)cp−1j ,q−1j .

Доказ. С обзиром да је ∆u = 0, примјеном (3.26), добијамо да је ∆̃u = 0 ако и
само ако је Ψu = 2Λu на Dn. Међутим, оператор Ψ дат са (3.25) можемо записати
у сљедећем облику:

(3.29) Ψu(z) = 4
n∑
j=1

∑
(p,q)

(pj − 1)(qj − 1)cp−1j ,q−1jz
pz̄q.

Према томе, на основу (3.24) и (3.29), хармонијска функција u јеM-хармонијска
ако и само ако је

(3.30)
∑
(p,q)

n∑
j=1

(pj − 1)(qj − 1)cp−1j ,q−1jz
pz̄q = 2

∑
(p,q)

(p1q1 + · · ·+ pnqn)cp,qz
pz̄q.

Једнакост (3.30) је еквивалентна са (3.28) због јединствености развоја реално
аналитичке функције у ред.
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Теорема 3.8. Σh(Dn) = sh(Dn) = h(Dn) ∩Mh(Dn).

Доказ. Према (3.21) довољно је да докажемо да је

h(Dn) ∩Mh(Dn) ⊂ Σh(Dn).

Нека је u ∈ h(Dn)∩Mh(Dn). Како је свака хармонијска и свака M-хармонијска
функција реално аналитичка функција, функцију u можемо представити у обли-
ку

(3.31) u(z) =
∑
(p,q)

ap,qz
pz̄q =

∑
(p,q) чисто

ap,qz
pz̄q +

∑
(p,q) миксирано

ap,qz
pz̄q = u1(z) + u2(z).

Очигледно u1 припада Σh(Dn) и u2 припада h(Dn)∩Mh(Dn). Треба да докажемо
да је u2 = 0.

Нека је

(3.32) u2(z) =
∑
(p,q)

cp,qz
pz̄q, z ∈ Dn,

гдје је cp,q = 0 за чисто (p, q) и cp,q = ap,q за миксирано (p, q). Тврђење ћемо
доказати принципом математичке индукције. Очигледно је cp,q = 0 за |(p, q)| ≤
1. На основу леме 3.1 за коефицијенте cp,q из (3.32) важи (3.28). Тада је за
миксирано (p, q)

|cp,q| ≤
1

2
· 1∑n

j=1 pjqj

n∑
j=1

(pj − 1)(qj − 1)|cp−1j ,q−1j |

≤1

2
max
1≤j≤n

|cp−1j ,q−1j |

и отуда је
max

|(p,q)|=k+2
|cp,q| ≤

1

2
max

|(p,q)|=k
|cp,q|, k ≥ 0.

Стога, ако је cp,q = 0 за све |(p, q)| = k, онда је cp,q = 0 за све миксиране (p, q)

такве да је |(p, q)| = k+2. Како је cp,q = 0 за све чисто (p, q) доказ је завршен.

Значај теореме 3.8 је да даје два описа простора функција које су истовре-
мено хармонијске и M-хармонијске на Dn.
У наставку су дате неке примјене теореме 3.8. Повезани резултати, у случају

јединичне лопте Bn дати су у потпоглављу 3.2.

Став 3.4. Нека је u реално вриједносна хармонијска и M-хармонијска функција
на Dn и претпоставимо да је ∆̃us = 0 за неки цијели број s ≥ 2. Тада је u

константна функција.
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Доказ. За свако 1 ≤ j ≤ n важи

∂2us

∂zj∂zj
= sus−1 ∂2u

∂zj∂zj
+ s(s− 1)us−2 ∂u

∂zj

∂u

∂zj
.

Како је u реално вриједносна функција, онда је ∂u
∂zj

= ∂u
∂zj
и тада је

(3.33) ∆ju
s = sus−1∆ju+ 4s(s− 1)us−2

∣∣∣∣ ∂u∂zj
∣∣∣∣2

за свако 1 ≤ j ≤ n.
С обзиром да је u из h(Dn)∩Mh(Dn), на основу теореме 3.8, u је појединачно

хармонијска. Дакле

∆ju
s = 4s(s− 1)us−2

∣∣∣∣ ∂u∂zj
∣∣∣∣2 , за свако 1 ≤ j ≤ n.

Осим тога, како је us ∈ Mh(Dn) добијамо да је

0 = s(s− 1)us−2

n∑
j=1

(1− |zj|2)2
∣∣∣∣ ∂u∂zj

∣∣∣∣2
и отуда је ∂u

∂zj
= 0 за свако j = 1, 2, . . . , n. Међутим, тада је и ∂u

∂zj
= 0 за свако

j = 1, 2, . . . , n. Дакле u је константа.

Став 3.5. Ако је u реална M-хармонијска функција на јединичном полидиску
таква да је us ∈ h(Dn)∩Mh(Dn) за неки цијели број s ≥ 2, онда је u константна
функција.

Доказ. Ако је u ≡ 0 тврђење очигледно важи. Нека је u(z) 6= 0 за неко z ∈ Dn.
На основу теореме 3.8 и (3.33), добијамо

u∆ju+ 4(s− 1)

∣∣∣∣ ∂u∂zj
∣∣∣∣2 = 0, за свако 1 ≤ j ≤ n,

односно

∆ju = −4(s− 1)u−1

∣∣∣∣ ∂u∂zj
∣∣∣∣2 , за свако 1 ≤ j ≤ n.

Из u ∈ Mh(Dn) слиједи да је
n∑
j=1

(1− |zj|2)2∆ju(z) = 0 и тада је

n∑
j=1

(1− |zj|2)2
∣∣∣∣ ∂u∂zj

∣∣∣∣2 = 0

Према томе за свако j = 1, 2, . . . , n ∂u
∂zj

= 0 и ∂u
∂zj

= 0.
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3.3. ХАРМОНИЈСКЕ И M-ХАРМОНИЈСКЕ ФУНКЦИЈЕ НА Dn

Став 3.5 за s = 2 и реално-вриједносну функцију u је аналог става 3.1 за
полидиск.

Став 3.6. Нека је u ∈ Σh(Dn) и нека је s ≥ 2 цијели број. Тада је us из Σh(Dn)

ако и само ако u припада hJ(Dn) за неко J ⊂ In.

Доказ. Ако је u из hJ(Dn) за неко J ⊂ In, онда је us ∈ hJ(Dn), јер је hJ(Dn)

алгебра.
Претпоставимо да су u и us из Σh(Dn) за неки цијели број s ≥ 2. На основу

теореме 3.8 u и us су појединачно хармонијске функције и отуда за свако 1 ≤
j ≤ n важи

1

4
∆j(u

s) =sus−1 ∂2u

∂zj∂zj
+ s(s− 1)us−2 ∂u

∂zj

∂u

∂zj
= 0

∂2u

∂zj∂zj
=0.

Отуда је
us−2 ∂u

∂zj

∂u

∂zj
= 0

и us−2 ∂u
∂zj

∂u
∂zj

је производ три реално аналитичке функције те бар једна од тих
функција мора бити једнака нули. Искључимо тривијалан случај када је u ≡ 0.
Тада u не зависи од zj и zj истовремено. Дакле u ∈ ∪J⊂InhJ(Dn).

У теореми 3.8 је доказано да је на отвореном јединичном полидиску M-
хармонијска функција појединачно хармонијска ако и само ако је хармонијска.
Међутим, сљедећи став је доказан у [55].

Став 3.7. ([55], посљедица 1.2.) Ако је u ∈ C(Dn) M-хармонијска функција,
онда је u појединачно хармонијска.

Став 3.8. Нека је u ∈ C(Dn), ∆̃u = 0 и претпоставимо да је ∆̃us = 0 за неки
цијели број s ≥ 2. Тада u припада hJ(Dn) за неко J ⊂ In.

Доказ. Став слиједи из става 3.7, теореме 3.8 и става 3.6.
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4 Hp простори појединачно
(α, β)-хармонијских функција у
јединичном полидиску

4.1 Хардијеви простори појединачно
хармонијских функција у Dn

Када разматрамо гранично понашање појединачно хармонијских функција
полазимо од функције дефинисане на Tn и проширимо је на појединачно хар-
монијску функцију у Dn. Први проблем такве природе је Дирилеов проблем: за
дату ψ ∈ C(Tn) треба наћи функцију u дефинисану на Dn такву да је је u поје-
диначно хармонијска функција на Dn, непрекидна на Dn и u|Tn = ψ. Тај проблем
је рјешен Пуасоновом интегралном формулом (видјети [69]).
Ако је z ∈ Dn, ζ ∈ Tn, zj = rje

iθj , ζ = eiφj онда је Пуасоново језгро производ

P (z, ζ) =
n∏
j=1

1− r2j
|1− rjei(θj−φj)|2

.

Уочимо да је P (z, ζ) > 0,
∫
Tn P (z, ζ)dmn(ζ) = 1 као и да је

P (z, ζ) =
∑
m∈Zn

r
|m1|
1 · · · r|mn|

n ei⟨m,θ−φ⟩.

Ако је µ комплексна Борелова мјера на Tn, Пуасонов интеграл мјере P [dµ]
је функција

P [dµ](z) =

∫
Tn

P (z, ζ)dµ(ζ), (z ∈ Dn)

и онда је на основу претходног

P [dµ](z) =
∑
m∈Zn

µ̂(m)r
|m1|
1 · · · r|mn|

n ei⟨m,θ⟩
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4.1. ХАРДИЈЕВИ ПРОСТОРИ ПОЈЕДИНАЧНО ХАРМОНИЈСКИХ
ФУНКЦИЈА У Dn

при чему су µ̂(m) Фуријеови коефицијенти

µ̂(m) =

∫
Tn

ζ
m
dµ(ζ), m ∈ Zn.

Отуда је очигледно да је P [dµ] појединачно хармонијска функција. Ако је f ∈
L1(Tn), простор свих интеграбилних функција у односу на mn, означавамо са
P [f ] умјесто P [fdmn].

За z ∈ Dn и функцију u : Dn → C дефинишемо uz : Tn → C са uz(ζ) = u(z · ζ).
Ако је z = (r, r, . . . , r) гдје је 0 ≤ r < 1 пишемо ur умјесто uz. Посебно, ако је
r = (r1, . . . , rn) ∈ [0, 1)n, онда је ur(ζ) = u(r1ζ1, . . . , rnζn).

Теорема 4.1. ([69, 85]) Ако је f ∈ L∞(Tn) тада је u = P [f ] продужење функције
f на Dn и u је ограничена појединачно хармонијска функција. Штавише,

|P [f ](z)| ≤ ‖f‖L∞(Tn) за z ∈ Dn.

Теорема 4.2. ([69])

(а) Ако је f ∈ C(Tn) тада је P [f ] непрекидно продужење функције f на Dn и
P [f ] је појединачно хармонијска функција на Dn.

(б) Ако је u појединачно хармонијска фунција на Dn и непрекидна на Dn, тада
је u(z) = P [f ](z) за z ∈ Dn.

Теорема 4.3. ([85]) Ако је f ∈ Lp(Tn), (1 ≤ p < +∞) и ако је u = P [f ], тада
је продужење функције f на Dn појединачно хармонијска функција и кад r→ 1

функције ur конвергирају ка f у Lp норми тј. limr→1‖ur − f‖Lp = 0.

Дефиниција 4.1. ([10]) За 1 ≤ p < +∞ скуп shp(Dn) је дефинисан као скуп
свих појединачно хармонијских функција на Dn за које је норма

sup
r∈[0,1)n

(∫
Tn

|ur(ζ)|pdmn(ζ)

) 1
p

< +∞.

Простор Lp(Tn), (1 < p ≤ +∞) је дуални простор простора Lq(Tn) при чему
су p и q конјуговани експоненти 1

p
+

1

q
= 1. Али простор L1(Tn) није дуални

простор нити једног простора. Међутим, простор комплексних Борелових мјера
на Tn је дуални простор простора C(Tn) свих непрекидних функција на Tn. Осим
тога за дату појединачно хармонијску функцију u дефинисану на Dn и a ∈ Dn

функција u(a·z) је појединачно хармонијска по z ∈ Dn. Калдерон и Зигмунд ([10],
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4.1. ХАРДИЈЕВИ ПРОСТОРИ ПОЈЕДИНАЧНО ХАРМОНИЈСКИХ
ФУНКЦИЈА У Dn

лема 1) су доказали да је потребан и довољан услов да појединачно хармонијска
функција дефинисана на Dn буде Пуасонов интеграл мјере µ ∈ M(Tn) је да је

sup
r∈[0,1)n

∫
Tn

|ur(ζ)|dmn(ζ) < +∞.

Такође су доказали да је потребан и довољан услов да појединачно хармонијска
функција u буде Пуасонов интеграл мјере µ ∈ M(Tn), µ ≥ 0, је да је u ≥ 0 у Dn

(видјети[10], лема 2).

Теорема 4.4. ([76], теорема 1) Претпоставимо да је u појединачно хармониј-
ска функција на Dn, 1 < p ≤ +∞ и да је

sup
0≤r<1

‖ur‖Lp(Tn) < +∞.

Тада постоји јединствена функција ψ ∈ Lp(Tn) таква да је u = P [ψ].

Прије него што формулишемо Фатуов тип теореме за појединачно хармо-
нијске функције на Dn потребни су нам неки појмови и тврђења за вишеструке
Фуријеове редове и диференцирање n-интеграла.
Према Лебегу [51] релација

lim
r→0

1

m(B(x, r))

∫
B(x,r)

f(y)dm(y) = f(x)

важи за скоро свако x ∈ Rn, кадгод је f локално интеграбилна функција дефи-
нисана на Rn. При разматрању таквих лимеса је често корисно посматрати од-
говарајућу максималну функцију, која настаје када лимес замијенимо супрему-
мом, а функцију апсолутном вриједношћу функције. Према томе за f ∈ L1(Rn)

дефинишемо њену максималну функцију Mf : Rn → [0,+∞] формулом

Mf(x) = sup
r>0

1

m(B(x, r))

∫
B(x,r)

|f(y)|dm(y).

Главни резултати за максималну функцију и диференцирање интеграла дати су
у слиједећој теореми и посљедици.

Теорема 4.5. Нека је функција f дефинисана на Rn.

(а) Ако је f ∈ Lp(Rn), 1 ≤ p ≤ +∞, онда је Mf коначна скоро свуда.

(б) Ако је f ∈ L1(Rn), онда је за свако λ > 0

(4.1) m{x : (Mf)(x) > λ} ≥ A

λ

∫
Rn

|f |dm(x),

гдје је A константа која зависи само од димензије n (нпр. A = 5n).
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4.1. ХАРДИЈЕВИ ПРОСТОРИ ПОЈЕДИНАЧНО ХАРМОНИЈСКИХ
ФУНКЦИЈА У Dn

(в) Ако f ∈ Lp(Rn), 1 < p ≤ +∞, онда Mf ∈ Lp(Rn) и

‖Mf‖p ≤ Ap‖f‖p,

гдје константа Ap зависи само од p и n.

Посљедица 4.1. Ако је f ∈ Lp(Rn), 1 ≤ p ≤ +∞, или уопштеније ако је f

локално интеграбилна онда је

lim
r→0

1

m(B(x, r))

∫
B(x,r)

f(y)dm(y) = f(x)

за скоро свако x ∈ Rn.

Ако је p = 1 пресликавање f →Mf није ограничено на L1(Rn) иMf 6∈ L1(Rn)

ако f није једнака нули скоро свуда.
Умјесто лопти B(x, r) могу се посматрати контролисано сажимајући скупови.
Природно је запитати се када је

(4.2) lim
diam(Q)→0

1

m(Q)

∫
Q

f(y)dm(y) = f(x)

скоро свуда за x ∈ Rn и f ∈ L1(Rn), Q ∈ F , гдје је F фамилија свих правоугао-
ника која садржи x.
Ако је F фамилија свих правоугаоника произвољне оријентације који садрже

тачку x, онда (4.2) не мора да важи и када је f ограничена. Према Гузману [26]
то је уочио Зигмунд посматрајући скуп који је конструисао Никодим [62]. Сакс
[73] је неколико година касније, доказао и ако се ограничимо на правоугаонике
са странама паралелним координатним осама, (4.2) не важи за неке интегра-
билне функције. За фамилију F правоугаоника са странама паралелним осама
Зигмунд [82] је доказао да важи (4.2), ако је f ∈ Lp(Rn), p > 1.

Ако дефинишемо

M̃(f)(x) = sup
Q∈F

1

m(Q)

∫
x+Q

|f(y)|dm(y),

за такву фамилију F је ‖M̃f‖p ≤ Ap‖f‖p, 1 < p ≤ +∞. Једну годину ка-
сније Јенсен, Марцинкјевич и Зигмунд [32] су доказали да (4.2) важи ако је
|f |(ln+ |f |)n−1 ∈ L1(Q0) и такође су доказали да се услов |f |(ln+ |f |)n−1 ∈ L1(Q0)

не може побољшати.
Проблем диференцирања n-интеграла повезан је са сумабилности Фуријео-

вог реда.
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4.1. ХАРДИЈЕВИ ПРОСТОРИ ПОЈЕДИНАЧНО ХАРМОНИЈСКИХ
ФУНКЦИЈА У Dn

Нека је Q n-димензионална коцка

(4.3) −π ≤ ξj ≤ π, j = 1, 2, . . . n.

Фуријеови коефицијенти функције f ∈ L1(Q) су

cm =
1

(2π)n

∫
Q

f(y)e−i⟨m,y⟩dy, m = (m1, . . . ,mn) ∈ Zn

и пишемо f(ξ) ∼
∑

m∈Zn cme
i⟨m,ξ⟩ за ξ = (ξ1, . . . , ξn) ∈ Q.

За f ∈ L1(Q) Чезарове (C, 1) (прве аритметичке) средине дате су са

(4.4) σm(ξ; f) =
1

(2π)n

∫
Q

f(ξ + θ)
∏
mj

Kmj
(θj)dθ1 . . . dθn,

гдје је Kmj
(θj) =

1
mj+1

(
sin (m1+1)θj

2

sin θj
2

)2

Фејерово језгро, а Абелове средине су дате
са

Ar(f)(ξ) =
1

(2π)n

∫
Q

f(ξ + θ)
n∏
j=1

Prj(θj)dθ1 . . . dθn.

Абелове средине Ar(f)(ξ) су појединачно хармонијске функције по zj = rje
iξj , 1 ≤

j ≤ n. Претпоставимо ради једноставности да је n = 2. Зигмунд [82] је доказао
слиједећу теорему

Теорема 4.6. ([82]) Ако је f(ξ1, ξ2) ∈ Lp(T2), p > 1, онда

σm1,m2(ξ1, ξ2) → f(ξ1, ξ2)

скоро свуда када m1,m2 → ∞ независно један од другога, односно

(∀ε > 0)(∃N ∈ N)(m1 ≥ N ∧m2 ≥ N) ⇒ |σm1,m2(ξ1, ξ2)− f(ξ1, ξ2)| < ε.

Јенсен, Марцинкјевич и Зигмунд [32] су доказали да ако су f и |f | ln+ |f |
Лебег интеграбилне на T2, онда

σm1,m2(ξ1, ξ2) → f(ξ1, ξ2)

скоро свуда када m1,m2 → ∞ независно један од другога.

Теорема 4.7. ([56]) Нека је f(ξ1, ξ2) функција која је 2π периодична у односу
на ξ1 и ξ2 и Лебег интеграбилна на T2. Ако m1 и m2 теже ка +∞ тако да је
maxj,k mj

mk
≤ B, j, k = 1, 2, 1 ≤ B <∞, онда

σm1,m2(ξ1, ξ2) → f(ξ1, ξ2) скоро свуда.
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4.1. ХАРДИЈЕВИ ПРОСТОРИ ПОЈЕДИНАЧНО ХАРМОНИЈСКИХ
ФУНКЦИЈА У Dn

Доказ теореме (4.7) се заснива на слиједећим чињеницама:

(а) Скуп свих тригонометријских полинома од двије промјенљиве је густ у
L1(T2).

(б) Леми о покривању: Нека је t позитиван број и нека E ⊂ R2 произвољан
скуп такав да је 0 < m(E) < +∞. Даље, нека је F фамилија свих правоу-
гаоника P = Pξ1,ξ2 са центром у тачки (ξ1, ξ2) ∈ E и са странама δ = δ(P )

и tδ које су паралелне координатним осама. Тада постоји коначан број
дисјунктних правоугаоника Pj = Pξj1,ξ

j
2
, j = 0, 1, . . . , s, таквих да је

s∑
j=0

m(Pj) ≥
1

26
m(E).

(в) Неједнакост за σm1,mn слабог (1,1)-типа: Ако је

M̃Bf(x) = sup
mj

mk
≤ B,

j, k = 1, 2,

|σm1,m2f |, x ∈ [−π, π]2,

онда је
m
{
M̃Bf > λ

}
≤ AB

λ
‖f‖1, f ∈ L1(T2)

гдје је 1 ≤ B < +∞ и λ > 0 и при томе су коришћене слиједеће неједнакости
за Фејерово језгро:

Km(θ) ≤ Am, Km(θ) ≤
A

mθ2
, (m ≥ 1, 0 < θ ≤ π),

гдје је A апсолутна константа.

Ограничену (C, 1) сумабилност двоструког Фуријеовог реда је први разма-
трао Мур [61]. Одговарајући резултати важе и за Абелове средине∑

(m1,m2)∈Z2 cm1m2r
|m1|
1 r

|m2|
2 ei(m1ξ1+m2ξ2) од

∑
(m1,m2)∈Z2 cm1m2e

i(m1ξ1+m2ξ2) кад r1, r2 →
1. Услов ограничености за m1

m2
и m2

m1
замијењен је условом да су 1−r1

1−r2 и
1−r2
1−r1 огра-

ничени. Детаљније важи слиједећа теорема.

Теорема 4.8. ([56]) За дато 1 ≤ B < +∞ и дату f ∈ L1(T2) важи

1

4π2

∫ π

−π

∫ π

−π
f(ξ1 + θ1, ξ2 + θ2)

1− r21
1− 2r1 cos θ1 + r21

1− r22
1− 2r2 cos θ2 + r22

dθ1dθ2 → f(ξ1, ξ2)

скоро свуда, гдје

(4.5) r1 → 1, r2 → 1, max
{
1− r1
1− r2

,
1− r2
1− r1

}
≤ B.
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4.2. (α, β)-ХАРМОНИЈСКЕ ФУНКЦИЈЕ У D

Штавише то важи и када z1 = r1e
iϕ1 , z1 = r1e

iϕ2 теже ка eiξ1 , eiξ2 респективно
дуж нетангенцијалног пута.

Вјероватносни приступ неким аспектима Hp теорије 2-хармонијске функције
дат је у [24], а новији рад о појединачно хармонијским функцијама је [76]. Ганди
и Стејн [24] су показали да се Hp простори на бидиску могу окарактерисати или
у смислу нетангенцијалне максималне функције и интеграла површине или њи-
хових вјероватносних аналога који резултирају увођењем двоструког Брауновог
кретања. Више детаља о диференцирању интеграла као и за јаку максималну
функцију и јаке Лебегове тачке може се наћи, осим у већ наведеној литератури,
и у [9], [26], [80], [85], као и у литератури која је тамо цитирана.

4.2 (α, β)-хармонијске функције у D

У овом потпоглављу су дефинисане и проучаване (α, β)-хармонијске функ-
ције. Оне задовољавају једначину Lα,βu = 0 која је конкретан примјер једначине

Lα,β = ∆+ αL1 + βL2 +Qα,β.

Оператор ∆ је Лаплас–Белтрамијев оператор на области Ω, L1 и L2 су линеарни
диференцијални оператори првог реда, а Qα,β је оператор нултог реда. Рани
рад који се дотиче ове теме је [22] гдје је Ω Зигелов горњи полупростор типа II
односно простор Un+1 = {[z0, z] ∈ C × Cn : h = Im z0 − |z|2 > 0}. Гелер [22] је
користио (α, β)-хармонијске функције да би добио резултате за Hp теорију на
Хајзенберговој групи ∂Un+1 = Hn. Осим тога, Гелер([22], страна 368.) је увео
једну варијанту тих диференцијабилних оператора

(4.6) ∆α,β = (1− |z|2)

[
n∑

i,j=1

(δij − zizj)
∂2

∂zi∂zj
+ αR + βR− αβ

]
,

гдје је R радијални извод дат са
∑n

i=1 zi
∂
∂zi
а R =

∑n
i=1 zi

∂
∂zi
. Примјетимо да је

∆0,0 инваријантни Лапласијан за јединичну лопту Bn. Ахерн, Бруна и Касканте
[1] су проучавали функције u дефинисане на јединичној лопти у Cn такве да је
∆α,βu = 0, гдје је ∆α,β оператор дат изразом (4.6) и такве функције називамо
(α, β)-хармонијске функције у Bn. Осим што су развили у ред (α, β)-хармонијске
функције, развили су и Hp теорију за такве функције. Клинтборг и Олофсон
[42] су детаљније испитивали развој у ред (α, β)-хармонијских функција које су
дефинисане на јединичном диску D у комплексној равни C. Специјални слу-
чајеви када је у питању један параметар могу се наћи у [39, 52, 53, 66, 64] и
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[63]. У наведеним радовима оператори Lα,β су униформно елиптички, али де-
генерисани близу границе домена: члановима нижег реда αL1, βL2 и Qα,β не
доминира главни дио осим ако α = β = 0. Највећи дио овог потпоглавља настао
је комбиновањем литературе која је већ цитирана као и литературе која ће бити
цитирана у наставку.
До на заједнички множитељ 1− |z|2 слиједећа дефиниција је заправо разма-

тран случај (4.6) у случају n = 1.

Дефиниција 4.2. Нека су α, β ∈ C. Функција u ∈ C2(D) је (α, β)-хармонијска
на отвореном јединичном диску D, ако је

Lα,βu = 0,

гдје је

(4.7) Lα,β = (1− |z|2) ∂2

∂z∂z
+ αz

∂

∂z
+ βz

∂

∂z
− αβ.

Оператор Lα,β је елиптички парцијални диференцијални оператор па је свака
(α, β)-хармонијска функција дефинисана на диску у комплесној равни класе
C∞(D). Простор свих (α, β)-хармонијских функција дефинисаних на отвореном
јединичном диску D означен је са hα,β(D).

Напомена 4.1. Ако је функција u (α, β)-хармонијска функција, онда је u (β̄, ᾱ)-
хармонијска функција.

Како је

∂z[u(ζz)] = ζ(∂zu)(ζz), ∂z[u(ζz)] = ζ(∂zu)(ζz), ζ ∈ C, u ∈ C1(D)

добијамо да је

(4.8) Lα,β[u(ζz)] = (1−|z|2)|ζ|2 ∂
2u

∂z∂z
(ζz)+αζz(∂zu)(ζz)+βζz(∂zu)(ζz)−αβu(ζz).

Посљедица ове формуле је слиједећа ротациона инваријантност од Lα,β, која се
појављује у [42]:

(4.9) Lα,β(ζ · u) = ζ · (Lα,βu), |ζ| = 1.

Дефиниција 4.3. За функцију u на диску D\{0} кажемо да је m-хомогена,
гдје је m ∈ Z, ако је

(4.10) (eiθ·u)(z) = u(eiθ · z) = eimθu(z), z ∈ D\{0}, θ ∈ R.
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Нека је m ∈ Z фиксирано и претпоставимо да је функција u ∈ C∞(D) m-
хомогена за z ∈ D\{0}. Осим тога, нека је z = r за 0 < r < 1 и −π ≤ θ ≤ π. Тада
је

u(reiθ) = eimθu(r),

односно функција u(z)
zm
је радијална тј. зависи само од |z|, па постоји f ∈ C∞(0, 1)

таква да је
u(z) = zmf(|z|2), z ∈ D\{0}.

Обратно, ако је f ∈ C∞(0, 1) и u(z) = zmf(|z|2) за z ∈ D\{0}, онда је u
m-хомогена.

Теорема 4.9. Нека је (fm)
∞
m=0 низ из C∞[0, 1) такав да је

lim sup
m→∞

(
max
0≤x≤r

∣∣f (n)
m (x)

∣∣)1/m

≤ 1

за n ∈ N и 0 < r < 1. Ако је

um(z) = fm
(
|z|2
)
zm, z ∈ D,

за m ∈ N0, онда је

(4.11) lim sup
m→∞

‖um‖
1
m
p,q;K < 1

за све (p, q) ∈ Z+ ×Z+ и сваки компакт K ⊂ D, гдје је семинорма ‖ · ‖p,q;K дата
са (1.20).

Доказ. Фиксирајмо компакт K ⊂ D и p, q ∈ Z+ и нека је r = maxz∈K |z| < 1. За
свако z ∈ D је

∂̄qum(z) = zm+qf (q)
m

(
|z|2
)

и отуда примјеном Лајбницове формуле за p-ти извод (m ≥ p) и извода сложене
функције добијамо

∂(p,q)um(z) =

p∑
j=0

(
p

j

)(
zm+q

)(p−j) [
f (q)
m

(
|z|2
)](j)

=

p∑
j=0

(
p

j

)
(m+ q)!

(m+ q − (p− j))!
zm+q−(p−j)f (q+j)

m

(
|z|2
)
z̄j

= zm+q−p
p∑
j=0

(
p

j

)
(m+ q)!

(m+ q + j − p)!
|z|2jf (q+j)

m

(
|z|2
)
.
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па је

‖um‖p,q;K ≤ rm+q−p

(
p∑
j=0

(
p

j

)
(m+ q)!

(m+ q + j − p)!
r2j

)
max

q≤s≤p+q

∥∥f (s)
m

∥∥
[0,r2]

≤ rm+q−p(m+ q)p

(
p∑
j=0

(
p

j

)
r2j

)
max

q≤s≤p+q

∥∥f (s)
m

∥∥
[0,r2]

= rm+q−p(m+ q)p
(
1 + r2

)p max
q≤s≤p+q

∥∥f (s)
m

∥∥
[0,r2]

за m ≥ p.

С обзиром да је lim sup
m→∞

(m+ q)
p
m = lim

m→∞
(m+ q)

p
m = 1, добијамо да је

lim sup
m→∞

‖um‖
1
m
p,q;K ≤ r

и како је 0 < r < 1 стога важи (4.11).

Дефиниција 4.4. За u ∈ C(D) и m ∈ Z m-та хомогена компонента um од u је
дефинисана са

(4.12) um(z) =
1

2π

∫ π

−π
e−imθu(eiθ · z)dθ =

∫
T
ζ
m
u(ζ · z)dm1(ζ), z ∈ D.

Ако је u из Ck(D), тада диференцирањем под знаком интеграла слиједи да
um ∈ Ck(D) за 0 ≤ k ≤ ∞.
Нека је θ ∈ R произвољно. Како је

(eiθ·um)(z) = um(e
iθ·z) = 1

2π

∫ π

−π
e−imτum(e

iτ ·eiθz)dτ =
1

2π

∫ π

−π
e−imτ (ei(τ+θ)·um)(z)dτ

смјеном промјенљиве добијамо да је

(eiθ·um)(z) =
eimθ

2π

∫ π

−π
e−imτ (eiτ ·um)(z)dτ =

eimθ

2π

∫ π

−π
e−imτum(e

iθ · z)dτ = eimθum

и с обзиром да је θ произвољноm-та хомогена компонента um од u јеm-хомогена.
Нека је m ∈ Z. Ако је um m-та хомогена компонента функције u, из (4.12)

непосредно слиједи да је

(4.13) sup
|z|=r

|um(z)| ≤ sup
|z|=r

|u(z)|, 0 ≤ r < 1.

Лема 4.1. Нека су α, β ∈ C. Ако је u ∈ hα,β(D), онда је за свако m ∈ Z њена
m-хомогена компонента um такође (α, β)-хармонијска функција на D.
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Доказ. С обзиром да је um ∈ C2(D) јер је u ∈ C2(D), добијамо да је

Lα,βum(z) =
1

2π

∫ π

−π
e−imτLα,β(e

iτ · u)(z)dτ.

На основу ротационе инваријантности (4.9) важи

Lα,βum(z) =
1

2π

∫ π

−π
e−imτeiτ · (Lα,βu)(z)dτ = 0

јер је u (α, β)-хармонијска функција.

Теорема 4.10. Нека су α, β ∈ C фиксирани. Ако је u ∈ C2(D) функција облика

u(z) = zmf(|z|2), z ∈ D\{0}

за неко f ∈ C2(0, 1) и m ∈ N, онда је u (α, β)-хармонијска у D\{0} ако и само
ако функција f(x), 0 < x < 1 задовољава хипергеометријску једначину

(4.14) x (1− x) f ′′ (x) + (m+ 1− (m+ 1− α− β)x) f ′ (x)− α(β −m)f (x) = 0.

Доказ. За свако z ∈ D \ {0}, имамо
∂u

∂z
(z) = mzm−1f(|z|2) + zmzf ′(|z|2) и ∂u

∂z̄
(z) = zm+1f ′(|z|2)

и отуда је
∂2u

∂z∂z̄
(z) = (m+ 1)zmf ′ (|z|2)+ zm+1z̄f ′′ (|z|2) .

Према томе важи

Lα,βu(z) =
(
1− |z|2

) (
(m+ 1)zmf ′ (|z|2)+ zm|z|2f ′′ (|z|2))+ βz̄zm+1f ′ (|z|2)

+ αz
(
mzm−1f

(
|z|2
)
+ zmz̄f ′ (|z|2))− αβzmf

(
|z|2
)

=zm
(
|z|2

(
1− |z|2

)
f ′′ (|z|2)+ (m+ 1− (m+ 1− α− β)|z|2

)
f ′ (|z|2)

−α(β −m)f
(
|z|2
))
.

Дакле, функција u је (α, β)-хармонијска ако и само ако је

|z|2
(
1− |z|2

)
f ′′ (|z|2)+(m+ 1− (m+ 1− α− β)|z|2

)
f ′ (|z|2)−α(β−m)f

(
|z|2
)
= 0,

тј. ако и само ако, смјеном |z|2 = x, функција f(x) задовољава хипергеометриј-
ску једначину

x(1− x)f ′′(x) + (m+ 1− (m+ 1− α− β)x) f ′ (x)− α(β −m)f (x) = 0.
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Став 4.1. Нека су α, β ∈ C. Функција

um(z) =

{
F
(
−α,m− β;m+ 1; |z|2

)
zm, ако јеm ∈ N,

F
(
−β, |m| − α; |m|+ 1; |z|2

)
z̄|m|, ако јеm ∈ Z−

је (α, β)-хармонијска функција за свако z ∈ D, гдје је F хипергеометријска
функција дата са (1.18).

Доказ. Очигледно је um ∈ C∞(D) за свако m ∈ Z.
Нека јеm ∈ N. Хипергеометријска функција F (−α,m−β;m+1; ·) задовољава

хипергеометријску једначину (4.14), па је према теореми 4.10 функција um (α, β)-
хармонијска.
Нека је m ∈ Z−. Како је

um(z) = F
(
−β̄, |m| − ᾱ; |m|+ 1; |z|2

)
z|m|, z ∈ D,

према претходном, функција um је (β̄, ᾱ)-хармонијска функција па према напо-
мени 4.1 закључујемо да је функција um (α, β)-хармонијска функција.

Теорема 4.11. Нека су α, β ∈ C и m ∈ N. Ако је u ∈ C2(D) m-хомогена онда је
u (α, β)-хармонијска ако и само ако је облика

(4.15) u(z) = cF
(
−α,m− β;m+ 1; |z|2

)
zm, z ∈ D

за неко c ∈ C, гдје је F хипергеометријска функција дата изразом (1.18).

Доказ. На основу става 4.1 свака функција u облика (4.15) је (α, β)-хармонијска.
Нека је функција u (α, β)-хармонијска. Како је u m-хомогена, онда је функ-

ција u облика
u(z) = zmf(|z|2)

за неко f ∈ C2(0, 1).
За свако z ∈ D \ {0}, на основу теореме 4.10, из услова да је Lα,βu(z) = 0

добијамо функција f(x), (0 < x < 1) задовољава хипергеометријску једначину

x(1− x)f ′′(x) + (m+ 1− (m+ 1− α− β)x) f ′ (x)− α(β −m)f (x) = 0.

Како је функција u ограничена у околини нуле, онда је f(x) = O(x−
m
2 ) кад x→ 0.

Осим тога, како је ∂u
∂z
(z) = zm+1f ′(|z|2) за z ∈ D\{0}, онда је и ∂u ограничена у

околини нуле и стога је f ′(x) = O(x−
m+1

2 ) кад x→ 0. Дакле,

(m+ 1)f ′(x) + α(m− β)f(x) = O(x−
m+1

2 ) +O(x−
m
2 ) = o(x−(m+1))
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и стога је, према напомени 1.6,

f(x) = cF (−α,m− β;m+ 1; x).

Рјешења система једначина

a+ b =m− α− β

ab =α(β −m)

су (a, b) = (−α,m− β) или (a, b) = (m− β,−α). Дакле

u(z) = cF
(
−α,m− β;m+ 1; |z|2

)
zm, z ∈ D.

Ако се посебно не нагласи, подразумјева се да су α и β комплексни бројеви.

Теорема 4.12. Ако је функција u, дефинисана на D, (α, β)-хармонијска функција
и ако је um њена m-та хомогена компонента за неко m ∈ N, онда је

(4.16) um(z) = cmF
(
−α,m− β;m+ 1; |z|2

)
zm, z ∈ D

за неко cm ∈ C, гдје је F хипергеометријска функција дата са (1.18).

Доказ. Тврђење слиједи директно на основу леме 4.1 и теореме 4.11.

Посљедица 4.2. Нека је u ∈ hα,β(D) и um њена m-та хомогена компонента за
неко m ∈ Z\Z+. Тада је

(4.17) um(z) = cmF
(
−β, |m| − α; |m|+ 1; |z|2

)
z̄|m|, z ∈ D,

за неко cm ∈ C.

Доказ. Функција um је -m = |m|-та хомогена компонента функције ū која је
(β̄, ᾱ)-хармонијска. На основу теореме 4.12 је

um(z) = amF
(
−β̄, |m| − ᾱ; |m|+ 1; |z|2

)
z|m|, z ∈ D

за неко am ∈ C и отуда је

um(z) = amF
(
−β, |m| − α; |m|+ 1; |z|2

)
z̄|m|.
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Теорема 4.13. Ако је u ∈ hα,β(D), онда важи

u(z) =
∞∑
m=0

∂mu

m!
(0)F (−α,m− β;m+ 1; |z|2)zm

+
∞∑
m=1

∂
m
u

m!
(0)F (m− α,−β;m+ 1; |z|2)zm, |z| < 1.(4.18)

Ред (4.18) конвергира у топологији простора C∞(D).

Доказ. За (α, β)-хармонијску функцију u, m-та хомогена компонента је за m ∈
N, на основу теореме 4.12, облика (4.16) и за m ∈ Z \ Z+, на основу посљедице
4.2, је облика (4.17), гдје је cm ∈ C за m ∈ Z. Како је um(z) m-ти Фуријеов
коефицијент функције uz ∈ C∞(T), гдје је uz(ζ) = u(ζ · z), онда је

uz(e
iθ) =

+∞∑
m=−∞

um(z)e
imθ

и за θ = 0 добијамо

u(z) =
+∞∑

m=−∞

um(z).

Значи

u(z) =
∞∑
m=0

cmF (−α,m−β;m+1; |z|2)zm+
−1∑

m=−∞

cmF
(
−β, |m| − α; |m|+ 1; |z|2

)
z̄|m|.

За конвергенцију у топологији простора C∞(D) је довољно доказати да је

lim sup
|m|→∞

‖um‖
1

|m|
p,q;K < 1

за све p, q ∈ N и сваки компактан скуп K ⊂ D. Заиста тада је, на основу Коши-
јевог теста,

+∞∑
m=−∞

‖um‖p,q;K < +∞

за све p, q ∈ N и сваки компактан скуп K ⊂ D.
Нека је m ∈ N и 0 < r < 1. На основу неједнакости (4.13) је

|cm|
∣∣F (−α,m− β;m+ 1; r2

)∣∣ rm ≤ max
|z|=r

|u(z)|

а како је примјеном теореме 1.7
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lim
m→∞

F
(
−α,m− β;m+ 1; r2

)
=
(
1− r2

)α 6= 0,

тада је
lim sup
m→∞

|cm|
1
m ≤ 1

r

односно
lim sup
m→∞

|cm|
1
m ≤ 1,

јер је r, 0 < r < 1 произвољно.
Низ функција (fm)∞m=0, гдје је fm(x) = F (−α,m−β;m+1; x), на основу става

1.3, испуњава претпоставку теореме 4.9 и примјеном исте теореме важи

lim sup
m→∞

‖um‖
1
m
p,q;K < 1

за све p, q ∈ N и сваки компактан скуп K ⊂ D.
Ако је m ∈ Z \ Z+, онда је um (−m)-та хомогена компонента од ū ∈ hβ,α(D).

Дакле,
lim sup
m→−∞

‖um‖
1

|m|
p,q;K = lim sup

m→∞
‖(ū)m‖

1
m
p,q;K < 1

за све p, q ∈ N и сваки компактан скуп K ⊂ D.
За m ≥ 0 развој функције u у Тејлоров ред око нуле је

u(z) =
∑
p,q≥0
p+q≤m

1

p!q!
∂(p,q)u(0)zpz̄q +O

(
|z|m+1

)
, z → 0

и тада је

Im(r) =
1

2π

∫ π

−π
e−imθu(reiθ)dθ

=
1

2π

∫ π

−π

 ∑
p,q≥0
p+q≤m

1

p!q!
∂(p,q)u(0)rp+qei(p−q)θ

 e−imθdθ +O(rm+1)

=
∂mu(0)

m!
rm +O(rm+1), r → 0.

С друге стране је

Im(r) =
1

2π

∫ π

−π
e−imθu(reiθ)dθ = cmF (−α,m− β;m+ 1; r2)rm,

и онда је
cmF (−α,m− β;m+ 1; r2)rm =

∂mu(0)

m!
rm +O(rm+1).
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Дјељењем обје стране са rm и пуштајући да r → 0, добијамо

cm =
∂mu(0)

m!
.

Аналогно добијамо да је

I−m(r) =
1

2π

∫ π

−π
eimθu(reiθ)dθ =

∂̄mu(0)

m!
rm +O(rm+1) r → 0

Такође важи
I−m(r) = cmF (−β,m− α;m+ 1; r2)rm.

Дакле
c−m =

∂̄mu(0)

m!
.

За реално t > −1 посматрајмо функцију

(4.19) ut(z) =
(1− |z|2)t+1

|1− z|t+2
, z ∈ D.

Олофсон и Витсен [64] су уочили и доказали слиједеће особине функције ut за
реално t > −1, које су битне за ову дисертацију:

• функција ut(reiθ) је парна функција по промјенљивој θ ∈ (−π, π) и моно-
тоно опадајућа по θ ∈ (0, π) за фиксирано 0 ≤ r < 1.

• (лема 2.3.)

(4.20) 1

2π

∫
T
ut(re

iθ)dθ =
1

2π

∫
T

(1− r2)t+1

|1− reiθ|t+2
dθ ≤ Γ(t+ 1)

Γ2
(
t
2
+ 1
) за 0 ≤ r < 1.

• (став 2.7.)
lim
r→1

1

2π

∫
T
ut(re

iθ)dθ =
Γ(t+ 1)

Γ2
(
t
2
+ 1
) .

Теорема 4.14 ([42], теорема 1.4 и теорема 6.4.). Нека су α, β ∈ C. Тада је
функција

(4.21) uα,β(z) =
(1− |z|2)α+β+1

(1− z)α+1(1− z)β+1
, |z| < 1

(α, β)-хармонијска на D. Штавише, ако је Reα + Re β > −1, важи:

(4.22) 1

2π

∫ π

−π
|uα,β(reiθ)|dθ ≤ e

π
2
| Imα−Imβ|Γ(Reα + Re β + 1)

Γ2
(Reα+Reβ

2
+ 1
) , 0 ≤ r < 1.
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Доказ. Први дио тврђења је рачунског карактера. Детаљи су пажљиво изложе-
ни у [42].
Потребно је још доказати да је

‖(uα,β)r‖L1(T) ≤ e
π
2
| Imα−Imβ|Γ(Reα + Re β + 1)

Γ2
(Reα+Reβ

2
+ 1
) , 0 ≤ r < 1.

при чему је Reα + Re β > −1.
Функцију uα,β можемо записати у облику

uα,β(z) =e
(α+β+1) ln(1−|z|2)e−(α+1)(ln |1−z|+i arg(1−z))e−(β+1)(ln |1−z|+i arg(1−z))

=e(α+β+1) ln(1−|z|2)e−(α+β+2) ln |1−z|e−i(α−β) arg(1−z)

=(1− |z|2)Re(α+β+1)+i Im(α+β)|1− z|−Re(α+β+2)−i Im(α+β)e(Im(α−β)−iRe(α−β)) arg(1−z)

за z ∈ D.
Примјетимо да функција w = 1− z пресликава D = {z ∈ C : |z| < 1} у

{w ∈ C : Rew > |w|2} и стога за z ∈ D је Re(1− z) > 0 односно | arg(1− z)| < π
2
.

Дакле, за свако z ∈ D важи

(4.23) |uα,β(z)| ≤ e
π
2
| Imα−Imβ| (1− |z|2)Reα+Reβ+1

|1− z|Reα+Reβ+2

и онда је

1

2π

∫ π

−π

∣∣uα,β (reiθ)∣∣ dθ ≤ e
π
2
| Imα−Imβ| 1

2π

∫ π

−π

(1− r2)
Reα+Reβ+1

|1− reiθ|Reα+Reβ+2
dθ

за 0 ≤ r < 1.
Према (4.20) за t = Reα + Re β је

1

2π

∫ π

−π

(1− r2)
Reα+Reβ+1

|1− reiθ|Reα+Reβ+2
dθ ≤ Γ(Reα + Re β + 1)

Γ2
(Reα+Reβ

2
+ 1
)

и стога је

1

2π

∫ π

−π

∣∣uα,β (reiθ)∣∣ dθ ≤ e
π
2
| Imα−Imβ|Γ(Reα + Re β + 1)

Γ2
(Reα+Reβ

2
+ 1
)

за 0 ≤ r < 1.

Уочимо да је ut(z) = |u0,t(z)| за реално t > −1 и z ∈ D. Језгро u0,t(z), за
реално t > −1, се појављује у [64] гдје су аутори анализирали оператор ut и
добили теореме типа Фатуа за јединични диск D.
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Нека су комплексни бројеви α, β ∈ C \ Z− такви да је Reα + Re β > −1.
Дефинишемо (α, β)-Пуасоново језгро на D× T са

(4.24) Pα,β(z, ζ) = cα,β
(1− |z|2)α+β+1

(1− zζ)α+1(1− zζ)β+1
= cα,βuα,β(zζ), z ∈ D, ζ ∈ T,

гдје је cα,β = Γ(α+1)Γ(β+1)
Γ(α+β+1)

.
Такође, напоменимо да (α, β)-Пуасонов интеграл мјере µ ∈ M(T) дефинише-

мо на слиједећи начин:

(4.25) Pα,β[dµ](z) =

∫
T
Pα,β(z, ζ)dµ(ζ), z ∈ D,

а за f ∈ L1(T) дефинишемо Pα,β[f ] = Pα,β[fdm1], тј.

(4.26) Pα,β[f ](z) =

∫
T
Pα,β(z, ζ)f(ζ)dm1(ζ), z ∈ D.

Посматрајмо слиједећи Дирихлеов проблем: Да ли за дату функцију φ ∈
C(T) постоји непрекидна функција u на D таква да је Lα,βu = 0 на D и u = φ на
T. Клинтборг и Олофсон [42] су доказали да (α, β)-Пуасонов интеграл рјешава
Дирихлеов проблем за отворен јединични диск D.

Теорема 4.15 ([42], теорема 7.1). Горе наведен Дирихлеов проблем има једин-
ствено рјешење u ∈ C(D) које је дато слиједећом формулом:

(4.27) u(z) =

Pα,β[φ](z), z ∈ D

φ(z), z ∈ T.

За дато ζ = eiθ0 ∈ T и 0 < A <∞ Штолцов угао отвора A у ζ је дат са

(4.28) SA(e
iθ0) = {rei(θ0−θ) : |θ| ≤ A(1− r)}.

Прије него што размотримо Фатуов тип теорема за (0, β)-хармонијске функције
при чему је реалан број β > −1 докажимо елементарну лему.

Лема 4.2. За t > −1

ut(re
i(θ0−θ)) ≤ (1 + A)t+2ut(re

iθ0)

за z = rei(θ0−θ) ∈ SA(e
iθ0) и 0 < A <∞.
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Доказ. На основу неједнакости троугла и да је |θ| ≤ A(1− r) имамо

|1− reiθ0 | ≤|1− rei(θ0−θ)|+ |rei(θ0−θ) − reiθ0 |

≤|1− rei(θ0−θ)|+ |θ|

≤|1− rei(θ0−θ)|+ A(1− r)

≤|1− rei(θ0−θ)|+ A|1− rei(θ0−θ)|

=(1 + A)|1− rei(θ0−θ)|.

и онда је

ut(re
i(θ0−θ)) =

(1− r2)t+1

|1− rei(θ0−θ)|t+2
≤ (1 + A)t+2 (1− r2)t+1

|1− reiθ0 |t+2
= (1 + A)t+2ut(re

iθ0).

За дато eiθ ∈ T и 0 < h ≤ π са Ih(eiθ) означен је отворен лук

Ih(e
iθ) = {eiφ ∈ T : θ − h < φ < θ + h}.

Максималну функцију Mµ комплексне Борелове мјере µ ∈ M(T) дефинише-
мо са

Mµ(e
iθ) = sup

0<h≤π

|µ|(Ih(eiθ))
2h

,

гдје је |µ| варијација комплексне мјере µ, а извод мјере µ дефинишемо са

Dµ(eiθ) = lim
h→0+

µ(Ih(e
iθ))

2h
, ако лимес постоји.

Максимална функција функције f ∈ L1(T) је функција

Mf (e
it) = sup

0<h≤π

1

2h

∫
Ih(eiθ)

|f |dθ

и слично за 2π периодичне функције на R.

Лема 4.3. ([37], лема 2.4 страна 99.) Нека је k ненегативна парна функција
на (−π, π), монотоно нерастућа на (0, π). Тада је за свако f ∈ L1(T)∣∣∣∣∫ π

−π
k(t− s)f(s)ds

∣∣∣∣ ≤Mf (t)‖k‖1.

Познато је да ако је dµ = fdm1 + dµs Лебег–Радон–Никодим разлагање ком-
плексне Борелове мјере µ на T, гдје је f ∈ L1(T) и µs⊥m1 онда је Dµ = f и
Dµs = 0 скоро свуда у односу на мјеру m1,(видјети [72], теорема 7.14.)
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Теорема 4.16. ([64],теорема 6.2.) Нека је реалан број t > −1 и нека је µ ∈ M(T)
таква да је D|µ|(eiθ0) = 0 за eiθ0 ∈ T. Тада је

lim
SA(eiθ0 )∋z→eiθ0

P0,t[dµ](z) = 0

за свако 0 < A < +∞.

Доказ. Нека је ε > 0 произвољно мало. С обзиром да је D|µ|(eiθ0) = 0, онда
постоји δ > 0 тако да је

|µ|(Ih(eiθ0))
2h

< ε

за 0 < h ≤ δ. Нека је µ1 рестрикција од |µ| на Iδ(eiθ0) и ставимо да је µ2 =

|µ| − µ1. Примјетимо да је Mµ1(e
iθ0) ≤ ε. На основу неједнакости троугла и

основне интегралне неједнакости је

|P0,t[dµ](z)| ≤
∫
Iδ(e

iθ0 )

|P0,t(z, ζ)|d|µ|(ζ) +
∫
T\Iδ(eiθ0 )

|P0,t(z, ζ)|d|µ|(ζ).

Уочимо да постоји ρ = ρA,δ > 0 такво да је dist(z,T\Iδ(eiθ0)) ≥ ρ за свако z из
SA(e

iθ0). Одатле слиједи да је

lim
z → eiθ0

z ∈ SA(e
iθ0)

|P0,t(z, ζ)| = 0 равномјерно по ζ ∈ T\Iδ(eiθ0).

Дакле ∫
T\Iδ(eiθ0 )

|P0,t(z, ζ)|dµ(ζ) → 0 кад z → eiθ0 .

На основу леме 4.2 и леме 4.3 за z = rei(θ0−θ) ∈ SA(e
iθ0) и ζ = eiφ ∈ Iδ(e

iθ0) је∫
Iδ(e

iθ0 )

|P0,t(z, ζ)|d|µ|(ζ) =
∫
T
|P0,t(z, ζ)|dµ1(ζ)

=

∫
T
ut(re

i(θ0−θ)e−iφ)dµ1(e
iφ)

=

∫
T
ut(re

i((θ0−φ)−θ))dµ1(e
iφ)

≤(1 + A)t+2 Γ(t+ 1)

Γ2
(
t
2
+ 1
)Mµ1(e

iθ0)

≤(1 + A)t+2 Γ(t+ 1)

Γ2
(
t
2
+ 1
)ε

и онда је
lim sup

SA(eiθ0 )∋z→eiθ0

|P0,t[dµ](z)| ≤ (1 + A)t+2 Γ(t+ 1)

Γ2
(
t
2
+ 1
)ε

и како је ε произвољно мало доказ је завршен.
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Навешћемо слиједећу посљедицу (посљедица 6.4 из [64]) без доказа.

Посљедица 4.3. ([64], посљедица 6.4.) Нека је t > −1. Ако је µ ∈ M(T) и
u = P0,t[dµ] онда је

lim
SA(eiθ)∋z→eiθ

u(z) = f(eiθ), за скоро свако eiθ ∈ T

и свако 0 < A < +∞, гдје је dµ = fdm1 + dµs Лебег–Радон–Никодим разлагање
dµ на апсолутно непрекидни дио fdm1 и сингуларни дио dµs.

Примјетимо да је у претходној посљедици дат резултат за (0, t)-хармонијске
функције, гдје је реалан број t > −1. У наставку ће бити доказано не само
уопштење за (α, β)-хармонијске функције при чему су α, β ∈ C\Z−,Reα+Im β >

−1 већ и вишедимензионално уопштење претходне посљедице, (видјети теорему
4.31).

4.3 Појединачно (α, β)-хармонијске функције у
Dn

У овом потпоглављу је дефинисана нова класа појединачно (α, β)-хармонијских
функција, оне задовољавају систем парцијалних диференцијалних једначина.
Такође, дат је развој у ред таквих функција. Затим, у наредна четири потпо-
главља између осталог рјешен је Дирихлеов проблем за непрекидну функцију
дефинисану на истакнутој граници Tn, развијена је Hp теорија за појединачно
(α, β)-хармонијске функције, и доказана је теорема Фатуовог типа. Наведени ре-
зултати представљају уопштења ранијих резултата за (α, β)-хармонијске функ-
ције у диску и за појединачно хармонијске функције у отвореном јединичном
полидиску.

Дефиниција 4.5. Нека су α = (α1, . . . , αn) ∈ Cn, β = (β1, . . . , βn) ∈ Cn. За функ-
цију u из C2(Dn) кажемо да је појединачно (α, β)-хармонијска на отвореном
јединичном полидиску Dn, ако је Lαj ,βju = 0 за свако 1 ≤ j ≤ n, гдје је

Lαj ,βj = (1− |zj|2)
∂2

∂zj∂zj
+ αjzj

∂

∂zj
+ βjzj

∂

∂zj
− αjβj, 1 ≤ j ≤ n.

Са shα,β(Dn) означен је векторски простор свих појединачно (α, β)-хармонијских
функција у Dn.
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Уочимо да је Lαj ,βj линеарни парцијални диференцијални оператор другор
реда који дјелује само на промјенљиву zj = xj + iyj, и због тога је коришћен
термин „појединачно”. Ови оператори посматрани у диску су униформно елип-
тички. Члановима αjzj и βjzj не доминира 1 − |zj|2, осим ако је αj = βj = 0, те
је Lαj ,βj дегенерисан у близини T.
Ако је αj = βj = 0, онда је Lαj ,βj = 4−1(1−|zj|2)∆j, гдје је ∆j Лапласов оператор
у односу на промјенљиве xj и yj. Према томе sh0,0(Dn) је простор појединачно
хармонијских функција на Dn. Чак и у специјалном случају простор shα,β(Dn)

није алгебра: ако је u хармонијска функција, онда u2 не мора да буде хармониј-
ска функција.На примјер функција u = |z1|2 − |z2|2 је хармонијска на бидиску
али u2 није.

Лема 4.4. shα,β(Dn) ⊂ C∞(Dn).

Доказ. Свака појединачно (α, β)-хармонијска функција u је рјешење линеарне
елиптичке парцијалне диференцијалне једначине

Lu = 0,

при чему оператор
L = Lα1,β1 + · · ·+ Lαn,βn

има C∞ коефицијенте. Према томе, према елиптичкој регуларности, u је из
C∞(Dn).

За свако 1 ≤ j ≤ n, ζ ∈ Cn, u ∈ C2(Dn) је
(4.29)
Lαj ,βj [u(ζ·z)] = (1−|zj|2)|ζj|2

∂2u

∂zj∂zj
(ζ·z)+αjζjzj

∂u

∂zj
(ζ·z)+βjζjzj

∂u

∂zj
(ζ·z)−αjβju(ζ·z).

па ротациона инваријантност важи за било коју димензију n ≥ 1:

(4.30) Lαj ,βj(ζ · u) = ζ · (Lαj ,βju), ζ ∈ Tn, 1 ≤ j ≤ n.

Наш циљ, у овом потпоглављу, је да развијемо у ред појединично (α, β)-
хармонијске функције дефинисане на јединичном полидиску Dn, односно да
проширимо теорему 4.13. на појединично (α, β)-хармонијске функције на Dn.
Подсетимо да је (p, q) ∈ Zn+ ×Zn+ чисто ако је p · q = (p1q1, . . . , pnqn) = 0. Скуп

свих таквих мултииндекса (p, q) означен је са H. Такође је коришћена природна
бијекција Zn 3 m 7→ (m+,m−) ∈ H за промјену индекса сумирања. Напоменимо
да пишемо z(m) умјесто zm+

zm
−
, гдје је m ∈ Zn и z ∈ Cn.
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4.3. ПОЈЕДИНАЧНО (α, β)-ХАРМОНИЈСКЕ ФУНКЦИЈЕ У Dn

Нека је n = 1 и нека је (p, q) чисто. Тада је или p = 0 или је q = 0. Ако је
p = 0, онда је

F (q − α,−β; q + 1; |z|2) = F (p− β, q − α; p+ q + 1; |z|2),

а ако је q = 0, онда је

F (−α, p− β; p+ 1; |z|2) = F (p− β, q − α; p+ q + 1; |z|2).

Дакле, ако је

Fp,q(z) = F (p− β, q − α; p+ q + 1; z), |z| < 1,

за (p, q) ∈ H, онда

u(z) =
∞∑
m=0

∂mu

m!
(0)F (−α,m− β;m+ 1; |z|2)zm

+
∞∑
m=1

∂
m
u

m!
(0)F (m− α,−β;m+ 1; |z|2)zm, |z| < 1.

можемо записати у облику

(4.31) u(z) =
∑

(p,q)∈H

∂(p,q)u

p!q!
(0)Fp,q(|z|2)zpzq, |z| < 1.

За општи случај n ≥ 1, за (p, q) ∈ H дефинишемо

(4.32) Fp,q(z) =
n∏
j=1

Fpj ,qj(|zj|2), z ∈ Dn.

Теорема 4.17. Ако је u појединачно (α, β)-хармонијска функција на Dn, онда
важи

(4.33) u(z) =
∑

(p,q)∈H

∂(p,q)u

p!q!
(0)Fp,q(z)z

pzq, z ∈ Dn

и конвергенција је у топологији простора C∞(Dn).

Ову теорему доказујемо методама које користе Клинтборг и Олофсон ([42],
n = 1) и те методе су представљене у претходном потпоглављу. Осим тога по-
требни су нам неки прелиминарни концепти и резултати.
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Дефиниција 4.6. За функцију u која је непрекидна на Dn
0 = {z ∈ Dn :

∏
j zj 6= 0}

кажемо да је m-хомогена, гдје је m ∈ Zn, ако је

(4.34) (ζ·u)(z) = u(ζ · z) = ζmu(z), z ∈ Dn
0 , ζ ∈ Tn.

Ово значи да је u(eiθ1z1, . . . , eiθnzn) = eim1θ1 · . . . · eimnθnu(z) за свако z ∈ Dn
0 и све

θj ∈ R.

Став 4.2. За свако (p, q) ∈ H функција Fp,q(z)z
pzq је појединачно (α, β)-хармонијска

на Dn и (p− q)-хомогена.

Доказ. Имамо

Fp,q(z)z
pzq = g(z1, . . . , zi−1, zi+1, . . . , zn)Fpi,qi(|zi|2)z

pi
i zi

qi ,

при чему је g(z1, . . . , zi−1, zi+1, . . . , zn) =
∏
j ̸=i

Fpj ,qj(|zj|2)z
pj
j zj

qj и фиксирајмо n − 1

промјенљиву z1, . . . , zi−1, zi+1, . . . , zn. Како је p · q = 0 тада је или pi = 0 или
qi = 0 па је функција Fpi,qi(|zi|2)zpii ziqi очигледно је (pi − qi)-хомогена. Осим то-
га, на основу става 4.1 функција Fpi,qi(|zi|2)zpii ziqi је (αi, βi)-хармонијска па је
Lαj ,βi(Fp,q(z)z

pzq) = 0 и стога је за свако (p, q) ∈ H функција Fp,q(z)z
pzq поједи-

начно (α, β)-хармонијска на Dn и (p− q)-хомогена.

Дефиниција 4.7. За u ∈ C(Dn) и m ∈ Zn m-та хомогена компонента um од u
је дефинисана са

(4.35) um(z) =

∫
Tn

ζ
m
u(ζ · z)dmn(ζ), z ∈ Dn.

um је m-хомогена и то се једноставно доказује смјеном променљивих као и у
димензији n = 1. Ако u ∈ Ck(Dn), онда диференцирањем под знаком интеграла
слиједи да је um ∈ Ck(Dn) за 0 ≤ k ≤ ∞.

Став 4.3. Ако је um(z) m-та хомогена компонента од u ∈ C∞(Dn) за m ∈ Zn,
онда је

(4.36)
∑
m∈Zn

um(z) = u(z) у топологији простора C∞(Dn).

Доказ. Фиксирајмо компактан скуп K = rDn
, 0 < r < 1, и (γ, δ) ∈ Zn+ × Zn+. За

дато m ∈ Zn нека је lj = N ако је mj 6= 0 и lj = 0 ако је mj = 0. Отуда је l ∈ Zn+
такво да је |l| ≤ Nn. Како је u ∈ C∞(Dn) дозвољено је диференцирати испод
знака интеграла и методом парцијалне интеграције добијамо:
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∂(γ,δ)z um(z) =

∫ π

−π
· · ·
∫ π

−π
∂(γ,δ)z u(eiθ1z1, . . . , e

iθnzn)
n∏
j=1

e−imjθj
dθ1 . . . dθn
(2π)n

=
(2π)−n

(im1)l1 · . . . · (imn)ln

∫ π

−π
· · ·
∫ π

−π
∂lθ∂

(γ,δ)
z u(eiθ1z1, . . . , e

iθnzn)

n∏
j=1

e−imjθjdθ1 . . . dθn, z ∈ Dn.

Отуда је за z ∈ K:

(4.37) |∂(γ,δ)z um(z)| ≤ max
|(s,t)|≤|γ|+|δ|+Nn

‖∂(s,t)u‖C(K)

n∏
j=1

1

|mj|N
, N ∈ N, N ≥ 2,

гдје је 1
mN

j
= 1 ако је mj = 0. С обзиром да вишеструки ред∑

m∈Zn

|m1|−2 · . . . · |mn|−2

конвергира имамо да је

∑
m∈Zn

‖um‖γ,δ,K <∞

за свако (γ, δ) ∈ Zn+ × Zn+ и свако K = rDn
. Слиједи да ред

∑
m∈Zn um(z) конвер-

гира у топологији простора C∞(Dn).

Докажимо да
∑

m∈Zn um(z) конвергира ка u(z) за фиксирано z ∈ Dn. Заиста,
um(z) је m-ти Фуријеов коефицијент функције uz ∈ C∞(Tn) и због тога је

uz(ζ) =
∑
m∈Zn

um(z)ζ
m.

Узимајући ζ = 1 добијамо (4.36).

Слиједећа лема је вишедимензионално уопштење леме 4.1.

Лема 4.5. Ако је u ∈ shα,β(Dn), онда је за свако m ∈ Zn њена m-хомогена
компонента um такође појединачно (α, β)-хармонијска функција на Dn.

Доказ. На основу ротационе инваријантности (4.30) добијамо, за свако 1 ≤ j ≤
n:

Lαj ,βjum(z) =Lαj ,βj

∫
Tn

ζ
m
(ζ · u)(z)dmn(ζ) =

∫
Tn

ζ
m
Lαj ,βj(ζ · u)(z)dmn(ζ) = 0.
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У теореми 4.11 је одређен потребан и довољан услов даm-хомогена функција
u ∈ C2(D) буде (α, β)-хармонијска на D. Одговори на питања који је потребан
и који је довољан услов да m-хомогена функција дефинисана на јединичном
полидиску буде појединачно (α, β)-хармонијска дати су у слиједећем ставу.

Став 4.4. Ако је u појединачно (α, β)-хармонијска функција на Dn и m-хомогена
за неко m ∈ Zn, онда је, за неку константу c, функција u облика

(4.38) u(z) = cFm+,m−(z)z(m) = c

n∏
j=1

Fm+
j ,m

−
j
(|zj|2)z

(mj)
j , z ∈ Dn.

Обратно, свака функција u(z) облика (4.38) је m-хомогена и појединачно (α, β)-
хармонијска.

Доказ. Принципом математичке индукције доказујемо први дио тврђења. Слу-
чај n = 1 је теорема 4.11 ([42], теорема 2.4). Нека је n > 1 и претпоставимо да
тврђење важи за n − 1. Нека је z′ ∈ Dn−1 фиксирано. На основу теореме 4.11
функција Uz′(zn) = u(z′, zn) је (αn, βn)-хармонијска па је

u(z) = Uz′(zn) = v(z′)Fm+
n ,m

−
n
(|zn|2)z(mn)

n .

Функција v је ((α1, . . . , αn−1), (β1, . . . , βn−1))-хармонијска на Dn−1 иm′ = (m1, . . . ,mn−1)-
хомогена. Отуда на основу индуктивне претпоставке добијамо да је функција u
облика (4.38). Обратно тврђење слиједи из чињенице да је (m+,m−) ∈ H и става
4.2.

Доказ теореме 4.17.
Функција u је из C∞(Dn) на основу леме 4.4 и отуда према ставу 4.3 имамо

развој функције u у ред
u(z) =

∑
m∈Zn

um(z)

гдје је општи члан реда m-та хомогена компонента um и ред конвергира ка u у
топологији простора C∞(Dn). На основу леме 4.5 све um су појединачно (α, β)-
хармонијске функције. Отуда, с обзиром да је свака um m-хомогена, према ставу
4.4 имамо да су све um облика (4.38). Стога важи

(4.39) u(z) =
∑
m∈Zn

cm

n∏
j=1

Fm+
j ,m

−
j
(|zj|2)zj(mj) =

∑
(t,s)∈H

ct,sFt,s(z)z
tzs, z ∈ Dn.

Докажимо сада да је cp,q = ∂(p,q)u
p!q!

(0) за све чисте мултииндексе (p, q) из Zn+×Zn+.
Фиксирајмо (p, q) ∈ H и нека је k = |p|+ |q|. Тејлоров ред функције u у околини
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нуле гласи

(4.40) u(z) =
k∑
j=0

∑
|t|+|s|=j

∂(t,s)u(0)
t!s!

ztzs +O(‖z‖k+1), z → 0.

Користећи ортогоналност стандардне базе (ζpζq), (p, q) ∈ H простора L2(Tn) до-
бијамо

I(r) =

∫
Tn

ur(ζ)ζ
p
ζqdmn(ζ)

=

∫
Tn

k∑
j=0

∑
|t|+|s|=j

∂(t,s)u(0)
t!s!

rt+sζtζ
s
ζ
p
ζqdmn(ζ) +O(rk+1)(4.41)

=
∂(p,q)u(0)
p!q!

rk +O(rk+1).

Уочимо да је Ft,s(0) = 1 за свако (s, t) из H јер је F (a, b; c; 0) = 1. Када уврстимо
z = rζ у (4.39) добијамо

ur(ζ) = u(rζ) =
∑

(t,s)∈H

ct,sFt,s(rζ)r
t+sζtζ

s

па је

I(r) =

∫
Tn

∑
(t,s)∈H

ct,sFt,s(rζ)r
t+sζtζ

s
ζ
p
ζqdmn(ζ) = cp,qr

kFp,q(r, r . . . , r).

Дакле
cp,qr

kFp,q(r, r . . . , r) =
∂(p,q)u(0)
p!q!

rk +O(rk+1).

Дјељењем обје стране са rk и пуштајући да r → 0 добијамо да је

cp,q =
∂(p,q)u

p!q!
(0).

4.4 (α, β)-Пуасонова репрезентација функција
из shα,β(Dn)

Ако се посебно не нагласи, подразумјева се да су α, β ∈ Cn такви да је

(4.42) Reαj + Re βj > −1 и αj, βj 6∈ Z− за свако 1 ≤ j ≤ n.
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Нека је, за j, (1 ≤ j ≤ n)

(4.43) cαj ,βj =
Γ(αj + 1)Γ(βj + 1)

Γ(αj + βj + 1)
,

и

(4.44) vαj ,βj(z) = cαj ,βjuαj ,βj(zj), zj ∈ D,

при чему је uαj ,βj(zj) =
(1−|zj |2)αj+βj+1

(1−zjζj)αj+1(1−zjζj)βj+1 .

Дефиниција 4.8. (α, β)-Пуасоново језгро се задаје формулом:

(4.45) Pα,β(z, ζ) =
n∏
j=1

cαj ,βj

(1− |zj|2)αj+βj+1

(1− zjζj)αj+1(1− zjζj)βj+1
, z ∈ Dn, ζ ∈ Tn,

гдје су константе cαj ,βj дефинисане са (4.43).

Ако је Reαj = αj = βj > −1
2
за свако j = 1, . . . , n, онда је Pα,β реално

и позитивно. У случају да је α = β = 0, онда добијамо Пуасоново језгро за
појединачно хармонијске функције на Dn × Tn.
Нека је

(4.46) Vα,β(z) =
n∏
j=1

vαj ,βj(zj), z ∈ Dn.

Тада је, за свако z ∈ Dn и свако ζ ∈ Tn,

(4.47) Pα,β(z, ζ) =
n∏
j=1

Pαj ,βj(zj, ζj) =
n∏
j=1

vαj ,βj(zjζj) = Vα,β(z · ζ).

За свако 1 ≤ j ≤ n, на основу (4.30) и теореме 4.14, је Lαj ,βj [uαj ,βj(ζjzj)] =

0 и према томе uαj ,βj(ζjzj) је (αj, βj)-хармонијска за 1 ≤ j ≤ n. Дакле, важи
слиједећа лема:

Лема 4.6. (α, β)-Пуасоново језгро Pα,β(z, ζ) је појединачно (α, β)-хармонијска
функција у односу на промјенљиву z ∈ Dn за свако фиксирано ζ ∈ Tn.

Дефиниција 4.9. (α, β)-Пуасонов интеграл мјере µ ∈ M(Tn) дефинишемо фор-
мулом:

(4.48) Pα,β[dµ](z) =

∫
Tn

Pα,β(z, ζ)dµ(ζ), z ∈ Dn.

За f ∈ L1(Tn) дефинишемо Pα,β[f ] = Pα,β[fdmn], тј.

(4.49) Pα,β[f ](z) =

∫
Tn

Pα,β(z, ζ)f(ζ)dmn(ζ), z ∈ Dn.

93



4.4. (α, β)-ПУАСОНОВА РЕПРЕЗЕНТАЦИЈА ФУНКЦИЈА ИЗ shα,β(Dn)

Користимо ознаку Pα,β и за оператор и за интегрално језгро тог оператора.
Нека је µ ∈ M(Tn) и r = (r1, . . . , rn) ∈ [0, 1)n. За u = Pα,β[dµ] имамо

(4.50) u(r1e
it1 , . . . , rne

itn) =

∫
Tn

n∏
j=1

vαj ,βj(rje
i(tj−ζj))dµ(ζ)

и стога је

(4.51) (Pα,β[dµ])r = (Vα,β)r ∗ dµ.

Када уврстимо dµ = fdmn у (4.51) добијамо

(4.52) (Pα,β[f ])r = (Vα,β)r ∗ f, f ∈ L1(Tn).

На основу (4.21), (4.22), (4.43), (4.44) и (4.46) и примјеном Фубинијеве тео-
реме добијамо

(4.53)

‖(Vα,β)r‖L1(Tn) =

∫
Tn

|(Vα,β)r(ζ)| dmn(ζ)

=

∫
Tn

n∏
j=1

∣∣(vαj ,βj)rj(ζj)
∣∣ dmn(ζ)

=

∫
Tn

n∏
j=1

∣∣cαj ,βj(uαj ,βj)rj(ζj)
∣∣ dmn(ζ)

≤ K(α, β), r ∈ [0, 1)n

гдје је

(4.54) K(α, β) = e
π
2

∑n
j=1|Imαj−Imβj |

n∏
j=1

∣∣∣∣Γ(αj + 1)Γ(βj + 1)

Γ(αj + βj + 1)

∣∣∣∣ Γ(Reαj + Re βj + 1)

Γ2
(
Reαj+Reβj

2
+ 1
) .

Неједнакост (4.53) можемо записати у облику

(4.55)
∫
Tn

|Pα,β(z, ζ)|dmn(ζ) ≤ K(α, β), z ∈ Dn.

Непосредна посљедица леме 4.6 је слиједећи став:

Став 4.5. За било коју комплексну Борелову мјеру µ на Tn њен (α, β)-Пуасонов
интеграл u = Pα,β[dµ] је поједначно (α, β)-хармонијска функција на Dn.
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4.5 Hp теорија за shα,β(Dn) функције

Дирихлеов проблем за систем Lαj ,βj
u = 0, 1 ≤ j ≤ n

У овом потпоглављу разматрано је гранично понашање појединачно (α, β)-
хармонијских функција и дато је уопштење теореме 4.15 о Дирихлеовом про-
блему у D на вишедимензиони случај.

Дефиниција 4.10. Нека су α и β из Cn. Дефинишемо

sh∞α,β(Dn) = shα,β(Dn) ∩ L∞(Dn)

и
Cshα,β(Dn) = {u ∈ C(Dn) : u|Dn ∈ shα,β(Dn)}.

Очигледно је Cshα,β(Dn) ⊂ sh∞α,β(Dn) и оба простора су Банахови простори у
односу на супремум норму.
Нека је Reαj+Re βj > −1 за свако j, 1 ≤ j ≤ n и нека је (p, q) ∈ H фиксирано.

Уочимо да ред којим је задана хипергеометријска функција F (pj−βj, qj−αj; pj+
qj + 1, |zj|2) конвергира апсолутно за |zj| ≤ 1.

Функција

(4.56) φp,q(z) = Fp,q(z)z
pzq, z ∈ Dn

је непрекидна на Dn, а на основу става 4.2 важи φp,q|Dn ∈ shα,β. Дакле, за свако
(p, q) из H функција дата са (4.56) је из простора Cshα,β(Dn).

Теорема 4.18. Ако је φ ∈ L∞(Tn), онда Pα,β[φ] ∈ sh∞α,β(Dn). Штавише,

(4.57) ‖Pα,β[φ]‖L∞(Dn) ≤ K(α, β)‖φ‖L∞(Tn).

Оператор Pα,β је ограничен линеаран оператор из L∞(Tn) у sh∞α,β(Dn).

Доказ. На основу става 4.5 функција Pα,β[φ] је из shα,β(Dn). Како је за свако
z ∈ Dn

|Pα,β[φ](z)| ≤
∫
Tn

|Pα,β(z, ζ)||φ(ζ)|dmn(ζ) ≤ ‖φ‖L∞(Tn)

∫
Tn

|Pα,β(z, ζ)|dmn

на основу неједнакости (4.55) добијамо (4.57).
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Нека су {j1, . . . , jk} и {i1, . . . , in−k} дисјунктни скупови индекса таквих да је
њихова унија {1, . . . , n} и j1 < . . . < jk и i1 < . . . < in−k. Ако је u ∈ Cshα,β(Dn) и
ако су ζi1 , . . . , ζin−k

∈ T фиксиране, поставља се питање да ли аналогне особине
важе и за функцију uζi1 ,...,ζin−k

дефинисану на Dk, k < n. Без умањења општости
можемо претпоставити да је {j1, . . . , jk} = {1, . . . , k}.

Лема 4.7. Нека је 1 ≤ k < n, и ζj ∈ T, k < j ≤ n, и нека је α′ = (α1, . . . , αk) и
β′ = (β1, . . . , βk). Ако је u ∈ Cshα,β(Dn), онда је функција

uζk+1,...,ζn(z1, . . . , zk) = u(z1, . . . , zk, ζk+1, . . . , ζn)

из простора Cshα′,β′(Dk).

Доказ. Изаберимо низ тачака wl = (wlk+1, . . . , w
l
n) из Dn−k који конвергира ка

ζ = (ζk+1, . . . , ζn) и нека је ul(z1, . . . , zk) = u(z1, . . . , zk, w
l
k+1, . . . , w

l
n). Тада ul

равномјерно конвергира ка uζk+1,...,ζn на Dk и осим тога функција uζk+1,...,ζn је
непрекидна на Dk. Отуда и како је Lαj ,βjul = 0 на Dk Lαj ,βjuζk+1,...,ζn = 0 у
слабом смислу, 1 ≤ j ≤ k. Тада је Luζk+1,...,ζn = 0 у слабом смислу, гдје је
L = Lα1,β1 + · · · + Lαk,βk . Како је L елиптички оператор, на основу елиптичке
регуларности је uζk+1,...,ζn ∈ C∞(Dk) и стога је Lαj ,βjuζk+1,...,ζn = 0 у класичном
смислу за свако 1 ≤ j ≤ k. Из тога слиједи да uζk+1,...,ζn ∈ Cshα′,β′(Dk).

Уочимо да претходна лема важи за све α, β ∈ Cn.
Теорема која показује да свака функција u која је појединачно (α, β)-хармонијска

на Dn и непрекидна на Dn може бити реконструисана из њене граничне вријед-
ности на истакнутој граници гласи:

Теорема 4.19. Ако је u ∈ Cshα,β(Dn), онда је u(z) = Pα,β[u|Tn ](z) за свако z ∈ Dn.

Доказ. Нека је z = (z′, zn) ∈ Dn и нека је gz′(λ) = u(z′, λ), |λ| ≤ 1. Јасно је да
је gz′ непрекидна D и (αn, βn)-хармонијска на D. Отуда, на основу теореме 4.15
добијамо

u(z′, zn) = gz′(zn) =

∫
T
Pαn,βn(zn, ζn)u(z

′, ζn)dm1(ζn).

Функција uζn(z1, . . . , zn−1) = u(z1, . . . , zn−1, ζn) је, на основу леме 4.7,
((α1, . . . , αn−1), (β1, . . . , βn−1))-хармонијска за свако ζn ∈ T, па аналогно добијамо

uζn(z1, . . . , zn−1) =

∫
T
Pαn−1,βn−1(zn−1, ζn−1)uζn−1,ζn(z1, . . . , zn−2)dm1(ζn−1)
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и онда је

u(z) =

∫
T
Pαn,βn(zn, ζn)(∫
T
Pαn−1,βn−1(zn−1, ζn−1)u(z1, . . . , zn−2, ζn−1, ζn)dm1(ζn−1)

)
dm1(ζn).

Јасно је да можемо поновити овај поступак, користећи лему 4.7 у сваком ко-
раку и добити n-тоструки (узастопни) интеграл и отуда примјеном Фубинијеве
теореме важи

u(z) =

∫
Tn

n∏
j=1

Pαj ,βj(zj, ζj)u(ζ)dmn(ζ) = Pα,β[u|Tn ](z).

Теорема 4.20. Ако је ψ ∈ C(Tn) онда Pα,β[ψ] има непрекидно продужење u на
Dn, при чему је u ∈ Cshα,β(Dn) и u|Tn = ψ.

Доказ. Нека је Y скуп свих комплексно-вриједносних функција дефинисаних на
Dn које се могу непрекидно продужити на Dn. Простор X = CB(Dn) свих непре-
кидних ограничених функција на Dn са супремум нормом је Банахов простор и
Y је затворен векторски потпростор простора X.
Нека је A скуп свих коначних сума функција облика

(4.58) ψ(ζ) = ψ1(ζ1)ψ2(ζ2) · · ·ψn(ζn), ζ = (ζ1, . . . , ζn) ∈ Tn,

гдје су ψj комплексно-вриједносне непрекидне функције на T за свако 1 ≤ j ≤ n.
Скуп A је алгебра непрекидних функција на компактном Хаусдорфовом скупу
Tn. Осим тога алгебра A је затворена у односу на конјуговање, раздваја тачке
из Tn и садржи константе. Отуда, на основу теореме Стоун-Вајерштраса, A је
густ скуп у C(Tn).
За функције ψ облика (4.58) према (4.47) вриједи

Pα,β[ψ](z1, . . . , zn) =

∫
Tn

Pα,β(z, ζ)ψ(ζ)dmn(ζ) =

∫
Tn

n∏
j=1

Pαj ,βj(zj, ζj)ψj(ζj)dmn(ζ)

па на основу Фубинијеве теореме је

Pα,β[ψ](z1, . . . , zn) =
n∏
j=1

(Pαj ,βj [ψj])(zj).
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На основу теореме 4.15 Pαj ,βj [ψj] представља продужење функције ψj на D за
свако 1 ≤ j ≤ n и отуда је

Pα,β : A→ Y

и рестрикција од Pα,β[ψ] на Tn је једнако ψ, за ψ ∈ A. Штавише, на основу
теореме 4.18 је за ψ ∈ C(Tn) и φ ∈ A

‖Pα,β[ψ]− Pα,β[φ]‖L∞(Dn) = ‖Pα,β[ψ − φ]‖L∞(Dn) ≤ K(α, β)‖ψ − φ‖L∞(Tn)

па је Pα,β : C(Tn) → CB(Dn) непрекидан. Како је A густ у C(Tn) и Y затворен
потпростор простора X слиједи да Pα,β пресликава C(Tn) у Y и овим је доказ
завршен.

Из теореме 4.20 и теореме 4.19 слиједи да су C(Tn) и Cshα,β(Dn) изоморф-
ни као Банахови простори, јер оператор Pα,β : C(Tn) → Cshα,β(Dn) омогућава
изоморфизам (не нужно изометријски).
Осим тога, непосредна посљедица теореме 4.20 и теореме 4.19 је слиједеће

рјешење Дирихлеовог проблема за наш систем парцијалних диференцијалних
једначина.

Став 4.6. За свако φ ∈ C(Tn) Дирихлеов проблемLαj ,βju = 0, z ∈ Dn, 1 ≤ j ≤ n

u(z) = φ(z), z ∈ Tn.

има јединствено рјешење u из простора Cshα,β(Dn) при чему је u(z) = Pα,β[φ](z)

за z ∈ Dn.

Слиједећа теорема је локална верзија теореме 4.20.

Теорема 4.21. Претпоставимо да је φ : Tn → C непрекидна у ζ0 = (eiθ
0
1 , . . . , eiθ

0
n)

на Tn и да припада L∞(Tn). Тада u = Pα,β[φ] има непрекидно продужење на
Dn ∪ {ζ0}.

Доказ. Размотримо помоћну функцију φ(ζ) − φ(ζ0). За константну функцију
ψ(ζ) = φ(ζ0), на основу теореме 4.20, Pα,β[ψ] има непрекидно продужење на Dn,

тако да без умањења општости можемо претпоставити да је φ(ζ0) = 0.
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За z = (r1e
iθ1 , . . . , rne

iθn) из Dn на основу основне интегралне неједнакости,
Фубинијеве теореме и (4.47) имамо

|u(z)| =

∣∣∣∣∣
∫
Tn

n∏
j=1

Pαj ,βj(rje
iθj , ζj)φ(ζ)dmn(ζ)

∣∣∣∣∣
≤
∫
Tn

|φ(ζ)|
n∏
j=1

|Pαj ,βj(rje
iθj , ζj)|dmn(ζ)

=(2π)−n
∫ π

−π
· · ·
∫ π

−π
| φ(eit1 , . . . , eitn) |

n∏
j=1

| vαj ,βj(rje
i(θj−tj)) | dt1 . . . dtn

=(2π)−n
∫ π

−π
· · ·
∫ π

−π

∣∣φ(ei(θ1−t1), . . . , ei(θn−tn))∣∣ n∏
j=1

∣∣vαj ,βj(rje
itj)
∣∣ dt1 . . . dtn

Нека је, за 0 < δ < π и θ = (θ1, . . . , θn) ∈ [−π, π]n,

M∞(φ, θ, δ) = sup
|θ′j−θj |<δ

|φ(eiθ′1 , . . . , eiθ′n)|.

Комплемент скупа [−δ, δ]n у односу на [−π, π]n је садржан у унији скупова

Sj = {θ ∈ [−π, π]n : |θj| ≥ δ}, 1 ≤ j ≤ n.

Према томе

|u(z)| ≤ I0(z, δ) + I1(z, δ) + I2(z, δ) + · · ·+ In(z, δ),

гдје је

I0(z, δ) =
1

(2π)n

∫
[−δ,δ]n

|φ(ei(θ1−t1), . . . , ei(θn−tn))|
n∏
j=1

|vαj ,βj(rje
itj)|dt1 . . . dtn

и за свако j, 1 ≤ j ≤ n :

Ij(z, δ) =
1

(2π)n

∫
Sj

|φ(ei(θ1−t1), . . . , ei(θn−tn))|
n∏
k=1

|vαk,βk(rke
itk)|dt1 . . . dtn.

За t ∈ [−δ, δ]n је |(θj − tj)− θj| ≤ δ за свако j, 1 ≤ j ≤ n, па је

I0(z, δ) ≤
M∞(φ, θ, δ)

(2π)n

∫
[−δ,δ]n

n∏
j=1

|vαj ,βj(rje
itj)|dt1 . . . dtn

и онда је на основу (4.53)

I0(z, δ) ≤ K(α, β)M∞(φ, θ, δ)
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гдје је K(α, β) дато са (4.54).
За 1 ≤ j ≤ n, како је φ ∈ L∞(Tn), на основу Фубинијеве теореме је

Ij(z, δ) ≤
‖φ‖∞
(2π)n

∏
k ̸=j

∫ π

−π
|vαk,βk(rke

itk)|dtk ·
∫
δ<|tj |≤π

|vαj ,βj(rje
itj)|dtj

и отуда је на основу (4.53)

Ij(z, δ) ≤
π − δ

π
Kj(α, β)‖φ‖∞ sup

δ<|tj |≤π
|uαj ,βj(rje

itj)|,

гдје је Kj(α, β) = K(α, β)e−
π
2
| Imαj−Imβj | Γ

2
(Reαj+Re βj

2
+1

)
Γ(Reαj+Reβj+1)

.

За свако 0 ≤ r < 1 и −π < θ < π важи елементарна неједнакост |1− reiθ| ≥ |θ|
π

па на основу неједнакости (4.23), за π ≥ |tj| > δ, важи

∣∣uαj ,βj(re
itj)
∣∣ ≤ e

π
2
| Imαj−Imβj |

(
1− r2j

)Reαj+Reβj+1

|1− reitj |Reαj+Reβj+2

≤ e
π
2
| Imαj−Imβj |

(
1− r2j

)Reαj+Reβj+1

|tj|Reαj+Reβj+2
· πReαj+Reβj+2

< e
π
2
| Imαj−Imβj |

(
1− r2j

)Reαj+Reβj+1

δReαj+Reβj+2
· πReαj+Reβj+2

и отуда је

sup
δ<|tj |≤π

|uαj ,βj(rje
itj)| ≤ e

π
2
| Imαj−Imβj |π

Reαj+Reβj+2

δReαj+Reβj+2
(1− r2j )

Reαj+Reβj+1.

Нека је, за 1 ≤ j ≤ n

Cj(δ) =
π − δ

π
e

π
2
| Imαj−Imβj |π

Reαj+Reβj+2

δReαj+Reβj+2
.

Тада је
Ij(z, δ) ≤ Cj(δ)Kj(α, β)(1− r2j )

Reαj+Reβj+1‖φ‖∞.

Означимо Cα,β(δ) = maxj Cj(δ)Kj(α, β). Тада је

(4.59) |u(z)| ≤ K(α, β)M∞(φ, θ, δ) + Cα,β(δ)‖φ‖∞
n∑
j=1

(1− r2j )
Reαj+Reβj+1.

Нека је ζ = (eiθ1 , . . . , eiθn). С обзиром да је функција φ непрекидна у ζ0, онда
за задано ε > 0 постоји δ > 0 тако да кадгод је | θj − θ0j |< 2δ, 1 ≤ j ≤ n,
онда је | φ(ζ) |< ε. Дакле, ако је | θj − θ0j |< δ, за свако 1 ≤ j ≤ n, онда је
M∞(φ, θ, δ) ≤ ε. Како је Reαj + Re βj > −1 за свако j, (1 ≤ j ≤ n) и знајући да
z = (r1e

iθ1 , . . . , rne
iθn) конвергира ка ζ0 ако и само ако rj → 1 за свако 1 ≤ j ≤ n

и θj → θ0j за свако 1 ≤ j ≤ n, тврђење слиједи из (4.59).
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Већ је показано да је функција φp,q(z) = Fp,q(z)z
pzq из простора Cshα,β(Dn).

Примјетимо да је φp,q(ζ) = Fp,q(1)ζpζ
q за ζ ∈ Tn. На основу става 4.6 за функцију

φp,q(ζ) = Fp,q(1)ζpζ
q ∈ C(Tn) постоји јединствено рјешење u ∈ Cshα,β(Dn) тако

да је
u(z) = Pα,β[Fp,q(1)ζpζ

q
](z) за z ∈ Dn и u(ζ) = Fp,q(1)ζpζ

q

и отуда је

(4.60) Pα,β[ζ
pζ
q
](z) =

Fp,q(z)

Fp,q(1)
zpzq, z ∈ Dn,

јер због јединствености рјешења мора бити u(z) = φp,q(z) за z ∈ Dn. С обзиром
да је ‖ζpζq‖L∞(Tn) = 1 на основу теореме 4.18 добијамо слиједећи став.

Став 4.7. За свако (p, q) ∈ H вриједи слиједећа процјена:

(4.61)
∣∣∣∣Fp,q(z)

Fp,q(1)
zpzq

∣∣∣∣ ≤ K(α, β), z ∈ Dn
.

Ако је n = 1 за свако p ∈ N0 на основу (4.61) добијамо слиједећу процјену

max
{∣∣∣∣F (−α, p− β; p+ 1, |z|2)

F (−α, p− β; p+ 1, 1)
zp
∣∣∣∣ , ∣∣∣∣F (−β, p− α; p+ 1, |z|2)

F (−β, p− α; p+ 1, 1)
zp
∣∣∣∣}

≤ e
π
2
|Imα−Imβ|

∣∣∣∣Γ(α + 1)Γ(β + 1)

Γ(α + β + 1)

∣∣∣∣ Γ(Reα + Re β + 1)

Γ2
(Reα+Reβ

2
+ 1
) .

гдје је Re(α + β) > −1 и |z| ≤ 1.
На основу теореме 4.14 функција Uα,β(z) =

∏n
j=1 uα,β(zj) је појединачно (α, β)-

хармонијска на Dn. Већ је уочено да је, за свако 1 ≤ j ≤ n, функција uαj ,βj(ζjzj)

(αj, βj)-хармонијска, при чему је |ζj| = 1 фиксирано и отуда је Uα,β(ζ · z) поје-
диначно (α, β)-хармонијска за фиксирано ζ ∈ Tn. С друге стране, уврштавањем
ζ = r у (4.29) добијамо

(4.62) Lαj ,βj [U(r · z)] = (Lαj ,βjU)(r · z)− (1− r2j )
∂2U

∂zj∂zj
(r · z), r ∈ [0, 1)n,

што показује да за појединачно (α, β)-хармонијску функцију U функција z 7→
U(r · z) не мора да буде појединачно (α, β)-хармонијска, осим у случају поједи-
начно (0,0)-хармонијске функције тј. појединачно хармонијске функције за коју
је функција z 7→ U(r · z) појединачно хармонијска. То доводи до потешкоћа у
примјени стандардних аргумената на интегралне репрезентације које укључују
Банах–Алаоглуову теорему. Слиједећа теорема омогућава нам да превазиђемо
ове потешкоће, видјети доказ теореме 4.26 и доказ теореме 4.27.
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Теорема 4.22. Ако је u појединачно (α, β)-хармонијска на Dn, онда важи

(4.63) lim
r→1

Pα,β[ur](z) = u(z), z ∈ Dn.

Доказ. На основу теореме 4.17 функција u је облика

(4.64) u(z) =
∑

(p,q)∈H

cp,qFp,q(z)z
pzq, z ∈ Dn, cp,q =

∂(p,q)u

p!q!
(0),

и ред равномјерно конвергира на сваком компактном скупу K ⊂ Dn. Отуда и
како је Fp,q(r · ζ) = Fp,q(r), ζ ∈ Tn, имамо

lim
r→1

Pα,β[ur](z) = limr→1

∫
Tn

Pα,β(z, ζ)u(r · ζ)dmn(ζ)

= lim
r→1

∫
Tn

Pα,β(z, ζ)
∑

(p,q)∈H

cp,qrprqFp,q(r · ζ)ζpζ
q
dmn(ζ)

= lim
r→1

∫
Tn

Pα,β(z, ζ)
∑

(p,q)∈H

cp,qrprqFp,q(r)ζpζ
q
dmn(ζ)

= lim
r→1

∑
(p,q)∈H

cp,qrprqFp,q(r)
∫
Tn

Pα,β(z, ζ)ζ
pζ
q
dmn(ζ)

= lim
r→1

∑
(p,q)∈H

cp,qrprqFp,q(r)Pα,β[ζpζ
q
](z)

и онда је, на основу (4.60),

lim
r→1

Pα,β[ur](z) = limr→1

∑
(p,q)∈H

cp,qrprq
Fp,q(r)
Fp,q(1)

Fp,q(z)z
pzq.(4.65)

Нека је
A(p, q, r, z) = cp,qrprq

Fp,q(r)
Fp,q(1)

Fp,q(z)z
pzq.

Треба да докажемо да ред
∑

(p,q)∈H A(p, q, r, z) равномерно конвергентан по r ∈
[0, 1)n за свако фиксирано z ∈ Dn и да постоји limr→1A(p, q, r, z) за свако (p, q) ∈
H. На основу неједнакости (4.37) за (γ, δ) = (0,0) и N = 2 добијамо да је

|A(p, q, r, z)| ≤ Cz

∣∣∣∣Fp,q(r)
Fp,q(1)

∣∣∣∣ rprq n∏
j=1

p−2
j q−2

j ,

гдје је Cz = max
|(s,t)|≤2n

‖∂(s,t)u‖C(rDn
) а r ∈ (0, 1) бирамо тако да z ∈ rDn и при чему

је p−2
j = 1, ако је pj = 0 и q−2

j = 1, ако је qj = 0. Отуда примјеном неједнакости
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(4.61) добијамо да је

|A(p, q, r, z)| ≤ CzK(α, β)
n∏
j=1

p−2
j q−2

j .

С обзиром да ред ∑
(p,q)∈H

n∏
j=1

p−2
j q−2

j

конвергира и чланови реда ∑
(p,q)∈H

CzK(α, β)
n∏
j=1

p−2
j q−2

j

не зависе од r, дозвољено је да лимес и сума замијене мјесто па је

lim
r→1

Pα,β[ur](z) =
∑

(p,q)∈H

lim
r→1

cp,qrprq
Fp,q(r)
Fp,q(1)

Fp,q(z)z
pzq.

Ако је Re(c − a − b) > 0, хипергеометријска функција F (a, b; c, x) има граничну
вриједност у 1 и како је

lim
r→1

Fp,q(r) = limr→1

n∏
j=1

Fpj ,qj(r
2
j ) = Fp,q(1)

доказ је завршен.

shpα,β(Dn) простори
Дефиниција 4.11. Нека је 1 ≤ p < ∞. Дефинишемо простор shpα,β(Dn) као
простор свих u ∈ shα,β(Dn) таквих да је

(4.66) ‖u‖α,β;p = sup
r∈[0,1)n

(∫
Tn

|ur(ζ)|pdmn(ζ)

) 1
p

<∞.

Јасно је да је простор shpα,β(Dn) Банахов простор у односу на дату норму.

Став 4.8. Ако је µ ∈ M(Tn), онда u = Pα,β[dµ] припада простору sh1α,β(Dn) и

‖u‖α,β;1 ≤ K(α, β)‖µ‖.

Доказ. На основу става 4.5 функција u је појединачно (α, β)-хармонијска а на
основу (4.51) и (4.53) важи

‖ur‖1 = ‖(Vα,β)r ∗ dµ‖1 ≤ ‖(Vα,β)r‖1‖µ‖ ≤ K(α, β)‖µ‖, r ∈ [0, 1)n.
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У ставу 4.8 је доказано да је Pα,β ограничен линеаран оператор из M(Tn) у
sh1α,β(Dn) и да је норма оператора Pα,β мања или једнака од K(α, β).
Следећа лема ће бити корисна у аргументима који укључују дуалност.

Лема 4.8. Претпоставимо да су µ и ν комплексне Борелове мјере на Tn, u =

Pα,β[dµ] и v = Pβ,α[dν] и нека је r ∈ [0, 1)n. Тада је

〈ur, dν〉 = 〈vr, dµ〉,

или експлицитно

(4.67)
∫
Tn

(Pα,β[dµ])(r · ζ)dν(ζ) =
∫
Tn

(Pβ,α[dν])(r · ξ)dµ(ξ).

Доказ. Покажимо да је Pα,β(r · ζ, ξ) = Pβ,α(r · ξ, ζ). На основу (4.45) важи

Pα,β(r · ζ, ξ) =
n∏
j=1

cαj ,βj

(1− r2j )
αj+βj+1

(1− rjζjξj)αj+1(1− rjζjξj)βj+1

=
n∏
j=1

cαj ,βj

(1− r2j )
αj+βj+1

(1− rjξjζj)βj+1(1− rjξjζj)αj+1

= Pβ,α(r · ξ, ζ)

и отуда је на основу (4.48) и Фубинијеве теореме∫
Tn

(Pα,β[dµ])(r · ζ)dν(ζ) =
∫
Tn

(∫
Tn

Pα,β(r · ζ, ξ)dµ(ξ)
)
dν(ζ)

=

∫
Tn

(∫
Tn

Pβ,α(r · ξ, ζ)dν(ζ)
)
dµ(ξ)

=

∫
Tn

(Pβ,α[dν])(r · ξ)dµ(ξ).

У [76] је доказано ако је f(z) = P [dµ](z) гдје је µ ∈ M(Tn), да онда frdm→ dµ

слабо∗ када r → 1 при чему је P Пуасоново језгро за појединачно хармонијске
функције (случај αj = βj = 0). Сљедећа теорема је уопштење тог резултата за
појединачно (α, β)-хармонијске функције и у исто вријеме доказана је слаба∗

конвергенција при општијим лимесима.

Теорема 4.23. Нека је u = Pα,β[dµ] гдје је µ ∈ M(Tn). Тада urdmn конвергира
слабо∗ ка dµ када r = (r1, . . . , rn) → (1, . . . , 1) = 1 у [0, 1)n.
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Доказ. Фиксирајмо φ ∈ C(Tn) и нека је v = Pβ,α[φ]. Треба да докажемо да

lim
r→1

∫
Tn

u(r · ζ)φ(ζ)dmn(ζ) =

∫
Tn

φ(ξ)dµ(ξ).

На основу леме 4.8 за dν = φdmn важи∫
Tn

u(r · ζ)φ(ζ)dmn(ζ) =

∫
Tn

v(r · ξ)dµ(ξ).

Међутим, на основу теореме 4.20, на скупу Tn

v(r · ξ) ⇒ φ(ξ) кад r→ 1.

Отуда је
lim
r→1

∫
Tn

u(r · ζ)φ(ζ)dmn(ζ) =

∫
Tn

φ(ξ)dµ(ξ).

Теорема 4.24. Ако је ψ ∈ Lp(Tn) за неко 1 ≤ p ≤ ∞, онда Pα,β[ψ] је из простора
shpα,β(Dn) и

(4.68) ‖Pα,β[ψ]‖α,β;p ≤ K(α, β)‖ψ‖p.

За 1 ≤ p <∞ важи

(4.69) lim
r→1

‖(Pα,β[ψ])r − ψ‖Lp(Tn) = 0, ψ ∈ Lp(Tn).

Доказ. За ψdmn = dµ на основу става 4.5 функција u = Pα,β[ψ] је појединачно
(α, β)-хармонијска а на основу (4.52) и (4.53) примјеном Јангове неједнакости за
конволуцију важи

(4.70) ‖ur‖p = ‖(Vα,β)r ∗ ψ‖p ≤ ‖(Vα,β)r‖1‖ψ‖p ≤ K(α, β)‖ψ‖p, r ∈ [0, 1)n,

гдје је K(α, β) дато са (4.54). Узимајући супремум по свим r ∈ [0, 1)n у (4.70)
добијамо да Pα,β[ψ] ∈ shpα,β(Dn).

Претпоставимо да је 1 ≤ p < ∞. Нека је ψ ∈ Lp(Tn) и нека је ε > 0. Како је
C(Tn) густ у Lp(Tn) можемо изабрати φ ∈ C(Tn) тако да је ‖φ − ψ‖p < ε. Тада,
на основу (4.70), важи:

‖(Pα,β[ψ])r − ψ‖p = ‖(Pα,β[ψ − φ])r + ((Pα,β[φ])r − φ) + (φ− ψ)‖p
≤ ‖(Pα,β[ψ − φ])r‖p + ‖(Pα,β[φ])r − φ‖p + ‖φ− ψ‖p
≤ K(α, β)‖φ− ψ‖p + ‖(Pα,β[φ])r − φ‖p + ε

≤ [K(α, β) + 1]ε+ ‖(Pα,β[φ])r − φ‖p
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1 ≤ p ≤ +∞
Међутим, ‖(Pα,β[φ])r − φ‖p ≤ ‖(Pα,β[φ])r − φ‖C(Tn) па је

(4.71) ‖(Pα,β[ψ])r − ψ‖p ≤ [K(α, β) + 1]ε+ ‖(Pα,β[φ])r − φ‖C(Tn).

С обзиром да на основу теореме 4.20 важи limr→1 ‖(Pα,β[φ])r − φ‖C(Tn) = 0 из
(4.71) добијамо

lim sup
r→1

‖(Pα,β[ψ])r − ψ‖p ≤ [K(α, β) + 1]ε

и тиме је добијено (4.69).

Простор непрекидних функција C(Tn) је густ у Lp(Tn), 1 ≤ p < +∞. То не
важи за p = +∞, јер равномерни лимес низа непрекидних функција мора да
буде непрекидна а функција из L∞(Tn) не мора да буде непрекидна. Ако је
p = +∞ имамо слабо∗ конвергенцију:

Теорема 4.25. Нека је u = Pα,β[f ] при чему је f ∈ L∞(Tn). Тада ur конвергира
слабо∗ ка f када r = (r1, . . . , rn) → (1, . . . , 1) = 1 у [0, 1)n.

Доказ. Фиксирамо φ ∈ L1(Tn) и нека је v = Pβ,α[φ]. На основу леме 4.8 за
dν = φdmn и dµ = fdmn важи∫

Tn

u(r · ζ)φ(ζ)dmn(ζ) =

∫
Tn

v(r · ξ)f(ξ)dmn(ξ).

Међутим, на основу теореме 4.24, v(r · ξ) конвергира у L1(Tn) норми ка φ(ξ) кад
r тежи ка 1. Отуда је

lim
r→1

∫
Tn

u(r · ζ)φ(ζ)dmn(ζ) =

∫
Tn

f(ξ)φ(ξ)dmn(ξ).

4.6 Интегрална репрезентација функција из
shpα,β(Dn), 1 ≤ p ≤ +∞

У овом потпоглављу полазимо од појединачно (α, β)-хармонијске функци-
је дефинисане на Dn и показујемо да је можемо презентовати као Pα,β[ψ] или
Pα,β[dµ] уз одговарајући услов.

Теорема 4.26. Нека је 1 < p ≤ ∞ и претпоставимо да u ∈ shα,β(Dn) задовољава
услов

(4.72) sup
0≤r<1

‖ur‖Lp(Tn) <∞.

Тада постоји јединствена функција ψ ∈ Lp(Tn) таква да је u = Pα,β[ψ].
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1 ≤ p ≤ +∞
Доказ. Како је p > 1, Lp(Tn) је дуални простор простора Lq(Tn), гдје је 1/p +

1/q = 1 и осим тога простор Lq(Tn), 1 ≤ q < +∞ је сеперабилан простор. За низ
функција u((1−1/k)ζ) на Tn на основу (4.72) важи ‖u1− 1

k
‖Lp(Tn) ≤ C, па на основу

Банах–Алаоглуове теореме низ u((1 − 1/k)ζ) има слабо∗ конвергентан подниз.
Отуда постоји низ (rk)∞k=0 из [0, 1) који конвергира ка 1 и постоји функција ψ из
Lp(Tn) тако да је

(4.73) lim
k→∞

∫
Tn

φ(ζ)u(rkζ)dmn(ζ) =

∫
Tn

φ(ζ)ψ(ζ)dmn(ζ) за свако φ ∈ Lq(Tn).

Нека је φz(ζ) = Pα,β(z, ζ) гдје је z ∈ Dn фиксирано. Како је φz ∈ C(Tn) ⊂ Lq(Tn)
на основу (4.73) и теореме 4.22 важи

Pα,β[ψ](z) =

∫
Tn

Pα,β(z, ζ)ψ(ζ)dmn(ζ)

= lim
k→∞

∫
Tn

Pα,β(z, ζ)u(rkζ)dmn(ζ)

= lim
k→∞

Pα,β[urk ](z)

= u(z).

Јединственост слиједи из теореме 4.25 и теореме 4.24.

У доказу теореме 4.26 користили смо чињеницу да је Lp(Tn) дуални простор
простора Lq(Tn) кад год је 1 < p ≤ ∞. Али L1(Tn) није дуални простор ниједног
простора. Због тога је у теореми 4.26 претпоставка p > 1 суштинска и предложе-
ни доказ за 1 < p ≤ ∞ не функционише ако је p = 1. Да бисмо превазишли ову
потешкоћу, L1(Tn) сматрамо подскупом M(Tn). Према Рисовој теореми M(Tn)
је дуал од C(Tn).

Теорема 4.27. Претпоставимо да је u појединачно (α, β)-хармонијска функ-
ција на Dn таква да је

(4.74) sup
0≤r<1

∫
Tn

| u(rζ) | dmn(ζ) <∞.

Тада постоји јединствена комплексна Борелова мјера µ на Tn таква да је u =

Pα,β[dµ].

Доказ. На основу (4.74) низ u((1 − 1/k)ζ)dmn(ζ) комплексних Борелових мјера
на Tn је ограничен на M(Tn) = C(Tn)∗ и отуда на основу Банах–Алаоглуове
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1 ≤ p ≤ +∞
теореме и чињенице да је C(Tn) сепарабилан добијамо слабо∗ конвергентан под-
низ тог низа. Тада постоји низ (rl)∞l=0 из [0, 1) тако да је liml→∞ rl = 1 и постоји
комплексна Борелова мјера µ он Tn таква да је

(4.75) lim
l→∞

∫
Tn

g(ζ)u(rlζ)dmn(ζ) =

∫
Tn

g(ζ)dµ(ζ) за свако g ∈ C(Tn).

За z ∈ Dn фиксирано, нека је gz(ζ) = Pα,β(z, ζ). Како је gz непрекидна на Tn

можемо применити (4.75). Отуда је на основу теореме 4.22

Pα,β[dµ](z) =

∫
Tn

Pα,β(z, ζ)dµ(ζ)

= lim
l→∞

∫
Tn

Pα,β(z, ζ)u(rlζ)dmn(ζ)

= lim
l→∞

Pα,β[url ](z)

= u(z).

Јединственост слиједи из теореме 4.23.

На основу теореме 4.27 и става 4.8 добијамо да су слиједећи услови еквива-
лентни за дату појединачно (α, β)-хармонијску функцију u на Dn:

sup
0≤r<1

∫
Tn

| u(rζ) | dmn(ζ) <∞,

sup
r∈[0,1)n

∫
Tn

|ur(ζ)|dmn(ζ) <∞,

u = Pα,β[dµ] гдје је µ ∈ M(Tn).

Калдерон и Зигмунд ([10], лема 1.) су доказали еквивалентност посљедња два
услова за појединачно хармонијске функције. С обзиром да је sh0,0(Dn) = sh(Dn)

у овој дисертацији дато је уопштење тог резултата.
Имамо слиједећи низ непрекидних утапања Банахових простора

(4.76) Cshα,β(Dn) ⊂ sh∞α,β(Dn) ⊂ shqα,β(D
n) ⊂ shpα,β(D

n) ⊂ sh1α,β(Dn),

гдје је 1 < p < q < ∞. Горе наведени резултати показују да су ови простори
изоморфни, као Банахови простори, респективно просторима

(4.77) C(Tn) ⊂ L∞(Tn) ⊂ Lq(Tn) ⊂ Lp(Tn) ⊂ M(Tn),

а изоморфизам омогућује оператор Pα,β.
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4.7 Максимална функција и теореме Фатуовог
типа

Подсјетимо се да је за дато ζ = eiφ из T Штолцов угао у тачки ζ отвора
0 < A < +∞ означен са

SA(e
iφ) = {rei(φ−θ) : |θ| ≤ A(1− r)}.

Нетангенционални лимес у граничној тачки означен је са NT − lim.
У претходним потпоглављима проучавали смо конвергенцију у Lp(Tn) норми,

или у слабо∗ топологији, од ur за u из одговарајућег shpα,β(Dn) простора. У овом
потпоглављу ћемо проучавати скоро свуда конвергенцију од ur за појединачно
(α, β)-хармонијске функције u. Подсјетимо да је у потпоглављу 4.1 наведен пр-
ви резултат ове природе који је био везан за Чезарову сумабилност двоструког
Фуријеовог реда ([56]). У том раду Марцинкјевич и Зигмунд су примијетили да
њихови резултати важе за Пуасонова језгра као и за Фејерова језгра, чиме се
добија резултат за 2–хармонијске функције (видјети теорему 4.7 и теорему 4.8).
Случај n = 2 формулисао је Зигмунд([85], глава XII, теорема 3.1). У овој дисер-
тацији доказано је уопштење тог резултата који се односи на Пуасоново језгро
и при томе је коришћен приступ који је дјелимично базиран на методу датом
у [69], гдје су разматране појединачно хармонијске функције (видјети теорему
2.3.1. из [69]). Веома је битна специјална максимална функција Mq јер се кори-
сти за добијање процјена релевантних сужених нетангенцијалних максималних
функција како бисмо добили теореме Фатуовог типа.

Максимална функција Mq

За γ из Zn+ дефинишемо γ бокс као подскуп Q од Tn слиједећег облика:

Q = I1 × · · · × In, гдје је Ij = {eiθ | aj ≤ θ < bj}

полуотворен лук на T дужине 0 < bj−aj ≤ 2π и њихове дужине су у истом односу
као (2γ1 , . . . , 2γn). Центар таквих боксова је означен са c(Q) = (eic1 , . . . , eicn), гдје
је cj = (aj + bj)/2. Означимо фамилију свих γ боксова са Qγ. Дефинишемо γ-
максималну функцију комплексне Борелове мјере µ на Tn слиједећом формулом:

(4.78) Mγµ(ζ) = sup
Q∈Qγ ,c(Q)=ζ

|µ|(Q)
mn(Q)

, µ ∈ M(Tn), ζ ∈ Tn.

У [69] је доказана слиједећа лема
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Лема 4.9.

(4.79) mn({ζ ∈ Tn |Mγµ(ζ) > λ}) ≤ 3n
‖µ‖
λ
, µ ∈ M(Tn), λ > 0.

Уочимо да константа 3n не зависи од γ ∈ Zn+.
За 0 < q < 1 уводимо максималну функцију Mq са

(4.80) Mqµ(ζ) =
∑
γ∈Zn

+

q|γ|Mγµ(ζ), µ ∈ M(Tn), ζ ∈ Tn.

Рудин ([69] лема 1, страна 26.) је доказао слиједећу лему за q = 1/2 тако да
сљедећа лема представља уопштење његовог резултата.

Лема 4.10. Нека је 0 < q < 1 и нека је µ ∈ M(Tn). Тада важи

(4.81) mn({ζ ∈ Tn |Mqµ(ζ) > λ}) ≤ 3n

(1−√
q)2n

‖µ‖
λ
, λ > 0.

Доказ. Уведимо за λ > 0 и γ ∈ Zn+ скупове:

E(λ) = {ζ ∈ Tn |Mqµ(ζ) > λ}, Eγ(λ) = {ζ ∈ Tn |Mγµ(ζ) > λ}.

Уочимо да је за 0 < q < 1
∞∑
k=0

qk/2 =
1

1−√
q
= η(q) и онда је

∑
γ∈Zn

+

q|γ|/2 = ηn(q).

Стога, ако је Mqµ(ζ) > λ, онда је на основу (4.80)

λ <
∑
γ∈Zn

+

q|γ|Mγµ(ζ) =
∑
γ∈Zn

+

q|γ|/2q|γ|/2Mγµ(ζ) ≤ ηn(q) sup
γ
{q|γ|/2Mγµ(ζ)}

и отуда слиједи да је

E(λ) ⊂ ∪γ∈Zn
+
Eγ(η

−n(q)q−|γ|/2λ).

Тада, због монотоности и пребројиве субадитивности Харове мјере и на основу
леме 4.9, добијамо

mn(E(λ)) ≤
∑
γ∈Zn

+

mn(Eγ(η
−n(q)q−|γ|/2λ))

≤
∑
γ∈Zn

+

3n
‖µ‖

η−n(q)q−|γ|/2λ

= 3nη2n(q)‖µ‖λ−1

=
3n

(1−√
q)2n

‖µ‖
λ
.
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Процјене Pα,β[dµ] помоћу Pt[dµ]

За реално t > −1 нека је, као и у потпоглављу 4.2. ,

(4.82) ut(z) = ut/2,t/2(z) =
(1− |z|2)t+1

|1− z|t+2
, z ∈ D

и нека је

(4.83) vt(z) = vt/2,t/2(z) =
Γ2( t

2
+ 1)

Γ(t+ 1)

(1− |z|2)t+1

|1− z|t+2
, z ∈ D.

На основу елементарне неједнакости |1−reiθ| ≥ π−1|θ|, која важи за све 0 ≤ r < 1

и −π ≤ θ ≤ π добијамо слиједећу процјену:

(4.84) 0 < ut(re
iθ) ≤ 2t+1πt+2 (1− r)t+1

|θ|t+2
, 0 ≤ r < 1, −π ≤ θ ≤ π.

Оператори задани језгрима vt(zζ) су разматрани у [64], гдје су добијени јед-
нодимензиони резултати Фатуовог типа (видјети теорему 4.16 и посљедицу 4.3).
За t = (t1, . . . , tn) ∈ (−1,+∞)n дефинишемо

(4.85) Ut(z) =
n∏
j=1

utj(zj), Vt(z) =
n∏
j=1

vtj(zj), z ∈ Dn.

Нека је z ∈ Dn и ζ ∈ Tn. Језгро Kt(z, ζ) = Vt(z ·ζ) је позитивно језгро и очигледно
је да је Kt = Pα,β за α = β = t/2.

Лема 4.11. Нека је µ ∈ M(Tn) и нека z ∈ Dn. Тада важи

(4.86) |Pα,β[dµ](z)| ≤ kα,β

∫
Tn

Ut(z · ζ)d|µ|(ζ) =
kα,β
kt

∫
Tn

Kt(z, ζ)d|µ|(ζ),

при чему је t = (t1, . . . , tn) гдје је tj = Reαj + Re βj за 1 ≤ j ≤ n и

kα,β =
n∏
j=1

|cαj ,βj |e
π
2
| Imαj−Imβj |, kt =

n∏
j=1

Γ2
(
tj
2
+ 1
)

Γ(tj + 1)
.

Доказ. На основу основне интегралне неједнакости и неједнакости (4.23) имамо

|Pα,β[dµ](z)| =
∣∣∣∣∫

Tn

Pα,β(z, ζ)dµ(ζ)

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣
∫
Tn

n∏
j=1

cαj ,βj

(1− |zj|2)αj+βj+1

(1− zjζj)αj+1(1− zjζj)βj+1
dµ(ζ)

∣∣∣∣∣
≤
∫
Tn

n∏
j=1

|cαj ,βj |e
π
2
| Imαj−Imβj (1− |zj|2)Reαj+Reβj+1

|1− zjζj|Reαj+Reβj+2
d|µ|(ζ)

и отуда на основу (4.85) и (4.82) слиједи (4.86).
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Претходна лема нам омогућава да различите процјене за комплексно-вријед-
носно језгро Pα,β добијамо помоћу позитивног језгра, видјети (4.91) у наставку.

Процјене унутар Штолцовог конуса за фиксирано r

Дефинишемо Штолцов конус у тачки ζ ∈ Tn отвора 0 < A <∞ са

(4.87) SA(ζ) =
n∏
j=1

SA(ζj)

и сужен Штолцов конус SA,B(ζ) за 0 < A <∞, 1 ≤ B <∞ у ζ ∈ Tn са

(4.88) SA,B(ζ) =

{
(r1e

iθ1 , . . . , rne
iθn) ∈ SA(ζ) : max

j,k

1− rj
1− rk

≤ B

}
.

Доказано је да је |1− reiφ| ≤ (1 +A)|1− rei(φ−θ)| за |θ| ≤ A(1− r), (видјети лему
4.2). Према томе постоји константа δA > 0 таква да је

(4.89) δA|1− reiφ| ≤ inf
|θ|≤A(1−r)

|1− rei(φ−θ)| ≤ |1− reiφ|, 0 < A <∞.

Нека је

(4.90) c(t) =
n∑
j=1

(tj + 2), t ∈ (−1,+∞)n.

Став 4.9. Нека је η = (eiψ1 , . . . , eiψn) из Tn, r ∈ [0, 1)n, t ∈ (−1,+∞)n и 0 < A <

∞. Тада имамо

(4.91) sup
ξ: r·ξ∈SA(η)

|Pα,β[dµ](r · ξ)| ≤
kα,β

ktδ
c(t)
A

∫
Tn

Kt(r · η, ζ)d|µ|(ζ), η ∈ Tn,

при чему је t = (t1, . . . , tn) гдје tj = Reαj + Re βj за свако 1 ≤ j ≤ n.

Доказ. За z = (r1e
i(ψ1−θ1), . . . , rne

i(ψn−θn)) из SA(η) и ζ = (eiφ1 , . . . , eiφn) ∈ Tn,
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примјеном (4.89) добијамо

sup
z∈SA(η),|zj |=rj

Ut(z · ζ) = sup
z∈SA(η),|zj |=rj

n∏
j=1

(1− r2j )
tj+1

|1− zjζj|tj+2

= sup
|θj |≤A(1−rj)

n∏
j=1

(1− r2j )
tj+1

|1− rjei[(ψj−θj)−φj ]|tj+2

= sup
|θj |≤A(1−rj)

n∏
j=1

(1− r2j )
tj+1

|1− rjei[(ψj−φj)−θj ]|tj+2

≤
n∏
j=1

(1− r2j )
tj+1

δ
tj+2
A |1− rjei(ψj−φj)|tj+2

= δ
−c(t)
A

n∏
j=1

(1− r2j )
tj+1

|1− rjei(ψj−φj)|tj+2

= δ
−c(t)
A Ut(r · η · ζ),(4.92)

и отуда примјеном леме 4.11 важи:

sup
ξ: r·ξ∈SA(η)

|Pα,β[dµ](r · ξ)| ≤ sup
ξ: r·ξ∈SA(η)

kα,β

∫
Tn

Ut(r · ξ · ζ)d|µ|(ζ)

≤ kα,β

δ
c(t)
A

∫
Tn

Ut(r · η · ζ)d|µ|(ζ)

=
kα,β

ktδ
c(t)
A

∫
Tn

Kt(r · η, ζ)d|µ|(ζ).

Уочимо да су у (4.91) и η ∈ Tn и r ∈ [0, 1)n фиксирани. Да бисмо добили про-
цјену интеграла на десној страни неједнакости (4.91) потребне су одговарајуће
подјеле Tn прилагођене датом r.

Подјеле Pr торуса Tn и процјене |µ|(Q), Q ∈ Pr
За дато 0 ≤ ρ < 1 са κ = κ(ρ) означен је јединствени број κ ∈ [1, 2) такав да

је

(4.93) π

(1− ρ)κ(ρ)
= 2p, гдје је p ∈ N0

и p = p(ρ) је јединствено одређено са ρ. Нека је

(4.94) x0 = 0, xj = xj(ρ) = 2j−1(1− ρ)κ(ρ) за свако 1 ≤ j ≤ p+ 1.
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Јасно је да је 0 = x0 < x1 < . . . < xp+1 = π и 2xj = xj+1 за 1 ≤ j ≤ p. Нека је, за
j = 0, . . . , p, J+

j = J+
j (ρ) = [xj, xj+1) и J−

j = J−
j (ρ) = [−xj+1,−xj). Уочимо да су то

полуотворени интервали који чине подјелу P̃ρ интервала [−π, π), да их је укупно
2(p+1) и да одговарајући 2(p+1) полуотворени лукови I+j = I+j (ρ) и I−j = I−j (ρ) на
T чине подјелу Pρ јединичне кружнице T. Уочимо да јеm1(I

±
j ) = 2j−2(1−ρ)κ(ρ)/π

за 1 ≤ j ≤ p и m1(I
±
1 ) = m1(I

±
0 ).

Фиксирајмо 1 ≤ B < +∞ и изаберимо најмањи цијели број b ≥ 0 такав
да је B ≤ 2b. Претпоставимо да r ∈ [0, 1)n задовољава услов maxj(1 − rj) ≤
Bminj(1 − rj). Можемо претпоставити, без умањења општости, да је r1 ≤ r2 ≤
· · · ≤ rn. Подјеле Prk , 1 ≤ k ≤ n, јединичне кружнице T индукују подјелу Tn.
Наиме, изаберимо ε ∈ {+1,−1}n, j ∈ {0, . . . , p(r1)} × · · · × {0, . . . , p(rn)} и нека је
Q(ε, j) =

∏n
l=1 I

εl
jl
. Ових [2(p(r1) + 1)] × · · · × [2(p(rn) + 1)] боксова чине подјелу

Pr торуса Tn. Штавише, за сваки избор ε и j постоји опадајући низ ι = (ιl)
n
l=1

ненегативних бројева ι1 ≤ b, ιn = 0 и Q(ε, j) је (j1 + ι1, . . . , jn + ιn) бокс. Такође
је |ι| ≤ (n− 1)(b+ 1). Низ ι зависи само од j а не зависи од ε.

Напомена 4.2. Да би Q(ε, j) био (j1 + ι1, . . . , jn + ιn) бокс потребно је да је

(1− rk)κ(rk)

(1− ri)κ(ri)
= 2ιk−ιi и ιk − ιi = p(ri)− p(rk).

Како је
2−b−1 ≤ 1

2B
≤ (1− rk)κ(rk)

(1− ri)κ(ri)
≤ 2B ≤ 2b+1

имамо да је
−b− 1 ≤ ιk − ιi ≤ b+ 1.

Ако је r1 ≤ r2 ≤ · · · ≤ rn онда је p(r1) ≤ p(r2) ≤ · · · ≤ p(rn) и према томе
ι1 ≥ ι2 ≥ · · · ≥ ιn ≥ 0. Без умањења општости можемо узети да је ιn = 0. Тада
је ι1 ≤ b+ 1 и |ι| ≤ (n− 1)(b+ 1).

Сваки бокс Q(ε, j) је садржан у боксу R(j) који садржи све (eiθ1 , . . . , eiθn)

такве да је −xjk+1(rk) ≤ θk < xjk+1(rk) за свако 1 ≤ k ≤ n. Бокс R(j) је, будући
да је хомотетичан са Q(ε, j), такође j + ι бокс, и јасно да му је центар у 1 и да
је mn(R(j)) = 4nmn(Q(ε, j)). Отуда примјеном (4.78) добијамо

|µ|(Q(ε, j)) ≤ |µ|(R(j))(4.95)
≤ mn(R(j))(Mj+ιµ)(1)
= 4nmn(Q(ε, j))(Mj+ιµ)(1)
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Уочимо да на основу (4.94) и (4.93) важи

(4.96) mn(Q(ε, j)) = 4−n2j1+···+jn
n∏
k=1

(1− rk)κ(rk)

π
= 4−n

n∏
k=1

2jk−p(rk).

Тиме је доказан сљедећи став.

Став 4.10. Нека је µ комплексна Борелова мјера на Tn и нека је 1 ≤ B < ∞.
Претпоставимо да r ∈ [0, 1)n задовољава услов maxj(1 − rj) ≤ Bminj(1 − rj)

и нека је Pr подјела Tn која зависи од r. Тада за свако ε ∈ {−1,+1}n и свако
j = (j1, . . . , jn) такво да је 0 ≤ jk ≤ p(rk) за свако 1 ≤ k ≤ n важи:

(4.97) |µ|(Q(ε, j)) ≤ 2j1+···+jn
n∏
k=1

(1− rk)κ(rk)

π
(Mj+ιµ)(1).

Уочимо да је, због κ(rk) < 2,

(4.98) |µ|(R(j)) ≤ 2n

πn
2j1+···+jn

n∏
k=1

(1− rk)(Mj+ιµ)(1).

Процјене Pα,β[dµ] над SA,B(η)

Фиксирајмо 0 ≤ ρ < 1 и посматрајмо тачке x0, . . . xp+1 из (4.94) које индукују
подјелу P̃ρ полузатвореног интервала [0, π). Примјеном (4.84) на θ = x1, . . . , xp

при чему су тачке x1, . . . , xp дате са (4.94) и како је κ(ρ) ≥ 1, за свако 1 ≤ j ≤
p = p(ρ) важи:

ut(ρe
ixj) ≤ 2t+1πt+2

1− ρ

(
1− ρ

2j−1(1− ρ)κ(ρ)

)t+2

≤ 22t+3πt+2

1− ρ
2−(t+2)j.

Претходна неједнакост важи и за j = 0. Заиста, на основу (4.82) за t > −1 је

ut(ρ) =
(1− ρ2)t+1

(1− ρ)t+2
≤ 2t+1

1− ρ
<

22t+3πt+2

1− ρ
.

Дакле важи

(4.99) ut(ρe
ixj) ≤ 22t+3πt+2

1− ρ
2−(t+2)j, 0 ≤ j ≤ p = p(ρ).

Према ([64]) функција ut(ρeiθ) је парна функција по промјенљивој θ ∈ (−π, π)
и монотоно опадајућа по θ ∈ (0, π) за фиксирано 0 ≤ ρ < 1 па за xjk ≤ θk <

xjk+1(1 ≤ k ≤ n) према (4.99) важи

ut(ρe
iθk) ≤ ut(ρe

ixjk ) ≤ 22tk+3πtk+2

1− ρ
2−(tk+2)jk .
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Отуда примјеном (4.99) за t ∈ (−1,+∞)n и r ∈ [0, 1)n добијамо:

Ut(r · ζ) ≤ Ct

n∏
k=1

2−(tk+2)jk

n∏
k=1

1

1− rk
, ζ ∈ Q(ε, j),(4.100)

гдје је Ct =
∏n

k=1 2
2tk+3 · πtk+2.

Претпоставимо да r задовољава услов maxj(1 − rj) ≤ Bminj(1 − rj) гдје
је B ≥ 1 и процјенимо интеграл који се појављује у ставу 4.9. Без умањења
општости нека је η = 1 ради једноставнијег означавања. Боксови

Q(ε, j), ε ∈ {+1,−1}n, j ∈ {0, . . . , p(r1)} × · · · × {0, . . . , p(rn)},

индукују подјелу Pr торуса Tn па на основу (4.100) и става 4.10 важи∫
Tn

Kt(r · 1, ζ)d|µ|(ζ) = kt

∫
Tn

Ut(r · ζ)d|µ|(ζ)

= kt
∑
Q∈Pr

∫
Q

Ut(r · ζ)d|µ|(ζ)

≤ ktCt

n∏
k=1

1

1− rk

∑
(ε,j)

|µ|(Q(ε, j))
n∏
k=1

2−(tk+2)jk(4.101)

≤ 2nktCt
∑
j

n∏
k=1

2−(tk+2)jk2jk
κ(rk)

π
(Mj+ιµ)(1)

≤ 22n

πn
ktCt

∑
j

n∏
k=1

2−(tk+1)jk(Mj+ιµ)(1)

при чему посљедња неједнакост важи јер је κ(rk) < 2 за свако 1 ≤ k ≤ n.

Нека је

(4.102) q = q(t) = 2−min1≤k≤n(tk+1).

Очигледно је да је q < 1 и да је∑
j

n∏
k=1

2−(tk+1)jk(Mj+ιµ)(1) ≤
∑
j

n∏
k=1

qjk(Mj+ιµ)(1)

=
∑
j

q|j|(Mj+ιµ)(1)

=
1

q|ι|

∑
j

q|j+ι|(Mj+ιµ)(1).

Но, како је |ι| ≤ (n−1)(b+1) и како за свако γ ∈ Zn+ постоји највише (b+1)n−1

репрезентација γ = j + ι, онда важи

(4.103)
∑
j

n∏
k=1

2−(tk+1)jk(Mj+ιµ)(1) ≤
(b+ 1)n−1

q(n−1)(b+1)

∑
γ∈Zn

+

q|γ|(Mγµ)(1).
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Према томе на основу (4.101) и (4.103) добијамо да је

(4.104)
∫
Tn

Kt(r · 1, ζ)d|µ|(ζ) ≤ ktC(t, B)(Mqµ)(1),

гдје је C(t, B) = 22nCt(b+1)n−1

πnq(n−1)(b+1) .
Уочимо да десна страна неједнакости (4.104) не зависи од r.
Примјеном неједнакости (4.91) добијамо да је

(4.105) sup
r·ξ∈SA,B(1)

|Pα,β[dµ](r · ξ)| ≤
kα,β

δ
c(t)
A

C(t, B)(Mqµ)(1).

С обзиром да (4.105) важи у произвољној тачки η ∈ Tn, а не само за η = 1,
слиједећи став је доказан.

Став 4.11. Нека је 0 < A < +∞ и 1 ≤ B < +∞. Осим тога, нека је
q = 2−m(α,β) < 1, гдје је m(α, β) = min1≤k≤n(Reαk+Re βk+1), tj = Reαj+Re βj за
свако 1 ≤ j ≤ n и c(t) =∑(tj +2). Тада постоје константе δA > 0 и Cα,β,B <∞
такве да је

(4.106) sup
z∈SA,B(η)

|Pα,β[dµ](z)| ≤
Cα,β,B

δ
c(t)
A

(Mqµ)(η), µ ∈ M(Tn), η ∈ Tn.

Сужена нетангенцијална максимална функција
С обзиром на став 4.11 природно је увести сужену нетангенцијалну макси-

малну функцију отвора 0 < A < +∞ и ограничења 1 ≤ B < ∞ функције
u ∈ C(Dn) са

(M̃NT
A,Bu)(η) = sup

z∈SA,B(η)

|u(z)|, η ∈ Tn

и комплексне Борелове мјере µ на Tn са

(4.107) (MNT
A,Bµ)(η) = sup

z∈SA,B(η)

|Pα,β[dµ](z)|, η ∈ Tn.

Наравно MNT
A,Bµ = M̃NT

A,B(Pα,β[dµ]).
Ако је f ∈ L1(Tn) користићемо краћи запис MNT

A,Bf умјесто MNT
A,Bfdmn.

Примјеном става 4.11 и леме 4.10 добијамо слиједећи слаби (1, 1)-тип процјене
за сужену нетангенцијалну максималну функцију MNT

A,B.

Теорема 4.28. За свако 0 < A < +∞ и 1 ≤ B < ∞ постоји константа
C = Cα,β,A,B таква да је

(4.108) mn({η ∈ Tn : (MNT
A,Bµ)(η) > λ}) ≤ C

‖µ‖
λ
, λ > 0.
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Теореме типа Фатуа
У доказивању теорема типа Фатуа важну улогу има теорема 4.28.

Дефиниција 4.12. Пишемо NTA,B − limz→η u(z) = l ако за свако ε > 0 постоји
δ > 0 такво да је |u(z) − l| < ε кадгод је |z − η| < δ и z ∈ SA,B(η). Функција u

је функција дефинисана на отвореном јединичном полидиску Dn, 0 < A < ∞,
1 ≤ B <∞ и η ∈ Tn.

Ако је NTA,B − limz→η u(z) = l за свако 0 < A < ∞ и 1 ≤ B < ∞ пишемо
RNT − limz→η u(z) = l (сужен нетангенцијални лимес).

Ако је u реално-вриједносна функција аналогно можемо посматрати NTA,B−
lim supz→η u(z).

Теорема 4.29. Нека је f ∈ L1(Tn), u = Pα,β[f ]. Тада је

(4.109) RNT − lim
z→η

u(z) = f(η) за скоро свако η ∈ Tn.

Доказ. Фиксирајмо 0 < A < ∞ и 1 ≤ B < ∞. Дефинишемо за δ > 0, g ∈ L1(Tn)
и η ∈ Tn

(4.110) Ωδ(g, η) = sup{|Pα,β[g](z)− Pα,β[g](w)| : z, w ∈ SA,B(η) ∩ B(η, δ)}

и уочимо слиједеће особине од Ωδ(g, η):

(а) Ωδ(g, η) је монотоно растућа функција по δ > 0 и Ωδ(g, η) ≤ 2(MNT
A,Bg)(η).

(б) limδ→0 Ω
δ(g, η) = 0 ако и само ако NTA,B − limz→η Pα,β[g](z) постоји.

(в) limδ→0 Ω
δ(g, η) = limδ→0 Ω

δ(g − φ, η) за сваку φ ∈ C(Tn).

(a) SA,B(η) ∩ B(η, δ) је растуће по δ > 0 за фиксирано η ∈ Tn. Осим тога за
z, w ∈ SA,B(η) ∩B(η, δ) на основу (4.107) је

|Pα,β[g](z)− Pα,β[g](w)| ≤ 2(MNT
A,Bg)(η).

Такође је и особина под (б) очигледна и (в) слиједи примјеном теореме 4.20.
Нека је Eε = {ζ ∈ Tn : limδ→0 Ω

δ(f, ζ) > ε} за ε > 0. Примјеном (а) и (в) за
произвољно φ ∈ C(Tn) важи:

Eε = {ζ ∈ Tn : lim
δ→0

Ωδ(f − φ, ζ) > ε} ⊂
{
ζ ∈ Tn : [MNT

A,B(f − φ)](ζ) >
ε

2

}
.
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Примјеном теореме 4.28 закључујемо да је

mn({ζ ∈ Tn : [MNT
A,B(f − φ)](ζ) >

ε

2
}) ≤ 2Cα,β,A,B

ε
‖f − φ‖L1(Tn).

С обзиром да је C(Tn) густ скуп у L1(Tn), скуп Eε је садржан у скупу произвољно
мале мјере и отуда је Eε нула скуп. Како је ε > 0 произвољно слиједи да је
limδ→0 Ω

δ(f, η) = 0 за скоро свако η ∈ Tn. Стога, према (б),

NTA,B − lim
z→η

Pα,β[f ](z) = F (η) постоји за скоро свако η ∈ Tn.

На основу теореме 4.24, формула (4.69), добијамо да је F (η) = f(η).

Локална верзија теореме (4.29) за појединачно хармонијске функције може
се наћи у [85] (теорема 4.13, глава XV II ). У потпоглављу 4.1 је објашњено
зашто је немогуће замијенити RNT лимес у теореми 4.29 са NT лимесом, тј. са
лимесом преко Штолцовог конуса SA(η), видјети [32] и [56].
Специјална верзија сљедеће леме појављује се у [69] (лема 3, страна 29) гдје

су посматране појединачно хармонијске функције.

Лема 4.12. Ако се комплексна Борелова мјера µ на Tn анулира на отвореном
скупу V ⊂ Tn и u = Pα,β[dµ], онда важи

(4.111) RNT − lim
z→η

u(z) = 0 за скоро свако η ∈ V.

Доказ. Фиксирајмо отвор 0 < A <∞ и ограничење 1 ≤ B <∞. На основу леме
4.10 максимална функција Mqµ је коначна скоро свуда на Tn и отуда је коначна
скоро свуда и на V . Дакле, довољно је доказати да је

NTA,B − lim
z→η

u(z) = 0

кадгод је η тачка из V таква да је (Mqµ)(η) < +∞. Претпоставимо, због јед-
ноставнијег означавања, да је η = 1. Како је 1 ∈ V , постоји позитиван број N
такав да је InN ⊂ V , гдје је IN = {eiθ : |θ| ≤ π2−N}.
Претпоставимо да r из [0, 1)n задовољава услов maxj(1− rj) ≤ Bminj(1− rj).

Примјеном (4.91), (4.101) и (4.95) добијамо

sup
ξ: r·ξ∈SA,B(1)

|Pα,β[dµ](r · ξ)| ≤
kα,β

ktδ
c(t)
A

∫
Tn

Kt(r · 1, η, ζ)d|µ|(ζ)

≤ Ct
kα,β

δ
c(t)
A

n∏
k=1

1

1− rk

∑
(ε,j)

|µ|(Q(ε, j))
n∏
k=1

1

2(tk+2)jk

≤ Ct2
n kα,β

δ
c(t)
A

n∏
k=1

1

1− rk

∑
j∈I(r)

|µ|(R(j))
n∏
k=1

1

2(tk+2)jk
,(4.112)
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гдје је I(r) = {0, . . . , p(r1)}×· · ·×{0, . . . , p(rn)}. Примјеном (4.93) и (4.94) добијамо
да је |µ|(R(j)) = 0 кадгод је jk < p(rk)−N за свако 1 ≤ k ≤ n.
За r ∈ [0, 1)n ставимо

Z(r) = {(j1, . . . , jn) ∈ Zn+ : jk < p(rk)−N, k = 1, . . . , n}.

Стога на основу (4.112), (4.98) и (4.102) добијамо

φ(r) = sup
ξ: r·ξ∈SA,B(1)

|Pα,β[dµ](r · ξ)|

≤ C(α, β,A)
n∏
k=1

1

1− rk

∑
j∈Zn

+\Z(r)
|µ|(R(j))

n∏
k=1

1

2(tk+2)jk

≤ C(α, β,A)
∑

j∈Zn
+\Z(r)

n∏
k=1

1

2(tk+1)jk
(Mj+ιµ)(1)

≤ C(α, β,A)
∑

j∈Zn
+\Z(r)

q|j|(Mj+ιµ)(1)

≤ C(α, β,A)

q|ι|

∑
j∈Zn

+\Z(r)
q|j+i|(Mj+ιµ)(1)

≤ C(α, β,A)

q(n−1)(b+1)

∑
j∈Zn

+\Z(r)
q|j+i|(Mj+ιµ)(1).(4.113)

На основу наше претпоставке је (Mqµ)(1) =
∑

γ∈Zn
+
q|γ|(Mγµ)(1) < +∞. За фикси-

рано ι = (ι1, ι2, . . . , ιn) онда су сужене суме
∑+∞

γ1=ι1

∑+∞
γ2=ι2

. . .
∑+∞

γn=ιn
q|γ|(Mγµ)(1) <

+∞ и онда је
∑

j∈Zn
+
q|j+ι|(Mj+ιµ)(1) < +∞. Како p(ρ) конвергира ка +∞ кад

ρ ↑ 1 видимо да за сваки коначан скуп F ⊂ Zn+ постоји δ > 0 тако да је F ⊂ Z(r)
кадгод је 1− rk < δ за свако 1 ≤ k ≤ n. Отуда се сума која се појављује у (4.113)
може посматрати као остатак конвергентног реда и тежи ка нули кад r → 1.
Стога је limr→1 φ(r) = 0 а то је еквивалентно са

NTA,B − lim
z→1

u(z) = 0.

Конвергенција ка 0 у свакој тачки η из V не важи чак ни у специјалном
случају појединачно хармонијских функција (тј. α = β = 0). Детаљи се, на
примјер, могу наћи у [69], страна 25. Немогућност локализације је специфична
за вишедимензионална уопштења.
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Теорема 4.30. Претпоставимо да је µ ∈ M(Tn) сингуларна у односу на Харову
мјеру mn. Тада важи

RNT − lim
z→ζ

Pα,β[dµ](z) = 0 за скоро свако ζ ∈ Tn.

Доказ. Фиксирајмо 0 < A < ∞ и 1 ≤ B < ∞ и уведимо за ν ∈ M(Tn) и δ > 0

слиједеће скупове

(4.114) ΛA,B(ν, δ) = {ζ ∈ Tn : NTA,B − lim sup
z→ζ

|Pα,β[dν](z)| > δ},

(4.115) ΦA,B(ν, δ) = {ζ ∈ Tn : (MNT
A,Bν)(ζ) > δ}.

Јасно је да је ΛA,B(ν, δ) ⊂ ΨA,B(ν, δ). Довољно је доказати да је ΛA,B(µ, δ) мјере
нула за свако δ > 0. Фиксирајмо δ > 0. Ако је σ ∈ M(Tn) концентрисана на ком-
пактом скупу K таквом да је mn(K) = 0, примјеном леме 4.12 скупови ΛA,B(ν, δ)

и ΛA,B(ν − σ, δ) су једнаки осим на скупу мјере нула. Стога, за свако такво σ
имамо, на основу теореме 4.28:

mn(ΛA,B(µ, δ)) = mn(ΛA,B(µ− σ, δ))

≤ mn(ΨA,B(µ− σ, δ))

≤ Cα,β,A,B
‖µ− σ‖

δ
.(4.116)

С обзиром да је комплексна Борелова мјера регуларна, за дато ε > 0 постоји
компактан скуп K ⊂ Tn такав да је mn(K) = 0 и ‖µ − µK‖ < ε, гдје је µK(E) =
µ(E∩K). Отуда, уврштавајући σ = µK у (4.116) добијамо да је ΛA,B(µ, δ) садржан
у скупу произвољно мале мјере, и стога је mn(ΛA,B(µ, δ)) = 0.

На основу теореме 4.29 и теореме 4.30 добијамо слиједећу теорему:

Теорема 4.31. Нека је µ ∈ M(Tn) и u = Pα,β[dµ]. Тада је

(4.117) RNT − lim
z→ζ

u(z) = f(ζ) за скоро свако ζ ∈ Tn

гдје је dµ = fdmn+dσ Лебег–Радон–Никодим разлагање комплексне мјере dµ на
апсолутно непрекидни дио fdmn и сингуларни дио dσ.

Посљедица 4.31 је уопштење Зигмундове теореме 3 из његовог рада [83], гдје
је доказано аналогно тврђење за појединачно хармонијске функције (α = β = 0).
Чак и када се посматрају (α, β)-хармонијске функције на D, посљедица 4.31 је
нов резултат који уопштава посљедицу 4.3([64], посљедица 6.4. )
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Став 4.12. Нека је u ∈ shα,β(Dn) и претпоставимо да јеM+u(ζ) = sup0≤r<1 |u(rζ)|
Лебег интеграбилна на Tn. Тада је u = Pα,β[f ] за неко f ∈ L1(Tn).

Доказ. Како је

sup
0≤r<1

∫
Tn

| u(rζ) | dmn(ζ) ≤
∫
Tn

|M+u(ζ)|dmn(ζ) < +∞,

имамо да је u ∈ sh1α,β(Dn), па је на основу теореме 4.27, u = Pα,β[dµ] за неко
µ ∈ M(Tn). Лебег–Радон–Никодим разлагање dµ је dµ = fdmn + dσ и онда
примјеном теореме 4.31 важи

lim
r→1

u(rζ) = f(ζ) за скоро свако ζ ∈ Tn.

Како је M+u Лебег интеграбилна, на основу Лебегове теореме о доминантној
конвергенцији

lim
r→1

∫
Tn

|ur(ζ)− f(ζ)|dmn(ζ) = 0, као и lim
r→1

∫
Tn

ur(ζ)dmn(ζ) =

∫
Tn

f(ζ)dmn(ζ),

те дакле ur → f у L1(Tn) кад r → 1. Слиједи urdmn → fdmn слабо∗ у C(Tn)∗.
Но, по теореми 4.23 urdmn → dµ слабо∗. Због јединствености слабо∗ лимеса је
dµ = fdmn.
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Закључак

Доказане су неједнакости Шварц-Пиковог типа за ограничене и за позитивне
плурихармонијске функције, дефинисане на отвореном јединичном полидиску
у Cn као и за позитивне плурихармонијске функције дефинисане на отвореној
јединичној лопти у Cn и неједнакости су најбоље могуће. Дате су и процјене
растојања у терминима Кобајашијеве и Бергманове метрике као и процјене гра-
дијента и M-инваријантног реалног градијента за такве функције. Доказан је
Харнаков тип резултата за холоморфне функције на Dn и на Bn.
Осим наведених разултата, доказано је да је функција, дефинисана на Dn,

појединачно хармонијска ако и само ако је хармонијска иM-хармонијска на Dn.

Уочено је да класа функција које су истовремено хармонијске иM-хармонијске
имају сасвим различиту природу у случајевима домена Bn и домена Dn. Тако-
ђе је и дат други опис простора функција које су истовремено хармонијске и
M-хармонијске на Dn. Осим тога изучавана је и мултипликативна структура
таквих простора у случају Dn. Интересантно би било описати простор комплек-
сно вриједносних функција u таквих да је u ∈ Σ(Dn) и us ∈ Mh(Dn) за неко
s ≥ 2.

Увођењем појединачно (α, β)-хармонијских функција, које представљају уоп-
штење (α, β)-хармонијских функција у D и уопштење појединачно хармонијских
функција у Dn, отварају се путеви за даља истраживања. Појединачно (α, β)-
хармонијске функције су развијене у ред и рјешен је Дирихлеов проблем за
непрекидну функцију дефинисану на истакнутој граници Tn.
Доказано је да важи

Cshα,β(Dn) ⊂ sh∞α,β(Dn) ⊂ shqα,β(D
n) ⊂ shpα,β(D

n) ⊂ sh1α,β(Dn),

гдје је 1 < p < q <∞. Горе наведени Банахови простори су изоморфни, респек-
тивно просторима

C(Tn) ⊂ L∞(Tn) ⊂ Lq(Tn) ⊂ Lp(Tn) ⊂ M(Tn),
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а изоморфизам омогућује оператор Pα,β. Добијен је слаби (1, 1)-тип процјене
за сужену нетангенцијалну максималну функцију. Доказано је да функције на
Dk, добијене фиксирањем n− k промјенљивих припадају одговарајућем просто-
ру појединачно (α′, β′)-хармонијских функција од k промјенљивих. Доказана је
теорема Фатуовог типа. Наведени резултати представљају уопштења ранијих
резултата за (α, β)-хармонијске функције у диску и за појединачно хармонијске
функције у отвореном јединичном полидиску. Интересантно би било разматрати
shpα,β(Dn), 0 < p < 1 као и развити Hp теорију за појединачно (α, β)-хармонијске
функције дефинисане на Декартовом производу n јединичних лопти Bm.
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