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MenTop: gp Munom APCEHOBUHE, peoBHE Tpodecop

Yuusepsuter y Beorpamy - Marematnuku dhakynrer

HacsoB nokTopcke nucepranuje: [Ipocropu miypuxapMonujckux, M-XapMOHIjCKUX

u nojeuHavdHo (v, [f)-XapMOHUjCKUX PYHKIHMja y TOJTHIUCKY

Pesume: VY oBoj aucepraiiuju pa3mMaTpajy ce MmpolljeHe PAcTojarba, OOMIHOT U NHBA-
PUjaHTHOT I'PaJIMjeHTa ILIyPUXaPMOHUjCKUX (DYHKIHja J1e(UHUCAHUX HA OTBOPEHOM
jeIMHUYHOM TIOJIUINCKY W HA OTBOpeHO] jenmuunyanoj jontu y C". Jlame, nzydasa-
HO je Koja cBojcTBa mMajy (DyHKIHje KOje NCTOBPEMEHO IPUIIaIajy JABjeMa KJacama.
Ocum Tora yBejnene cy Kjace yHKIMja Ha TOJUIUCKY U pa3Bujena je HP Teopuja

THUX KJIaca.

IIpBu pesynraru cy yomrrema [IIBapiiose meme u nejegunakoctu IBapi-ITukosor
TUIIa 32 OT'PAHUYEHE U 3a MO3UTHUBHE ILIyPUXapMOHUjcKe (DYyHKIM]je, fedpuHUCAHE Ha
OTBOpEeHOM jeauuHudHoM noJimaucky y C" kao u 3a MO3UTHBHE ILIYPUXapPMOHU]CKE
dyuknuje nedunncane Ha orBopenoj jemmamanoj jorntu y C" . Takobe, mare cy
U TIpolfjeHe pacTojama y TepmuauMa KobajammjeBe m beprmanoBe meTpuke Kao u
nporijere rpajujenta u M-uHBapUjaHTHOT PEAJHOr IPAJUjeHTa 3a TakBe PyHKIHje.
Kopucrehu te pesynrare 3a miypuxapMoHujcke (GpyHKIHje, T0Ka3aH je XapHAKOB
tun pesyarara. Cee mporjere, Koje cy ao0ujene, cy HajoO/be MPOIjeHe U HE MOTY ce

noDOJBIITATH.

Cnujenehu pesysratu Be3anu cy 3a m3ydaBarma Be3a m3Mehy Kjaca XapMOHU]-
cKuX u M-xapMOHUjCKUX (PYHKIMja HA OTBOPEHOM jEIUHUTHOM IOJUIUCKY. [lo-
KazaHo je ja dyHKNHja, gedpunucana Ha D", Koja je UCTOBPEMEHO XapMOHMjCKa U
M-xapMonujcka He Mopa buth mrypuxapMmonnjcka. OcuM Tora jgara Cy JIBa OIHUCA
npocropa (pyHKIHja KOje Cy UCTOBpeMeHO XapMoHujcke n M-xapmonujcke. Takohe

je m3ydaBaHa U MYJITUILIMKATABHA CTPYKTYpa TaKBUX IIpocTopa y ciaydajy D".

OcuMm Tora yBOJIMMO MojeiuHAYIHO (v, §)-XxapMOHUjcKe (DYHKIIMje KOje 33/10BOJba~
Bajy CHCTEM EJIMITUYKHUX IMapIujaJHuX JudepeHnnjaJnnx jegHadanta. Takohe, mgat
je pa3Boj y pen TakBuxX (PyHKIHja U pjerieH je /lupuxiieoB mpoOsieM 3a HEIPeKu/I-
ny dbyHkujy nedwunucany nHa ucraknytoj rpanuru T". Passujena je HP teopuja
3a nojesuHadHO (v, )-xapMoHMjCKe (ByHKIMje: HHTerpajHe pelpe3eHTalyje Mjepa-

Ma u LP dyHKIIMjamMa Ha UCTAKHYTOj I'PAHUIM 1", KOHBEPTEHIINja Yy HOPMH U CJIada*



kouBeprernuja ua T". Jlobujen je ciaabu (1, 1)-Tum mporjere 3a cy:KeHy HETAHIE€H-
nujanany MakcuMmasHy dyukimjy. Ilokazano je ma dynkmuje va DF, nobujene dpuk-
cupameM 1 — k TPOMjeHJbUBUX IPUIAJIAJy OAroBapajyhemM mpocTopy IOjeIMmHATHO
(o, B')-xapmonujckux dbyHkimja ox k npomjerspusux. /Jokazana je Teopema Dary-
oBor Tura. HaBeneHu pe3ysTaTu Ipe/CTaB/bajy YOIIITEHma PaHUJUX pe3yirara 3a
(e, B)-xapMoHmjcKe (DYHKIMjE ¥ JUCKY U 32 MOjeJMHAYHO XapMOHUjCKe (yHKIje y
OTBOPEHOM jeMHUYIHOM TTOJIATUCKY .

Kipyune pujeun: [lIsaprosa jema, [Isapi-1Tukosa jiema, murypuxapmonujcke dyHK-
nuje, KobajammjeBo pacrojame, beprmanoBo pacrojarbe, MHBAPUjAHTHH JIAILIACH]AH,
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YBOI

Y 0B0j mucepranuju pa3MaTpajy ce IpoIjjeHe pacTojatha, OOMTHOT U WHBAPUjaHT-
HOI' I'PaJINjeHTa IJIyPUXAPMOHHjCKUX (DYHKIHja JTeUHUCAHUX HA OTBOPEHOM j€JIH-
HAYHOM TIOJIUJINCKY W HA OTBOPeHO] jeamuuunoj jontu y C". Jlasbe, m3ydaBano je
KOja CcBojcTBa nMajy (DyHKIMje KOje HCTOBPEMEHO IPHUIIaIajy ABjeMa Kiaacama. Ocum
Tora yBejeHe cy KJiace (pyHKIHMja Ha MOJUINCKY U pa3BujeHa je HP Teopuja u3 Ttux

KJ1aca.

[IsapmoBa jiema 3a xosomopdHe hyHKIMje TeduHICAHE HA JeTUHTIHOM JUCKY 1D
y KoMmiiekcHoj paBau C je jeaH o1 HAjyTUIAJHUjUX pe3y/ITaTa y KOMILJIEKCHO] aHa~
JIN3U U UMa BEJIMKU YTUIA] HA PAa3BOj HEKOJIUKO MCTPAYKUBAYKUX ODJIACTU KAO HITP
reoMeTpujcka Teopuja pyHKIHja, qudepeHiijaana reoOMeTpuja U TeOprja KBa3UKOH-
dopmuux mnpeciukaBama. Warepuperanuja [Isapi-Ilukose seme je na dynkimje
koje npunasajy H(D,D) we nosehasajy pacrojame Tadaka y Ilyankapeosoj (xumep-
60smmuko0j) meTpunu. Burie oj cro roguna [IIBaprosa jiemMa uMa yormnTema y pasHuM
OpaBIMMa U [I0CToju obuMHA JauTeparypa. Burre undopmarmja Moxe ce nahu y |3,
13, 14, 16, 35, 36, 38, 43, 47, 57, 60, 69, 81| kao u y JuTeparypu Koja je y THUM
pedepennama nutupana. CBaka peaHO-BPHUjeIHOCHA XapMOHUjcKa (bpyHKIMja Ha 1D
jecTe peasiHM IO HEKe XOoJIoMOpdQHE (YHKIHje U IMPU TOME MOy TI'PaIujeHTa Te
XapMOHHUjcKe (DYHKIHje jeJHaK je MOy U3BOJ/a ojroBapajyhe xomoMopdue dyHK-
mje. Takobe, ako BpujegnocTn xapMoHujcke dyHkimje npunaaajy (—1, 1), omHocHO
urrepsaiy (0,00), oHJa BpHUjeaHOCTH OfroBapajyhe xosomopdHe dyHKIMje Tpumna-
najy BeprukaaaoM mojacy S = {z € C: —1 < Rez < 1}, omHOCHO /1€CHO] IOy paBHU
K = {2z € C : Rez > 0}. Merox nojaca u mosypasau passuo je M. Maremesuh
[57] xako 6u ce mobuiie uejeanakoctu IIBapi-TIukoBor THIIA 33 pEATHO-BPH]jETHOCHE
XapMOHUjcKe (DYHKIMje ¥ XapMOHHUjCKa KBa3uperyiapHa npecinkaparma u3 Dy S [57,
59]. Pesynratu Yena [13|, Kanaja u Byopunena [36] u Memrenrujesuha [60] mory ce
nobutu MeTonoM mojaca. [Iporjjene n3Bo/ia 1 CBOjCTBEHO TOME IIPOIjeHE PACTOjarba
3a pasiauunre Kiace GpyHKIpja (IpBeHCTBEHO Xoa0oMopdHUX dyHKIHMja Ha 0b1acT

y C™) cy Tmeme o mHTEpeca y obsacTu reomerpujcke teopuje dyukimja. Ayrop pa-
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na [38] maje mporjene pacrojama 3a mIypuxapMoHHjCKe (DyHKIMje U3 MPOU3BOJbHE
KOMILJIEKCHE MHOTOCTPYKOCTHU y oaroBapajyhm mutepBan y R, ann 0e3 TauyHUX KOH-
crantu. Yen u Pacuna [14] cy namu [Isapr-ITukose mporjere napiyjasHux U3Bo/a
BHIIIET PeJia OrpaHUYeHe ILTypUXapMOHUjcKe dyHKIMje gedruHrcane Ha jeJMHUTHOM
nonuucky. [Iporjena obuaHOr rpajujenTa orpaHnyene Iy pUXapMOHUjCcKe (DyHKIIH-
je nedurmcane Ha oTBOpeHO] jenuHMaHO] ot B" uz C" nara je y [81], a nporjena
M-uHBapUjaHTHOT PeaHOr rpajujeHTa Takse dyHKuuje nata je y [60]. Ayrop mun-
cepraimje y CaMoCTaJHOM pajty [21] maje mupekTan 10Ka3 3a MpOIjeHe PACTOjamba 3a
IMO3UTUBHE U 33 OrpaHUYeHe ITypuxapMoHujcke dyHKIje JedrHICcaHe Ha jeIMHUY-
HOM TOJIUIMCKY y TepMuHnMa KobajarmjeBe MeTprke U y 3ajeHUIIKOM pasy [4] ca
meaTopom M. ApcenoBuhem jaje mporjjeHe pacrojara 3a MO3UTUBHE ILIYPUXAPMO-
nujcke pyuknuje gedunucane na jeauaun4noj jgonrtu y C" y repmunuma Beprmanose
metpuke. [Iporjene obuvanor rpajujenta u M-UHBAPUjaHTHOT PEATHOT I'DaJINjeHTa
MIO3UTHUBHE ILIypUXapMOHujcKe dyHKIMje Ha B", 0JHOCHO MO3UTUBHE U OrPDAHUYEHE

rypuxapMmonujcke dyukimje va D" nobujene cy y [4] u [21], pecuekrusHo.

Jenna oy Tema Teopuje pyHKIHja je U3ydaBarme KOja CBOjCTBa MMajy (DyHKIH]je
KOje MCTOBPEMEHO Tpumajajy aBjema kiacama. Pymun [71]| je mokazao na je dyHK-
nuja nedbunncana Ha jeaunudno]j Jjontu y C" mrypuxapMOHHjCKa aKO U CAMO aKO
je xapmonHjcka u M-xapmonmjcka Ha B". C ob3upom ma jequundna Jjionta u B" u
jemumuauaHU Tosuauck D" HuCy OMXOJI0MOPGHO €KBUBAJEHTHU OJ] MHTEPECA je U3y-
JaBame Koja cBojcTBa mMajy dyHKImje Ha D" Koje cy MCTOBPEMEHO XapMOHWjCKe U
M-xapmonujcke uHa D". Taj orBopen mpobsiem o 1977. roanHe pjermuan cy MEHTOP

M. Apcenosuh u ayrop jucepraiuje y 3ajefHuakoMm paiy |[5].

[Touerak Teopuje XapaujeBux mMpocTopa Mmopedyje ce ca pajgosuma Xapiauja [27]
u Puca [68] w3 1915. u 1923. ronune, pecniektusHo. Teopuja XapaujeBux mpocTopa
je BeoMma BarKHa I'paHa caBpeMeHe KOMILJIEKCHE U XapMoHujcke anauze. Kombumyje
TeXHUKE U3 Teopuje X0aoMopdHUX PYHKINja, PYyHKIIMOHAJIHE aHAJIN3€E, TEOPUje Mje-
pe U MHTerpalyje U uMa IPUMjeHy Yy XapMOHU]CKO] aHamn3u, PypujeoBoj aHaaInsm,
TEOPUjH TAPIHjATHUX JTUMDEPEHITN]AJTHUX jeITHaYNHA U JIPYTHUM O0JIACTHMa, MaTeMa-
tuke. HP mpocTopu Ccy HAjUHTEH3WBHUje NPOYyYaBAHU y CJIy4ajy jeJIMHUYHOT JIUCKA
[17, 29, 45, 84|. Bumenumensuona yormrema y kiaacuaaum gomenuma y C" 3axrje-
Bajy TEXHUKY JIpyradujy OJ TEXHUKE pa3BUjeHe 3a JuCK y Komiuiecnoj papau C. HP
Teopuja 3a MMojeIMHATHO XapMoHHUjcKe dyHImje pa3Bujena je y [24], [69], [76] u [85], 3a
M-xapmonujcke passujena je y [20],[46],[77], [78], a 3a («, B)-xapmonujcke dbyHKIH]je
passujena je y [1], [22]. TlocraBba ce nurame ja Jin ce yBohemeM Kiace (DyHKIIU-

ja, Koje yormmrasajy (o, 5)-xapmonujcke dyukuuje y D u nojemHaIHO XapMOHU]CKE
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dyukimje y D", mory noburtu pesynaratu 3a HP Tteopujy.

Cajprkaj aucepTaliije TMOJIE/bEH je Y YeTUPHU TOTTIABIbA.

Y mpBOM TOTJIAaBJbY JiepUHUCAHU CYy OCHOBHH IIOJMOBH U YBEJEHE OJroBapajy-
he osnake. Panu normynoctu gare cy u geduHuImje X0JI0MOPPHUX, XAPMOHHUjCKUX,
ILUTYPUXaPMOHUjCKUX U TIOjeIMHATHO XaPMOHU]CKUX (DYHKIIMja U HABEJEHA Cy HbUXO-
Ba OCHOBHa cBojcTBa m TBphema. [Ipm Tome, HaBenena cy camo ona TBphema Koja
ce HeIOCPEJIHO KOPUCTe Y HAaCTaBKYy jaucepranuje. Takohe je HaBeJleHa JTUTEPATYpA Y
K0joj ce Moke Hahu Buire nndopmMalyja o IMOjMOBUMA YBEJIEHUM Y OBOM TIOTJIABJLY .

pyro norsnasibe nmocseheno je [Isaprosoj u IlBapi-Ilukosoj remu. YBejieru cy
[TyankapeoBa (xumepbosmdaka) Merpuka, IlyaHKapeoBo (XUIEepOOIMIKO) pacTojarhe
y3 moKaze ojarosapajyhux tsphema. Oppeheno je IlyankapeoBo pacrojame Tatuaka u3
JIUCKA, JIECHE TIOJIypaBHU U BepTUKAJIHOT 1ojaca. JlaTo je yommreme IIBapi-ITukose
JieMe ca JeIMHUIHOT JIUCKa y KOMILIEKCHO] PABHU HA CJIYYaj jeIMHUIHOT TTOJIUINCKA.
[Torom je yBeneno KobajammujeBo pacrtojame m3mehy tadaka wa D" u Beprmanoso
pacrojame m3mehy Tadaka Ha B", Kao m KOHTpakTHBHa cBojcTBa Kobajarujee u
Beprmanose meTpuke Ha D" u B" pecriekTuBHO. Y HACTABKYy Cy JiaTa TBphema Koja
cy objaBibeHa y 3ajenHuUYKOM pany [4] ayropa muceprarmje ca meatopom M. Apce-
HoBulieM u y camocrasHoM pajy [21] ayropa mucepraruje.

Y tpehem nornasmy nebunucane ce M-xapmonujcke dyuknuje va D" u B" y3
nokase oxrosapajyhux tephema. [Ipukaszanu cy pesynaratu Pymuua [71], AxepHa u
Pynuna [2] u Kuma [40] y cayuajy B", kao u pesyiararu u3 3ajesnudxor paja [5]
ayTopa jucepranuje ca MmearopoMm M. Apcenosuhem y ciyqajy D”.

YerspTo nornasipe nocseheno je HP teopuju. Ilpukazana je HP Teopuja 3a 1mo-
jeIMHAYHO XapMOHUjCKe (PYHKIIMje Ha OTBOPEHOM jEIMHUYIHOM IIOJIUIUCKY U JTATH CYy
HEKH I0jMOBH U TBpDhema 3a Buiectpyke PypujeoBe pejioBe u TudEpPEeHIIpambhe n-
uHTerpaja. 3aTuM je mpuKas3aH pa3soj y pen («, f)-xapmonujckux dysakimja y D.
Haxkon yBobhema kitaca dyukimja uHa D" passujena je HP-teopwuja 3a ciaydaj mojemsu-
HavHO («v, B)-xapMmonujckux dyHkimja Ha D" : MHTErpaiHa perpe3enTalmja Mjepama
u LP-dpyukiujama na T" . Ilopen tora pjemen je upuxseoB mpodbjeM u jJoKa3aHe

cy teopeme ParyoBor Tuia.



1 OcHoBHHU OjMOBU, TBphewma u

O3HaKe

Y 0BOM yBOJHOM IIOTJIaBJBY AT je KpaTakK IIPerJies] HEKUX OCHOBHUX ITOjMOBa Kao
u TBphema, Koja he ce kopucturu y oBOj mucepranuju. Hasepenu cy yriiaBHoM pesyii-
TaTU U3 TeOpHje Mjepe W MHTerpalyje, Xap/ujeBux IpoCcTopa Ha jeJIMHUIHOM JTUCKY
y KOMILJIEKCHOj PaBHU, &Il ¥ HEKW OCHOBHU €JIEMEHTH KOMILJIEKCHE U (DYHKITMOHAJIHE
anaym3e. Takobhe, hukcupana je u HOTaIuMja Koja he 6utu KopuirheHa y HapeIHUM
moryiaB/buMa. ¥ IMOjeIMHUM TIOTIOTJIAB/FUMA JIaTe Cy pedepeHIie Be3ane 3a rnojaM Ha

KOJH Ce TIOTTIOTJIAB/HE OTHOCH.

1.1 MyaTunngekcu u o3Hake y C"

Y BekTopckom tmpoctopy C" masm nmosbem C KoopauHATHA pelpe3eHTalyja 3a 2y

cranapanoj 6asu mpocropa C" je z = (z1,. .., z,). KonjyroBaun BekTop BeKTOpa 2 je
Z=(Z1,...,%,). Takobe, yBomumo o3uaky z = (7, z,), raje je z = (21,...,2,) u3 C”
uz = (z1,...,2,1) u3 C"°1,

CkaJjiapHu IPOM3BO/] je O3HAUEH ca (-, ) U JedUHUIIEMO Ta ca

n
(z,w) = Z 25,
j=1

npu demy je z = (21,...,2,) W = (Wi, ..., Wy,).

Ocuwm Tora, 3a z,w € C", kopuctumo 03HaKy - 3a cbesehy onepanujy ma C" :
z-w = (z1wy, ..., Z,Wy).

n : _ n 12\
Crannapima Eyxmicka nopma sextopa 2 € C" osnauena je ca |z = (327, [25]%)2.
Taxobe, kopuiheHa je u HOpMAa |2 = max;<k<, |2x|. Hopma oneparopa je o3nadena

ca || - ||. Kopucrumo osnaky 27 = max(x,0) u 2~ = max(—x,0) 3a peasan 6poj .



1.1. MYJITUMH/IEKCH U OBHAKE Y C"

Kaxko pagumo ca dyHKIMjaMa /1 n IPOMjeH/bUBAX MOTPEOHA HAM jeé MyJITUMHIEK-
cHa HOTaumja. 3am = (mq,...,m,) u3 Z" ysomumo oznake m* = (mf,...,m;}) € Z"
- _ - — n
um- = (my,...,m,) € L.

Kopuctuhemo cimjenehy noranmjy:

|m| = |mq| + - + |my| je pen myaTumnaaekca m € 2",
o m!l=m!-...-m,! 3ameZl,
e 3ap=(p,....pn) WBZL uzeC"je

D _ Pl . o Dn =P _ 5P1 | . =bn
= oot om ZP=7) 7,

e ako je ( = ((1,...,G) w3 C" u (§ # 0 3a cBako 1 < j < n, onma je (" =

el (' nedouamcano 3a cBako m € Z",

e pes mynrtuusiekca (p,q) € Z™ x Z" je |(p, q)| = |p| + lq|-
3a (p,q) € Z x Z'} xopucruhemo cipbeselly 03HaKy 3a IapuujajHe H3BOJE:

apl apn 8611 aqn

o) — ... .
04" Ozpm 0z1 oz ’

oP — a(p,O)’ ol = a(O,q)’

[IpU YeMy Cy
o 1[0 0 o 1[0 0
(1.1) — — =i ==l tiz
(‘32’]- 0z ﬁy] 0z; 2\0zxz; 0y,
CTaH/IAP/IHU JUHEAPHU Tu(EPEHINjaTHI OIePaTOPU MPBOT Pea.

Axo je f € C! dynkmnmja, onma je

dfz d+z

wim Kpahe 3ammcano
d=0+0,
rje je

8f2 dz]pl@fz

u dz; = dxj +idy;, dz; = dx; — idy; 3a cBako 7,1 < j < n.



1.2. JEJMHUYHU [IOJIN/IUCK D™ U JEJJUHUYHA JIOIITA B* Yy C"

1.2 Jeamamunm noanauck D" m jeIMHMYHA JIOIITA
B"y C"

Jlomenu nipoctopa (pyHKIMja KOje ce MPOydaBajy y 0BOj JUCEPTAIM)U CY jeIMHU Y-
HU IIOJIUJIMCK, jeJIUHUYIHA JIONTA, jeJIMHUYHM JHUCK, JeCHA TOJypaBaH, BEPTUKAJHU
rojac, Ipu 4eMy je aKIeHAT Ha jeIUHUIHOM IOJIUINCKY.

I'panuna orBopenor jemmumgsor qucka D = {z € C : |z| < 1} y KOMIUIEKCHO]
pasau je T = {( € C : |(| = 1}. Hecna momypasar {z € C : Rez > 0} y C je
osnadena ca K a seprukasinu nojac {z € C: —1 < Rez < 1} y C o3nauen je ca S.

Eykmmacke sonre nz C" nmosynpednuka r > 0 ca mearpoMm y Tadku zy € C"
ozHauene cy ca B(zg,r) u B(zo,7) = {2 = (21,...,2,) € C": |z — z| < r}. OTBOpEHA

jemmanana Jonta y C", Koja je o3nauena ca B", je ckym
B" ={z=(z1,...,20) € C": |2| < 1},

a wena rpanuna je OB" = {z = (z1,...,2,) € C" : |z| = 1}.

OtBopen jenquanaau nosmauck D" y C” je
D"={2=(21,...,2,) €C": |z5] < 1,5 =1,...,n},
a jemuauynu topyc T" y C" je
T" ={z=(21,...,2,) €C" |75 = 1,7 =1,...,n}.

Axko jen > 1, T" je camo masu guo rpanutie D" u je IMHUTIHU TOPYC ce yOOMIajeHo
Ha3WBa MCTAKHyTa rpanuia om D".

Ommruje, mosmauck y C™ je lekapToB Ipou3BoOj 1 je THOANMEH3NOHATHUX ITPOU-
3BOJBHUX OTBOpeHux juckoBa u3 C, aau kako ce 6mmo Koja reopema 3a D" moxke Jrako
IIPEHNjeTH Ha JIpyTe MOJUIUCKOBE je THOCTABHO CMjeHOM ITPOMjEHJbUBUX, IIPBEHCTBE-

o hemo ce pokycuparu nHa dyukiuje nedbunucane na D".

1.3 XoJsgomopdHe, XapMOHUjCKe U
Ty puXapMoHHujcke pyHKIINje

Hedbununmja 1.1. Axo je Q0 C C" owsopen cxyu 3a dynrwuyujy f: QL — C xaorcemo

ga je xoromoppra na 2 axo 3agosomasa caujegehe ocobune:

(a) [ €C(Q),



1.3. XOJIOMOP®HE, XAPMOHHUJCKE " IIJIYPUXAPMOHUJCKE
OYHKIINJE

(6) 3a ceaxo j,1 < j<n, uceako z=(z1,...,2,) u3 Q Pynryuja

A — f(Zl, s =15 %5 + )\,ZjJrl, Ce ,Zn)
je xoaomoppra pynryuja jegre upomjersuse A y nerxoj okoaunu 0 € C.

Yeqos (6) nperxomue teopeme je na f Oyne xosiomopdHa (DYHKIMja 110 CBAKO]
IPOMjeH/BbUBOj MOjeJIMHAYHO. 3a npeciaukaBawe F = (Fy,... F,) u3 Q C C*y C™
KaxKeMo Jia je XomoMopduo ako cy cse dyukmuje F;, 1 < j < m xomomopdne. Ckyn
CBHUX XOJIOMOP(QHUX MpecinKaBama usmelhy apuje obmactu 2 C C" u Qy € C™
osHadeH je ca H ({2, 2y).

OsnauaBamo ca A(D") Tako3BaHy MOJIMIUCK aaredpy, Koja ce CacTOju OJ CBUX
HEIIPeKHTHIX KOMILIEKCHUX (DYHKIIMja Ha, 3aTBOPErby D" jeIMHIYOr HOJIH/NCKS, YIje
cy pectpukiuje na D" xosomopdue dyHkimje.

Axojen>1,zeD"u f € A(D"), onga Baxku Komujesa naTerpaaaa dopmyia

3a TTOJIUJIACK

(1= Gzy) " dma(Q),

1

1= | 1

n
Jj=
raje je m, Xaposa mjepa Ha T", Tj. HopmasmzoBana Jleberosa mjepa m, (T™) = 1.
Oryna caujenu na je ceaka dyukmuja f € A(D™) onpeliena cBojum BpujegHOCTHMA
na T" mrro uctrye 3Ha4aj T" Mako je caMO MaJIk JTUO TOTOJIONIKE IPDAHMUIIE.

CauvyHO Kao y CJay4ajy je/iHe KOMILIEKCHE TPOMjEeH/bUBE Y KOMILIEKCHO] PaBHU
C, Komujea nnrerpanana dhopMmysia ce MOXKe KOPUCTUTH JIa Ce IMOKAXKe Jia Ce CBaKa

xojiomopdHa dyHKiuja Ha D" MOXKe MPEJICTABUTH Y OOJUKY CTEIIEHOT pejia
(1.2) Z cpe?

KOjiI KOHBEPIHPA AICOJYTHO W YHU(MOPMHO HA CBAKOM KOMIIAKTHOM IOJCKYITY O
D™ Oparie jako caujequ Ja cBaka f € H({)) uma jiokasan pa3Boj y BUIIECTPY-
KU CTelleHu pefl. Y HEKUM CHTyallFjaMma, Kao IITO je jeInHuYHa JonTa B" JokaTHa
penpesenTaluja y pen xosomopdHe byHKIHje je y cTBapu 1yiobaJIHa.

Behuna cBojcTraBa xosioMopdHUX (DyHKIMja O je/IHe TPOMjeH/bUBE Ce MPEeHoce

Ha BUINECAMMEH3MOHU C.Hy‘—Iaj, HaB€IMMO HEKa O IbUX:

e Ako je [ xonomopdua Ha orBoperom ckyiy () C C") omma je f € C®(Q).
CBu maprumjajgau u3BouM O6WIIO Kojer pema cy xojaomopdue dyHukimje. AKo je

0P £(0 n
= 1’;!( )7p€Z+.

dyuknuja f npencrasena y obnuky (1.2), onzma je ¢, = ¢,(f)

7



1.3. XOJIOMOP®HE, XAPMOHHUJCKE " IIJIYPUXAPMOHUJCKE
OYHKIINJE

e 3a xonomopdue DYHKIMje BaXK¥M MPUHIUI MakcuMyma mojyia. [Ipenusnauje,

ako je 0 C C" obmact, f € H(2) u |f| moctmxke jokajaH MakcUMyM Ha 2,

onja je [ KoucranTHa OYKIHja.

e Hexa je K xommaxran moxackyn ox ), f € H(Q)) u p € Z7%. Taga nocroju

koucTanTa C' = Cq i, < 00 TaKBa Ja je

1971l < Cllflle

mput steny je || fllz = sup|f(z)].
zE

Axo f; € H(?) 3a cBako j > 1 n ako f; — f JIOKaJIHO paBHOMjepHO Ha ), OHIA

O f; — OP f moKasIHO PaBHOMjEPHO 32 CBAKH MYyJITHHHICKC p € 7 .

Hanomena 1.1. [lpewtociiaska ga f € C(Q) nam je butina 360z Pybunujese
WEOPEME, QAU CE MONCE 3AMUJEHUTY YCA0BOM §a je [ oZpanuvena na c8aKOM KOM-
aax@Hom togekyay og 1. Xapwoze [28] je gokaszao 1906. Zogune ga je ycaos aokasre
ozparuvenoctiu cysuwan. [pema Kpanuy [47] y tepuogy xaga je Xapimozc dopmy-
AUCAO CBOJY TEOPEMY, TOAOMOPPHG PYHKUUG 0§ N UPOMEHDUBUL je GePUHUCALHA
KaO NOKAAHO 0ZPAHUNEHG PYHKUUIA KOJG je TOAOMOPHHG U0 CB8AKO] UPOMIEHHUBO]

U0JEGUHANHO.
Hagemthemo jorr jeany teopemy Xaprtorca 6e3 j1oKa3a.

Teopema 1.1. ([70]) Axo je

(a) Q omweopen ckya y C",

(6) Fs je xomozen Goaunom ciieiena s,s =0,1,...

(8) sup, |Fs(z)| < +o00 3a ceako z € €,
onga peg f(z) = f: Fy(z) xonsepzupa pagHomjepro na c6aKoM KOMUAKTLOM TOGCKYUTY
0g 2 u gﬁyunuuj;:}) je xoaomopdra PyHKUUja.

dyuxmmja kiaace C! ma orBoperoM ckymy ) je XomoMopdHa aKO B CaMO aKO BayKe

Komu-Pumanose jenadune

of _

=L 1< i<n).
o= 0, (1<j<n)

Heka je f € H(B"). 3a cBako ¢ € 0B" dynkuujy f. nedunumemo 3a A € D ca



1.3. XOJIOMOP®HE, XAPMOHHUJCKE " IIJIYPUXAPMOHUJCKE
OYHKIINJE

Je(A) = F(AQ).
Tana je f. xonmomopdna na D. 3a caxko ¢ € JB" dbynkuuje fr HazuBamo QyHKIHje
3aceka dynkmmje f. Ako je [ jemmomumensnonanHn mormpocTop mpocropa C" re-
Hepucan ca ( (koMiutekcHa mpasa kpo3 0 u (), onga fr MOXKEMO IOCMATPATH Kao
pectpukiyjy dynknuje f na auck B" Nl.. Pynknuje 3aceka HaMm oMoryhasajy Ja He-
Ke YntbeHuIie u3 reopuje pyHkiuja Ha [ MoxKeMO HCKOPUCTUTH 32 TEOPHjy PyHKITHja
na B".

Ba f € H(B") pagujasaau u3Bos je JeduHUCAH Ca
Rf(z) = szy(z)-
Zj

Ba Bumnie undopMalmja 0 pajujaJsHoOM U3BOY npernopy4yjemo [70].
Hedunumuja 1.2. Hexa je Q owieopen cxyu y C* u nexa je f € C*(Q). Jatracujan
dynryuje f gedpunuwemo ca

()

J

Jlanacujan yHknuje neduHAIIE ce U 3a PEATHO-BPUjeTHOCHY U KOMIIJIEKCHO-

-BPHUj€IHOCHY (DYHKIIH]Y.
JemHocTaBHUM padyHOM J100MjaMo Ja BaxKu hopmysia

Af=4 Z 8zjazj

Heka je Q C R ~ C" u u : Q — R. 3a bynkuujy u € C?*(Q) kaxkemo 1a je
peajiHO-BpujeJHOCHA XapMOHHUjcKa Ha {2, ako je Au = 0 ma Q.

Kaxkemo na je dbynkimuja v € C?(2,C) KOMILIEKCHO-BPUjeIHOCHA XapMOHHU]jCKa
dyukmmja #Ha (), ako je Au = 0 wa 2 wm ako cy dyuknuje Reu u Imwu peasso-
-BpHjeIHOCHE XapMOHUjcKe (yHKImje Ha ().

BekTopcKu mpocTop cBUX XapMOHUjCKUX (dyHKIUja Ha ) o3HadeH je ca h(Q). Y
0BOj JiucepTaIuju heMo 1mo/1 mojMOM XapMOHMjCKa (DYHKITH]ja TOIPAa3yMjeBATH PEATHO-

-BPUjEeIHOCHY WJIM KOMIIJIEKCHO-BPUjE€THOCHY XapPMOHM)CKY (DYHKIIH]Y.

Teopema 1.2. ([45/) Heka je wu zapmonujcka  @Pynkuyuja Ha  Gucky
Dr ={z€ C:|z| < R}. Taga je, 3a cearon € Z,
1 4 ) )
a, = —/ u(re®e™™dg, (0 <r < R)

2mrinl



1.3. XOJIOMOP®HE, XAPMOHHUJCKE " IIJIYPUXAPMOHUJCKE
OYHKIINJE

HE3ABUCHO 0 T U

(1.4) u(re?) = Zam'"‘em@, (re’ € Dg).

Peg (1.4) KOHBEPZUPA AUCOAYTUHO U PABHOMIEPHO HA C8AKOM KOMUGKUHOM UOGCKYUY

og Dp.

Jokas ce 3acuuBa Ha cibegehinM yumennama: 3a peajiHy XapMOHU]CKY (DYHKIU]Y
u, mpuMmjenoMm Komm-PumanoBux jennaunna, mocToju peasHa (yHKIHja v Koja je
xapMmonnjcka na D tako ma je f(z) = u(z) + iv(z) xonomopdua na Dg. Taga je
u(z) = Re f(2), rje je f(re®) =Y > A,r"e™ u npu tome je > 7 |A,|r" < 400
3a cBako 1 < R.

Hexka je  C C" obnact. Kaxkemo 1a je dyukuuja u € C?(Q, C) miypuxapMoHuj-

CKa aKo je, 3a CBaKy KOMILJIEKCHY IIPaBY
l=1lup={a+Cb: (e C}, aeC", beC" b#0

dbyukumja ¢ — u(a + (b) xapmonujcka na ckymy 4 ={ € C : a+ (b € Q}.
Exsupanenrno, dbynkmuja u € C?(2) je miypuxapmonujcka dbyHKIHja, aKo je

0%u
azjaz_k

(1.5) (2) =0 zace z€€, jk=1,...,n

Bamcra, mexka je a € C*, b e C", b #0,u € C*Q) u ¢ € Q. ocmarpajmo
bynxnujy h(¢) = hap(C) = u(F(Q)), raje je F(¢) = (a1 +Cbr, . . ., an+(by,). C 063upom
72 je

82/1 — 0%u
(16) 8C8C Z bib k(‘?z]@zk 2 Fl)==

OHJIa je

—4be’“az]azk

7,k=1

Axo je Hy(a) = [cxjlnxn, Taje je cx; = %(0)7 Tazia je
(Ah)(0) = 4(Hu(a)b, b).

Hakie, cBaka h,, je xapmMoHHjcKa ako u camo ako je Hy,(a) = 0 3a cBako a € ()

OZIHOCHO aKO M caMo axko Baxku (1.5).

10



1.3. XOJIOMOP®HE, XAPMOHHUJCKE " IIJIYPUXAPMOHUJCKE
OYHKIINJE

Axo je u peasna nrypuxapMonujcka gyuknuja yciaos (1.5) ekBuBajeHnTaH je ca

2 2 2 2
(1.7) 0“u _ 0“u 0“u 0“u

- : = €eQ, jk=1...n
Oz j0xy, 0y;0yi Ox;0y,,  Oy,;0xy A ene J "

Cky1 cBUX IUTypUXapMOHHUjCKuX (dyHKIHja Ha obsactu §) o3HadaBamo ca ph()) u To
je BekTopcku mpoctop. Ako je n = 1, ph(Q2) = h(Q).

Cibesiehu cTaB ycrocraBiba K/bydHy Be3y u3Mely peasiHO-BPHUjeTHOCHUX ILIYPH-
XapMOHUjcKuX (DyHKIHMja U XomoMopduux dyumnuja. [Ipuje Tora mnojcjerumo na je

[Iyankape m0ka3a0 ga cy 3aTBopeHe hopMe TatdHe HA KOHBEKCHUM OOJIACTHMA.

Cras 1.1. (/25]) Hexa je 2 xonsexcna obaactu. Oynxyuja u € C*(Q,R) je aaypu-

TAPMOHUJCKA AKO U CAMO KO je PEANHU Juo ToroMmopPre dyrryuje Ha 2.

Jokas. Axo je f € H(Q) ouma cy f u f miypuxapMmormjcke GyHKIHje, Te je u =

Re f = f%f Iy pUXaPMOHUjCKA (DYHKITH]A.

Hexka je u peanna miaypuxapmonujcka dynkiuja. 1-dpopma
- "/ ou ou

=1(0u — O0u) = —dy; — —dx;

o =i~ =3 (grrn -~ e

je peasna u menn xoedunujentu cy xiaace C' u ocum Tora je

" Pu " 0%u
dg = — dzy N\ dx; + dys N d
977 2 0y0n, 2 Dypow;
4, =1
n 2 n 2.,
+ dxy N dy; dyi N dx
2 ;0 ¢ Y 2.5 Oy
7,k= 7,k=1
C o63upom fa je u mrypuxapMonujcka dpyHKuja, Ha ocHoBy (1.7) u ma je 632-261;% =
24 24 24 _
aszayj’ dxp Ndr; = —dxj Adzy, Kao u agayk = aqiawj, dyr Ndy; = —dy; N\ dyy, ciujenn

na je dg = 0. Ha ocnosy Ilyankapeose sieme, mocToju peasnna dyHkmja v Kiace C*

TakBa Jia je dv = ¢, OJIHOCHO
" [ O ov S ou
—dz; + —dy‘) = (—dy‘ — —d$-)
jz:; ((’3;1:] J 83/] J ; 833]‘ J 83/] J

IIITO je eKBUBAJIEHTHO Ca

O(iv) + 0(iv) = du — du.

Kaxko je d(iv) = —0u, 3a bdynkmujy f = u + iv kmace C? nobujamo ma je Of = 0

omHOCHO f je xomomopdHa dyHKHja Ha ). O

11



1.4. IIOJEJJMHAYHO XAPMOHHUJCKE ®YHKI[UJE

U3 nperxoaHor craBa 3akspydyjeMo fga je ph(2) C C°°({2), urraBuiie cBaka ILIy-

puxapMOHHjCKa (PYHKIIMja je peaHO aHAJIUTUYIKA.

CraB 1.2. Heka cy 3 C C" u Qy C C™ obaactiu u nexa je f € H(Q,$s). 3a ceaky
u € ph(Qg) j€ u o f S ph(Ql)

Teopema 1.3. (/19/) Axo je u : B" — C ¢ynryuja gepunucana Ha jegunu4roj

aoutu B" C C* waksa ga 3agosomasa caujegehe ycaose:
(a) u je C* y oxoaunu Hyse,
(6) ue je zapmonujexa na D 3a ceaxo & € OB,

OHga je U UAYPUTAPMOHUjcra Ha B™.

Hamnomena 1.2. [70] Ananozno wephere saorcu axo jegunuywny aotGiy B samuge-

HUMO €A JEGUHUNHUM Uosuguckom D™,

Hamnomena 1.3. Vcaos Gog (a) y weopemu 1.8 ne mootce ce 0caabuiiu go ycaosa ga

je pynxuuja xaace C*, jep 3a dyrrwyujy

% k2 :
22077, axo je z1 # 0,
u(z1,29) =< 2
. 0 axo jez; =0
1=

Pynryuje 3acera cy TONOMOPPHE AU PYHKUUIG U HUje TAYPUTAPMOHUICKA.

Axo y Teopemu 1.3 mpermocTaBky mof (6) 3aMjeHEMO ca yCJIOBOM Ja je Ug XO-
somopdua Ha D 3a cBako £ € OB", onma je u xosomopdua Ha B". To je HaBemeno
y |[79] u Takobe ce mazusa Popesmjea Teopema. MHOrM ayTopu Cy Jajiu yoUIITEHe
dopenmjeBe TeopeMe Kaja cy YHKIHje 3aceka xomomopdue dyukmnuje. Ayropu pa-
joBa [15] u [41] namu cy yormreme PopesmjeBe TeoOpeMe TaKO IMITO Cy XOJIOMOPMHOCT
JIy2K TpaBe JimHUje Kpo3 () 3aMUjeHmIN ca X0JaoMopdHOIIhy ayK HeKe omimTuje da-
Muje Komiutekcanx Kpusux. JIu u Jlyo [54] cy mokazanum @openujeBy Teopemy 1.3
Ha OMIITHjUM 00JIaCTUMA, OJHOCHO TTOCMATPAIN (DYHKIW]y u U3 3Bje3/acTe 00JIacTu
y PuMaHOBY MHOTOCTPYKOCT JUMEH3Hje M U JOKA3aJIU JIa je U TIYPUXapMOHU])CKA.

Kpasr [50] je mao sHoBe mokaze Xaprorcose u PopesnjeBe Teopeme.

1.4 IlojeauHayHO XapMOHUjcKe (pyHKIIIje

Hedunnumuja 1.3. Kascemo ga je pymxyuja u € C*(2),Q C C" wojequmnanmo rap-
Monujcka wa §) axo je
Pu u

A- = — _— =
i o3 * dy:

0 saceaxo j=1,...n,

12



1.4. IIOJEJJMHAYHO XAPMOHHUJCKE ®YHKI[UJE

WJ. KO je U TAPMOHUICKA U0 C8AKO] UPOMIEHDUBO] UOJEJUHANHO.

Hanomena 1.4. V auttiepatuypu ce, artiepHatiueHo, Wakree GYHKUUJE HA3UBATY

N-TapMoHujcre Gynruuje.

[IpocTop cBuUx MoOjeuHATHO XapMOHUjCKUX (QyHIHIja HA obyactu ) y OBOj qucep-

TaIyju o3HadeH je ca sh(€2).

Hanomena 1.5. Qynxuyuje gepunucane na D? xoje cy 2-wapmonujcke dynxuyuje
apsu Gyl ce uojasnyjy 1939. zogune y pagy [56]. Hedpuruyuja 1.3 ce tojaswyje y
Kangeporosom u Buzmyngosom pagy [10].

Csaka mojemmHAYHO XapMOHUjcKa (yHKIHja Ha objactu () je xapMoHHjcKa, a
o6paTHO He Mopa Jia Baxku ako je n > 1. Ha npumjep dyukuuja u(z1,22) = |z1]* —
|29]? € h(C?) \ sh(C?).

Yepmrrasajyhin j = k y (1.7) umamo ma je cBaka IUrypuxapMOHHUjCKa (DyHKIHja

[ojeIMHAYHO XapMoHujcKa dyHimja u oryia je ph(2) C sh(2) C h(Q).

Teopema 1.4. ([10]) @ynxuyuja u € C*(D") je Uojegunaumo TapMOHUCKA aAKO U
camo axo Mmoodtce butiu upegciiassena na D" aticosyurno U AOKAAHO PASHOMIEPHO

KOHBEPZEHTUHUM DEGOM

10 0n\ [mq| man| 1(m101+...+mnbn
(1.8) u(riet .. rpen) = E Crmy oo T1 rll | gi(mat ),

mezZmn

apu wemy je m = (my,...,my),0 = (01,...,60,) € T

Jloxas. Ouursenso je na je dyukimja u gara ca (1.8) mojeiuHAYHO XapMOHU])CKA
Ha D". O6parno, Heka je u(z) = u(zy,...,2,) NOjeMHAYHO XapMOHHUjcKa Ha D™
[TperniocraBumo, paau jeaHocraBHOCTH Ja je n = 2 u u(z) = u(zy, 22). Tana je, 3a
CBaKO (DUKCHUPAHO 23, |23| < 1, npumjerom teopeme 1.2 dyHKIMja 1 06IUKA

(1.9)
|mal_im16; B 1 " €1 —im1&1
E Cmy (22)1] e . rajeje  Cpmy(20) = u(rie’t, zo)e dg;.

[ma|
mieZ 2mry -7

Kaxko je u xmace C? ma 6mmucky D? 103Bo/beHO je nudepeHImpaTH UCION 3HAKA
unTerpana. 3a dbuxcupane r; u & dbynkmmja u(rie®, z,) je xapmonujcka pyHKIHIjA
[0 TPOM]jeHJbUBO] zo. OrTyma je, 3a cBako my € Z, QyHKIHUjA ¢y, (22) XapMOHHjCKA

dyHKIHja IO TPOMjEH/bUBUM Ty U Yo, TE j€

(110) Cm1(22) — Z Cm17m2r|2m2\eim292’

mo€Z
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1.5. AYTOMOPOU3MHU IIOJIN/IUCKA U JIOIITE

rije je
1 " ; —im
i =5 | erac )y
271'7”2 —T
1 [T ) ) )
(1.11) :—/ / U,(T‘1€Z§1,7‘26152)6_2(m1€1+m2§2)d51d£2-
Ag2plmlyplmel J_ ) o

ITpema (1.9) u (1.10) dbysxumja u je obauka

[mal, [mal| i(m161+m202)
(1.12) E Cmy a1 Ty €

mi,mo€Z

u peJ1 Konseprupa arcosytio y D?. U3z (1.11) enemenrapno ciaujenu, 3a 0 < 7y, 79 < 1,

|z1] =71
|22 =12

u oryna pes (1.12) KoHBeprupa ancoyyTHo 3a 11 < p1,Ts < ps U Takohe y D2.
O

Bure feraspa o mojeIMHAYHO XapMOHUjCKUM (DYHKITMjamMa MOxKe ce Hahu y rJiaBu
XVII kmure [85] u y [69].

1.5 AyromopdusMmu MOJUINCKA U JIOIITE

Hexka cy Qq, s u Q obmactu y C".

Hedbuunuuja 1.4. ([47]) Kaoscemo ga je xosomopgpro upecaurasarve f: €y — Qo

L zonromopgrio

ouzoromoppro axo je f = (f1, fay- -y fn) »1-17 u na” u axo je g = f~
Ha 2. Axo je Q1 = Qo = ), onga xasrcemo ga je f aymomoppusam obractuu €2, a

CKYT ceur aymomoppusdama obaactiu ) oznavasa ce ca Aut(€2).

Csako Ouxosomopduo npeciumkaBame [ : () — )y ycmocraBiba m3omopduzam
rpyna f, @ Aut(;) — Aut(Qy) npu wemy je f. : o — fopo fTlo € Aut().
Wzomopduzam mamehy rpyna Aut(€y) u Aut({)y) je norpeban (asu He U JOBOJHAH )
ycJoB j1a qomenu §2; u (g Oyay OuxosioMopdHO ekBuBajaeHTHH. [lyankape je y cBoM
paxy Les fonctions analytiques de deux variables et la représentation conforme, Rend.
Circ. Mat. Palermo 23 , 185-220 w3 1907. roawHe, H0Ka3a0 Ja jeIUHUYIHA, JIOITA
B? u jequamann nommmuck D? mncy 6uxosomopdno expuBasentar. OH je ompenno

ayTomopdusme obaactr B? u D? u moxkazao ma oBe TpyTie HACY n30MOpdHe Kao rpyIe.
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1.5. AYTOMOPOU3MHU IIOJIN/IUCKA U JIOIITE

Ba n = 1 npecimkaBame je 6uxo0MOPEMHO aAKO U caMo ako je KOH(MOPMHO. AKO
je n > 1, mperxomno TBpheme me Baxkn. Ha mpumjep, npecmkasame f : C2 — C?
nmedbunucano ca f(z1,22) = (5z1, 22) je 6GuxomoMopdHO au HUje KOHPOPMHO.

Aut(Q2) njesyje rpansutuBHO Ha () y ciayuajeBuma 2 = D" u Q = B™.

Ako je a € D, nedununiremo

(1.13) Pa(z) =

C1-—az

a—z

Teopema 1.5. ([72]) Axo je a € D durcuparo, waga p, uma caujegehe ocobune:
(a) ¢a(0) =a u p4(a) =0.
(6) @, je , 1-17 apecaurasare xoje upecaurasa T na T, D na D.
(6) (¢a)™" = a-
(2) ¢,(0) = —1+1af* u gy(a) = (=1 + |a]*)~.
Ba jemuauunu jauck D rpymna ayromopduzama Aut(D) nara je ca
Aut(D) = {e“p,(2) : 0 € R, a € D}.

Ipyna Aut(D) njenyje rpansurusao Ha D.

Hamomennmo fa je kordopmuo npeciankasame u3 K = {z € C : Rez > 0} na

z—1
z+1?

S={2€C:—-1<Rez<1} naD.

3a a € D", ayroMmopduaMu jeIMHUIHOT MOJIUAINCKA, JATH CY U3PA30M

D naro cipemehnm m3paszom z —

a z — tg”’ je KOHPOPMHO Ipec/MKaBambe U3

_ 61 91 "Z0(1) ify 927 %0(2) 0y, A" Zo(n)
Yalz) = (6 Saize ¢ T-@ze@) 7 © 1*W2cr(n>)
_ i0 i0 i6r,
= (" ¢u,(201)), €% Pay (Z6@):s - - - € 0ar (2o(m))) » z € D",
raje cy 01,60s,...,0, peannu 6pojeBu, a o npousBosbHA nepmyTanuja ox (1,....n) u

cBaku ayToMopduzam odbsactu D" je Tor obsmKa.
Mu hemo y oBoj mucepranuju, 3a a € D", kopuctutn ayromopdusam jeIMHUTHOT
[IOJTUJIMCKA JTAT U3Pa30M

(1.14) wa(z):(m—z& a2 — % an_Zn)’ » e D"

11—z 1 —azze 1 —a,2,

[TpumjeTnmo Ja HemocpenHo u3 Jujena (2) Teopeme 1.5 camjenu nma cy ¢ (a) =
bi;],1 < 4,7 < n, uwl(0) = [c;],1 < i, < n, qujaroHagne MaTPUILE IPH GEMY
je bi,i = (-1 + ‘GiP)_l nu Ci,i = —1 + |ai]2, 1 S 7 S n.
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1.5. AYTOMOPOU3MHU IIOJIN/IUCKA U JIOIITE

Ocuwm Tora je

1 1
/ _ _ n
Il = mex = = 7=z 2D

Bue nerasma o ayromopdusmnma nosuaucka D" moxke ce nahu y [31], [69], [75], [47].

Hexa je, 3a pukcupano a € B"”, P, oproronasna npojekiuja o C* Ha mormpocTop

la] renepucan ca a u Heka je (), = I — P, mnpojeknuja Ha OPTOKOMILJIEMEHT OJf [a.

Hanomenumo na je Py =0 u Pz = %a ako je a # 0. Hexa je s, = (1 — |af?)2 u

JeduHUIIEeMO

a— P,z — 5,04z
1—{(z,a)

(1.15) ba(2) = . zeB"

Tana, 3a ceako a € B", ¢, uma ciwenehe ocodbune:
() ¢a(0) =a u ¢q(a) = 0.
(6) ¢,(0)= _Sgpa — 8.Qa m ¢y, (a) = _S%Pa - i@a.

(8) Unenrturer

(1 = {a,a))(1 = (z,w))
(1= {z,a)(1 = {a,w))

(1.16) 1 —(¢a(2), da(w)) =

3a cBe z € B, w € B

(r) Unenturer

(1 —lal*) (@ = |21

(117) - ‘(ba(Z)’Q = |1 . (z,a>|2

3a CBaKO z € B".
(1) ¢, je mHBOIYIMja OTHOCHO Py (dq(2)) = 2.
(H) ¢, je xomeomopdmzam uz B wa B" u ¢, € Aut(B").

Ba n =1 rpyne Aut(D") u Aut(B") ce mogymapajy u To cy ayroMopdusMu jeji-
HUYHOT jucKa. Bumme jgeraba o ayromopdusmuma jonre B” moxe ce nahu y [47] n

[70].

Hedununuja 1.5. 3a ckya 2 C C" xaocemo ga je yupkysapnu ckyd axo €z € §)
xagzog je z € Q) u 0 peasan 6poj.
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1.6. U3BOJ U M-UHBAPUJAHTHU PEAJIAH I'PAJINJEHT

Kapran [12] je dopmymucao u gokazao 1931. rogune cibenehy Tteopemy (Bujern

u [70] cTp. 24)

Teopema 1.6. Hexa cy
(a) 1 u Qs yupryaapre obaacimu, 0 € Q1,0 € Qy,
(6) F je 6urosomoppro apecaurasare us 0 wa Qo wakro ga je F(0) =0,
(8) €y je ozpanuvena obaaCT.

Taga je F' auneapra WpaHchopmaruja.

[IpermocraBumo a mocToju buxosoMopdHO npecmkaBame f n3 B" na D" u neka
je f(0) = a. Kako je ¥, o f : B" — D" 6uxomoMopdHO IpecmBame Koje pUukcu-
pa HyJy, Ha ocHOBY Teopeme 1.6, 1, o f je nuaeapHa Tpancdopmarumja. MehyTum,
WHBEPTUOMTHA JIMHEPHA TpaHcdopMaliija mpeciukasa B" Ha euriconi, a HUje IO-

munuck. (Bugjern [70], cTp. 27.)

1.6 W3Bom m M-mHBapmjaHTHU peaJjlaH I'PaJINjeHT

Heka cy m m n mosuruBam 6pojeBu un Heka je {2 C C" orBopen ckymn. M3Bosn
xostoMopdHOr npeciaukaBama [ : () — C™ medwunuIe ce Kao jeMHCTBEHO JTMHEAPHO

upecimkaBamwe L = f'(2) : C* — C™ rakBo ma je
flz+h) = f(z) + f(:)h+ O(A*), |kl — 0.

Hopwmy usBoza oznagasamo ca || f/'(2)||.

Hexka je f € C*(R"™). Peasnu rpagujent dyuxnuje f, y oznamu V f, je npeciuka-

of af)

oxy’  Ox,

Balbe

Vf::l:—>(

rije cy g—qi,j = 1,...,n oxrosapajyhu napuujannu uzsoau. 3a f € CH(Q),Q c C"

OTBOpEH CKyII, Y CKJaIy ca uiaentudukanujom C* ~ R

VI = (o0 g 6 ).

Ba komrutekcHoO-BpujennocHy f(£2) peduHuiemMo z-rpajujeHT u Z-rpajiujeHT Ha

cibesiehn HavyuH:
0 0
VoA = (G 5 )
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1.7 XHIIEPI'EOMETPUJCKE ®YHKI[UJE

Vef(e) = (e ()

Kako cy V. f(z) u Vzf(z) Bekropu u3 C"

Hapagno, 36or R?" ~ C" u (1.1) Baxu

IVF(2)| = VIV ()2 + [Vaf(2)]

Ba dbyukuujy f € C'(B") M-unpapujanThu rpajujenT u M-UHBapUjaHTHU pea-

JIaH TPaJiujeHT J1eUHUIIEMO Cca

V.f(z) = V.(f0¢:)(0), Vf(z)=V(fo¢.)0),

PECIIEKTUBHO, r7je je ¢, ayromopduszam B" mar mzpazom (1.15).

Younvo ga je [Vf(0)] = [Vf(0)] u [Vf(2)] = [V(f 0 ¢.)(0)].

Cauuno nedununiemo M-uHBapujaHTHU peajiaH rpajujeHT yHKIuje 1eduHu-
caHe Ha OTBOPEHOM jEJIMHUIHOM IIOJIUIUCKY .

[Ipenusnuje, 3a dyukuujy f € CH(D") M-unpBapujanTHH PeasaH TPaJUjeHT Je-
duaUEMO ca

Vf(z) = V(fo.)(0),

raje je v, ayromopduzam D" mar ca (1.14).

Taxobe sax<u: |V f(0)| = [V f(0) u [Vf(2)| = [V(f 0 %.)(0)].

Burme wadopmanuja o M-uHBapujanTHOM TpaaujeHTy n M-UHBApPUjaHTHOM pe-

AJTHOM TPaJIMjeHTy Moxe ce Hahwm y [65].

1.7 Xwunepreomerpujcke pyHKIINje

Hexka je K= {z € C: Rez > 0}. lama dyunkuuja, 3a z € K, necdbunucana je ca

F(z):/ t*~tetdt.
0

Baa,b,ce Cuc+#0,—1,-2,..., xunepreomerpujcka QyHKIHja je TedrHICAHA
ca
— (@) (b)x 2*
(1.18) F(a,bic;z) =Y On W 2] < 1.

k=0
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1.8. HEKHU IIPOCTOPH ®YHKI[NJA

raje je (a)p =1 u (a)y = F%k(:)a) =ala+1)---(a+k—1)3ak>1wuona je pjemerne

XUTIEPTEOMETPH)CKE jeTHAUNHE

d*u du
1.1 1 —2)—— _ 1) 2] — — -0
(1.19) 2(1—2) T2 lc—(a+0b+1)z] 7 abu =0

Y oBoj nucepranuju cy kopuiihene ciaujesiehe ocobuHe XUepreoMeTpujcKux GyHK-

mmja:
e Ako je Re(a+ b —¢) < 0 rama pex y (1.18) xouseprupa amcosytro 3a |z| < 1.
e F(a,b;c;0)=1.

Hamnomena 1.6. Oaogcon je y ceom pagy ([63], ctias 1.3.) goxaszao ga axo je u €

C?(0,1) pjewere jegnauune (1.19), a,b € C,c € R,c > 1 u axo je

e (z) — abu(z) = 0 (i) N

X

ga je onga u obauka uw = C - F(a,b,c,-). Baupaso, Onropcon je pazmaiipao a,b € R,

aAu Upetwmrogro wepherve sastcyu u 3a Komusekche bpojese a u b.

Teopema 1.7. ([42], @eopema 2.6.) Axo cy o, B € C, onga

lim F(—a,m—p;m+1;z)=(1—-2)% 2ze€D.

m—ro0
3a nus (F(—a,m — fym+ 1;2))59_, Goctioju GogHus Koju KOHEEPZUPA PASHOMIEDPHO

Ka (1 — z)“‘ HG CBAKOM KOMUAKIHOM Togekyuy og 1.

Cras 1.3. ([42], cuas 3.3.) Axo cy «, B € C, onga saorcu

1/m
limsup(max |F(”)(—a,m—ﬁ§m+1§$)|> <1
m—00 0<z<r

saneNul<r<l.

Buie nerasba o xunepreomerpujckuM dbyHKIjaMa Moxke ce Hahu y [7].

1.8 Heku npocTopu dyHKIuja

Hexa je (X, 9, 1) dukcupan mpocTop ca Mjepom.
[Toszuaro je ma cy crangapmauu npocropu LP(X, u) Banaxosu npocropu 3a cBako
1 <p< +oo.
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1.8. HEKHU IIPOCTOPH ®YHKI[NJA

Heka cy p m ¢ KOoHjyroBaHW €KCIIOHEHTHU OJIHOCHO p,q > 1,— + — = 1. Tazga 3a
p g

feLP(u) nge Li(u) Baxku XenmepoBa HEjeTHAKOCT

Ifglle < I£1lnllgllo-

[Ipocrop cBux KomiuiekcHux Bopesnosux mjepa Ha T" je oznauen ca M(T™). Ako

Ha npocropy M(T™) yBegemo HOpMy

[l = [l (T™),

raje je || Bapujanuja komiiekcue Mjepe p (Torasaa), Taga je M(T™) Banaxos mpo-

crop. Ha T" umamo HOpMAIU30BaHy Mjepy Wd& c.dB,.

Teopema 1.8. Hexa je \ cuzma konawna mjepa nwa mjeprusom apociwopy (X, M) u
Hexa je [ komusexkcra mjepa wa M. Taga woctioje jequHcTUBEHE KOMUAEKCHE MIEPe

Hac U s WaKGe ga je

((L) B = fac T Ms,

(6) pac < A,

(8) s L A
ITwasuwe, doctioju jequncticena Pynxyuja f € LY (X, \) @Waxea ga je jig. = fdN.

Takobhe Baxku
L>°(T™) c LY(T") C LP(T") c L'(T")
ako je 1 < p < q < +o0.
Heka je  orBopena obsact y C". IIpocrop C*(Q2) = (), —, C™(Q), raje je C™(Q)
IPOCTOP N TIyTa HenmpekuaHo mudepennujabmianx (yuknuja Ha (2. Y BEKTOPCKU

mpoctop C*°()) Mory ce yBecTH ICeyI0HOpME
(1.20) lullpgx = max 0P Du(z)), K CQ je xommakTan, p,q¢€ Z.
ze

u C°(€)) je JOKaJHO KOHBEKCAH KOMILJIETAH METPH3aOUIAH TOMOJIOIIKH BEKTOPCKH
IIPOCTOP.
Kaxemo na #u3 dysrmmja (u,)X_, u,, € C*()) koBeprupa xka u € C*() y

ronosioruju mpocropa C™° () kag m — 00, ako je

WILE& [ty — ullp.q.c = O

3a cBako (p,q) € Z7 X Z} u cBakn KoMIakTaH ckyn K C €.
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1.9. IIPOCTOP h*(D)

Kazkemo na pen Z U, DyHKIHjA Uy, € C°°(€)) KOHBeprupa arcosyTao y C(2)

. m=0
aKo Je
oo

D Ml < oo,

m=0
3a (p,q) € ZI, xZI m K C ) xomnakran. Kaxo je C*(£2) koMIeTan cBaku aIcoryTHO
kouBeprentan peg y C°(D") je n xouseprenran y C*(Q2). Bume merasma o oBum

npocropuMa Moxe ce nahu y [30] u y [72].

1.9 IIpoctop h'(D)

[Touerak Teopuje XapamjeBux IMpocTOpa MOBeE3yje ce ca pajoBuma Xapauja [27]
u Puca [68] uz 1915. u 1923. rogune, pecrieKTuBHO. Xap/ujeBu IIPOCTOPHU Cy Haj-
MHTEH3WBHUje NPOyYaBaHu y CIydajy jeuHudIHOr aucka (sumjern [17, 29, 45, 84]).
Y 0BOj mucepTanuju cy JaTe caMO peJieBaHTHE TeopeMe pelipe3eHTallije U TeopeMe

tuna Parya.

Hedbunnmmja 1.6. 3a 1 < p < 400 ckya h?(D) je gedpunucan xao ckya ceux

rapmonujexuxr pynryuja na D 3a xoje je nopma

1
1 ™ 0 P

ull, = su — u(re”)|Pdo
lull = sup (57 [ utreyas)

konauna. Ckya h* (D) je ckyt ceux oZpanuuenur rapmonujeruxr gynrkuyuja na D ca

HODMOM

[uf|sc = sup |u(z)].
zeD

Ba 1 <p < +oo ckyn h?(D) je Banaxos mpocrop u Ha 0CHOBY XeJiepoBe Hejei-

HAKOCTH je

h(D) C h(D) C h*(D)

ako je 1 <p < g < +o0.

Banaxosu npocropu h'(D) u h*(D), (1 < p < +00) cy usoMopdHU IIpocTOpPUMA
M(T) u LP(T), (1 < p < 400) PECIEKTUBHO.

[Tyaconos unarerpan mjepe u € M(T), y osuanu Pldu], nedunuimemo na ciuje-

nehu wavun:

Pla)(z) = [ L=
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1.9. IIPOCTOP h*(D)

Ba naro ( =e® € Tu 0 < A < oo Illtommos yrao orsopa A y ¢ je nar ca
Sa(e®) = {re!®=9 19| < A(1 —r)}.

Hexka je f(z) xonomopdua na D. ®Pary [18| je mokazao ako je dpynkumja f orpanu-
YeHa Ha JeJJMHUYHOM JIMCKY, OHJIa 33 CKOPO CBako Tadky ( € T mocToju rpaHuvHa
BpujenHocT dyHKImja f(z) Kag ce z npubsmkaBa ( JIy»K HETAHTEHIMjAJTHOT IIyTa
oxnocHo [IItosmoBor yria.

Cnujeneha Teopema je Teopema tuna Parya.

Teopema 1.9. Axo je du = fdmy + dus Jlebez—Pagon—Huxogumoso pasaazarve kom-
uaexcre Bopeaose wmjepe 1 na T, 2gje je f € LY(T), usLdmy, waga Pldu] uma me-

wanzernyujartu aumec f(e) y cropo ceaxoj wavwu us T.
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2 IIIBapu-IlukoBa j1ema 3a

ILJIypuXapMoOHHjcKe (pYHKIH]je

2.1 IIIBapm-IlukoBa jsema 3a xossomopdHE
dyHKIHje

[IBapmoBa jema 3a xosioMOpdHE (DYHKIHje je jeJaH OJf HajIUTUPAHUUX U IeH-
TPAJHUX pe3yJITaTa y TEOpUju KOMILIEKCHUX dyHKInja. OBa jgema je j1ajga BeJTUKU

ITOJICTHUIIA] PAa3BOjy TeOMETpHjCKe Teopuje PYHKIHja U APYTUX M0/ba AHATIUIE.

Teopema 2.1. (Illsapyosa aema) Axo je f : D — C xoromopdro upecaurasarse

waxeo ga je f(0) =0 u |f(z)| <1, onga je
(a) |f(2)] <|z|, 3a ceaxo z € D,

(0) |1'(0) < 1.

Axo jegnaroct sastcu y (a) 3a nexo z € D\{0}, uau jegnaxoc sasrcu y (6), @Waga je

f(z) = €?z 3a nexo 6 € R. Obpaiito, axo toctioju § € R Wakso ga 3a céaxo z € D

saotcu f(2) = €z, onga y (a) u (6) sadice jegnaxociiu.

Jlokas. C ob3upom ja je f(0) = 0, va ocnoBy Tejiopose Teopeme umamo f(z) =

Zanz" 3a z € D. Heka je g(2) = Zanz”_l 3a ceako z € D. Taga je g € H(D) n

n=1 n=1
f(z) = zg(z) 3a cBako z € D. Heka je r mpon3Bo/bHO n3abpaHa KOHCTAHTA TaKBa J1a

je 0 <r < 1. Hedunnmenmo g,(z) = g(rz), |z| < +. Ha ocnoBy npunmuma MakcuMyMa

MOJIyJIa 3a XoJaoMopdHe PYHKIHje CAujean a je

|f(rz)] 1
2.1 _ _ 1 .
(2.1) maxclgr (2)] = max|g, (2)] = max === = Smax| f(rz)] <

S| =

®ukcupajmo z € D u veka r — 17, Ilpesiackom Ha rpanndny BpujeaHoct y (2.1),

nmobujamo 1a je |g(z)| < 13acBako z € D. Oryna je | f(2)] < |z|. Kako je f/(0) = ¢(0),
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2.1. IIIBAPI-IIUKOBA JIEMA 3A XOJIOMOP®HE ®YHKIINJE

umamo 1a je | f(0)] < 1.
Axko je | f(z0)| = |20] 32 Hero 2y € D\{0}, onna je |g(20)| = 1, n HA OCHOBY HpHUHIKIA
MaKCHUMyMa MOJIyJa, ¢ je KOHCTaHTHA (pyHKImje moaysa 1 3a ceako z € D, Tj, mocToju

0

0 € R takBo ga je f(z) = zg(z) = ze®¥ 3a cBaxo z € D. Ako je |f'(0)| = 1, onza je

|g(0)| = 1, na je Ha OCHOBY NPHUHIUIIA MAKCUMYMa MOJIyJIa ¢ KOHCTAHTHA (DYHKIMja 1
lg| = 1. IIpema Tome moctoju § € R Taxso ma je f(z) = zg(z) = ze 3a cpako z € D.
Axo mocroju § € R Takso ja 3a ceako z € D, Bawu f(2) = 2¢", onna y (a) u (6)
Baxke jeTHaKOCTH. 0

Tephemwe y Teopemu 2.1 y3 jauy ImpeTHOCTABKY Jia je JATO IIPECTUKABAE YHU-
BaJIEHTHO, IPBH je mokas3ao u ¢gopmyaycao Kaps Xepman Amanmgyc [IBapir y cBom
neny [74]. Koncrantun Kapareogopu je a0 ume 0BOM pesyarary y cBoMm paiy [11].
Y cBojum aytobuorpadckum obusbenkama Kaparteonopu HaBOIM J1a je 3a JT0Ka3, KO-
ju je mat y oBoj mucepranuju, 3axBasian Epxapay Ilmury, kao u ga je Ilyamkape
(Poincaré), y cBom pamy [67], nao cimdan qoKas.

Cama hemo npukaszaru yommmreme [IBapriose sleme 6e3 momaraor yesaosa f(0) = 0.

Teopema 2.2. (Illsapu-ITuxosa aema) Hexa je f € H(D,D). Taga 3a céaxo z1, 29 €

D saorcu

(2.2) f(zl)__f(ZQ) |21 —_Zz|
1= f(z1)f(z2)| ~ 11— Z1z]

u 3a ceaxo z € D sasicu

(2.3) IHCINS

L=1f)PP ~ 1= 1]2*
Jegnaxoc@ y (2.2) u (2.3) sasrcu axo u camo axo f € Aut(D).

/oxas. 3a durcupano z; € D MebujycoBa Tpancdopmalimja

21 — %

QOZI(Z) = 1 —2_12

je KOH(OPMHO TIpec/MKaBame JeJMHUIHOr JUCKa y cebe TakBo jia je ¢, (z1) = 0 u

(02,)' = p.,. HocmaTpajmo croxkeny dyHKIUjy

9(2) = @50 (£ (2, (2)))-

Tama je g : D — D xomomopdro npeciukaBamwe TakBo ga je ¢g(0) = 0. daxue,

dyukIMja g ncymana npernocraBke IlIBapriose ieme u mpuMjeHOM HCTE JIEME TMaMO

l9(2)] <[],
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2.1. IIIBAPI-IIUKOBA JIEMA 3A XOJIOMOP®HE ®YHKIINJE

OJHOCHO

f(21) = F(5'(2)) ‘ <l
L= fE)fesk@)|

Osnadumo ¢, '(z) = 2. Tana je

f(21)_—f(22)
1 — f(21)f(22)

Takobe, na ocroBy IlIsaprioBe jeme Baxku |¢'(0)| < 1. IIpumjeHom u3BomA CJIOXKEHE

21 — 22

< |z ()] =

1—2_122

dyHKIHje 100MjaMo 1a je

[y (F (22, (O] Lf (o2, (O] - {712, (0)] < 1.

C ob3upom j1a je

-1 —+ ‘21‘2
/
Z) = —-—
9021( ) (1—2_12’)27
MIPETXO0/THA HEjeITHAKOCT MOYKE Ce 3aIMCATU y ODJIUKY:
—1+|f(z))

(1= 1f)P)? [f(2)] - (=1 +]al) < 1.

Jemnaxoct y (2.2) m (2.3) Basku axo u camo ako je g = €Id 3a 0 € R Tj. ako u camo
axo je f = s () O

Boec [8] maBomu ma Kapareomopu, y csom pagy [11], momume rope HaBemeHy
uJiejy KOMIIO3UIIHje X0Ja0MopdHE PYHKIHje U3 jeuHuIHOT aucka [ y camor cebe u
npecsmkaBama Koja npunazgajy Aut(D). Ocum Tora Boec maBomm 1a je dpaniyckn

maremaruaap Lacron 2Kymnuja [34] npsu 3anucao mejennakocr (2.2).
Hedbunnmmja 2.1. Pynxyujy op : D x D — [0,1) gepuruwemo ca

21 — =
(21, 20) = |pa (20)] = [

1—Z12
Hupexrro u3 [Isapi-TTukose jeme (Teopema 2.2) cmjenn mocibeauna:
ITocwenuna 2.1. Axo je f € H(D,D), onga je
(a) on(f(21), f(22)) < 0p(21, 22), 21, 22 € D.
(6) Cwegeha wepherva cy exeusareniina:
(i) | € Aut(D);
(ii) op(f(z1), f(22)) = dn(21, 22), 21, 22 € D.
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2.1. IIIBAPI-IIUKOBA JIEMA 3A XOJIOMOP®HE ®YHKIINJE

Teopema 2.3. @ynxyuja op : D x D — [0,1) je pacmojarve.
Jlokas. OaurieaHo Baxu:
(a) Op(z1,22) = 0 aKO U caMo aKo je z; = 2o,

(6) dp(z1,22) = Op(22, 21) 3a cBe 21, 29 € D.

[ToTpebHo je jorn mokasaru:

(B) Op(z1,23) < 0p(21,22) + Op(22, 23) 3a cBe 21, 29, 23 € D.

Hexka cy 21, 29, 23 pa3imauTe TavKe U JTOKAKUMO J1a BaxKu 0p (21, 23) < Op(z1, 22)+
p (22, z3). Heka je g(z) = e78%=1(2)_ (). Taga je g jemuucTBenn ayToMopdu-
sam g € Aut(D) Takas ma je g(z1) = 0u g(22) = |2, (22)] € (0,1). C 063upom ma
je dyukimja op Aut(D) nuaBapujanTHA, 6€3 yMambeHha OMIITOCTH, TPETIIOCTABI-
MO za je 23 = 0 u 29 € (0,1). Tpeba na goraxkemo ja je |z3| < z2 + dp(z2, 23).
ITperxozna HejeIHAKOCT TPUBHjAJIHO BaxKu ako je |z3| < zo. Heka je |z3] > zo.

Kaxko je

n-m (=R -|aP) (1= -|5P)

|1—2223’2 - |1— |2223||2

1-— (5]%)(22, 23) =1- 1— %73

" KaKo je

1— 5]]2)(2,2’ ’2’3‘) _ (1 — 22)(1 — |Z3| )

1= |zozs][* 7
Tana je op(22, z3) > On(22, |23]). Jakie,
|22 — |2sl|  [es] — 22
) >0 = = > — 2.
p(22,23) 2 Op(22, |23]) 1— |2z 1— |20 23] — 22

[
Hanowmena 2.1. Pactiojare Oy Ha3ueamo Uceyqoruiepbosuuro pactmojarve uiu Me-
bujycoso pacttiojarve.

Heka je dyukmumja Ap : D — (0,00) nedbunucana ca \p(z) = ﬁ U HeKa je

v :10,1] = D auo o muo C'-kpursa. lyxkuny Kpuse 7y AedUHHUIIEMO Ca

L) = [ el = [ 20 ar

Hedbununuja 2.2. 3a 21,20 € D gepunuwemo

po(21, 22) = nf{Lp(y) : v : [0,1] = D,y je guo o guo C'-xpusa,¥(0) = 21,7(1) = 2}.
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2.1. IIIBAPI-IIUKOBA JIEMA 3A XOJIOMOP®HE ®YHKIINJE

JupexkTHo n3 nedunurumje 2.2 caujean
(a) pp(z1,22) = pp(22,21) 3a cBe 21,29 € D,
(6) pp(21,23) < pp(21, 22) + pp(22, 23) 32 cBe 21, 22, 23 € D.

Teopema 2.4. (Illsapy-ITuxosa sema y Wepmuruma rutdepbosuyke mepuke) Hexa

je f: D — D xosromoppro upecaurasarve. Taga sastcu:
(a) Mp(f(2)|f'(2)] < Ap(2), 3a cearxo =z € D.
(6) p(f(z1), f(22)) < pp(21,22), 3a cee z,2z9 €D.
IIpu @wome, axo je [ € Aut(D), onga u y (a) u y (6) sasce jegnaroctu.
Zlokas.
(a) Crmjemm muperTHO U3 (2.3).

(6) Heka je v :[0,1] = D amo no muo C'-kpusa taksa na je 7(0) = z; u (1) = z,.
Tana je fovy = I' quo no quo C'-kpusa y D rtaxsa ma je ['(0) = f(z) u
I'(1) = f(22). Oryzma je, npema (a),

po(f(z1), f(z2)) < Lp(I)
a0
‘/o T roE”
TR
‘/o L GoR ™

Looln/(t
< [ 2O
0 1_|7(t)|

= Lp(7)

n

po(f(z1), f(z2)) < inf{Lp(7) 7 : [0,1] = D, v je mmo no auo C'-xpusa, 7(0) = 21,7(1) = 2z}

= ,OD(Z1,22)-

Axo je f € Aut(D), onyma Ha ocHOBY Teopeme 2.2 Baxku jegHakocT y (a). Ocum tora,

kako je taga ' € H(D,D), onga mejennaxkoct noy, (6) Baxku u 3a !, na je

po(z1,22) = po(fH(f(21)), f 1 (f(22))) < po(f(21), f(22)).
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2.1. IIIBAPI-IIUKOBA JIEMA 3A XOJIOMOP®HE ®YHKIINJE

Jlema 2.1. 3a csaxo 5,0 < s < 1,

1+s

(2.4) pp(0,8) = In T,

uys(t) =ts,0 <t <1 jejegunciisena go Ha petapametipudayujy 2e0ge3ujcka SMUHUIA

xoja cuaja O u s.

Joxas. Younmo na je

2dt 1+ s

0.8) < Lp(v,) = —1 .
(09 < L) = [ 720 =2

C npyre cTpane, ako je v = y; + iy : [0,1] — D awmo no quo C'-kpusa Taksa 1a je
7(0) =0 u y(1) = s, onza je

Ll AR + )
l“”‘llwWW‘A L= P — (P

MebyTum, 3a cBako t € [0, 1] je

1
(MOP + a2 2 M@ 2% 1 1= m@OF = heOP <1-m@P,
opu 4emMy Cy HejeHAKOCTH cTpore y ciaydajy Ya(t) # 0.
Haxkue,

L o2|yi(t)|dt 1+s
2.5 L > 1 =In .
(25) Pz [ T =

3uaun, Baxxu tBpheme (2.4) u mrasurre ako je pp(0,s) = Lp(y), orma y (2.5) Baxn
jemnakocr. ITpema Tome, Yo(t) = 0,7 : [0,1] — [0,s] u 71 je monorono pacryha

dyHKIHja, TMITO Jaje jeJUHCTBEHOCT J0 Ha perapaMeTpHU3allnjy. ]

Teopema 2.5. 3a cse 21,29 € D,

1+ dp(21, 22)

(2.6) pp(z1, 22) = In T op (o1 20)

Jloxas. Tlpema teopemu 2.4 op je Aut(DD) uaBapujanTHO, a JinjeBa CTPAHA jeHAKOCTH
(2.6) je Takohe Aut(D) urBapujanTHO. CTOra, 6€3 yMambemha OMIITOCTH HEKa je 2 =

0,2z = s € (0,1). ITorom TBphemwe caujean us geme 2.1. ]

Ha ocnoBy Teopeme 2.3 u TeopeMe 2.5 HEOCPEIHO CJINjEJIN:
pp(z1,22) =0  ako m camo ako je z; = 2.
IIpema Tome mokazau cMo cibejehy Teopemy
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2.1. IIIBAPI-IIUKOBA JIEMA 3A XOJIOMOP®HE ®YHKIINJE

Teopema 2.6. QPynxyuja pp : D x D — [0, 00) je pacimojarve.

Hamomena 2.2. Pacwiojarve pp nas3usamo Ilyankapeoso uiu rutepbosusko paciio-

jarve.

Hedbununuja 2.3. Hexa je 2 C C upocttio uosesara obaactti pazauvuiua og C u
Hnexa je f xonwpopmmu udomoppusam uz ) y D. Iyankapeosa usu rutepbosuwka

metpura na 2 gepuruwe ce Ha caujegehu HauH:

pa(z1,22) = pp(f(21), f(22)) 21,22 € Q.

IIpocto nosezany oburact €2 C C koja je pasmmuura ox C, HazuBamo xurepOOId-

KU JOMEH.

Teopema 2.7. Hexa cy 1,Qy C C zutepboruvwku gomenu u f € H(Qq,Qs). Taga

6AaIHCU

op(f(21), f(22)) < palz1,22) 3a cee  z1,2z3 € (.

Axo je f wongopmmnu uzomoppusam uz 2y y o onga eastcu jegnaroci. Obpaiuno,
axo 3a Hexe z1, 2o € D saotcu jegnarocti onga je f xorgpopmnu uzomoppuszam u3 2
y QQ.

z—1

Kako je z — I3

koudopdmuo npecmkaBame nu3 K na D uz nedpunuruje 2.3

cauje

lw+ Z| + |z — w|
lw+z] — |z —w|’

(2.7) pr(z,w) =1In z,w € K.

AKO cy x ¥ y IO3UTHUBHU peaiHu OPOjeBH, U3 IIPETXOIHOT, JT00KjaMo

(2.8) px(r,y) =

lnz‘, x,y > 0.
Y

Bynyhu na je 2z — tg 7F xondopmuo npeciukapame Tpake S Ha D, u3 necdununuje

2.3, mobujamo popmysry

m(w+Z) . ow(z—w)
COs ——*| + | sln ——
(2.9) ps(z,w) = | ( 4+)| | ( 4 )l, z,w € S.
| cos B | — | sin T |
IToce6Ho, 3a x,y € (—1,1) umamo
T T
(2.10) ps(z.y) = |Intg (1 —y) —Intg - (1 —z)|.
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2.1. IIIBAPI-IIUKOBA JIEMA 3A XOJIOMOP®HE ®YHKIINJE

Baucra, ako je Ha mpumjep r —y € (—2,0), orma je

pe() = In cos ”(r:y) — sin ”(Z_y)
s, y) = —
cOS ”(mjy) + sin ”(x4 v)
N sin W(IZE) - COS ”(14_3’)
. w(l—y) w(l—x)
sin T Y0 . cos N
tg (1 )
= h’l T
tg =1

Ha cBum xumepbosmmakum momennma y C ce ciaujenehe Tpu nmpupojine MeTpuke
nokstanajy: [lyankapeosa (xumepbosmtika), Kobajammjesa u Beprmanosa.

Pazmorpumo caja Buteiumensuony cutyaiujy. Cibesehu cras je yonmrrere [IBapii-
-IIukoBe jiemMe ca jeTUHUIHOT JUCKA y KOMILIEKCHO] PABHU Ha CJyYa] jeJIMHUIHOT

nonuaucka (Bugjeru [69], crpana 179 u [43]).
Cras 2.1. ([43]) Axo je f: D" — D xosomopgdro Gpecaurasare, onga je
(2.11) S0 =) |

=1

()| <1-=If(2)%,  ze€D"

7

Jloxas. Heka f: D™ — D xomomopdno npecimkaambe Takso na je f(0) = 0. Jasme,

HEKa Je (9_251(0) = C;. Taﬂa Je Zi:1 C;Z; YJIaH CTeEIIeHa Je,ﬂaH y XOMOT'€HOM paBBOJy

dyukimje f u oryna je
Zcizi = [ f(¢-2){dm,(¢), =»eD"
i=1 I

Haxame, |>°7 | ¢;z;| <1 3a cBaku uzbop z; € D u npema ToMme je

|0
> |320] = Xolel = sy S <1
i=1 !

|z;1<1
Ba a € D" dukcupano, weka je 1, ayromopdusam obmacru D" mar ca (1.14).

Hasbe, veka je h = pp 0 f o1, b= f(a), omnocuo

sy = J10) = (o) (2)
L= T(@)(f o ba)(2)

Tana je h : D" — D xonomopduo npecimkaBame Takso ja je h(0) = 0 u oHza je mo

z e D",

JTOKa3aHOM

oh

(2.12) B

(0)' <1.
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2.1. IIIBAPI-IIUKOBA JIEMA 3A XOJIOMOP®HE ®YHKIINJE

Haxon jemrnocTaBHOr padyHa jgo0ujamo ja je

on (- la)(a)

92 =TT )

mro 3ajesno ca (2.12) maje (2.11). O
Hedbununuja 2.4. Pacwojarve na D™ gatwio dopmysom

(2.13) kpn (z,w) = max po(zi, w;), z,w e D",
2gje je
1 —wz| + |z — w|

pp(z,w) = In z,we D

11— wz| — |z —w|’

na3usamo Kobajawujesum pacttiojarvem wa D"

[Ipumjerumo nma je kpn Aut(D™) mHBapujanTHO, HA OCHOBY YHIHEHUIE Ja je pp

Aut (D) uaBapujanTHO, TO jecTt
k]D)" (w(z)v¢(w)) = k]D)" (Z,U)), Z,w € Dn7¢ € AUt(]Dn)

Baxxno csojctBo KobGajarmujee merpuke Ha D" je KOHTPAKTHBHO CBOjCTBO JIATO Y

cnujenehoj Teopemu:
Teopema 2.8. 3a ceaxo f € H(D", D) saorcu
po(f(2), f(w)) < kpn(z,w), zweD™

/loxas. Kopucrehn wHBapujaHTHOCT pp U Kkpr MOXKEMO IPETIIOCTABUTH Ja je w =
0 u f(w) = 0. Haxue, Tpeba mokazaru ma je pp(f(2),0) < Eﬂﬁpﬂ)(%’o)’ ITo je
eKBHBaJIEHTHO ca | f(2)| < maxi<;<, |2j].

Onmabepumo k Tako na je |zx| = 2|0 u HEKA je g(A) = f (%z) ,|A| < 1. Oaursenno
je g xosmomopduo npecsmkasame u3 Dy D u g(0) = 0. Jakie, byHkimja g uciymaba
npernocraske [IIBapiioBe jieme u pumjerom ucte Jjieme gobujamo 1a je |g(zx)| < |z

omuocHO |f(2)| < |2k O

Hamomena 2.3. Ilpewizogro wepherve je t03natio Yy oUumUjo] CUthYauuju, 8ugjettiu

[47]-

Hedbununuja 2.5. Bepzmaroso pacttiojarve usmehy geuje mwavke 4y jequruiroj A0U-

wu B" gawo je dpopmynrom

1=z w) + Iz —wl” +[(z w)? — [2P[w]?
1=z w)| = /]2 = wl? + [{(z,w)]? = [2*[w]?

bgn (2, w) = In
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uau Kpahe
1+ |¢.(w)]
(2.14) bpn (2, w) = In ————= z,w e B",
1 —|¢.(w)|
2gje je ¢, € Aut(B") ysegen y (1.15) u
1 — wz _
(2.15) pp(z, w) =In L= w2 + |z = wl z,w € D.

1 —wz|— |z —w|’
Jlako je mpoBjepuTu ma je 3amcra pujed O METPUIM KOja je, HAa OCHOBY (2.14),
Aut(B™) urBapujanTHa. Y JUTEPATYPH CE YECTO TI0jaBJbyje MyJITUILIMKATUBHY (haK-
Top y (2.14), amu y 0BOj JucepTanuju He THIIEMO MYJITHILTUKATUBHE (HPaKTOp KaKO
6u 6um y ckiamy ca [60]. Ommra Teopuja Beprmanose merpuke y C" je Beoma
pasBujena obsiact, Bugjeru [31], [47] u [48].
VY cnaujenehoj TeopeMu HaABOJIUMO KOHTPAKTUBHO CBOjCTBO 3a BeprmanoBy meTpu-

Ky Ha B".

Teopema 2.9. (/60]) Csaxa xosomoppna dynkyuja f: B" — D je xonwparyuja y

ognocy wa Bepemarosy metwpury nwa B" u [Iyanrxapeosy metipury na D.

Zloxas. Kao u panuje, 300r "HBaApMjaHTHOCTA METPHUKA, MOXKEMO 0e3 yMarmberma OIl-
mrroctu npernocrasutu ga je w = 0 u f(0) = 0. HoBosbHO je, Ha ocHOBY (2.14) u

(2.15), mokazaru Ja je

1+[/(2)

) 1+ |z|
1—17(2)

1 ,
12|

e B"

||§ln

IITO je eKBUBAJEHTHO Ca

[f(2) <2, 2z e B

[Mocwenma vejennaxoct caujenu npumjerom [Isapiiose sieme Ha byHKIMjy g(A) =
f (Aé) ,|A| < 1. Baucra, Taga je g(|z|) < |z|, ommocno |f(2)| < |z|. O

O cBemy HaBeJICHOM y OBOM IOTIIOTJIAB/BY BHIlE mHMOpMAIja MOXKe ce Hahu y

[3], [16], [31], [44],[47], [49], [58] ka0 u y suTepaTypu Koja je nuTUpaHa.

2.2 [IlIporjjene pacrojama 3a IIJIypUXapMOHHjCKE
dyHKIMje

Y oBOM U HaApEIHOM MOTHONIAB/LY OaBuMoO ce tporjenama tuna [IBapi-1Tuka 3a
orpaHuYeHe W 3a IMO3UTUBHE ILIYPUXapPMOHHUjCKe (PYHKIMje UUjU je JIOMEH WA je-

guanaHu noauauck D" wim jequnmana Jsionta B". Meron kopumnihema mpoijjena 3a
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xosiomopdue dyuknuje na 6u ce modbmie mejeanaxoctu IIsapr-Iluk-osor Tuma 3a
xapMoHujcke dbyHkuje pazsuau cy M. Maresbesuhi u therose xosiere (Bumjeru [57]).
VY [38] mate cy mporijene pactojama 3a Iy pPUXapMOHUjCKe (DYHKIIMjE U3 TPOU3BOJHHE
KOMILJIEKCHE MHOTOCTPYKOCTHU y oiroBapajyhu murepsan y R, anu 6e3 TauHUX KOH-
CTAaHTH. ¥ OBOj AUCEPTAIUJH je JIaT TUPEKTAH JOKA3 3a OTPAHUYEHE U 3a MO3UTUBHE

LTy pUXapMOHUjcKe (pyHKIMje geduHncane Ha jeauHuaHoM noyuaucky D" u na B”.

Jlema 2.2. ([}]) 3a cee z1 u 2z uz K saorcu

21 — 22

(2.16)

Rez; — Rez
Re 21+ Re Z9

I 2

Y (2.16) saorcu jegnaroc@ axo u camo axo je Fz; = Jzo.

Jloxas. Heka je z; = x1 + iy U 23 = Xy + 1Yo, THjE j€ T1, T > 0. Hejequaxoct (2.16)

E€KBUBAJIEHTHA je ca
|z1 — @a] - |21 + 22| < |1+ 22| - |21 — 22
u OTyJa je
(21— @2)* (21 + 22)* + (Y2 — 91)*) < (21 + 22)*((21 — 22)* + (1 — 1o)°).

[Tocmenma HejeTHAKOCT €EKBUJICHTHA je ca

(y1 — 92)2(($1 + 1132)2 — (1 — 332)2) >0

a TO je TadyHA HEjeTHAKOCT.

Ouuriesino, y (2.16) jeHAKOCT BazKu aKO U CAMO aKoO je Y = Y. 0
Cipeneha siema he 6utn kopumrhena y Teopemu 2.10 u Teopemnu 2.13.

JIema 2.3. ([21]) Ba cee zy = x1 + iy u 20 = To + iy2 u3 S savcu

w(x1—x2)
4
7r(x1 +IE2)

w(z1—22)
4

m(Z1+22)
4

sin sin

(2.17)

COS COS

Y (2.17) saotcu jegnaroct axo u camo je Iz; = Jz.

Jlokas. Hejenuakocr (2.17) exkBuBajieHTHA je ca

m(x) — x9)

4

m(Z1 + 29)

4

(2.18) sin - |cos

C ob3upom j1a, 3a 2 = x + iy, BaXKH
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2.2. IIPOLIJEHE PACTOJAKA 3A IIJIYPUXAPMOHHUJCKE ®YHKINJE

| sin 2|2 = sin® x cosh® y + cos? zsinh? y,

2

| cos z|? = cos® x cosh? y + sin® z sinh? y

HejeaHakocT (2.18) ekBUBaJIEHTHA je ca

Sin2 M <COS2 W COSh2 ”(_yi+92) + Sin2 7r(:t12-x2) Sinh2 7r(—y£11+y2))

< cos? —”(mj”) (sim2 —“(m;”) cosh? —”(yi;”) + cos? —”(mf“) sinh? —”(y1;y2)> )

ITocmenma HejeITHAKOCT eKBUBAJIEHTHA je ca

sinh? W(_yl—i_ 2) Cos T '2:61 CoSs T ;2 >0

a To je Tauno jep 3a r; € (—1,1),7 € {1,2} je cos 5% > 0.

OuwnrsienHo, y (2.17) jeHaKoCT BayKU aKO M CAMO aKO je Y, = Y.
O
Teopema 2.10. (/21]) Axo je u Grypuzapmonujera gyrnryuja usz D™ y (—1,1), onga
Je
(2.19) ps(u(z), u(w)) < kpn(z,w), z,w e D"

Zloxas. Tlpema craBy 1.1 mocroju xosomopdua dyukuuja f : D* — S TakBa ma je

u = Re f u Tana je Ha ocHOBY Jieme 2.3

sin w(u(z)4—u(w)) sin W(f(z);f(w))
(2:20) TG ) | = | G |
COS Y — COS - 1
Kaxko cy if—ﬁ, (x # 1), u Inz, (r > 0), monorono pacryhe dyHKImje TpeTxoaHa He-

jeTHAKOCT eKBUBAJIEHTHA j€ Ca

‘COS r(u(w)-+u(z) m(u(z) —u(w)) ‘

m(f(w)+f(2)

—

+ [sin 1 ‘COS : + [sin ”(f(z);f(w))‘
In <In
‘Cosw - ‘sm —ﬂu(z);u(w))) ‘COS (7)) ‘Sm W(f(Z);f(w))‘
OIIHOCHO
(2.21) ps(u(z),u(w)) = ps(Re f(2), Re f(w)) < ps(f(2), f(w)).

Oynkmuja g(z) = tg§f(z) je xonomopdna dynkunuja us D" y D u omma mpema

neduHUMjA 2.3 1 TeopeMu 2.8, UMaMO

ps(f(2), f(w)) = pp(g(2), g(w)) < kpn(z,w), z,w € D"

mro 3ajeano ca (2.21), naje (2.19).
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Axo je u : D" — (—1,1) mwiypuxapmonujcka dyuknmja, npema (2.10), nejegna-

koct (2.19) moxke Gutu 3anucana y ciaujegeheM o6IUKY

e~hon(zw) < ctgg(l — u(2)) ~tg%(1 —u(w)) < W s w e D

u Kaxo je ctg (1 —u) = tg 7 (1 + u), mobujamo, 3a cse z m w u3 D™

(2.22) e honew) go %(1 +u(w)) < tg %(1 +u(z)) < ehonew) o %(1 + u(w)).

[IperxoHa HEejeHAKOCT je camo Jpyraduju 3amuc ja ce dpopmysurie Teopema 2.10.

IMocwenuua 2.2. (/21]) Hexa je u : D™ — (—1,1) aaypuxzapmorujcra Pynruuja.

Osnawumo u(0) =b u a = tgZ2. Taga, 3a cearo z € D" sasicu

4 1 4 1
(2.23) —arctg e i) <u(z) < = arctg o0 20N
T l—a s 1—a

Jloxas. Yepmrasajyhn w = 0 y mejennaxoct (2.22) nobujamo (2.23). Il
Ayropu pana [59] nokazanu cy cibesehy Teopemy:

Teopema 2.11. (/59], @eopema 6) Hexa je u € h(D,(—1,1)),u(0) =b u a = tg ZL.

Taga, 3a ceaxo z € D sasrcu

4 a—|z|
2.24 —arct
(2:24) 7 e T alz|

Ilocwenuna 2.2 npeacraBiba BUIIEINMEH3MOHATHO YOUIITeme Teopeme 2.11. 3a-

ucra, 3a n = 1 u3 (2.23) nobujamo

4 1—|z1 4 1 1
— arctg (j +&) —1<u(z) < —arctg (ﬂ —i—a) -1
T T

1+ z|1—a l1—|z|]1—a
OJTHOCHO
4 1—|z|1+4a 4 1+|z|]1+a
— t — tgl| < < — t — tg 1l
7T[aurcg(1+|z|1_a) arcg}_u(z)_ﬂ[arcg(l_pll_a arctg

U Kako je arctg x —arctgy = arctg %, HAKOH jeJIHOCTaBHOT padyHa jooujamo (2.24).

Teopema 2.12. ([21]) Axo jeu : D™ — (0, +00) Gaypuzapmonujcka dyrryuja, onga

(2.25) pr(u(2), u(w)) < kpn(z,w), z,w € D"
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Jloxas. Kao uy mokazy reopeme 2.10, mocroju xonomopdua dyukimja f € H(D", K)

rakBa ja je u = Re f. Crora je g(z) = }83 € H(D",D) u na ocuoBy aedununuje
2.3 u Teopeme 2.8 mobmjamMo
(2.26) px(f(2), f(w)) = pp(g(2), 9(w)) < kpr(z,w)  z,w e D"

Kako cy f(z), f(w) € K, npumjerom Jsieme 2.2 nobujamo

u(z) —u(w)| _ |f(z) = fw)]
u(z) +u(w) = |f(z) + f(w)]
OJTHOCHO
w(z) +u(w) + u(z) —u(w)| _ [f(z) + f(w)[ +|f(z) = f(w)]
u(2) +u(w) — |u(z) —u(w)| = |f(2) + f(w)] = |f(2) — f(w)]
u OHJIA je
)+ ulw) +u(z) = u(w)| _ TG+ F)] +1f(2) — fw)
u(z) +u(w) = Ju(z) —u(w)] = [f(z) + f(w)| = |f(2) = f(w)|

Oryna ciaujean

px(u(2), u(w)) = pr(Re f(2), Re f(w)) < pr(f(2), f(w)),

mro 3ajento ca (2.26) maje (2.25).
[]

Axo je u nosuTuBHA 1LUIypuXapMOHUjCcKa (QyHKIHUja neduHUCAHA HA jeMHUYIHOM
nosmaucky D", onpa, Ha ocHoBy (2.8), HejegnakocT (2.25) Moxke OUTH 3ammcaHa y

ciaujenehem obamKy

(227) e*k]ﬂ)n(z,’w) S u(Z) S ekmn(z,w)’ Z,w e Dn
u(w)

Cipemehu cTaB je pe3yarar Tuna XapHaKa U HHTEPECEHTHO je J1a Ha OCHOBY IIPOI[jeHa
pacrojama 3a ILIypuxapMOHUjcke GyHKIHje Koje cy medunucane Ha D" mobujamo

mpoijene 3a xojgomopdue pyHkuje repunucane na D”.

CraB 2.2. ([21]) Axo je [ xoromoppra dyrruyuja na D™ u 0 < |f(2)] < 1, onga je
ean(z,'Lu) ekan (z,w) n

(2.28) |f (w)] < |fE) < [ f(w) ,  zweD"
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Jloxas. Heka je u(z) =In ﬁ Kaxko je % xosioMopdua dyHkImja Ha D" 6e3 Hya Ha
D™ | onya je u turypuxapmonujcka dyukimja u3 D™ y (0, 4+00). Oryna, kopuiihemem

(2.27) mobujamo

" (Wiv)!) <hnpr < (WM)

In |f(w)|ek]1)n(z,“’) <Iln|f(2)] <In |f<w)|e—k’]])n(z,w)

ean(z,w)

OIHOCHO

U Kako je e’ MOHOTOHO pactyha dyHKuja modbujamo (2.28).
O

Ilosnaro je ma jemunwmuna jonta B" m jeauawyanu moauauck D™ HuCy OUXOJIO-
MOP(MHO eKBUBAJIEHTHU, T€ je O UHTEPEeCca JIaTU MPOIjeHe PacTOjatbha 3a OTPAHUYIEHY

7 3a MTO3UTHBHY IJIyPUXapMOHMjCKY (DyHKIWjy nednramncany Ha B".

Teopema 2.13. (/81]) Axo je u Gaypurapmonujcka dynryuja gedpurucara Ha jegu-

Huuroj aotu B ca spujegnoctiuma y (—1,1), onga je
(2.29) ps(u(z),u(w)) < bgn(z,w), z,w e B".

/loxas. Ilpema craBy 1.1 mocroju xonomopdHa dyuknmja f : B" — S TakBa ma je
u = Re f.

Kaxo cy }f—i, x# 1, ulnzx, r > 0, mororono pacryhe ¢dyHKIje HA OCHOBY JieMe
2.3 BaxKH"
| cos W(u(w)4+U(Z)) | + | sin 7r(U(Z)4—u(w))‘ | cos 7r(f(w);rf(Z)) | + | sin 7r(f(2)4—f(w))|
| cos w| — | sin M| " |cos rr(f(w)4+f(z))| — |sin ﬂ(f(z);f(w))|

omHOCHO y TepmuHuMa [lyankapeoBor pacrojama Ha S (Bumjern (2.9))

(2.30) ps(u(z), u(w)) = ps(Re f(2), Re f(w)) < ps(f(2), f(w)).

Oynkmuja g(z) = tg§f(2) je xomomopdna dbynkuuja uz B" y D u omma mpema

nedbununyju 2.3 u Teopemu 2.9, mMamo

ps(f(2), f(w)) = p(9(2), g(w)) < bgn(z,w),  2,w € B,

mrro 3ajenno ca (2.30), maje (2.29).
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2.2. IIPOLIJEHE PACTOJAKA 3A IIJIYPUXAPMOHHUJCKE ®YHKINJE

Hoc.me/:mua 2.3. Axo je u : B" — (—1,1) asypuzrapmorujcra dynryuja, u(0) = b

U a= tg , OHga 3a ceaxo z € B" umamo

4 1 4 1
(2.31) — arctg e‘bB”(Z’O)ﬂ —1<u(z) < —arctg ebB”(z’O)ﬁ —1.
T 1—a T 1—a

Jlokas. Ha ocuoBy (2.10) u (2.29) je

et (20) < - ctg (1 —u(z)) < el =0,
1+ 4
OJTHOCHO
1+ a _ 1+a
(2.32) e ben (20) < tg 4(1 +u(z)) < ¢ el (20) tg 4(1 + u(w)).

]

Teopema 2.14. ([/]) Axo je u Gaaypuzapmonujcra dynryuja us B™ y (0,4+00), onga

6aAMNCU

(2.33) pr(u(z), u(w)) < bga(z,w), z,w e B".

/loxas. 1lpema craBy 1.1 mocroju xonomopdua dyukmuja f : B” — K raksa ma je
— ; _ f»-1 n
u=Re f uoryna je g(z) = HOES! (B", D).

Ha ocuoBy nedbununuje 2.3 u Teopeme 2.9 Baxku

(2'34) pK(f(Z)7 f(w)> = pD(g(Z)?g(U))) < bB”(Z’w)ﬂ z,w € B".

Kako cy 7 ” ,0<zxz <1, ulnz, x > 0, monorono pacryhe pyHKIHje HA OCHOBY JiemMe

2.2 mMmamo
px(u(z), u(w)) = px(Re f(2), Re f(w)) < pr(f(2), f(w)),
mro 3ajenHo ca (2.34) maje (2.33). O
Cipeneha moc/beauiia je pesyarar TUIIa XapHaka.

IMocwenuua 2.4. ([4]) Axo je f zoromoppra dynrkyuja na B™ u 0 < |f(2)] < 1,

oHGa 6aIHCU

e n (z,w) e~ n (z,w) n
(2.35) |F )= < |F) < [fw)e ™™ 2w e B
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Joxas. Heka je u(z) = In ;. Oynkimja v je mrypuxapMonnjcka GyHKIuja u3 B

1£(2)]
y (0, +00).
Ha ocuoBy (2.8) u (2.33) mmamo

_1_
_b]Bn(Z7 w) S 111 M S an (Z, w)

| (w)]

" (@)H < S (Wm

mro naje (2.35). O

OJTHOCHO
ean (z,w)

Hanomena 2.4. Yowumo ga y c@wasy 2.2 u wocwegquuyu 2.4 ymjecto 0 < |f(z)] < 1
moorcemo wucamu 0 < |f(2)] < M, 2gje je M wosutiuena xoncianma. Hapasro y

wom cayyagy je u(z) = In \f](\i)l'

2.3 Ilpomnjene rpaaujeHTa 3a NJIypuUXapMOHHUjCKE
dyHKIHAje

1 y oBoM nioTmioryiaBsby cy npejcrasibene npoijere [IBapi-IIukoBor Tuna y Koju-
Ma Cy JiaTe mporjjeHe oonaHor u M-UHBapUjaHTHOT PEATHOT IPAJINjeHTa OrPAHUIEHE
¥ TIO3UTHUBHE ILIyPUXAPMOHUjCKe (DYHKIIMje UUjU je TOMEH WU jeUHUIHU TTOTUIUCK
D™ win je nomen jenuuuuna Jonra B" y C". Yen u Pacuna [14] cy namu HIsapir-
-ITukoBe mpoIljeHe mapyjasHnX U3BOJIA BUIIET pejla OTPAaHUYEHE TITy PUXaPMOHM]CKe
dyukimje nedunECcaHe HA jeIUHUIHOM O IUCKy. lIporjera obuaHOT TpajiujeH-
Ta OrpaHMYeHe ILUTypUXapMOHujcKe pyHKIHje neduHrcane Ha OTBOPEHO] jeIMHUYIHO]
aontu B" uz C" nara je y [81]. V cipenehe nsuje Teopeme jare cy mpoiijeHe Tpajin-
jEeHTa orpaHUYeHe U TMO3UTHBHE XapMOHUjcKe (DyHKIHje TeUHUCAHE HA JeIUHUIHOM
JIUCKY y KOMILJIEKCHOj PaBHU U KaKO je CBaka ILIypuxapMoHHujcka dyukimja y D
XapMOHHUjCKa, HAaBOJIUMO uX 6e3 jokasza. Teopema 2.17 u Teopema 2.18 cy Bureau-
MEH3WOHAJHA yOIITema TeopeMe 2.15 u Teopeme 2.16, pecrieKTUBHO.

Creneha Teopema mpezcrasiba H00OsbIIAE TeopeMe u3 [36].

Teopema 2.15. ([13]) Axo je u (peasna) rapmonujeka dyrkuyuje us D y (—1,1),

oHga 6adiCU
Vu(z)| < 4 cos (Zu(z))

T 1—|z2 7

IIpetuzogra nejegrarocii je najbora mozyha 3a ceaxo z € D.

z € D.
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Teopema 2.16. (Xapharosa nejegnaroct) Axo je u xapmonujera pynrkyuja us D y
(0,4+00), onga sasicu

Va(x) < 242 L ep

Teopema 2.17. (/21]) Hexa je u aaypuxapmorujcra dynryuje us D* y (—1,1). Taga

6aIICU ( ())
4 cos (Zu(z
< = 2 D",
V()| < ST e

Ipewuzogna nejegnarocii je najoora mozyha 3a ceaxo z € D™,

/loxas. Ha ocunoBy crasa 1.1 moctoju xosomopdua dyukiuja f : D* — S taksa ga

je u = Re f. Kopumhemem Kormmu-PumanoBux jegnaunna j1o6ujamo

o= L[ee] = fame] + 2 [
7 CTOTA je
(2.36) Vu(2)| = [f'(2)].
OyHKIIHja
9(z) = tg —— Wf( )

je xosomopdua dyuknuja u3z D" y D u kako je

npuMjeHoM crapa 2.1 mobujamo Ja je

(2.37) l9'(0)] < 1—g(0)[.
MebyTum s 0
oy g2

F(z) = 1+ g%(2)

u taja je mpema (2.36) u (2.37)

1 10O _ 41|90

[Vu(0)| = |/(0)] = ST 20 = 70T )]

Younmo ma je 1 — |g|? = ﬁ ull+ g% = m, Te je

(2.38) Vu(0)] < %cos (Su(0),
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IIITO je TPOIjjeHa MOJIyJsia IpaarjeHTa (MyHKIje U Y HYJIH.
Oyukimja v = u 01, je Takobhe mwrypuxapMonujcka dyHkimja (cras 1.2) uz D" y

(—1,1), vaje je v, ayromopduzam moauaucka gat uspasom (1.14), re Baxu

™

(2.39)  [Vo(0)] = [V(uow.)(0)] < %cos (Flwov(0)) = %cos (Fut2)).

Kako je Vu(0) = Vu(z) - ¢.(0) u ¢, (2)1.(0) = I, mmamo 1a je Vu(z) = Vo(0)y.(z),
ma je

[Vu(2)] = [Vo(0)4(2)] < [Vo(0)] - [¥L(2)].

Oryua, n kaxo je || (2)]| = ﬁ Ha ocHoOBy (2.39) mobujamo

4 cos (%u(z))
Vu) <+t

Hejennakocr (2.38) jecte najbosba moryha y cibenehem cmuciy: 3a cBako z € D" no-
cToju ity puxapMoHujcka dyrximja nz D" y (—1, 1) taxsa 1a je [Vu(0)| = 2 cos (Zu(0)) .

Hedbunuiemo GyHKIIHjY
ug(z) = —ar .
0 T8 s

Hemnocpesao ce mokasyje 1a je uy miypuxapMonujcka dyukiuja uz D" y (—1,1) u ga
BaxKH

Vo (0)] = % _ %cos (Tun(0)).

cos(guo(z))

IMrasume, ako je |z]e = |21], onma 3a dynkumjy ug Baxku [Vug(z)| = 2 T
oo

]

ITocwenumia 2.5. (/21]) Axo je u waypuxapmonujcka dynkyuje us D" y (—1,1),
onga je
Vu()] < - eos (Tu(z),  zeDr
u(z —cos | —u(z .
y 2 ’ :
Joxaz. Kaxo je |Vu(0)| = |[Vu(0)| ma ocrosy (2.38) Bazku
~ 4 s
Vu(0)] < = (— 0 ) .
u(0)] < * cos (Su(0)

MebhyTum, u o 9, je Takohe trypuxapmonunjcka dyukuja uz D" y (—1,1) Tako ga

BazK1
(0 1.)(0)] <+ cos (f(uw )(0)) ~ 4o (fu( )) e D"
- - 2 - o 2 ") : '
C o6zmpom ma je |Vu(z)| = |V (u 0 1,)(0)| moxazam cmo Tepheme. O
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Teopema 2.18. (/21]) Axo je u usypuxapmorujcra dyrryuja uz D™ y (0, +00), onga
6atCU
2u(z)

Vu(2)l < — %

c D",
2

IIpettixogna nejegrarocti je najooma mozyha 3a ceaxo z € D".

Zloxas. Tlpema craBy 1.1 moctoju xosomopdua dyukmuja f : D" — K TtakBa ma je

u = Re f. Oyukiuja

fz) -1
9 = o+
je xosomopdua dyuknuja u3 D" y D u
/ o 2 /
na Ha OCHOBY (2.36) mmamo
/ o 2 /
[Vu(0)] = [f(0)] = T=g0)F _g(o)‘glg (0)].

Oryna u Kako je, Ha OCHOBY cTaBy 2.1,
9'(0)] <1—g(0)?

Jobujamo Jia je

1—1]g(0)
Vu(0)] < 20— o

Kaxo je 1 — |g|* = \fill-—ul|2 ull—gl*= ﬁ, OHJIa BaXKU
(2.40) |Vu(0)] < 2u(0).

3a Iy puxapMOHUjCKy PYHKIA]Y v = 101, Taje je 1, ayToMopdusaM MO UCKA

nar u3paszom (1.14), kao u y jokazy Teopeme 2.17, Baxku
(2.41) [Vo(0)] = [V(uo.)(0)] < 2(uo,)(0) = 2u(z)

7 CcTOTa je

2u(z)
IVu(z)] = [Vo(0)9.(2)] < [Vo(0)] - [[¢.(2)]] < W
Hejennakocr (2.40) jecre naj6osba Moryha y caujenehiem ecmuciy: 3a ceako z € D™
nocToju miypuxapmornjcka dyskimja u3 D" y (0, +00) Taksa 1a je |Vu(0)| = 2u(0).

Hedbunummemo GyHKIINA]Y
1— |z

Uo(Z) = m
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Hemnocpesao ce mokasyje ja je ug miypuxapMmonujcka dyukimja uz D" y (0,4+00) u
J1a BaXKu
Vauo(0)] = 2 = 2uo(0).

2up(z)

Takobe, ako je |z|e = |21], oHma 3a dysKIW]y ug Baxku |Vuy(z)| = TR

Y Hysm, HA OCHOBY HperxoHe TeopeMa, mmamo |Vu(0)| < 2u(0) u onma je
V(w0 9.)(0)] < 2(u0.)(0) = 2u(2).
Kako je |[Vu(z)| = |[V(u o 1.)(0)| noxazana je civeneha mocsmemuna.

ITocwenuma 2.6. Hexa je u Gaypuzapmonujera dynrkuyuja us D™ y (0, +00). Taga
8aIHCU,

\Vu(z)| < 2u(z), z e D"
Teopema 2.19. (/81], weopema 1.5.) Axo je u waypurapmonujceka dyrkyuja us B"
y (—=1,1), onga sasrcu

4 cos (Fu(z))
< ——22 7 B".
Va2 e

/loxas. lokaxkmmo HejeqHakocT 3a z = 0, Tj. 1a je
4
|Vu(0)| < —cos <zu(0)> :
s 2

Ha ocnoBy craBa 1.1 mocroju xomomopdua dyukiuja f : B" — S taksa 1a je u =
Re f u mpema (2.36) je |Vu(z)| = |f'(2)|. Pyukuuja

9(z) = tg Wff)

je xonomopdua dyurmja uz B" y D na je dynkmuja ge(A) = g(AE), raje je € CM u
|€] = 1 xosmomopdua dyukimja uz Dy D. Ha ocaosy [IBapu-ITukose jieme (Teopema
2.2) Baxu

9'(0)¢] < 1~ |9(0)]

U KaKO je IPEeTXO/HA HejeTHAKOCT TadHa 3a CBako |¢| = 1, oHma Baxku

(2.42) 19'(0)] < 1—|g(0)]?.
Apse, 41 41— |g(0)?
el 4 / 41-19(0)F
Ve = O) = o O < i o))
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u ¢ 063upoMm Ja je 1—|g\2:%ﬂ 11+ ¢% = OHJIA BasKK
os( 2

T (F )P
(2.43) Vu(0)| < %Cos (Fu(0).

Oyukimja v = u o ¢, je Takobhe wIypuxapMoHujcka dyHkimja (crag 1.2) uz B" y
(—1,1), taje je ¢, ayromopdusam jemuauune jonre B" nar uzpasom (1.15) ma Baxku

cos <g(u o gbz)(O)) = %cos (Eu(z)> .

(2.44) [Vo(0)] = [V(uc¢:)(0)] < 5

4
Kako je Vu(0) = Vu(z)-¢.(0) u ¢.(2)¢.(0) = I, ouga je Vu(z) = Vv(0)¢.(z). Oryma
je

[Vu(z)] = [Vo(0)¢(2)] < [Vu(0)] - [[¢(2)]l

u kako je ||¢L(2)|| = ﬁ Ha OCHOBY (2.44) mobujamo

Vu(z)]| < 4 cos (Zu(z))

T 1—]z22
Hejemmakocr (2.43) jecte najoossa moryha y cibemehem cmuciy: 3a cBako z € B™ mo-
cToju mrypuxapMonujcka dynkimja us B" y (—1,1) raksa ga je |[Vu(0)| = 2 cos (2u(0)) .
Hedbunutumo GyHKITH]Y

2 1 + 7:21

Uglz2) = —ar .
0() ™ 1—’i21

Hemnocpesao ce mokasyje Ja je ug miypuxapMmonujcka ¢gyaknuja u3z B" y (—1,1) u ga

BazKH1

Vuo(0)] = % _ %cos (Tun(0)).

]

T
Bynyhu na je cos (537) < 1—|z[*3a —1 < 2 < 1, mpeTxoaHa TeopeMa T0b0/bIIaBA

cnujenehn pesysrar:

Teopema 2.20. (/35], weopema 2.3) Axo je u Gaypuzrapmonujeka pynryujae us B"

y (—1,1), onga saostcu

7'(']_——|Z|27 ZEBR.

IMocspequuia 2.7. Heka je u Gaypuxapmonujera gynkuyuja uz B™ y (—1,1). Taga je
~ 4
|Vu(z)| < —cos <gu(z)> : z € B".

™
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2.3. IIPOLIJEHE I'PAJINJEHTA 3A IIJIYPUXAPMOHUJCKE ®YHKIINJE

Jokas. Kako je |Vu(0)| = |Vu(0)| va ocrosy (2.43) Baku

u(0)] < %Cos (Fu(0).

Mebytum u o ¢, je Takohe mirypuxapmonujcka dyukimja n3 B” y (—1,1) tako ma

BazK1
~ 4 T 4 ™ n
IV (uo¢.)(0)] < — cos (E(u o qﬁz)(O)) = —cos (gu(z)> , z € B".
C o6zmpom ma je |Vu(z)| = |V (uo ¢.)(0)| mokas je 3aBpmes. O

IMocpeaua 2.7 nmonpasiba cibegehu pesynrar us [60].

IMocspequua 2.8. (/60], weopema 1.4.) Axo je u Grypurapmonujcka Gyrryuja us3
B" y (—1,1), onga je

Vu(z) < 20 - u)P),  ze B

Teopema 2.21. (/4]) Axo je u aarypuzapmonujcra gyrnruuja us B" y (0,400), onga

6aMNCU

Vu(z)| < 242

Jloxas. Kao uy mokasy teopeme 2.19, mocroju xosmomopdua byuknuja f € H(B", K)
tTakBa 1a je u = Re f u Ha ocHoBy (2.36) je |Vu(2)| = |f'(2)|. Pyuximja

flz)—1
9(2) = LG
flz)+1
je xomomopdua dyukimja uz B” y D u va ocHoBy (2.42) je
2 1—|g(0)?
1f'(0)] = ——— <7519/ (0)] < 2——C0.
11— g(0)[? [1—g(0)]?
Kako je 1 — |g|? = ‘fi—“m ull—g*= ﬁ, oHJIa je

|Vu(0)| < 2u(0).

3a mIypuxapMOHUjCKY (DYHKIU]Y ¥ = U O ¢,, IPH YeMy je je ¢, ayroMopdusam

jemmumaHe jionre nar uspasom (1.15), kao u y jgoka3y teopeme 2.19, Baxku
(2.45) [Vo(0)] = [V(ue ¢:)(0)] < 2(uod.)(0) = 2u(z).

7 CTOTA je
Vu(z)| = [Vo(0)6 ()] < [Vo(0)] - ()] <

21>
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2.3. IIPOLIJEHE I'PAJINJEHTA 3A IIJIYPUXAPMOHUJCKE ®YHKIINJE

V mysm, Ha ocHOBY mperxozre TeopeMe Baxku |Vu(0)| < 2u(0) u onza je

[V(uo¢:)(0)] < 2(uo¢.)(0) = 2u(z).
Kako je |[Vu(z)| = |[V(u o ¢.)(0)| nokasana je cpeaehia mocbeaua.

IMocwenuua 2.9. ([4]) Axo je u aaypuxapmonujcka dynxuyuja usz B" y (0,400),

OoHga 6adHcuy

(Vu(z)] < 2u(z), z € B".
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3 XapMmoHujcke n M-XapMOHHUjCKe

dbyHkuje

3.1 M-xapMoHujcke (pyHKIHje

Y IpeTxoIHOM IMOTIOIJIAB/bY ITPOYYABAJIM CMO ILIyPUXaPMOHUjCKe (DYHKIIUje Ha
D™ u B" y onnocy Ha WHBapUjaHTHU PEAJHU T'PAJIMjEHT, a caja hemo mocMaTparu
XapMOHHjcKe (DYHKIIHje Y OTHOCY Ha MHBapUjaHTHH Jamaacujad. O0uyan jgamiacujaH
je yuundopmuo esmnTudan Ha B”, ajqu MHBApUjaHTHU JIAILIACU]AH je JiereHepaTuBaH
na rpanunm OB". V HapeHa JiBa MOTIOIIaB/ha HHTEPECYje HAC KOja CBOjCTBA MMajy
dbyuxmmje, necdbrancane va D" nnm Ha B", Koje mpuna iajy ICTOBPEMEHO JiBjeMa KJa-
cama. Pynun [71] je mokazao na ako je dyHKnuja xapMOHHjCKa u M-xapMOHHIjCKa

Ha B" 51a je oHJa OHA ILTypUXapPMOHU]CKA.

Hedbunnnuja 3.1. Hexa je Q owsopen togekyt og B, f € C*(Q) u a € Q. Jefu-
HUULEMO

(Af)(a) = A(f © ¢4)(0),
2gje je ¢ € Aut(B"™) gaw uspazom (1.15).

Omnepatop A Ha3WBaAMO MHBAPHWjAHTHU JAILIACHjAH jep KOMYTHUPa Ca IPYIIOM ay-

ToMopduzama:

Teopema 3.1. Axo je f € C*(Q), 2gje je Q C B™ u ¢ € Aut(B"), onga je
A(fop)=(Af)oo.

Jloxas. Hexka je z € ¢~'(2) npoussosbha tauka u Heka je w = @(z2). Taga je (¢, o
¢ o ¢,)(0) = 0, ma je npema Teopemu 1.6, ¢, 0 ¢ o ¢, JMHEApHA TpaHChOpPMAIT]a.
C ob3upom jga cy jeamue Jjmneapue Tpancdopmarmje Ha C" koje uysajy B" ywu-

TapHe TpaHcdopMmallije, OHJ/Ia IMOCTOjU yHHTAapHA TpaHcdopmaruja U TakBa ja je
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3.1. M-XAPMOHUJCKE ®YHKIINJE

Gwo oo, =Uuoryna je ¢pod, = ¢, oU. IIpema Tome
A(f o ¢)(2) = A(fodo¢.)(0)=A(fop,oU)O0).

Axo je g xnace C? y okosunu nyne, onja je Ag(0) = A(go U)(0) 3a ceaxko U € U(n)
ma je

A(f 0 d)(2) = A(f 0 6,)(0) = (Af)(w) = (Af)(9(2))-

Hanomena 3.1. Ananozno gepunuwemo unsapujariu Jladracujar na D™,

(Af)(a) = A(f 0 )(0),
zgje je ¥, € Aut(D™) gaw uspazom (1.14).

Teopema 3.2. Hexa je u € C*(B") u a € B". Uneapujaniunu Jlatracujan ma
jeguruunoj souwu y C" gat je uspasom
= 0%u

(3.1) (Au)(a) = 4(1 = |af*) Y (O — Tar) =5 —(a),

ihe1 8282%
2gje je 0 = 0 axo je i # k u 6 = 1.

Jlokas. Heka je uo ¢, = h = h(p1, ¢a, ..., ¢n). C 063upom ma cy byHKIWMjE ¢, 0 €
{1,...,n} xonomopdue, Ha OCHOBY U3BOjA CJIoKeHe (byHKIHUje 3a cBako j,1 < j < n

u z € B", umamo,

0 " Ou 0p; 0 " ou 0p;
Fro8)(:) = X S w G(we)(®) = 3 S )

w
1 821)1 8zj

raje je ¢q(2) = w, u Tana je

82h " P 06, O

2 IOk (2.
(32) 0502 w5z, ) gz, B)

Te J00ujamMo

(33 ANE) =4 Y s )Y 8% S ),

= ow; 0wy, - 0z 0z
Oryna je
" 0% " 0¢;, Oy
(34) (ARO) =4 G ()Y 52 00

48



3.1. M-XAPMOHUJCKE ®YHKIINJE

[Tpumjernmo n1a ¢, (z) MoKe OUTH 3AIUCAHO y OOJIMKY

oo

Ga(z) = Z(z, a)k(a — Pz — s4(z — Pu2))

k=0

(1+ iy +k§; )(a_saz_ijff)

2 o0
=a— 8,2+ sasjr 1(2, aya — (z,a)s,2 — f;cjr) 1a + ;(Za a)® (a — 842 — i?f?) :

Oznaunmo paju kpaher 3amnuca ¢, ca ¢. mamo

0pi o
&z]( )_S“( 5”+sa+1a’a3)

a‘lﬁz a¢k 2 - I _ L _
Z (%j sz —(0) = sa; ( 45 + py— 1aza]> ( Opj + py— 1a]ak)

R _ . 2 _
= SZ (5#: — o1 ; (5kja,~aj + 5ijajak) + (1 s, — 1) aiak>

= s2(6ip — @iag),

OIHOCHO

(Ru)(a) = (AR)(©O) = 4(1 — [aP) 3 (6o — Fra) =2

ik=1

(a).

O
Kazemo 1a je dyskmumja u € C?(B") M-xapmonmjcka, ako je Au = 0 ma B™.

[Tpocrop cBux M-xapmonujckux dbyHkiuja Ha B" osnaden je ca Mh(B").

Teopema 3.3. Axo je u € C*(D") u a € D", unsapujaniunu Jlatracujamn na jegu-
Huurom toaugucrky y C* gatw je uspasom

n

(3.5) - 42 (1= |52 azj = > (1= |5 A5u(2)

Jloxas. Heka je h = u o 9, npu uemy je ¥, = (YP1,%e,...,%,) mar ca (1.14).

Vepirasajyhu

O
(0) = 3 (-1 + o)

y dopmyny (3.4), koja ounTo Baxku u y ciaydajy obmacru D", mobujamo KesbeHy

dopmyny 3a nnBapujantnu Jlamracujan ma D", ]
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3.1. M-XAPMOHUJCKE ®YHKIINJE

Ba pynkmujy u € C?*(D") kaxkemo Ja je M-xapMOHHjCKa, aKko je Au = 0 na D"
[Tpocrop cBux M-xapmonujckux dbynknuja va D" o3naven je ca Mh(D").

Axo je n = 1, orza je (Au)(z) = (1 — |2>)%(Au)(z), 3a cBako z € D Taxo ga je
dyukmja M-xapMOHIjCKA aKO W caMO akKo je xapmonujcka Ha . Ako je n > 1
TO He Mopa ja Baxu (Bumjeru npumjep 3.1 y mormorsasiy 3.3.). Heka cy u m
u? xapmonmjcke (yHKIMje Ha jeJMHUYHOM [IUCKY y KOMIUIEKCHOj pasHm. Kako je
Au? = 2ulu + 8%2—;, Taja je Wi u XoJoMopdHa QYHKIM]a WIKA je U XOJOMOPQHA
dyukimja. Y HapeaIHUM MOTHOrIAB/bIMA heMo mocMarpaTu pyHKIMje Koje Cy UCTO-
BPEMeHO XapMOHHjcke u M-xapMonunjcke dyHKIMje HA jeJMHITIHO] ot B” nin Ha
jemuamanom mosmaucky D™y C™.

Heka je ca P, o3HadYeH MPOCTOP CBUX XOMOTEHUX IOJUHOMA IO IIPOM]jEH/bUBUM
1, Y1y - -y Ty Yy (MM, EKBUBAJIEHTHO 10 MPOMjEHJBUBUM 21,27, - - -, Zn, Zn), CTEIIEHA
k, k > 0 u neka je Py = P_5 = 0. Heka je  wim jeqununanu nosmmuck D" wim
jemmumana Jjionta B". Ako je u peasiHO aHAIMTUYIKA DYHKIMja Ha (), OHJA IO CAMO]

JedrHUIMjI Y OKOJIMHU HYJIe U MOXKe OUTHU 3amucaHa y oOJIUKY
(3.6) u(z) = Zuk(z), zeD", (wm zeB"), |z]<m,
k=0

raje uy € Pi, k > 0. Pen kouBeprupa paBHOMjepHO Ha CBAKOM KOMIIAKTHOM TIOJICKYITY
on {z : |z| < r} u no3BOIBEHO je e AudepeHIMpPATH WIAH 110 YIaH MPOU3BOJbaH 6PO]
nyta. CBaka xapMoHHjcKa (DYHKIHja je peaiHO aHaauTHdKa (Buijeru [6] Teopema
1.2.8).

ITon [33] je mokazao ja ako je je L enunTudku jaudepeHIMjaJHu OEPAToOp ca
peaJIHO AaHAJIMTUIKAM KOeUIINjEHTUMA, OHJIA Cy CBa pjerierma u, jequadnne Lu = 0,

peaiHO aHaJIMTUIKA.

Teopema 3.4. ([70] Cearxa M-xapmorujcka pynruuja gedpurucana na B™ je peasro

araauiuwka Ha B

/loxas. Heka je, 3a cBako 7,1 < 7 < n, % = vj,a%_ = wj,w; = v; + w;. Tama
J J

(Au)(z), Ba ocHOBY (3.1), MOXKEMO 3AIHCATH Y OOIHKY

(Au)(z) = p(z, D)u,
raje je
plz,w) = (1 - |2 (Z wi— Y z—jzkij—k>

Jk=1

= (1= [z (lwl* = |{z, w)[").
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3.1. M-XAPMOHUJCKE ®YHKIINJE

OBo je IIOJIMHOM 10 IPOMjEH/BUBUM W;, Wy, YHjH CY KOeDUIMjEHTH PEATHO aHAJIUTUY-
ke dbyHKIHMje Koje 3aBuce off 2. 3a cako z u3 B, paxu |w|*—[(z, w)|? > (1—|z|?)|w|?.
[Tpema Tome p(z, D) je emunruaku qudepeHIujaTHy onepaTop, ma npema [33] cauje-

i TBpheme. O]

Hanomena 3.2. Csaxa M-xapmonujcka pynruyuja gepunucana wa D" je peasro
anasrumuira Ha D", Bauctta, xopuwherwem o3nakxa u3 UpetwrogHe WEOPEME U Ha

ocrosy (3.5), Au movicemo 3atucaTu 1a caujegehu navumr
(Au)(2) = p(z, D)u,

zgje je p(z,w) = 3771 (1 — [2|*) w5 Goaunom Go Gpomgennusoj w; “uju cy Koe-

Puyujenttiu peaito anasuiuKe GYHKYUIE TOo 2.

ITorogHo je KOPUCTUTU MYJITH-WHJIEKCHY HOTAIMjy OpuiarofeHy 3a Halle Io-
Tpebe. 3a HeHeraTusHe IHjesie OPOjEBE P1, (1, - - -, Pp, (n CTABUMO P = (p1,...,py) U
q=(q,---,q,). Hazusamo (p,q) wucwio ako je p-q =0,y cyuporHom (p,q) Ha3uBa-
Mo wmukcuparo. [lpumjernmo na je (p, q) wuc@o ako u camo je (p,q) = 0.

Pen mysnrumnnexca (p,q) je |(p,q)| = Ip| + lgl = >°5_,p; + ¢;- Heka je p+ 1; =
(p1, .- pi+1, o pn)s g+l = (q1, -, g+, ..o qn), up—1; = (p1,...,p;—1,....Dn),
q—1, =(q1,...,4; — 1,...,¢,) . OBOje Tymaunmo p; — 1 xao Hys1y, ako je p; = 0,
CJINYHO TOME ¥ ¢; — 1 Tymaunmo Kao Hyqy ako je g; = 0. ledbunumemo monome 2P z4

crerniena |(p, q)| ca

Pz =gk E
Youumo na je zPz? xomomopdHa dpyHKIHMja ako u camo ako je ¢ = 0. Kopucrehnu
IPeTXOHy HOoTalmjy (yHKIMje Uy U u, gare u3pas3oMm (3.6), MOXKEMO 3almcaT y
00 TUKY
(3.7) up(z) = Z Cpg?P 2, u(z) = Z [ A
|(p,q)|=k (p,q)ENR XNp
Tasa je 3a cako 1 < 1,5 < n,
U -
g_zj = Z CoaliZy - 2 Lot

(p,q)ENG XN

"

82U 1
3.8 = E CpaDi Q2 - AT P T g
(3-8) 07;0z; p.aPjdi%1 j n ’ "

(p,q) ENG xNp

Hamomena 3.3. Ose o3nake hemo Kopucuiiv u Y U0ZAGENY 4. Y HAcWaGKY je

kopuwhen xpahu zatuc (p,q) ymjectio (p,q) € Nj x Np.
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3.2. XAPMOHUJCKE U M-XAPMOHUJCKE ®YHKI[NJE HA B"

3.2 XapmoHHujcke u M-xapmoHujcke (byHKIIje Ha
Bn

Teopema 3.5. ([71]) Qynryuja gepunucana na jequruunoj aoumu y C" je aaypu-

TAPMOHUICKA AKO U CaMO aKO je rapmonujcka u M-zrapmonujcka va B™.

/loxas. Heka je u xapmonujcka nu M-xapmonujcka na B". Kako je cBaka xapMoHUjCcKa

dyHKIMja pealHO aHATUTHIKA, DYHKIN]Y U MOXKEMO 3aIICATH Y OOJIUKY
u(z) = E Cpg?t 7.
(p,q)ENG xNg

Hedwunumemo oneparop L ca

= 0%u
3.9 Lu(z) = Zizi—(2).
(3.9) 0= 3 T )
1,j=1
[Ipumjerumo na omeparop L mpecimkaBa mpocTOp Fj CBUX XOMOT€HUX ITOJIMHOMA

pena k y cebe. Ouursiesno je na, 3a a € B", na ocuosy (3.1), Baxu
(3.10) Au(a) = (1 — |a|*)(Au(a) — 4Lu(a)).

Ha ocHoBy (3.8) je

Lu(z) = Y Y pqpi@i?2' =) cpq?2 Y piai = Y Ipllaleyq 22",

,7=1 (p,q) (r,9) 1,j=1 (p,9)

Kako je Au = 0u Au = 0, na ocuosy (3.10) gobujamo zga je Lu = 0 ua B". Oryza je

Ipllglepq = 0 3a cBe p,q. Hakme ¢,, = 0 ocum ako je p = 0 mmm ¢ = 0. IIpema Tome

u(z) = Z Cp02Y + Z co,q2%,

(»,0) (0,9)

omHOCHO u = f + g, raje cy f u g xomomopdue dyHKIHEje Ha B, mTo 3HaYM 2 je u

nMaMmo J1a je

rypuxapMonujcka dyunknuja na B”.
Ounrsesno je ma 3a cBaky IUIypUXapMOHHUjCKY DyHKIWH]y, nedunucany ua B",

Baxu Au = Au = 0. ]

Ako je £ € OB" =S, XA € Du z = A, onga je 3a dyukuujy v : B" — C #a ocHOBY
(1.6)

4y =z OU (1) = XM (Aug) (V).

07,0z
ik=1 iY%k
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3.2. XAPMOHUJCKE U M-XAPMOHUJCKE ®YHKI[NJE HA B"

Oryna u Ha ocHOBY Teopeme 1.3, cimjenu noka3 teopeme 3.5 Ha apyru Haumd ([19]

Teopema 3.3.).

Teopema 3.6. (/2]) Hexa cy [ u g nexkonc@animne roromopdre dynryuje na B™ u

Hexa je fg M-zapmonujcka.
1. Axo je n = 2, 060 je nemozyhe.
2. Axo je n > 3, oHnga uocwmoje:

(a) yujeau 6poj m,2 <m <n-—1,
(6) yrnumwapna wparcopmayuja U : C* — C,

(6) wujese dynxuyuje p : C™ 1 — C u1p : C*™ — C, waxse ga je

(3.11) f(Uz)zap( i ...,12_”21), g<Uz):¢(Zm“ L )

1—21’ 1—21’ "1—21
ITnasuwe, f(B") = ¢ (C" 1), g(B") =4 (C*™), u (fg) (B") =C.

OGparno, ako 3a dyuxiuje f u g Baxu (3.11), ouma je A(fg) = 0.
IIpuje mero mrro mpukaxkemo Jiokas Teopeme 3.6, HaBernthemo 6e3 joKa3a cbenehy

TeopeMy (Teopema 2. u3 [2]), Koja je 3HauajHa 3a JOKa3 Teopeme 3.6.

Teopema 3.7. ([2]) Hexa cy n u p Go3utiushu yujesu 6pojesu, u Upetliiociiasumo
ga cy F' u G xosromoppna upecrurasara u3d uosezanoz omwsoperoz ckyua 2 C CP y
C" waxo ga je

(F(2),G(2)) =1 3acsaro =z €.

Taga toc@oju yujeau 6pojm, 1 < m < n, u Goc@Woju optoropmupara 6asza {by, ... b,}

apoctopa C", waxo ga je:
(a) (F,b;) =0, ako jem+1<j <n,
(6) (G,b;) =0, axo je 2 < j <m,
(6) (F,by) u (G,b)) cy tosutiusne koncwaniie, (F,by) (G, by) = 1.

HTGasuwe, axo F u G nucy uctiospemeno Konctwanimne pynryuje, onga je m > 2
un>3.
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3.2. XAPMOHUJCKE U M-XAPMOHUJCKE ®YHKI[NJE HA B"

Jloxas weopeme 3.6. Kako je fg M-xapmonujcka dyskiuja, Ha ocHoBy (3.1)

MaMO

"\ 0 0 SN 9,
3.12 L=y A ()Yl (2)
i=1 ¢ i=1 ! k=1

OIHOCHO

(Vf,Vg) =R[Ryg.

Ako je Rf = 0 na B”, onga je f koHcTanTHa (DyHKIMja HA cBakoM aucky [ N B™,
riaje je [ Ipon3BOJ/bHA KOMILJIEKCHA IIpaBa KPo3 IeHTap OTBOpeHEe jeuHudHe Jionte B
u oTy/a je f KoHcTaHTHA pyHKIHja Ha B" 1IITO je y CyIpOTHOCTH Ca TMPETIIOCTABKOM.

[Tpema Tome R f # 0 u Takobhe je Rg # 0, e je

%)
Rf'Rg/

Heka je Q = {z € B" : (Rf)(z) # 0,(Rg)(z) # 0}. Ha ocnoBy teopeme 3.7,
ysumajyhu ma je p = n, nocroju: m,1 < m < n, opronopmupana 6aza {vi,...,0,}

BekTOopckor npcropa C" u mosutuBHA KOHCTaHTa ¢ > (), Tako j1a je:

(Vf(z),v;) =0, akoje m+1<j<nmn,

(3.13) | |
(Vg(2),v;) =0, aroje 2<j<m,
(3.14) (Vf(z),v1) = (Rf)(2)

3a cBako z € (). C 003upom J1a Cy IpajujeHT U PaIijaTHUI U3BO XOJIOMOPQHE PYyHK-

muje va B" takohe xomomopduu Ha B" (3.13) u (3.14) Baxke 3a cBako z € B".
Marpuna npenasa U = [u;],1 < 4,5 < n ca crangap/ue oproHOpMEpaHe 6a3e

{e1,...,en} BekTOpCKOr TpocTopa C™ Ha oproHopmupany 6asy {vi,...,v,} je yHu-

TapHa,Teje
n n
o=Dme =D ne (1550
i=1 =1

uako je z = (z1,...,2,) w Uz = (wy,...,w,), oHIA je

n

j=1

3a z € B" meka je
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3.2. XAPMOHUJCKE U M-XAPMOHUJCKE ®YHKI[NJE HA B"

F(z) = f(Uz), G(z) = g(Uz).

Ha ocnoBy u3sBosa cioxkene dyukiuje, 3a cako k, 1 < k < n, je

OF " of

0 =Y A = (95102,
2_2(2) — (Vg(U2), v)
" OTyIa je

Awnasnorna dopmyina Baxku u 3a G, u Taga u3 (3.13) gobujamo 1a je

o
(3.15) S
0z;

2)=0, akoje m+1<j<mn,
(2) =0, akoje 2<j<m,

aus (3.14) ma je

OF
(3.16) o (2) = (RF) (),
821
10G
3.17 -—(2) =(RG :
(3.17) S (2) =(RG) (2
[Ipema Tome dbynkimja F' 3aBucH caMo O IPOMjEHIBUBUX 21, . . ., Zm, & QyHKIHja G
3aBUCH CAMO O] MIPOMjEHJBUBUX 21, Zmil, - - -5 2n. AKO je n = 2 Tajga je mim m = 1

wm m = 2. 3am = 1 F je dyakumja o1 jesHe NpoMjeH/bUBE 2] U U3 cg—fl(z) =
(RF)(z) = zlg—i (2) camjenn na je F' korcTaHTHA BDYHKIH]jA, IITO je Y CYIPOTHOCTH Ca,
npernoctaBkoM. Kazna je m = 2 = n, ogga nobujamo na je G konctanTHa yHKIT]A.

Hakne n >3 um < n.
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3.2. XAPMOHUJCKE U M-XAPMOHUJCKE ®YHKI[NJE HA B"

Ha ocuony (3.16) dyukimuja F' je koncrantHa Ha [ N B", 3a cBaky KOMILIEKCHY
npaBy [ Koja mpoJia3u Kpo3 Tadky cei. Ako je ¢ < 1, ouma ce; € B" u oryna je F
koHcTaHnTa. [Ipema Tome ¢ > 1. Anasorno, mpumjernom wa dyuknujy G, mobujamo ma
je 1/c > 1 omnocuo ¢ < 1.

Suaun ¢ = 1.

Kako je F' koncrantHa dyHkimja Ha qucky | N B", 3a cBaky KOMIIJIEKCHY IIPaBY

[ Koja mpoJIa3m Kpo3 ey,

(3.18) F(z)ch( 2 Zm)

1—2’1’ '71—21

3a HEKYy (PYHKIIHjY ¢ U aHAJOTHO je

G(z):¢<zm+1 L >

1—217 .’1—21

3a HeKy QYHKIH]Y 1.
Tpeba 11 moKazkeMo Jia je npecaukasame H : B® — C*! naro ca

Z9 Zn
H(z,...,2n) = (1—z1"”’1—2’1)

cypjektusno. Heka je (ws,...,w,) € C"! dbukcupano u neka je: ¢ = m,zl =

1 —¢,z; =cw;, (2 <j<m). Tana je

2P =) |z =1-e)+Pwf=1-e<1

Te je z w3 B" u H(z) = (we,...,w,). Ho rana je npema (3.18)

F(z,(1=z)wa, ..., (1= z1)w,) = @ (we, ..., wy)

" OTya je ¢ numjesa QyHKIHMja. AHAJIOTHO ce JoKa3yje ja je 1 nujesa QyHKIHja.
]

Hamnomena 3.4. Axo cy f u g xoromoppne dynxuyuje na B", onga je fg € Mh(B")
aKo U CAMO aKO 6AIHCU
—~ df g ~_Jy of
() =ZL(2) = § T E —(2), e B".
- 0z (Z)ﬁzl(z) - 0z (2) Zk(?zk (2), =

=1 k=1

1=

IMocwenuua 3.1. (/2]) Axo je u aaypuxapmorujcrka dynxuyuja B™ (n > 3) onga je

u? M-zapmonujexa na B™ axo u camo axo je u = f + g u eavicu (3.11).
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3.2. XAPMOHUJCKE U M-XAPMOHUJCKE ®YHKI[NJE HA B"

I'paxam [23] je mokazao jga ako je u € C"(B_”) u Au = 0, 7a je oHJaA U HJIypUXap-

MoHHjcKa pyHKIHja Ha B".

Tocwenunua 3.2. ([2]) Heka je u € C™(B"), Au=0 u Au? =0. Taga jeu=f + 3
apu wemy cy f u g gate ca (3.11), axo je n > 3. Axo je n = 2, onga je u roromopPua

UAU Je U TONOMOPPHA HYHKUUIG.

Jloxas. Axko je n > 3 tBpheme caujenn u3 nocpemuie (3.1) u reopeme 3.6. Jasme,

akon =2wuu= f+ g onua je win f win g KOHCTAHTHA (DYHKIIN]ja. O]

Cras 3.1. ([40]) Axo je u M-zapmonujcka dynryuja na B" wWaxea ga je u? waypu-

zapmonujcra wa B™, onga je u xosomopdra usu xKonjyzoearo rosomopgpra Ha B”.

Jlokas. Kako je u? mrypuxapMoHujcka pyHKIIMja, OH/Ia HOCToje XoaoMopdue dhyHK-
nuje f u g na B" tako na je u> = f + g. 3a cBako a € B", axo je u(a) # 0, onmga

nocroju okosmaa V, C B" tako na je u = (f + g)% 3a HeKy rpamy kopjena. C 063upom

na je
0%u 1 . _s0f, . 0Og
Ha ocHOBY (3.1) u mperniocraBke 1a je u M-xapmonujcka dyHkimja Ha B" mobujamo
aa je
= _ 0?u
i,k=1
1 N L Of . dg
- 4(f + g) igl ((52]6 Zzzk) Dz (Z) 0z <Z>
Oryna je
" of T N5 5, O

— 0z (Z)(?zi () = Z Zi 92 (2) Z 2k -1 (2),

=1 k=1

i
r/je u He WImde3aBa U Kako je u HerpekuiHa ouaa je u # 0 ceyraje. [Ipema Hamomenn
3.4 fg je M-xapmonnjcka dyukiuja va B" ma moxkemo npumjerutu teopeMy 3.6. Ako
je n = 2, ouga je 6ap jemHa ox dyHKIMja [ 1 ¢ KOHCTaHTHA (PYHKIHja, I je WIn
u win u xonomopdua dbynkiuja. Heka je n > 3 u npernocraBumo ja f u g Hucy

koHcTanTHe dyukmuje. Ha ocHoBy Teopeme 3.6 onma mocroju:
(a) mujesm 6poj m,2 <m <n — 1,
(6) ymumrapua rpancdopmanuja U : C* — C",
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3.3. XAPMOHUJCKE U M-XAPMOHUJCKE ®YHKI[UJE HA D"

(B) nmjene dbyukuuje ¢ : C™ 1 — Cu 1 : C*™ — C, Taxse j1a je

pwa =0 ({2 ) g (2 )

1—21’ 71—21 1—21’ 71—21

Tako 1a GyHKIH]y u? MoxkeMo 3amucaTn y camjeneheM o6mKy

2(5) = T T (s
u<z)_¢(1_zl7 71_Zl)+w<1_217 71_21)‘

IIpernocrasunmo 12 je 3a Hexo (N € C™ ! u neko (?) € C"™™ ¢ (C(l)) + (C(2)) =0.

_$2 .
Uzabepumo 1, (0 < 2, < 1) Tako ma je |[(V]| 4+ [¢(?| < R = \/%(11—3011) U Heka je

/ 2

L) — %5(1)’ 5(1) e Cm—l’ |€(1)| <1,
1 — 2

2@ = —V\f;lé(?), Pec ™, P <1

22 g2
Taga je 212+ 2O2+] 2@ = |12+ 52D P+ 5216@)2 < 1re (24,20, 2?)) € B
THaswe, moxkemo nzabpatu &) u ) Tako na je

a V11— 1) _ ()

l—21 V2(1—29)
i V11— € _ (@

l—21 V2(1—19)

IIpema Tome
u? (961, PN 2(2)) =9 (4(1)) + 1) (C(z)) —0

Hexka cy 21 u 2? dukcupann. Taga je u? (xl, AN 2(2)) xosioMopdHa pyHKIHja
o npomjersbuBoj 2 ma u? ysuma cse BpujenocTu y oxosunu 0. To je memoryhe
jep Taja yHKIMja © He MOXKe MMaTHh HeNpeKujaH JApyru Kopjen. lakie wanm je f
WK je g KOHCTaHTHa (DYHKIMja U OTYIA WIu je u xojgomopdua dbyHKIHja wim je i

xojioMopdHA DYHKIH]A. O

3.3 XapmoHujcke u M-xapmoHujcke (pyHKIje Ha
]:D)n

Y npumjepy 3.2. je mokazano ja dyHknuja, jgedunucana na D", kKoja je ucrto-

BpeMeHO xXapMoHUjcKa n M-xapMoHHUjcKa He Mopa OuTu mrypuxapMoHujcka. Ocum
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3.3. XAPMOHUJCKE U M-XAPMOHUJCKE ®YHKI[UJE HA D"

TOra Jara Cy JBa OIUCa MPOCTOpa (DYHKIMja KOje CYy MCTOBPEMEHO XapMOHUjCKEe U
M-xapmonujcke. Hajselin nuo oBor mormorsasba je Hactao kopuiihemwem paja [5].
Ocrana qureparypa he 6MTH HaKHAIHO IUTUPAHA.

Ban > 1 ox unTepeca je mocMarparu WHKIIy3uje usmehy npocropa h(D"), Mh(D"),
sh(D™) u ph(D™). IoacjeTmo dnTaona Ja je mpocTop CBUX XapMOHUjCKUX (DyHKIHja
una D" osnauen ca h(ID"), npocrop cBux M-xapmonujckux dyukiuja va D™ o3HaueH
je ca Mh(D"), na ca sh(D™) o3HauaBaMo IPOCTOP CBUX TOjEMHATHO XAPMOHIJCKUAX
dbyukmmja va D" u na je ph(D™) npocrop cBUX IIypUXapMOHU]CKUX (DYHKIMja HA

D". Cibenehu craBoBu HaM [1ajy WHKIIy3uje u3Mehy HEKUX OJ THUX IIPOCTOPA.

CraB 3.2. Axo je u uojeqguHauwHo xapmonujcka wa D™, onga je u xrapmoHujcka u

M-xapmonujcra pynryuja.
Aloxas. Crap crjer nz A =77 Aj u A= > (1= 1[27)24;. O

Heka je 2z = (21,2) € D?. @ynkimja u(z) = 2127 — 227 je xapMoHnujcka Ha D?,

A HUje TI0jeIMHAYHO XapMOHH]jcKa Ha D2

Ipumjep 3.1. ([78], citipana 24.) 3a z = (21,22) € D2, ( = ((1,6) € T? u A, Ay >

—%, TOCMATLPAIMO HYHKUUTY

1— |21‘2 }A1+§ { 1— ‘22‘2

Xo+3
_ A+ Xot3
T B (e ISR R L CN T

u(z1, 22) = {

3a 5,1 <75 <2, umamo

Iy

A+ — P A+ 1
or;" A RY [P;(25, &) 2 " o*prE 321 [P;(z;, ()02
Y 22 0207 1—|z]2)2
0z 2 (1 —2¢) ~j0%j J
IIpema wome

-1 %t

(1—1z[?)? " (1- |z2|2)2} u(z1; 22)

Au(zy, 22) = Aqu(z1, 29) + Agu(zy, 25) = 4 l

(Au) (21, ) — 4 (A% - %) (21, 22).

Axo cy A, Ay # % u A+ N\ = %, dynryuja u je M-zapmonujcka asu Huje

wojegunadmo rapmorujexa wa D2,

CraB 3.3. Axo je u uaypuxapmonujcra dpynrxyuja na D", onga je u wojeguHawHO

rapmonujera. Cueyujario u je xapmorujeka u M-zapmonujera dynruuja.
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3.3. XAPMOHUJCKE U M-XAPMOHUJCKE ®YHKI[UJE HA D"

/oxas. CBaka peajHO BPHjeHOCHA ILIypUXapMOHUjcKa (pyHKIMja u HA D" je
peannu auo xosoMopdHe PyHKIMje Ha ocHOBY craBa 1.1. 300r Tora, miypuxapmo-
Hujcky GyHKImMjy HA D" MOXKEMO MpEeJICTaBUTH, JOKAJIHO, Ka0 cyMmy f + g, Tije cy
f m g xomomopdue dynkiuje. OTyna caujeau ga je u MOjeIUHAYHO XapMOHHU]CKA
dyHKIHjA. ]

ITocraBiba ce murame, mocmarpajyhu PymunoBy Teopemy 3.5, j1a Jid je JIOBOJbaH
yCJIOB J1a je byHKImja u, nedunncana Ha D", mIypuxapMOHUjCKa, aKO je UCTOBPEMEHO

xapmonnjcka u M-xapmonujcka va D". Onrosop je He, Kao ImMITO BUIAUMO Y cJbegehem

IpuUMjepy.

IIpumjep 3.2. Hexa je u : D" — C gedunucana ca u(z1,22,...2,) = 212223 Zp.
Taga je u xapmonujcka u M-zapmonujcka pynrxuyuje wa D", asu nuje Gaypurapmo-

nujcrka wa D",

3amncra, 3a pukcupane zi, 23, ..., Z, oBa (PYHKIMja je KOHjYTOBAHO XOJIOMOPQHA
10 IIPOMJEHJbUBO] 2o W 3& (PUKCUPAHE 21, 22, . - ., Zi_1, Zitls - Zn J€ XOTOMOPGHA IO
ziyi € {1,3,...,n}. Oryma je u mojenuHAYHO XapMOHH]CKA, T€ Ha OCHOBY CTaBa 3.2,

dyukimja u je u xapmonnjcka u M-xapmonujcka. Mehyrum,
0%u

Te u HUje IIypuxapMonujcka dyukmnuja na D”.

=140, i#2,

Buanmo ma kiaca pyHKIMja Koje Cy HCTOBPEMEHO XapMOHUjcKe n M-XapMOHI]jCKe
UMa CACBUM Da3/IHIUTy HPUPOAY y CaydajeBumMa jomena B" u gomena D" (n > 2).

Jla 6ucmo mpecTaBuIIM jOIII jesIHy Kaacy dyHKInja 1epUHUCAHNX HA OTBOPEHOM
JETMHIYHOM TIOJIMIVCKY YBEIUMO cJbeflehy HOTaImjy.

Ba J C {l,...,n} = I, nebunurmemo C; : D" — D" ca C,(z) = w, npu gemy je
w; =z;ak0 j & Juw; =7Z; ako j € J. Youumo na je C; OUjeKTUBHO IPEC/INKABAIbE.

Heka je
(3.19) hyD")={foC;: fe HD")}.

@ukcupajmo J. Axo je f : D" — C xosomopdua dyukumja, ouga cy f o C; xoJo-
MopdHe byHKIUje IO IPOMjEHJbUBO] z; 3a j & J M KOHjyroBaHO XOJIOMOPQHE II0
IpOMjeHsBuBOj 2; 3a j € J. Oryna, 3a xonomopdny bynkmujy f, dyskmmja fo C;
je, yBHUjeK, mojeuHaIHO XapMOoHMjcKa dyHKnuja. Younmo ja je hy(DD") BekTopckn
npoctop 3a dukcupano J C {1,... n} = I,.

Hakie, dynkimje u3 hy(D") cy KoHjyrosano xoaoMopdHe [0 IPOMjEHIbUBO] 2

3a j € J u xomomopdHe 1o MPEeOCTATUM ITPOMjEHbUBUM.
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3.3. XAPMOHUJCKE U M-XAPMOHUJCKE ®YHKI[UJE HA D"

Cywma oBux mpocTopa (pyHKIH]ja je cibejiehn BEKTOPCKU IIPOCTOP:

(3.20) Yh(D") = {Z gs: gy € hy(D") 3a cBako J C In} )

JCIn

OuuriesiHO je J1a cy cBe XOJOMOP(dHE U KOHjyroBaHO X0JIOMOpdHE PYHKIMje U3
npocropa Yh(D™). Ha ocHoBy crasa 3.2, ctaBa 3.3 u rope HaBeJleHE HAIIOMEHE, 10

bujamo cibesiehe MHKITy3Uj€:

(3.21) ph(D™) U Sh(D") C sh(D") C h(D") N Mh(D").

Ceaku normpoctop h;(D") om Xh(D") je amrebpa dyHKHuja, jep je 3aTBOpEH
y OfHOCY Ha omeparujy MHOXKewa. Mehyrum, npocrop Yh(D") nHuje anrebpa: Ha
npumjep dbynkimja f(z1,20) = 21 + Z122, Aedbunucana na D? je uz Lh(D?) amu f2
muje uz Lh(D?).

Ocuwm Tora, cyma

ShD") = 3 hy(D)
JCIy

HUje JUPEeKTHa CyMa, 4akK mako ce (pakropurny Koncrante. Ha mpumjep: Heka je
K = JNJy # 0, upu wemy cy Ji, Jo C I, pazmuuntu ckynosu. Tama cBaka dyHKImja
f u3 hg(D"), Koja 3aBHCH caMO Of NPOMjEH/BUBHX 2;, LAje je j € K, nmpunana u
upocropy hy, (D") u mpocropy h,(D™).

Yoummo ma zPZ¢ npunaga Xh(D™) ako u camo axo je (p,q) wucto.

[Tpernocrasumo ga je (p,q) wuc@o u mexa je J = {j : ¢; # 0}. Taga moHOM

2Pz% npunazta by (D") uoryna u =3,  ¢pq2"2% npunaga $h(D") ako u camo ako je

P,q)
¢p.q = 0 3a cBe murcupane (p,q).

VBeaumMo muHeapHe napryjaaHe qudepeHnmjaine onepaTrope Ipyror pea Ha, Ipo-
CTOPY PEAJIHO AHAJUTUIKUAX (PYHKIH]A.

Haunwme, neka je

(3.22) Au(z) = Z 2 Z;Aju(z)
(3.23) Vu(z) = Z SN u(z).
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3.3. XAPMOHUJCKE U M-XAPMOHUJCKE ®YHKI[UJE HA D"

Haxkie, ako je u peajiHo aHajuTH4dka GyHKnuja Ha D" obauka (3.7), Taga je, npu-

Mjenom (3.8),

(3.24) Au(z) — Z(pl‘h R +ann>0p,qZp5q
(p,9)
u
(3.25) \I’u(z) — 4 Z Z qujcp,qu+1j 2q+1j .
(p,q) 7=1

Youumo j1a orepatop A mpecumKaBa IpocTop Pj; CBEUX XOMOT'eHUX IMOJIMHOMA PeJia
k y cebe, oneparop A npecimkaBa Py, y Py_o 10K oneparop V npeciimkaBa Py y Pyio.
Ha ocuosy (3.5), (3.22) u (3.23) Baxn

(3.26) Au = Au — 2Au + Yu.

Jlema 3.1. Heka je u xapmonujcra Gynkuuja Ha jequuyHOM UOAUGUCKY U HEKA je

(3.27) u(z) = Zcmzpiq

(p.9)
Pa360j PyrnKyuje U Y peg “wuju CY 4AGHO6YU MOHOMU U0 UPOMIERDUSUM 2Z; U Z;. Taga
je u M-zapmonujcka dyrnkyuja axo u camo axo Koepuyujenu cp, 3ag060.5a6a5Y
cwegehy pexypenttiny dopmyny:

n

(3.29) (0. 0)na = 5 D (05— (s~ Vet

j=1

Jloxas. C oGzupoM za je Au = 0, npumjerom (3.26), noGujamo ga je Au = 0 ako u
camo ako je Yu = 2Au na D". Mehyrum, oneparop ¥ nar ca (3.25) MoxkeMO 3amucaru

y cpesieheMm 0OJIIKY:

(3.29) Tu(z) =433 (0~ 1)ay — Doy, 22

=1 (p,q)

[Tpema Tome, Ha ocHOBY (3.24) u (3.29), xapmonujcka dbyHKIHja u je M-xapMOHHIjCKa

aKo M CaMO ako je

(330) DN (p = (@ — Dep1,01,2°2 =2 (01gi + -+ + Pun)Cpg 2 2.

(p,q) 5=1 (p,9)

Jennakocr (3.30) je exBuBasentHa ca (3.28) 300r jeJJMHCTBEHOCTH pa3BOja PEAHO

aHAJINTUYIKe (PYHKIHje y pes. []
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Teopema 3.8. Lh(D") = sh(D™) = h(D"™) N Mh(D").
Jloxas. Tlpema (3.21) 10BOJBHO je ma JOKaxKeMo Ja je
h(D™) N MA(D™) C Lh(D").

Hexka je u € h(D") N MA(D"). Kako je cBaka xapMOHMjCKa 1 cBaka M-XapMOHHIjCKa

dyHKIMja peatHO aHAJTUTUYKA (DYHKITH]ja, PYHKITH]Y U MOKEMO IIPEJICTABUTH Y 0OJIH-

Ky

(3.31) u(z) = Z ap 2’21 = Z ap 2P 7+ Z ap. 2P 7 = uy(2) + ua(2).
(p.q)

(p,q) wucimo (p,q) murcupano

Ounrsrenipo uy npunazga YLh(D™) u ug npunama h(D™) N MA(D™). Tpeba mga mokazkemo

aa je ug = 0.
Heka je
(3.32) us(z) = Zcmzpéq, z € D",

(p,9)

raje je ¢, = 0 3a wuc@wo (p,q) u ¢py = a4, 38 Mukcupano (p,q). Tepheme hiemo
JIOKa3aTH IPUHIUIOM MareMmarudke numykimje. Ouuriemno je ¢,, = 0 3a |(p, q)| <
1. Ha ocuoBy seme 3.1 3a koedurujenre c,, u3 (3.32) Baxnu (3.28). Taga je 3a
mukcuparo (p,q)

n

1 1
Coal <5 =) (i — V(g — Dlep-1,4-1;
pal =5 Zj:lquj; j j P—1;0-1;

1
<—max |Cp_1. g—1.
—21§j§n|p 15,9 1J|
7 OTyJIa je

1
max |c < — max |c E> 0.
\(p,q)\:k+2‘ pal < 2 \(p,q)\:k‘ pal, =

Crora, axo je ¢,, = 0 3a cBe |(p, q)| = k, ouna je ¢, , = 0 3a cBe mukcupane (p,q)

takse 1a je |(p, q)| = k+2. Kaxko je ¢, , = 0 3a cBe wucio (p, ¢) foka3 je 3apmen. [

Buadaj Teopeme 3.8 je ma maje aBa ommca IpocTopa PYHKIHMja KOje Cy HCTOBPEe-
MeHO xapMoHUjcke n M-xapmonujcke na D".
VY HacTaBKYy Ccy jaTe HeKe nmpuMjeHe Teopeme 3.8. [loBe3anu pesynrarn, y ciaydajy

jemuuuyane jonte B" natu cy y mOTIOIIABIBY 3.2.

CraB 3.4. Heka je u peaaro spujegrocha xapmonujeka u M-zapmonujcra ynruuja
na D™ u upewitoctiasumo ga je Au® = 0 3a nexu yujeau 6poj s > 2. Taga je u

KOHCTAHTIHA HYHKUUIQ.
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3.3. XAPMOHUJCKE U M-XAPMOHUJCKE ®YHKI[UJE HA D"

Zloxas. 3a cBako 1 < 7 < n Baxu

2,,8 2
0u ! 0*u <o Ou Ou

8zj8z_j 82j82_j

Kako je u peanno Bpujemnocua dpyHKIHja, OHIA je g—% = 8371? u Tajia je

2

ou

(3.33) Aju® = su® T Aju +4s(s — Du' 2 | ——
3zj

3a cBako 1 < 5 < n.
C o6zupom 1a je u u3 h(D™) N MAh(D"), na ocHoBy Teopeme 3.8, u je HOjeTMHATHO
xapMonujcka. Jlakse

2
, 3acBako 1< 7 <n.

ou

Aus = 4 -1 s—2 | 77
Ju s(s — Du 7z,

Ocnm Tora, kako je u® € Mh(D™) nobujamo na je

2 - 2y2 | Ou ’
0=s(s—1)u"" 1—|z; —
(5 =130~ 1) 5
g=1
1 OTyJIa je % = 0 3a cBako j = 1,2,...,n. Mehyrum, Tazga je u g—; = ( 3a cBako
J J
j=12,...,n. lakie u je KOHCTaHTA. 0

CraB 3.5. Axo je u peaana M-zapmorujcra Gynruuja Ha jequrudHom TOAUGUCKY
waxsa ga je u® € h(D")NMh(D") 3a nexu yujeau 6poj s > 2, oHga je u KOHCTAHTHA
dynryuja.

Jloxas. Axko je u = 0 tepheme ounrsenno Baxku. Heka je u(z) # 0 3a neko z € D".

Ha ocuoBy Teopeme 3.8 u (3.33), mobujamo

2

0
ulju+4(s — 1) o =0, 3acBako 1<j<n,
8zj
OJIHOCHO
L] ou :
Aju=—4(s—1)u " |=—| , sacBako 1<j<n.
82]'

U3 u € Mh(D") caujequ na je Z(l — 12;1*)2Au(z) = 0 u Tama je

j=1

n 2

ou
1— 1|23 =0
R
7=1
HpeMaTOMGSaCBaKoj:1,2,...,ng—:j:OI/Ig—%:O. O
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3.3. XAPMOHUJCKE U M-XAPMOHUJCKE ®YHKI[UJE HA D"

CraB 3.5 3a s = 2 u peajHO-BpHUjeHOCHY (DYyHKIHjy u je anajor crasa 3.1 3a

TOJITUIVCK.

CraB 3.6. Heka je u € Lh(D") u nexa je s > 2 yujeau 6poj. Taga je u® us Sh(D")

axo u camo axo u uputaga hy(D") za nexo J C I,.

Joxas. Axko je v uz h;(D") 3a weko J C I, ouna je u® € h;(D"), jep je hy(D")
aarebpa.

[TpermocraBumo na cy u u u® u3z Lh(D") 3a weku mujesaun 6poj s > 2. Ha ocroBy
TeopeMe 3.8 u u u® Cy MOjeIMHAYHO XaPMOHUjCKe (PYHKIHje U OTy/a 3a cBako 1 <

7 < n Baxu

1 0%u ou du

A (u®) =su®" +s(s—Du?=—=—=0

4 i) 02,;0%; ( ) 0z; 0%Z;

Pu
82]82
Oryma je
s Ou Ou 0
aZj 82 N

u us_zg_:jg_% jé TIpOM3BOJI TPU peasiHO aHAJUTHYKE (PYHKIMje Te Oap jeaHa oJl THX

dyukimja mopa 6utn jennaka uysm. Vck/bydaumo TpuBHjaiaan ciydaj kaja je u = 0.

Tana v He 3aBucH 07 2; U Z; ucroBpemeno. Jakme u € Uy, hy(D"). O

Y Teopemu 3.8 je T0Ka3aHO /a je HA OTBOPEHOM jEIMHWUIHOM MOJUIUCKY M-
XapMOHHjcKa (PYHKIUja TOjeUHATHO XaPMOHU]CKa aKO U CAMO aKO je XapMOHU]jCKA.

MebyTum, cibenehu cras je mokasan y [55).

Cras 3.7. ([55], tocweguua 1.2.) Axo je u € C(D") M-zapmonujexa dynxyuja,

0HGa je U U0JEGUHAYHO TAPMOHUICKGE.

CraB 3.8. Hexka je u € C’(W), Au=0u UPEMUOCTABUMO §a, je Au® =0 3a nexu

yujeau 6poj s > 2. Taga u uputaga hy(D™) sa nexo J C I,,.

Zloxas. Crap cimjenn u3 crapa 3.7, Teopeme 3.8 u crapa 3.6. O
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4 HP mpocTopu mojeamHavIHO
(ar, B)-xapMOHUjCKUX (PYHKIHjaA y

je,Z[I/IHI/I‘IHOM IHIOJINAUCKY

4.1 XapamjeBHW IIPOCTOPU I0jeIMHATHO
XapMOHUjcKnX dpyHKnuja y D"

Kama pazmarpaMo rpaHUYHO ITOHAIIAE IOjeIUHAYHO XAPMOHUJCKUX (DYHKIja
rmoJra3umMo o1 pyHKIuje geduHncane Ha T" ¥ TPOIMIUPUMO je Ha TOjeIMHAYHO Xap-
Mouujcky dpyuknujy y D", IIpBu npobiem takBe mpupojie je lupuieo mpobiem: 3a
nary ¢ € C(T") rpeba nahu dyukuujy u gedunucany wa D" TakBy ma je je u moje-
JIMHAMHO XapMoHTjcKa dynkiyja na D", nenpeknmaa na D" u u|p. = v. Taj mpobiem
je pjemen IlyaconoBom mnTerpasnom dpopmyaom (Bugjeru [69]).

Ako je z € D", ¢ € T, z; = rje%, ( = ¢ onpna je [lyacoHOBO je3rpo Npou3BOI

Yoummo na je P(z,¢) >0, [1. P(z,{)dm,(¢) =1 xao u xa je
P<Z7 C) = Z Tllml‘ .. T‘nmn|6i<m,9—§p>‘
mezn

Axo je p xommaekcaa Bopernosa mjepa ma T, Ilyacoros maTerpas mjepe Pldy]
je dynxnuja
Plul() = [ PCdu(O). (€ DY

7 OH/Ia je Ha OCHOBY IPETXOIHOT

Z ,u \ 1l |mn| 1<m0>

mezZn"
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4.1. XAPJIUJEBU ITPOCTOPH IIOJEJJTHMHAYHO XAPMOHUJCKUX
OYHKIIUJA Y D"

npu yemy cy ji(m) PypujeoBu koedurmjenTn

fi(m) = Tnzmdu(C), meZ".

Oryna je ounrnenno ga je Pldu] nojeiunadno xapmonujcka dynknmja. Ako je f €
LY(T™), npoctop cBux uHTerpabuanux (pyHKIMja y OJHOCY Ha M, O3HAYABAMO Ca
P[f] ymjecto P[fdm,).

Ba z € D" u dyukuujy u : D" — C nedunumemo u, : T* — C ca u,(¢) = u(z- ().
Axo je z = (r,7r,...,7) vaje je 0 < r < 1 mmmemo u, ymjecro u,. [Tocebuo, ako je
r=(ry,...,r,) €[0,1)", ouna je uy(¢) = u(riCy, ..., mCn)-

Teopema 4.1. ([69, 85]) Axo je f € L>(T") @waga je u = P[f] apogyorcerve dyrruyuje

f na D™ u u je ozpanuvena uojegurauro rapmorujcka pyrnryuja. Hlwasuwe,
P12 < [ fllpeeqrny 3a 2z € D™
Teopema 4.2. ([69])

(a) Axo je f € O(T") waga je P[f] netupexugno tpogyoicerve dynwuuje f na D u

P[f] je wojegunauno rapmonujcra dymnryuja na D™,

(6) Axo je u tojequnauno xapmonujeka gynuyujae na D™ u neGpexugra Ha D", @waga

je u(z) = P[f](z) 3a z € D".

Teopema 4.3. ([85]) Axo je f € LP(T"),(1 < p < +00) u ako je u = P[f], Waga
je upogyotcerve pynryuje f nwa D™ dojegunawro rapmonujcka pynrkyuja u kag r — 1

Pynryuje u, xonwsepeupagy xa f y LP wopmu @j. limy_q||uy — f|» = 0.

Hedbuunuuja 4.1. ([10]) 3a 1 < p < 400 ckyu sh?(D") je gedpurucan xao ckya

COUT UOJEGUHAYHO TapMonujckur Pynruuje wa D" 3a Koje je nopma

1
p
sup < ]ur(C)\pdmn(C)) < +o00.
refo,1)n \JTn

ITpocrop LP(T"), (1 < p < +00) je ayamuu npocrop npocropa LI(T™) mpu gemy

cy p M ¢ KOHjyroBaum ekcrioneHtn — + — = 1. Ay mpocrop L'(T") nuje myasnnu
P q
IIPOCTOP HUTHU jeTHOT TIpocTopa. MehyTum, mpocTop KoMmIiuieKcHuX BopemoBux Mjepa

ua T™ je myasau npocrop pocropa C(T™) ceux Henpekuaux dyukiwja va T". Ocum
TOTa 3a JIATy MOjeJIMHAYHO XapMOHUjCKY (byHKIU]y v nedunucany na D" u a € D"

dbyukmmja u(a-2) je nojeaunadano xapmorujcka o z € D". Kamnepon u 3urmyn ([10],
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4.1. XAPJIUJEBU ITPOCTOPH IIOJEJJTHMHAYHO XAPMOHUJCKUX
OYHKIIUJA Y D"

jema 1) cy mokasanm Jia je morpebaH u JI0BO/bAH YCJIOB Ja MOjeIMHAYHO XaPMOHM]CKA

dbyukmuja nedunncana na D" Gyne Ilyaconos unrerpan mjepe u € M(T") je na je
sup [ fun()ldm, ¢) < o
ref0,1) JTn
Takobhe cy mokaszanu ja je moTpebaH u JTOBO/bAH YCJIOB JIa MOjeIMHAYHO XaPMOHM)CKA
dbyukmmja u 6yae Ilyaconos uarerpan mjepe p € M(T"), u > 0, je na je u > 0y D"
(Bumjeru[10], sema 2).

Teopema 4.4. ([76], weopema 1) Ilpetiaociiasumo ga je u UOJeGUHAUHO TAPMOHU)-

cka pynryuja na D™ 1 < p < 400 u ga je

sup ||ty || Loy < +o0.
0<r<1

Taga Gocwoju jegunctusena gynryuja v € LP(T™) @waksa ga je u = Pli].

[Ipuje mero mro dopmynuiemo PaTyoB TUIl TeopeMme 3a IMOjeIMHATHO XapMO-
Hujcke pyuknuje Ha D" moTpeOHM Cy HaAM HEKHU MIOjMOBU U TBPhHerma 3a BHUIIECTPYKE
@ypujeoBe peioBe U AuEPEHITUPAIbEe N-UHTErPAJIA.

ITpema Jlebery [51] penanuja

) 1

}}E% m /B(W) fy)dm(y) = f(x)
BaskKM 3a CKOPO cBako x € R™ kasaros je f jiokayiHO mHTEerpadbmaHa pyHKIMja gedu-
nucana na R”. IIpu pazmarpamy TakBUX JIUMECA jeé U€CTO KOPUCHO TOCMATPATU OJI-
rosapajyhy makcumaJsny (GyHKIHI]Y, KOja HacTaje Kaja JUMEC 3aMUjEeHIMO CYyIIpeMy-
MoM, a pyHKIHjy arncosyTHoM Bpujeanomhy dbyukuuje. [Ipema Tome 3a f € L(R")
nedunumemMo mweny Makcnmanany Gysxiujy M f: R™ — [0, +00] dopmyiom

1
Vi) =sp s | 1S wldm()

['maBHUM pe3yrTarn 3a MakCUMAaJIHY (DYHKIH]Y U TuEPEHIIUPAIbe HHTErPAIa JaThH CY

y caujesehoj TeopeMu U OCTHETUTIN.
Teopema 4.5. Hexa je pynrxuuja f gepunucarna na R™.
(a) Axo je f € LP(R"),1 < p < +o00, onga je M f xonauna ckopo ceyga.
(6) Axo je f € L'(R™), onga je 3a ceaxo A > 0
(4.1) i (1)) > A} 2 5 [ |fldm(a).
zgje je A Konctianiia Koja 3a6ucu camo og gumenduje n (nap. A = 5").
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4.1. XAPJIUJEBU ITPOCTOPH IIOJEJJTHMHAYHO XAPMOHUJCKUX
OYHKIIUJA Y D"

(6) Axo f € LP(R"),1 < p < 400, onga M f € LP(R") u

1M fllp < Apl[ flp,

2gje Konctuaniuag Ap 3a8UCU, CAMO 0 P U N.
IMocwenuua 4.1. Axo je f € LP(R"),1 < p < 400, uwau yodwmenuje ako je f
NOKANHO UHTLEZPAOUAHA OHGQ JE

1
/B L Twim() = 1@

r—0m(B(x,r))
3a cxopo ceaxo x € R™.

Axko je p = 1 npeciukasame f — M f uuje orpanudeno na L' (R™) u M f ¢ L'(R")
aKo f HUje jeJIHAKA HYJIU CKOPO CBYIA.

Yumjecro siontu B(z, 1) MOTY ce IIOCMaTpaTi KOHTPOJIMCAHO caXKuMajyhin CKymoBu.

IIpuposno je 3anutaTtu ce KaJja je

. 1 o
(4.2) lim W/Qf(y)dm(y) = f(=)

diam/(Q)—0

ckopo cByia 3a x € R" u f € L'(R"), Q € F, raje je F damuiuja CBUX IIpaBoyrao-
HUKa KOja CaJIpKU .

Axko je F damusmja cBUX MPaBOYTAOHWKA IPOU3BOJHHE OPUjEHTAIN]€E KOjU CaJIPIKe
Tadky x, ouja (4.2) He Mopa Jia Baxku 1 Kaja je f orpanndena. [Ipema I'yamany [26]
TO je youmo 3urmyHz nocMarpajyhu ckym Koju je koHcrpyucao Hukonum [62]. Cake
[73] je HeKoMKO rojMHA KAacHU]je, JI0KA3a0 U aKO Cé OIPAHUYMMO Ha MPABOYTAOHUKE
ca cTpaHaMa TapaJieJTHUM KOODAMHATHUM ocama, (4.2) He BayKU 3a HEKe MHTerpa-
ounne dyukmumje. 3a davuaujy F mpaBOyraoHWKa Ca CTpaHAMA MMAPAJIETHUM OCaMa
Burmyn [82] je mokazao ga Baxu (4.2), ako je f € LP(R"),p > 1.

Axo nedpuHMIIIIEMO

~ 1

W) = sup o |15 @ldmiy)

sa Taxsy bavmtajy F je |[Mfll, < Alfll,1 < p < +oo. Jemry rommmy xa-

cuuje Jencen, Mapuumukjepua u 3urmyny [32] cy mokazamu ga (4.2) Baxku ako je
|f|(In* | f])" € LY(Qo) m Takobe cy noxazamu na ce yeaos | f|(In" |f])" ! € LY(Qy)
HEe MOKe TI00O0JBIIATH.

IIpobsiem mudepennmpama n-uHTErpaja mosesan je ca cymadbuanoctu Oypujeo-

BOT' pejia.
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4.1. XAPJIUJEBU ITPOCTOPH IIOJEJJTHMHAYHO XAPMOHUJCKUX
OYHKIIUJA Y D"

Hexka je ) n-npumen3uonasina KOIKa

(4.3) —r<&<m o j=12...n

®ypujeosu koedunujentu gynxnuje f € LY(Q) cy
1
(2m)"

u mutemo f(§) ~ Zmezn Cme' M) 38, € = (&5 6n) € Q.
Ba f € L'Y(Q) Yezapose (C,1) (nmpBe apuTMeTHYKe) CpeJIMHE JaTe Cy ca

Cm —

/ f)e " m¥dy m = (m4,...,m,) €Z"
Q

1

(1.4) rul6if) = T /Q f(e+0) lmI Ko (6;)d6r . db),

m;+1 sin 7]

(m14+1)0; 2
raje je Ky, (0;) = L ( = ) dejeporo jesrpo, a Abemose cpenuHe Cy narTe

ca

P, (0;)d0: ... db,.

1

J

A)(E) = ﬁ /Q fE+0)

n

Abesiose cpestnne A, (f)(€) cy nojemunadno xapmonujcke GyHKImje 1o 2; = ;e 1 <
j < n. IpernocraBumo paju jegHocTaBHoCTH s je n = 2. 3urmyns, [82] je mokazao

cnujenehy Teopemy

Teopema 4.6. (/82]) Axo je f(&1,&) € LP(T?),p > 1, onga

Omy,ma (51752) — f(£17£2)

CKOPO C8YJa Kaga mi, Mo — 00 HE3ABUCHO Jegar 0§ gpy2o2a, 0gHOCHO
(Ve > 0)3N e N)(my = N Amg 2 N) = |0m, m, (€1, 62) — f(61,&2)] <&

Jencen, Mapruukjesua u 3urmyns [32] cy joxasamu ma axo cy f u |f|In™ |f]

Jle6er nnterpabunne na T2, onga

Omy,ma (51752) — f(€17§2>

CKOPO CBYJIa KaJia M1, My — 0O HE3aBUCHO jeJlaH O JpyTrora.

Teopema 4.7. ([56]) Hexa je f(&1,&2) Pynruuja xoja je 2w Gepuoguuna y ogrocy
na & u & u Jebez uniiezpabuara na T2, Axo my u msy Wesice xa +00 WaKo ga je

maxj7k%§3,j,/€=1,2, 1 < B < o0, onga

Uml,mz (El? 62) — f(é-la 52) CKOpO cs8yga.

70



4.1. XAPJIUJEBU ITPOCTOPH IIOJEJJTHMHAYHO XAPMOHUJCKUX
OYHKIIUJA Y D"

Hoxa3z Teopeme (4.7) ce 3acHuBa Ha cimjenehnm anmenunamas

(a) Ckyn cBUX TPUIOHOMETPHUjCKHMX IOJMHOMA OJI JIBUj€ IIPOMjEeHJ/bUBE je T'yCT y

LN(T?).

(6) Jlemu o nokpubamy: Heka je ¢ nmosutusan 6poj u meka E C R? npoussosban
ckyn takas Ja je 0 < m(E) < +oo. lame, Heka je F dbamuimja CBUX IPABOY-
raounka P = P ¢, ca nenrpom y tauku (§1,&) € E u ca crpanama § = §(P)
u t0 Koje Cy mapaJjieJiHe KOOPJWHATHUM ocaMa. Taja MoCToju KOHa4YaH Opoj

JIUCjyHKTHUX IIPaBOYTaoHUKa P = P,{- ¢ 7 =0,1,... s, TakBUX /12 je
: 1
S m(Fy) 2 gem(E).
o 26

(B) Hejemuaxocr 3a 0y, 1, ciabor (1,1)-ruma: Ako je

K/[\;f(m) = sup O myms f1, @ € [—7, 7)?,
< B,
mr —
Jik =12,
OHJIA j€e
— AB
m{Maf >} < 2N flh, € LT

rajeje 1 < B < 4oou A > 0 unpu ToMe cy KopuiitheHe ciiijesiehe Heje THAKOCTH

3a PejepoBo je3rpo:

Kn0) <Am, K,(0) < (m>1,0<6<m),

A
mo?’

rrje je A amcosyTHa KOHCTAHTA.
Orpannueny (C,1) cymabumnoct gsoctpykor PypujeoBor pelia je MpBU pasMa-

tpao Myp [61]. Oprosapajyhu pesynraru Baxke u 3a AGesjoBe cpejuHe

Ima| |m2| i ; +
z:(ml,mz)ez;2 CmimaT1 T2 eZ(m1£1+m2§2) On, z:(rm,mz)ez2 lem2el(m151 mat2) KaJ 171,72 —

1. Yenos orpanutenocTy 3a ik 1 122 3aMHJEEH je YCI0BOM Ja Cy }:—:; u t—:i orpa-
undenn. Jleraspuuje Baxku ciujesieha Teopema.
Teopema 4.8. ([56]) 3a gatwio 1 < B < 00 u gawmy f € L*(T?) easrcu

1 [ [T 1—7r? 1—r2
— + 01,6 +0 L 2 d0,dby — ,
472 /7r /7r (& 1 & 2) 1—2rycosfy +121 — 2rycosby + r3 1df = f(&1,6)

cKopo ceyga, 2gje

1-— 1-—
(4.5) rn—1, 79— 1, max 7“17 2 < B.
1—’/“2 1—7"1
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4.2. (a,B)-XAPMOHUJCKE ®YHKIIUJE YV D

HIasuwe wo 6asxxcu u Kaga 2, = 7€, 2z = r1e'? weorce xa €1, €2 PECUERTUUBHO

JUIAHC HEULAHZERUUJANHOZS UYTLE.

BjepoBaTHocHu nipucTyn HeKuM actiektuMa HP Teopuje 2-xapMoHujcKe DyHKIHT]je
nar je y [24], a HoBuju paJ o mojeuHAIHO XapMOHUjCKUM dyHKImjama je [76]. Tanmu
u Creju [24] cy nokazanu ja ce HP nmpocropu Ha GUIUCKY MOy OKAPAKTEPUCATH MU
y CMUCJIy HETAHTEHIMjaJIHe MAKCUMAJIHe (PYHKIUje U WHTEIPAJIa IIOBPIITUHE WJIN HhH-
XOBUX Bj€POBATHOCHUX aHAJIOTa KOJU PE3yJITUPAjy YBOhemeM JIBOCTpYKOr BpayHoBor
KpeTama. Buie neraba 0 audepeHupamby UHTErpajia Kao U 3a jaKy MaKCHUMaJTHY
dyukiujy u jake Jleberose Tauke moxke ce Hahu, ocuM y Beh HaBe/IeHO] JTUTEPATYPH,

uy (9], [26], [80], [85], ka0 m y surepaTypu Koja je TaMO IMTUpPAHA.

4.2 («,p)-xapmounjcke dysHkiuje y D

Y oBom mornoryiaBiby cy Jedunucane u npoydasane (a, )-XxapMOHUjCKe DYHK-

muje. One 3a70B0/baBajy jenHauuny L, gu = 0 Koja je KOHKpeTaH IIPUMjep jeJHaIIHe
Lop=A+aly+ BLy + Qap.

Omneparop A je Jlamrac—Benrpamujer oneparop wHa obsactu §2, L1 u Ly cy TuHeapHu
nudepeHIjagHl OIepaTopy IPBOr pena, a (Y, 3 je omepaTop HyJATOr pena. Pamnm
paJj| Koju ce jiotude ose teme je [22]| raje je ) 3uresios ropwmu mosytnpoctop tuna 11
onnocto npoctop U™ = {[zp,2] € Cx C" : h = Imzy — |2]?> > 0}. Tenep [22] je
kopuctuo («, f)-xapMonujcke dyHkuuje ga 6u g06mo pesynrare 3a HP teopujy Ha
Xajzen6eprosoj rpynu dU™ = H". Ocum Tora, Tenep(|22], crpana 368.) je yBeo
jeTHy BapujaHTy THUX Au(EPeHInjadUTHIX OllepaTopa
NS 0’ -
(4.6) Nag= 1=z | D (6 —ziz—j)mmz%zwfz—a@ :

ij=1
raje je R paaujajHu U3BOL JAT ca » ., zia% aR = Z?le_ié%. [Tpumjerumo ma je
Ay naBapujanTaE Jlannacujan 3a jenuauany jgonty B". Axepn, Bpyna n Kackante
[1] cy npoyuasamu dyukimje u gedunncane Ha jeauauanoj sontu y C" Takse na je
A, pu = 0, raje je A, g omeparop mar u3pasoMm (4.6) u TakBe dyHKIMje HASHBAMO
(e, B)-xapmonujcke dyukumje y B". Ocum 1mro cy passuwim y pel («, 5)-XxapMOHHUjCKe
dyukmje, passuiu cy u HP Teopujy 3a takse dhyuknuje. Kmumatoopr u Omodcon
[42] cy merabauje ncnmTuBaau paseoj y pel (a, 3)-xapMoHHjCKUX QYHKIHja KOje Cy
nedbunncane Ha jepuHUIHOM Jucky Dy komiuiekcuoj paau C. CrernumjajaHu ciry-

JajeBN KaJa je y HUTamy jeJaH mapamerap mory ce mahwm y [39, 52, 53, 66, 64| u
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4.2. (a, B)-XAPMOHHUJCKE ®YHKIIUJE ¥V D

[63]. ¥V maBegenuMm pajoBuMa onepaTopu L, s cy yHEDOPMHO €JIUITHYKH, AU Jie-
reHepucanu O/iu3y I'paHHIlE JOMEHA: WIaHOBUMa HIKer pena ali, Ly u (Q,p HE
JIOMUHUpA TJIaBHE 110 ocuM ako o = 3 = 0. Hajsehu quo oBor mormoriasba HacTao
je KoMOMHOBameM JIuTeparype Koja je Beh nmurupana Kao u Jureparype Koja he ourn
[IATUPAHA y HACTABKY.

o na 3ajepumuxu MuoxkuTeb 1 — |2|? cimjeneha nedununuja je 3anpaso paszma-

Tpan ciay4daj (4.6) y cayuajy n = 1.

Hedunumuja 4.2. Hekxa cy o, € C. Oynryuja u € C*(D) je (a, B)-zapmonujcxa

Ha 0WBOPEHOM JjequHuurom gqucky D, axo je

La,ﬁu == O,
2qgje je
0? 0 0
_ _ 2 i =
(4.7) Losg=(1-z| >8z8§ + az o + 6'282 af.

Omnepatop L, g je eI TUYIKE HapIjaaan JudepeHIujaaHn olepaTop 1Ia je cBaKa
(o, B)-xapmonujcka dyHKIMja nedUHUCAHA HA JUCKY Y KOMILIECHO] DABHU KJIACE
C>°(D). IIpocrop cBux («, f)-xapMOoHUjCcKuX DYyHKIMjA TeDUHUCAHIX HA OTBOPEHOM

jemunmanom gucky D oznaden je ca h, g(D).

Hanowmena 4.1. Axo je ¢ynxuyuja u (o, B)-zrapmonujera dyrnruugja, onga je w (B, @)-

TAPMOHUJCKA PYHKUUJG.

Kaxko je

0-[u(¢2)] = (0.u)(C2),  O:lu(C2)] = C(Ozu)(C2),  C€C, uel'(D)
jgobujamo J1a je

0%u
020%

[Tocibemuna oBe hopmyte je caujeneha poranuona mHBapUjaHTHOCT Of L, g, KOja ce

(4.8) Lap[u(C2)] = (1—]2*)I¢]* (C2) +aCz(0:u)(C2) + BC2(9:u)(C2) — aful(z).

nojasibyje y [42]:

(4.9) Las(C-u) = C- (Lagu),  1¢[ = 1.

Hedbunnnuja 4.3. 3a dynrwuyujy v na gucky D\{0} xaorcemo ga je m-zomozena,
2gje je m € 4, axo je

(4.10) (eu)(2) = u(e” - z) = e™u(z), z € D\{0}, 0#eR.
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Heka je m € 7Z dukcupano u npermocraBumo Ja je dyukimja u € C°(D) m-
xomorena 3a z € D\{0}. Ocum Tora, neka je z =r3a 0 <r <lu —7 <0 < 7. Tana
je

im@

u(re) = ™ u(r),

OJIHOCHO (PYHKIIH]a, Z(—fl) je paaumjasiHa Tj. 3aBucu camo of |z|, na nmocroju f € C*(0,1)
TaKBa J1a je
u(z) = 2" f(|z*), =€ D\{0}.
O6parno, ako je f € C®(0,1) u u(z) = 2™f(|z]?) 3a z € D\{0}, onga je u

m-XOoMOrI'eHa.

Teopema 4.9. Hexa je (fin),_, nus us C*[0,1) waxas ga je

1/m
lim sup <max }f,(rf”) (.CE)’) <1

m—00 O<z<r

saneNul<r<l. Axo je

um(Z) = fm (|Z|2) Z", z€D,

3a m € Ny, onga je

1
(4.11) lim sup [|un, ). x <1
m—0oQ
3a cee (p,q) € Zy X Ly u ceaxu vomtax K C D, zgje je cemunopma || - ||pqx gotia
ca (1.20).

Jloxas. @ukcupajmo kommakr K C D u p,q € Z, u Heka je r = max,cx |2| < 1. 3a

cBako z € D je

Oy (2) = 2D (|2]2)

u oryja npumMjeHom Jlajouumose dhopmyiie 3a p-tu u3BoJ (M > p) U U3BOJA CJIOKEHE

dyuKIMje M00MjaMO

(7)o s e

- ! . . .
“S (1) e e ()7

:zm+q—pz<p. >( It all ) ) ()

m+q+j—p)
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na je
m+q—p - p (m + Q)| 27
HUmHP,q;K s _ r max H H[Or2
S\ J (m+q+j—p)! q<s<p+q
m+q— p
< g < ( ) )qggggiq\\f Mo
e )P 2\P (s)
r (m+q) (L+1%) qg@gqﬂfm H[O,ﬂ]
3a m > p.
C o6zupom ja je limsup(m + q)% lim (m + q)% = 1, nobujamo ga je
m—00 m—oo
lim sup e sk ST
u kako je 0 < r < 1 crora Baxu (4.11). O

Hedbunnuuja 4.4. 3a u € C(D) um € Z m-wa romozena KoMTGOHEHTIG Uy, 0 U je

gepurucara ca

1 ™
(4.12) Um(2) = 2—/ —imby, 2)df = /C z)dm4 (), z € D.
T
Axo je u m3 C*(D), Tama mudepeHnupameM MO/ 3HAKOM WHTErpaja CIUjen Ja
Up, € C*(D) 32 0 < k < c0.

Hexa je 6 € R npoussosbro. Kako je

. 1 & ) 1 i . .
(€ ) (2) = up(e?-2) = By / e M U (7€ 2)dr = — e (T, ) (2)dr
T

—Tr
CMjeHOM ITPOMjeHJbUBE JT00UjaMo 1a je

im@ im@

(€ up)(2) = 627T / e (€ U (2)dT = 627r / e M, (e - 2)dr = ey,

—T —T

1 ¢ 063UpOM J1a je f IPOU3BOJHHO M~Ta XOMOI'€HA KOMIIOHEHTA Uy, OJL U j€ M-XOMOTEeHA.
Hexka je m € Z. Ako je u,, m-ta xoMorena KoMnoHenta Qgyskimje u, u3 (4.12)

HEIIOCPETHO CIIUje/Tn Jla je

(4.13) sup |um(z)] < sup|u(z)], 0<r<1.

|z|=r |z|=r

Jlema 4.1. Heka cy o, € C. Axo je u € ho (D), onga je 3a ceaxo m € Z rena

M-TOMOZEHA KOMUOHEHTA Uy, TWAKODE (a, B)—xapmouujcna dyrnryuja na D.
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Jloxas. C obzupom 1a je u,, € C*(D) jep je u € C?*(D), nobujamo Ja je

1 n . .
Lo gum(2) / e Lag(e™ - u)(z)dr.

:% »

Ha ocuoBy poraruone unsapujantaoctu (4.9) Baxku

1 L .
Lo gum(2) / e e - (Logu)(z)dr =0

:% »

jep je u (a, f)-xapMoHUjcKa DyHKIU]A. O
Teopema 4.10. Hexa cy o, 3 € C durcupanu. Axo je u € C*(D) dynruyuja obauka
u(z) = 2" f(|z*), = € D\{0}

sa nexo f € C*(0,1) um € N, onga je u («, B)-zapmonujera y D\{0} axo u camo

axo gynxyuja f(x),0 < z < 1 3agosorasa TUTEPZEOMETTPUICKY JegHA UMY
(414) 21 -2)f"()+(m+1—(m+1—a—P)x) f(x) —a(f—m)f(z) =0.

Jloxas. 3a cako z € D\ {0}, umamo

0 0
a—Z(Z’) = mzm—lf(|z|2) + Zme/(|Z|2) I a_;f(z) _ Zm+1f/(|2|2)
7 OTyJIa je
0*u . ) et )
55 (2) = (m A+ D" (1) + 2 ([27)

IIpema Tome Baxku

Logu(z) = (1= [2*) ((m+1)2" f" (|2) + 2" 2P f" (121%)) + Bz f (|2])
+az (m2" 7 (|2)7) + 272f (|2)) — aB"f (|2]?)
=" (|22 (1= |2P°) /" (|2]*) + (m+ 1= (m+1—a—8)|z]*) f (|2]?)
—a(B—m)f (|2)).

Haxue, dyukimja u je (o, f)-XxapMOHHjCKa aKO U CAMO aKO je

22 (1= [2?) £ (1) +(m+ 1= (m+1—a = B)|=*) £ (|21*) —a(B—m) f (]2*) =0,

Tj. KO M caMo aKo, cMjeHoM |z|* = x, dynkuuja f(r) 3a10Bo/baBa XUIEPreOMeTpH]-

CKY jeJTHAYNHY

(1 —2)f"(x)+ (m+1=(m+1-a=pB)z)f(z)—a(—m)f(z)=0.
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Cras 4.1. Hexa cy o, f € C. Oynuruyuja

(2) F(—a,m—B;m+1;[2*) 2™, axo jem € N,
Z) =
F (—5, Im| — o |m| + 1, \2]2) 2™ ako jem € 7
je (a, B)-zrapmonujera Pynryuja 3a ceaxo z € D, zgje je F xutepzeometipujcra

dyrryuja gatua ca (1.18).

Jloxas. Ouurnenso je u, € C*(D) 3a cako m € Z.

Hexa je m € N. Xunepreomerpujcka dyuakmmja F(—a, m—f;m+1;-) 3am0BosbaBa
XuIepreoMerpujcky jepnaduny (4.14), na je npema reopemu 4.10 byukumja u,, («, 5)-
XapMOHU]CKA.

Heka je m € Z~. Kako je
un(2) = F (=B, Im| = & |m| + 1;]2) 2™, 2 € D,

IpeMa IpeTXoaHoM, (DYHKIUja Uy, j& (B , @)-XapMOHIjCcKa (DYHKIMja [1a TIPeMa Hao-

menn 4.1 3akibydyjemo na je GyHKImja Uy, (a, f)-xapMOHUjcKa DyHKIU]A. ]

Teopema 4.11. Hexa cy o, 3 € C um € N. Axo je u € C*(D) m-zomozena onga je

u (o, B)-Tapmonujcra axo u camo axo je obauka
(4.15) u(z) = cF (—a,m—B;m+1;|z[’) 2™, z€D
3a nexo ¢ € C, 2gje je F' xuuepzeometipujcka dynryuja gatma uspazom (1.18).

Jloxa3. Ha ocuoBy craBa 4.1 cBaka dyukuumja u obsmka (4.15) je («, 5)-xapMoHujcka.
Hexka je dyukmmja u (o, f)-xapmonujcka. Kako je u m-xomorena, onjia je dpyHK-
nuja u o0JIuKa
u(z) = 2" f(12*)
3a meko f € C*(0,1).
Ba cBako z € D\ {0}, na ocroBy Teopeme 4.10, u3z ycmosa na je L, pu(z) = 0

nobujamo dyukumja f(x), (0 < z < 1) 3a10B0o/bABA XUIIEPIrEeOMETPHJCKY jeHATMHY
2(1— ) f"(@) + (m+1— (m+1—a—B)a) ' (z) — a(f — m)f (x) =0

Kaxko je dynKIuja u orpannuena y okoauny HyJ1e, oua je f(x) = O(z~2 ) kagx — 0.
Ocum Tora, Kako je 2%(z) = 2™ f'(|z|?) 3a z € D\{0}, onna je u Ju orpannyena y

okosuHH Hyste u crora je f'(z) = O(z~ "2 ) kax z — 0. Jlaxue,
(m+1)f'(x) +a(m—0)f(z) = O(:r;’mTH) +O0(z7 %) = o(z~ M)
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u cTora je, npeMa HaromeHu 1.6,

Pjemema crucrema jeqnadnna

at+b=m—a-—p
ab =a(f — m)

cy (a,b) = (—a,m — ) wu (a,b) = (m — B, —«a). Hakie
u(z) = cF (—a,m — B;m+1; |z\2) 2™ zeD.
]
Axo ce mocebHO He HArIACH, OAPA3YMjEBa e Ja Cy & U 3 KOMILIEKCHU OPOjeBH.

Teopema 4.12. Axo je pynryuja u, gepunucana na D, (a, B)-rapmonujcra dynryuja

U GKO J€ Uy, HeHA M-UWa TOMOZEHA KOMUOKEHTA 3a Hexo m € N, onga je

(4.16) Um(2) = e F (—a,m—ﬁ;m+1;|z\2) 2" zeD
3a Heko ¢, € C, 2gje je F' xutepzeometipujcra Pynrkyuja gada ca (1.18).
Zlokas. Tephemwe ciaujean qupeKTHO HA OCHOBY JieMe 4.1 u Teopeme 4.11. O

ITocivenuua 4.2. Heka je u € ho (D) u uy, wena m-wa rzomozena KOMTGOHEHTA 3

nexo m € Z\Z.. Taga je

(4.17) Un(2) = e F (=B, |m| — a; Im| + 1;]2%) 2™, 2z €D,
3a Hexo ¢, € C.

Jloxas. Oyurimja U, je -m = |m|-Ta XoMoreHa KOMIIOHeHTa (YHKIMje U Koja je

(B, @)-xapmonnjcka. Ha ocrosy Teopeme 4.12 je

Um(2) = anF (=B, |m| — a;|m| + 1;|2[) 2™, 2 €D

3a HEKO a,, € C u oryzna je

U (2) = @G F (=B, |m| — o |m| + 1; |2[*) 2.
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Teopema 4.13. Axo je u € h, (D), onga sasrcu

NE
Ql
3

(4.18) + (0)F(m — a, —B;m + 1; |2|*)z™, |z] < 1.

Peg (4.18) xonsepzupa y wotorozuju upoctopa C*(D).

Jloxas. 3a («, f)-xapMoHujcKy (DbyHKIUJY U, M-Ta XOMOTeHa KOMIIOHEHTa je 3a M €
N, Ha ocroBy Teopeme 4.12, obiuka (4.16) u 3a m € Z \ Z,, Ha OCHOBY TOCJ/bEIUIIE
4.2, je obmuka (4.17), raje je ¢, € C 3a m € Z. Kako je u,(z) m-tu ®ypujeos
koedunujent dyukimje u, € C(T), raje je u,(¢) = u(( - 2), onua je

“+oo

u(e") = Z Uy (2)e™?

m=—0oQ

u 3a 6 = 0 mobumjamo
+o0o
u(z) = Z Um (2).

SHauun

-1

u(z) = Z cmF(—a, m—B;m+1; |2]?) 2"+ Z cnF (=8, |m| — a; |m| + 1; |2|?) slml
m=0

m=—00

3a kouBepreuuujy y romnojoruju mpocropa C*°(D) je moBosbHO J0Ka3aTH Ja je

1
[m|

lin sup |7

|m|—o00

3a cBe p,q € N u cBaku komnakrtan ckyn K C ID. Saucra Taza je, Ha ocaoBy Korm-

jeBor Tecra,
+oo

Z [t [ p,gsc < +00

m=—0o0
3a cBe p,q € N u cBaku KommnakTan ckymn K C D.

Heka je m € Nu 0 < r < 1. Ha ocuoBy Hejennakoctu (4.13) je

el | F (=, m = Bym + 1;7%) | 7" < max [1(2)

a KaKo je mpuMmjeHoM Teopeme 1.7
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lim F (—a,m —B;m+ 1;r?) = (1—1°)" #0,

m— 00

Taga je

lim sup |cm|% <
m—r00

S |

OIHOCHO

lim sup ]cmli <1
m—r0o0

jep je r,0 < r < 1 mpoU3BOJHHO.
Hus byuxmmja ()2, vaje je fm(x) = F(—a,m — f;m+ 1;x), Ha ocHOBY craBa
1.3, ucnymapa ImpeTrnocTaBky TeopeMe 4.9 U IPUMjeHOM HCTe TeOpeMe BarKh

1
lim sup [Jum ||, <1
m—0o0

3a cBe p,q € N u cBaku KommakTan ckyrn K C D.
Axo je m € Z \ Zy, ouzia je Uy, (—m)-Ta XoMOreHa KOMIOHeHTa o U € hz 5(D).

Haxkue, )

1 1
lon S ||| e = e sup [ ()] e < 1
m——00 m—00

3a cBe p,q € N u cBaku KommakTan ckyrn K C D.

3a m > 0 pa3Boj byukimje u y Tejaopos pes oko Hyste je

1
u(z) = Z — 9P Dy(0)2Pz7 + O (|z|m+1) , z2—0

1!
p,q>0 P
p+g<m
" TaJa je
In(r) = L /7r e " (re’)do
2 J .
1 " 1 (pvq) p+q i(p—q)@ —im0 m-+1
=5 Z ﬁ({) u(0)rPTe e df + O(r"™*)
=\ =0 plq!
p+g<m
0™u(0
= el )Tm + 0™, r—o.
m!

C mpyre crpase je

1 L ,
Im(r) = 2_/ e—zmeu(reze)dg — CmF(—Oé,m _ ﬁ;m + 1;7,2)7,m’
TJ—n
U OHJA je
0™ u (0
enP(—aym - gim + 2y = L0 g gmn)
m!
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Hjememem 0bje crpane ca r’™ u nymrajyhu ga r — 0, mobujamo

_ 0™u(0)
Anajiorao mobujamo 1a je
1 T . 5m 0
]_m(T’) — % /_Tr elmeu(reze)de — ;i'( )T,m + O<Tm+1> r 0

Takobhe Baxku
I—m(r> = CmF<_B7m —aym+ 1 T2)Tm'

Hakite

3a peasao t > —1 mocmaTpajMo GYHKIHU]Y

(1= [

(4.19) u(z) = T2 z € D.

Onodcon u Burcen [64] cy younau n nokazanu caujenehe ocobune dyHKImje u; 3a

peasnno t > —1, Koje cy OUTHe 3a OBY JIUCEPTAIIN]Y:

o dynxuuja u(re?) je mapna dymkmmja mo npomjensbusoj § € (—m, T) U MOHO-

trono onanajyha mo 0 € (0, 7) 3a dukcupano 0 < r < 1.

o (nema 2.3.)
1 t+1 L(t+1)
(420) %/Tut 7“6 dQ——/‘l 619|t+2 Sm 3a O§T<1
e (cram 2.7.)

1 , r 1
lim — / wy(re”®)dh = #
r=1 27 Jp I2(L+1)

2
Teopema 4.14 ([|42], Teopema 1.4 u teopema 6.4.). Hexa cy o, € C. Taga je
Pyrryuja

(1 . |Z|2)a+ﬁ+1

(421) Hesl2) = [ e

|z] <1

(e, B)-zapmonujeka wa D. HlGasuwe, axo je Rea+ Ref > —1, saorcu:

['Rea+Ref+1)
Rea+Re s )
[2 (feefel 4 1)

4 22 —/ |ua/3’ re |d6 < e2|1ma71mﬁ\ 0<r<l.
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Jlokas. Tlpsu quo TBphema je padyHCKOr Kapakrepa. Jlerabu Cy MaXK/bUBO U3JI0Ke-
Hu y [42].

IToTpebno je jorn mokasatu 1a je

5| Im a—Im g F(Rea + Reﬁ + 1)

2 (Rea;—Reﬁ_Fl) ) 0<r<l.

I(a8)rllrem < e

npu gemy je Rea + Reff > —1.

DyHKIN]Y Uq,3 MOKEMO 3aIUCATU Y OOJIUKY

Ug, g(Z) :e(a+,3+1)ln(l—\z|2)6—(a+1)(ln|1—z\+z’ arg(l—z))e—(ﬁ—i-l)(ln |1-z|+iarg(1-%))

:e(aJrﬁJrl) ln(lf\z|2) e—(cx+6+2) In |1—z|6—i(a—ﬁ) arg(l—z)

_(1 . |Z|2)Re(a+ﬁ+1)+i1m(a+ﬂ)|1 . Z|—Re(a+6+2)—iIm(a—l—,@)e(lm(a—ﬁ)—iRe(oa—ﬁ))arg(l—z)

3a z € D.
[Tpumjernmo na dyuknuja w = 1 — z npecimkasa D = {z € C: |z| < 1} y
{we C:Rew > |w]*} u crora 3a z € D je Re(1 — z) > 0 oxmocnro |arg(l — z)| < 5.

Haxkie, 3a cBako z € D Baxnu

e a+Re f+1
T Im a—Im (1 _ |z|2)R o
(4.23) [ta,5(2)] < ezltmeind

|1 _ Z|Rea+ReB+2

" OHJA je

1 ™ 0 . 1 T (1 N TQ)ReaJrReBJrl
- ZlIma—ImpB| _~
o7 ). ‘“aﬁ (re’ ){ df < ex™® o /7r |1 — reif[ReatRef+2 do

3a 0 <r <1
ITpema (4.20) 3a t = Rea + Re 5 je

1 /” (1 — p2)Reathests 1y < D(Rea+Ref+ 1)

o _ reif|ReatReft2"" = ReatRef
27 J_. |1 — re?| B [2 (Feafiel 4+ )
¥ CTOTa je
1 [" ” i ma_tms L (Rea+Ref + 1)
- Uy ret do < 62|Imt:|z Im 3|
21t . | B ( )‘ — 2 (Rca+RoB + 1)
2
3 0 <r<1. ]
Younmo 1a je ui(z) = |ugs(z)| 3a peamno t > —1 u z € D. Jesrpo ug.(z), 3a

peasino t > —1, ce nojasibyje y [64] raje cy ayropu aHasmsupaau oneparop u; u

nobunm Teopeme tuma Patya 3a jenumHIIHN TucK D.
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Heka cy komiuiekcau 6pojesu o, 5 € C\ Z~ rakeu na je Rea + Ref > —1.
Hedunumemo (o, §)-ITyaconoso jearpo va D x T ca
(1 . |Z|2)a+[3+1

(4.24) P.s(z,¢) = ca’ﬁ(l ~ e a0 = Capliap(2(), z€D,(ET,

.. I'(a+1)I'(B+1
raje je Cqp = % .

Taxkobje, nartomenumo na (o, 5)-Ilyaconos uarerpan mjepe p € M(T) nedurure-

MO Ha caujenehn Hayumn:

(4.25) Pualdil() = [ Pas(z.)duc), 2 €D,

T

aza f € LYT) nebunumemo P, s[f] = Pag[fdmi], Tj.

(4.26) Paslfle) = [ Pasle.0F(Qdmi(©). = €D.

ITocmarpajmo ciujenehn IupuxsieoB npodsem: [la s 3a maty dyHKIUjy ¢ €
C(T) nocroju Hempexkuaua dbynkuuja v na D Taksa 1a je Logu=0naDuu=¢pmna
T. Kmuuar6opr u Onodceon [42] cy nokazamu jna («, 5)-Ilyaconos unrerpas pjermasa

JupuxsieoB mpodsieM 3a OTBOPEH jeIMHUYHU aucK D).

Teopema 4.15 (|42], reopema 7.1). Tope nasegen Jupuxieos upobaem uma jeguii-

ciiseno pjewerve u € C(D) xoje je gatio caujegehiom dopmy.aom:

Paplel(z), z€D
©(2), z e T.

(4.27) u(z) =

Ba garo ( =% € Tu 0 < A < oo IlIronmos yrao orsopa A y ¢ je mar ca
(4.28) Sa(e) = {re@=0 10| < A(1 — 1)}

[Tpuje Hero mro pazmorpumo Paryos Tun reopema 3a (0, f)-xapMoHujcKe QyHKIH]je

Ipu 4eMy je peaJian 06poj [ > —1 J0KaxKMMO eJIeMeHTapHY JIeMY.
Jlema 4.2. 3at > —1

wy (re’ @) < (14 A) 2 (re®)
za z = re'l®=9 ¢ S, () u 0 < A < oo.
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Jloxas. Ha ocnoBy nejemnakoctu Tpoyria u ga je |0] < A(1 — r) umamo

11— re| <1 — re®0| 4 |reio0) et
<1~ e 1.1
<|1—7e@=0) 1 A1 —7)
<1 —ref®=0) 1 A1 — =)
=(14 A)|1 — re'®=9),

u OHJA je

( 1(0070)) _ (1 — TQ)H_l < (1 + A)t+2
tire T reio-n[2 =

(1— r?)t-ﬁ-l

_ t+2 0
m = (1 + A) ut(T‘e O).

Ba nato ¢ € Tu 0 < h <7 ca I,(e?) osmauen je orsopen myk
L) ={e¥ecT:0-h<p<0+h}

Maxkcumanuy dynkimjy M, kommiekcae Bopesose mjepe 1 € M(T) nedbunnime-

o |1l (In(e”))
i0 fl(n(e!
e”)= sup ——=,
( ) 0<h27r 2h

M

w
raje je |u| Bapmjanumja KoMIITIEKCHE Mjepe fi, a U3BOI Mjepe [ TeUHUIIEMO ca

Du(e?) = lim M

aKO JINMEC TTOCTOjH.
h—07t 2h 7

Maxkcumanna dynxuuja byukuuje f € LY(T) je dbynxuuja

. 1
My(e") = sup — [ |fldo

o<h<r 20 J, (i)

¥ CIIMYHO 3a 27 nepuojanydHe yHKIMje Ha R.

JIema 4.3. ([37], aema 2.4 cwupana 99.) Hexa je k nenezatiuena tapra Pyrruyuja

na (—m, ), monotwono nepactiyha na (0, 7). Taga je sa ceaxo f € L'(T)

\ [ ko= 38| < My 0k

[Tozuaro je ma ako je du = fdm, + dus Jleber—Panon—Hukomum pasiarame KOM-
mekcie Bopenose mjepe p wa T, raje je f € LY(T) u pusLmy ouna je Dy = f u
Dpus = 0 ckopo cByzma y omHocy Ha Mjepy my,(Bumjeru [72], Teopema 7.14.)
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4.2. (a, B)-XAPMOHHUJCKE ®YHKIIUJE ¥V D

Teopema 4.16. ([64],weopema 6.2.) Hexa je peanran 6pojt > —1 u nexa je p € M(T)
waxea ga je D|p|(e’®) =0 sa e’ € T. Taga je
lim Poldpl(z) =0
Sa(€*90)32—ei%

3a cearxo 0 < A < 4+00.

Jokas. Heka je € > 0 mpoussosbro Mamo. C obzupom ma je Dlu|(e’®) = 0, onna

nocroju § > 0 Tako ma je

|1l (2 (e))
2h
3a 0 < h < §. Heka je u; pecrpuxmmja on |p| ma I5(e?°) u crapumo ma je py =

<e

|| — pa. Hpumjernmo na je M, (e?0) < e. Ha ocHOBY HejeJHAKOCTH TpOYTJIa 1

OCHOBHE WHTerpaJiHe HejeTHAKOCTH je

Pl < [ Rl OO+ [P Q)

Is(et%)
Younmo ja nocroju p = pas > 0 Takso ga je dist(z, T\I5(e®)) > p 3a cako 2 u3

S A(ewo). Opnatne caujeau ma je

lim |Pyy(2,¢)| =0 pasuomjepro mo ¢ € T\ Is(e').
z — el

z € Sy(et)
Iake

/ ’PO,t<Zao|dN(<) -0 kam z— e,
T\I5 (%)

Ha ocroBy seme 4.2 u neme 4.3 3a 2z = rel®0=9 € §,(e%) u ( = e € I5(e) je

[ 1P 0ldnl© = [ 1Pualz Oldin(©

I5(e%0) T
:/Tut(re B0=0)¢ Y dpuy (e)
—/u (re’ i((bo—¢p)— )d,ul( 190)

I(t+ 1) ,
< 1+A t+2 7,90
It + 1)
u OHJIA je
L(t+1)
limsup |Pos[du)(2)] < (1 + AP —r—c¢
Sa(e*%0)3z—ef0 2 (% + 1)
7 KaKO je € MPOM3BOJHbHO MaJIO JIOKa3 je 3aBPIIEH. ]
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4.3. IIOJEJIMHAYHO (o, 5)-XAPMOHUJCKE ®YHKI[UJE Y D"

Hagemthemo comjenehy nocwenuny (nocbenuna 6.4 u3 [64]) 6e3 mokasa.

ITocswenuua 4.3. (/64], wocwequua 6.4.) Heka je t > —1. Axo je p € M(T) u
u = Py[du] onga je
lim  w(z) = f(e?), 3a ckopo cearo €Y €T
Sa(e?)z—set?
u cearxo 0 < A < +o0, 2gje je du = fdmy + dus Jlebez—Pagon—Hukogum pasaazarse

dp Ha atcorywino weupexugru guo fdmy u cumzysapru guo diis.

[TpumjeTumo 1@ je y mperxojiHoj nocbeaury gat pesyiarar 3a (0, t)-xapMOHUjCKe
dyukmje, raje je peaman 6poj ¢ > —1. V HacraBKy he 6mTm JOKa3aHO He caMoO
yorireme 3a (o, 3)-xapMmonujcke dyHknuje npu yemy cy «, f € C\Z~,Rea+Im >
—1 Beh u BuUIIEIMMEH3NOHAIIHO YOIIIITEHE TIPETXOIHE TOCIbEIUIIE, (BUIJETH TEOPEMY
4.31).

4.3 Tlojenuua4yHo (o, J)-xapMoHHjcKe (DYHKIHjE Y
]:D)n

Y 0BOM TIOTTIONIABIBY je JedUuHICaHA HOBA KJIACA MTOjeMHAYHO (v, 3)-XapMOHUjCKUX
dyHKIMja, OHE 3aJI0BO/bABAjJy CUCTEM NAPIUjAJTHUX JTU(PEPEHIINjATHIX jETHATHA.
Takobhe, mar je pa3Boj y pea TakBuxX PyHKIHja. 3aTUM, y HapeIHa YeTUPHU MOTIIO-
rjaB/ba u3Mehy ocrajor pjernen je upuxseoB mnpobsem 3a HENPeKUIHY (YHKIU]Y
nedrHICAHY Ha MCTAKHYTOj rpaHunu 1", pa3BujeHa je HP Teopwuja 3a M0jeIMHATHO
(o, B)-xapmonujcke dyHKIMje, 1 Joka3aHa je Teopema Paryosor Tuna. Hasenenu pe-
3yJITATHU MIPEJICTABIbAjy YOIIITEHha PAHUjUX pe3yJrara 3a («, [5)-xapMOHUjCKe dyHK-
1yje y JIUCKY U 3a I0jeJIMHAYHO XapMOHHUjCKe (DYHKIMje Y OTBOPEHOM jeJIMHUIHOM

THOJIUJTVCKY .

Hedbunnmmja 4.5. Hexa cy o = (aq,...,a,) € C", 8= (51,...,06,) € C". Ba Ppynx-
uujy u uz C*(D") xasrcemo ga je uojegqunanmo (o, 3)-Tapmonujcka Ha OWEOPEHOM
Jegunumrom tosugucky D, axo je Lq; g, u =0 3a cearxo 1 < j < n, 2gje je

82

0
_ 2 5= :
Lo, = (1= 2] )8zjaz_j + g, +ﬁj2jaz_j —of, 1< j<n.

Ca sha g(D™) osnaven je sextopcky tpoctop ceur uojegunaro (o, B)-rapmonujerus

pynryuja y D™
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4.3. IIOJEJIMHAYHO (o, 5)-XAPMOHUJCKE ®YHKI[UJE Y D"

Youumo nia je L, g, JMHeapHu naprujainu JudepeHIyjainy OnepaTop Ipyrop
pesa Koju Jijesyje caMo Ha IIPOMjeHJbUBY 2; = ¥; + 4Y;, W 300r Tora je Kopumhex
TepMUH ,mojeanaadao”’. OBU OmepaTopu MOCMATPAHU Y JIUCKY Cy YHU(MDOPMHO €JIUTI-
tiaku. Ananosuma «jz; u 3;z; He mommaupa 1 — |z;|%, ocum ako je a; = B; = 0, Te
je Lq, p; nerenepucan y 6yusunu T.

Ako je aj = 8; = 0, onpa je Lq, 5, = 471 (1 —|2;*)A;, raje je A; Jlamacos oneparop
y OZHOCY Ha mpoMjemsbuBe x; u y;. IIpema Tome shgo(D™) je mpocrop mojeauHadno
xapMoHmjcKux dyuknuja na D", Yak u y crenujananom ciiydajy mpoctop shg g(D")
HEje anrebpa: ako je u XapMoHHjcKa (yHKIM]a, OHIa u? He Mopa 1a Oy/1e XapMOHH]-
cka dynkuuja.Ha npumjep dyukuuja u = |21]* — |22|? je xapMoHmjcka Ha GUIUCKY

amm u® Huje.

JIema 4.4. sh,3(D") C C*(D").

Jloxas. Ceaka mojeauHadno («, [)-XapMOHHUjCKa (DYHKIWja U je pjellerhe JInHeapHe

eJINIITUYKE TapIujasIHe TudepeHIiujaHe jeIHadnHe
Lu =0,
IIpU YeMy OIePaTOp
L= Lo+ + Lays,

nma C™ koedwurujenrte. IIpema Tome, mpema eJIUNTUYKO] PEryaapHOCTH, U je U3
e (D). O
Ba cpako 1 < j <n,( € C",uec C*D") je
(4.29)
Lay, 5, [u(C-2)] = (1|2 )!<y|2 ,(C Z)+Oé;<m@ (¢ Z)+BJC;238_ (C-2)—a;Bju((-2).

I1a POTAIMOHA WHBAPUjaHTHOCT BaXKU 3a OMJIO KOjy AuMeH3ujy n > 1:
(4.30) Loy (C-u)=C (Lajsu),  C€T, 1<j<n.

Ham musb, y 0BOM HOTHOIJIABIBY, je Jla pasBujeMo y pel nojeauHuvso (a, f3)-
xapMmoHnnjcke dyHKIuje nedunucane Ha jeauHWIHOM mosmaucky D", omHOCHO Ha
npormupuMo Teopemy 4.13. Ha mojeauangHO (v, )-xapMonujcke dyukimje va D",

IToacernmo ga je (p,q) € Z% x 77 aucto axo je p-q = (piqi,- - ., Pngn) = 0. Cxyn
CBUX TaKBHUX MyJITHUUHJEKCA (P, q) o3HadeH je ca H. Takobhe je kopunihena nmpupomuaa
6ujeknuja Z™ > m — (m*,m~) € H 3a upomjeny uHjiekca cymuparba. Hamomernmo

na mumemo 2™ ymjecro 2™ 2™, raje je m € Z" u z € C™.
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4.3. IIOJEJIMHAYHO (o, 5)-XAPMOHUJCKE ®YHKI[UJE Y D"

Heka je n = 1 u Heka je (p,q) uucro. Taga je wmu p = 0 wm je ¢ = 0. Ako je

p =0, onma je
Flg—a,=Biq+ 1L |2P) = F(p = B, — asp+ g + 1 |2]),
a ako je ¢ = 0, onza je
F(—a,p—Bip+ 1 12[) = Fp— B,g — asp+ g + L [2).
Hakie, ako je
Fog(z)=Flp—B,q—ap+q+1z), |2/ <1,

3a (p,q) € H, ouna

u(z) = i O )P (—aym — ym + 1; 22"

m=0

_l_
Nt
Q|
2k

(OF(m —a,=Bym+1;|2[)z", 2| < 1.

MOYKEMO 3aITUCATUA Y OOJIUKY

8(p7q)u .
(4.31) w= Y ST OB, <L

(p9)eH

Ba ommrtu coaygaj n > 1, 3a (p,q) € H nedunumemo

n

(4.32) }—p,q('z) = H ijﬂj(’ZjP)? z e D"

j=1
Teopema 4.17. Axo je u wojeqgunavno (o, B)-rapmorujcka dyrnryuja na D™, onga

6AIHCU

(p.9)
(4.33) uz)= 3" O NF ()75, 2 e D

| !
waen DT

u KoneepZenyuja je y wouoaozuju apocmopa C(D™).

Omy Teopemy j0Ka3yjeMo mMerojama Koje kopucre Kyimarbopr u Omodceon ([42],
n = 1) u Te MeTOKE Cy NPEJCTaB/LEHE Y IPETXOJHOM nornoriasby. OcumM Tora 1mo-

TPeOHU Cy HAM HEKH IMPEJTUMUHAPHU KOHIIEIITH U PE3YJITATH.
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4.3. IIOJEJIMHAYHO (o, 5)-XAPMOHUJCKE ®YHKI[UJE Y D"

Hedununmja 4.6. 3a pynryujy u xoja je neupexugna na Dy = {z € D" : []; z; # 0}

Kaskcemo ga je m-romozena, 2gje je m € Z", axo je

(4.34) (Cu)(z) =u(C-2) =¢"u(z), zebf (€T
O60 snavu ga je u(e¥zy, ... el z,) = e . . eimabny(2) sa ceaxo z € D u cee
Qj € R.

Cras 4.2. 3a ceaxo (p,q) € H pynxuyuja F, ,(2)2PZ je Gojegunayno (o, B)-rapmonujcra

na D™ u (p — q)-romozena.

Zloxas. Imamo

pP=q9 _ 2\ Pi—q;
Fog(2)2PZ0 = g(21, .. Zic1y Zigds - - oy 2n) Fpgi (23] 7) 20 257,
. N Pi—q. .
upu 9eMy je G(21, -y Zio1, Zidls -y 2n) = HFPMJ'(|ZJ'| )2 Z% m bukenpajmo n — 1
J#i
IIPOMJEHJBUBY 21, . - ., Zi—1, Zit1y- -+, 2n- KaKo je p-q = 0 Taga je wm p; = 0 wm

¢; = 0 ma je dyukmmja F, . (|z]?)20"Z% ounrnenno je (p; — ¢;)-xomorena. Ocum To-

7

ra, Ha ocuoBy crtasa 4.1 dyukmuja F, . (|z:]?)2"Z% je (oy, Bi)-xapmonujcka ma je
La, 3, (Fpq(2)2P2?) = 0 m cTora je 3a cBaxo (p,q) € H dbynkmmja F, ,(2)2"z? nojemu-

HavHO (v, §)-xapmonujcka Ha D™ u (p — ¢)-xomoreHa. O

Hedbunnmmja 4.7. 3a u € C(D") um € Z" m-TWa roM0ZEHG KOMTOHEHTLA Uy, 0F U

je gepunucana ca

(4.35) Um(z) = / CMu(C - 2)dmy (), z e D"
Uy, J€ M-XOMOT€Ha U TO Ce JeTHOCTABHO J0Ka3yje CMjeHOM ITPOMEHJ/bUBUX Kao U y
maversuju n = 1. Axo u € C*(D"), onma qudepennupameM o 3HAKOM WHTerpaJia

camjenu 1a je u, € CH(D") 3a 0 < k < 0.

CraB 4.3. Axo je uy,(z) m-wa romozena xKomuonena og u € C(D") sa m € Z",

onga je

(4.36) Z Um(2) = u(z) y wotoaozuju upoctmopa C*(D").

mezr
Jloxas. Pukcupajmo xkommaktal ckyn K = D", 0 < r < 1, n (7,6) € Zy x 7. 3a
naTo m € Z" uexa je l; = N axo je m;j # 0 u [; = 0 axo je m; = 0. Oryzna je | € Z1}
takBo na je |l| < Nn. Kako je u € C°°(D™) 103BosbeHO je JudepeHiupaT UCIoI

3HaKa MHTerpajia U MeTO/IOM IapIifjajiHe HHTeTrpalyje 100mjaMo:
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4.3. IIOJEJIMHAYHO (o, 5)-XAPMOHUJCKE ®YHKI[UJE Y D"

: " do, ...do,
8(7,5) m / 191 o z@n . —im;0; 1-
0 = [ o [ oM e W e =g

— (27T)_n /ﬂ- / l 191 0n
~(imy)b - (img) 0p0 Ly €Pm2)

[[e % de, ... db,, z e D"

=1

Oryna je 3a z € K:

4.37 Oy, (2)] < max st , NeN N > 2,
( ) | z ( )‘ = () |<|7|+|6|+Nn|| ||C K)H |N et

raje je mLN =1 ako je m; = 0. C 063upomM J1a BHIECTPYKH Pe/l
J

> a7 g

mez™

KOHBEPTUpa UMaMoO Jia je

> lumllyox < oo

mezZ"
3a cBako (7,0) € Z% x Z u cBaxko K = rD". Cujenn na pen > mezn Um(z) KOHBEp-
rupa y Tomnojioruju mpocropa C°(D").
Hoxazkumo jga . Uy (2) KoHBeprupa Ka u(z) 3a ¢uxcupano z € D". Saucra,

um(2) je m-tu Pypujeos xkoedunujent yukimje u, € C°(T") u 360r Tora je

mezZn

Yaumajyhu ¢ =1 mobujamo (4.36). O
Cnujeneha jema je BUIleIMMEH3MOHAIHO yornTemne jgeme 4.1.

JIema 4.5. Axo je u € sh,3(D"), onga je 3a ceaxo m € Z" wena m-romozena

KOMUOHEHTA Uy, Warohe tojegunawno (o, 5)-rapmonujcka dynrkyuja na D"

Jloxas. Ha ocuoBy poraruone unasapujanTaoctu (4.30) mobujamo, 3a csako 1 < j <
n:

-=m

Loyyine) =Lays, [ TG )ma€) = [ T"Lay (¢ w))dmac) =0
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4.3. IIOJEJIMHAYHO (o, 5)-XAPMOHUJCKE ®YHKI[UJE Y D"

Y Teopemu 4.11 je oxpehen morpebaH 1 10BOJbAH YCJIOB Ja M-XOMOreHa (PyHKITHja,
u € C*(D) 6yne («, 3)-xapmonujcka Ha D). OjroBopu Ha NHUTamba KOju je MOTpebaH
7 KOjU je JOBOJbAH YCJIOB Jla M-XOMoOreHa (yHKIMja JedUHACAHA HA JeTMHUITHOM

noJuaucKy 6yge nojeauaadno (o, 3)-xapMoHHUjcKa Jatu ¢y y caujegehem crasy.

Cras 4.4. Axo je u uojeqgurauno (o, B)-rapmonujera gynrkyuja na D" u m-romozena

3a nexo m € Z"™, onga je, 3a HEKY KOHCWANTILY C, GynKruuja u 0bauka
(4.38) w(z) = cFm+m-( CHF - (I mj), z e D"

Obpaitino, ceaxa Pynryuja u(z) obauka (4.38) je m-romozena u uojegunauno (o, 3)-

TAPMOHUJCKG.

Zoxas. 1lpunmunom MaTeMaTudKe WHIYKIHje HO0Ka3yjeMo npBu jauo TBphema. Ciry-
gaj n = 1 je reopema 4.11 ([42], reopema 2.4). Heka je n > 1 u npermocraBuMo sia
TBpheme Baxku 3a n — 1. Heka je 2/ € D" ! dukcupano. Ha ocnoBy Teopeme 4.11

dyurmuja U,/ (z,) = u(2', z,) je (an, Bn)-XxapMoHHTjcKa Ta je

w(z) =Uy(z,) =v(2")F, + m;(|zn|2)z(m").

My, n

®ynximja v je ((a1, ..., an 1), (1, .., Bu_1))-xapmonujcka Ha D" um/ = (mq,...,myu_1)-
xoMorena. OTy/1a Ha OCHOBY WHJIYKTHBHE IIPETIOCTABKE J00ujaMo Ja je MYHKIIja U
obunka (4.38). O6patHo TBpheme cimjenn u3 untbenure jaa je (m*,m~) € H u crasa
4.2. O

Zloxas weopeme 4.17.

Oyukmuja u je uz C°(D") va ocuoBy Jieme 4.4 u oryjna npema craBy 4.3 umMamo

pa3Boj dbyHKIHje u y pe
=2 unl?)

mez"
rJje je OIIITH YJaH Pejia Mm-Ta XOMOTeHa KOMIIOHEHTA U, U peJ KOHBEPrupa Ka u y
roroJroruju npocropa C°(D™). Ha ocuoBy seme 4.5 cBe u,, cy nojemunadso («, [3)-
xapMoHujcke pyakuje. OTyna, ¢ 003UPOM Ja je CBaka iU, M-XOMOTeHa, IIpeMa CTaBy

4.4 umamo Jia ¢y CcBe U, obsmka (4.38). Crora Baxkn

(4.39) u(z) = Z CmH m ]zj| M) = Z crsFis(2)2'2°, 2z € D™

mezZn (t,s)eH

G
plq!
®ukcupajmo (p,q) € H n uveka je k = |p| + |q|. Tejaopos pen dyukimje u y okoauHn

OKaKMMO caJia J1a je ¢ 0) 3a cBe umncTe MyJaTUUHIEKCE (p, q) u3 Z" X 7" .
-] P9 Y. + +
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4-4. (o, B)-IIYACOHOBA PEIIPE3EHTAIINJA ®YHKIIUJA U3 she, 5(D")

HYyJI€ TVIaCHu

i (t:9)
(4.40) u(z) =y > at,—;((’)ztzs +O(||z|Y), =z —o.

5=0 [t]+[s]=j

Kopucrehu oproronasmocr cranmapuue 6ase (CPC), (p,q) € H mpocropa L*(T") mo-

Gujamo
10) = [ QT cram, 0
(4.41) = /T ) i > '%msct??@dmn(é )+ O(rF)
3=0 [t +ls|=J
- %r’“ +O(r").

Younmo ga je F;5(0) = 1 3a cBako (s,t) u3 H jep je F(a,b;c;0) = 1. Kaga yBpcrumo
z=r(y (4.39) nobujamo

u(Q) =u(r¢) = Y Fra(rOrt ¢

(t,s)eH
na je
](T) = / Z Ct,sft,s(TC)Tt+SCtZSZqudmn(C) = Cp7q7‘k]:p7q (7’, r... ,7‘).
'ﬂ'n
(t,s)eH
Haxkite
a(Z%Q)u(O)
Cp,q?“kf-'p,q(r, T... ,’I") = W,rk‘ + O(Tk+1),

k

HjepemeM 00je cTpane ca r” u nymrajyhu ga r — 0 mobujamo 1a je

o)y,
e

pa plq!

4.4 (a,f)-IlyaconoBa penpeseHTaiiuja dyHKIHAja
nu3 shg 3(D")
Axko ce mmocebHO He HaryIacH, nojpasymjesa ce ma cy «, 5 € C" raksu ma je
(4.42) Reaj+RefB; > -1 u «;,8; €Z~ 3a CBAKO 1<j<n.
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4-4. (o, B)-IIYACOHOBA PEIIPE3EHTAIINJA ®YHKIIUJA U3 she, 5(D")

Hexa je, 3a j, (1 < j < n)
I'(a; + DI(B; + 1)

4.43 Cos B: = ,
(4.43) P Ty + 8+ 1)
"

(444) Vaj;,B; (Z) = Cq;,B;%aj,B; (Zj)7 Zj € ]D>

(1|22 A+t
— 11 — 1 .
(1—2; ) T (1-75¢,)% T

Ipu 4eMy je uajﬁj(zj) =

Hedununmja 4.8. (a, B)-Ilyaconoso jeszpo ce 3agaje dopmyaom:

(445)  Pas(z,0) f[ (= Jz ) o D¢ €T
. a8 %, = Ca; B, = — —, Zz & n) S n’
(=Gt (1 = 7))t
2gje cy wonctaniie co,; g, gedpunucane ca (4.43).
Axo je Rea; = o = 3 > —% 3a cBako j = 1,...,n, onga je P,z peajHo

7 TO3UTHWBHO. ¥ ciayd4ajy 1a je o = [ = 0, ouma mobujamo IlyaconoBo jesrpo 3a
rojeIMHaYHO XapMoHujcke dpyuknuje na D™ x T".
Heka je

n

(4.46) Vos(2) = [ vay 8, (), 2 €D

j=1

Tana je, 3a cBako z € D" u cBako ¢ € T",

(4.47) Pop(2.0) =[] Poys, (25, ¢) = [ [ vy, (2i€;) = Varsl(z - ).
j=1

Jj=1

3a cBako 1 < j < n, na ocHoBy (4.30) um Teopeme 4.14, je Lo, g,[ta, s, (C;2)] =
0 m mpema ToMe Uy, g, (ijj) je (o, Bj)-xapmonmjcka 3a 1 < j < n. [lakmre, Baxkn

ciaujeneha jgema:

JIema 4.6. (o, 3)-Ilyaconoso jeszpo P, p(z,() je tojegunaywno (o, B)-rapmorujcera

HEUUJG Y 0gHOCY Ha upomfennpusy z € D™ 3a ceaxo ¢durcuparo ¢ € T".
Y ja 'y ogrocy ] Y

Hedbuuuuuja 4.9. («, §)-Ilyaconos uniuezpan mjepe jn € M(T"™) gepunuwenmo dop-

MYAOM:

n

(4.48) Pugldil() = [ Puaae,C)du(O), 2D

3a f € LNT") gedpuruwemo Py glf] = Paglfdmy), .
(4.49) Paalfl9) = [ Pap(2Qf(Qma(0), €D
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4-4. (o, B)-IIYACOHOBA PEIIPE3EHTAIINJA ®YHKIIUJA U3 she, 5(D")

Kopucrumo oznaky P, g 1 3a onepaTop U 3a HHTEI'PAJIHO je3rpo TOI ollepaTopa.

Heka je p € M(T") ur = (ry,...,7m,) € [0,1)". 3a u = P, g[dpu] mvanmo

n

(4.50) u(rie™ ... rpetn) = / H Va8 (r;e" =) dpu(€)
ey
" CTOTa je
(4.51) (Pasldp])e = (Vap)e * dps.
Kana yspcrumo dp = fdm, y (4.51) mobujamo

(4.52) (PoslfN)e = (Vap)e x . f e LN(T").

Ha ocnosy (4.21), (4.22), (4.43), (4.44) u (4.46) u nupumjenom PyGumnujese Teo-

peme mobujamo
Vasdellen = [ 10Vaa)(Ol dmn (0
= [ L0006 dnac)

(4.53)
-/ H oy (a5, ()] ()
< K(oi_ﬂ), re[0,1)"

rije je

(4.54) K(a,p) = e3 Ximlmas=

Oé]—|—1 BJ ) F(ReOéj—FRij—i‘l)'
[y + B+ 1) 2 (Re%‘;rRreﬁj + 1)

Hejennakoct (4.53) MoxKeMO 3amucaru y o0JIUKyY
(4.55) [ Pa,a(z,Q)ldma(¢) < K(a, 8),  ze€D™
’]I‘n
Henocpenna mocibequiia jgeme 4.6 je caujenehu cras:

CraB 4.5. 3a 6u.no xojy xKomuaexcny Bopeaosy mjepy i wa T™ wen («, 5)-Ilyaconos

unimezpan u = P, gldu| je aojegnarno (a, B)-rapmornujera dynryujae na D™
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4.5 HP? reopwuja 3a sh, 3(D") dbynkmuje

Adupuxieos npobiem 3a cucrem L, su=0,1<7<n

Y 0BOM TOTHOIJIABJBY Pa3MaTPAaHO je TPAHWYHO MOHAINAE TojeauHaqdHo (o, [3)-
XapMOHUjCKUX (DYHKIHja U JaTo je yormreibe TeopeMe 4.15 o IlupuxiaeoBoM mpo-

osemy y D Ha BUIIeMMEH3UOHU CJTyYa).
Hedbununuja 4.10. Heka cy o u f us C*. Jedpunuwemo

Sh2%s(DM) = she,s(D") N L°(D")

Cshap(D") ={u € C(W) D Ulpn € Shap(D™)}.

Owmrnenno je Csha,p(D") C shis(D") n 0ba npoctopa cy Banaxou mpoctopu y
OJIHOCY Ha CYyIPEMYM HOPMY.

Heka je Reaj+Re 5; > —13acBako j,1 < j < nuneka je (p,q) € H bukcupano.
Younmo ma pez KojuM je 3a1aHa xuepreomerpujcka dbyukuuja F(p;— 55, ¢ — s pj+
q; + 1,|2;|*) xouBeprupa amcosyTHo 3a |2;| < 1.

DynKImja
(4.56) Opg(2) = Fpqalz)2PZ, zeD"

je menpexkunna na D", a Ha OCcHOBY cTaBa 4.2 BaxKu @, 4|pn € sh, . Jaxie, 3a cBako

(p,q) u3 H dbyukuuja nara ca (4.56) je u3 mpocropa Csh, g(D").
Teopema 4.18. Axo je p € L=(T"), onga Py lp| € shiz(D"). Hlmasuwe,
(@.57) | Paslillimom) < K(a, B)lllomcom.

Otepatiop Py 5 je ozpanuven auneapan otepatiop us L>(T") y shis(D").

Jlokas. Ha ocuoBy craBa 4.5 dyukuumja P, glp] je u3 sh, 3(D"). Kako je 3a cBako
zeD”

| Poslel(2)] < . | Po.s(2, Olle(O)dma(C) < [l oo zmy /Tn | Pas(2, Q) dmn,

Ha OCHOBY HejenHakoctu (4.55) mobujamo (4.57).
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Heka cy {j1,...,jk} u {i1,...,9p_k} JUCJYHKTHU CKYIIOBM UHIEKCA TAKBUX JIa j€
wuxoBa yauja {1,...,nfuj < ... <jprumi; <...<ip_k. Axo je u € Cshy3(D") n
aKo ¢y Gi,,...,G,_, € T durcupane, nocras/ba ce MATabE J1a JIA aHAJIOIHE OCOOMHE

Bazke 1 3a GyHKUU)Y U, ¢, AeduHuCaHy Ha DF, k < n. Be3 ymamema OIIITOCTH
e

MOKeMO Tpernocrasutu aa je {ji,...,jxt = {1,..., k}.

Jlema 4.7. Hexa je 1 <k <n, u( €T, k<j<n, umnekajed = (ar,...,a) u
B'=(f1,...,0%k). Axo je u € Cshy5(D"), onga je pynxyuja

Ugy 1y (215 oy 21) = (205 o5 2k Cogts - -5 Cn)

uz upocttiopa Cshey g (DF).

l

') uz D" koju xomeeprupa Ka

Jloxas. Wzabepumo Huz tavaxka w; = (w) e W
¢ = (Coy1s---5Cn) m HEKA Je wy(21,...,2k) = u(zl,...,zk,wiﬂ,...,wﬁl). Tana wuy

aBHOM]EPHO KOHBEPrupa Ka U _+ Ha DF u ocum Tora HKIIM]a U ooje
Ck+1’ 7C CkJrly 7<7L

HEIPEeKUTHA Ha Dk, Oryna u xaxo je Lg;pu = 0 na D* Lo giucipr,cn = 0y
cirabom cmueny, 1 < j < k. Tama je Lug,,,,..¢, = 0y cmabom cmuciy, raje je
L = La g + -+ Lq, .- Kako je L emunTuyku onepaTop, Ha OCHOBY €JIUIITHYKE
PEryJIapHOCTH J€ U¢, .. ¢, € COO(]D)’“) u crora je L, ¢, ¢, = 0y Kracumanom

cmucty 3a csako 1 < j < k. U3 Tora caujeau aa ue, ,,,..c, € C'sha g (D). O

YounMo Ja IpeTxoaHa JieMa Baxku 3a cse «, § € C™.
Teopema koja okasyje Jia cBaka (pyHKIIHja U KOja je mojeiuHaIHO (v, §)-XapMOHM]jCKa
na D" u wenpekuaa Ha D" MOXKe OUTU PEKOHCTPYHUCAHA U3 IheHE TPAHUYIHE BPUje]I-

HOCTHU Ha I/ICT&KHyTOj I'paHUIIA I'JIaCH:
Teopema 4.19. Axo jeu € Csh, (D), onga je u(z) = P, glu|m](z) 3a cearo z € D™.

Jloxas. Heka je z = (2/,2,) € D" u meka je g (\) = u(z',\), |A\| < 1. Jacuo je na

je g. menpekumaa D u (v, B,)-xapmormjcka na D). OTyma, Ha ocHOBY Teopeme 4.15

J10bujaMo
w(?, 2) = gur(20) = /Pamﬁn(zn, Ca)u(2', Cn)dmy(Cn).
T
DOyuknmja uc, (21, - .. Zn—1) = (21, ..., 2Zn—1,(,) je, Ha OCHOBY Jieme 4.7,
(a1, ..o yapn_1),(B1, .-, Bno1))-xapMoHHmjcKa 3a cBako (, € T, ma aHagorso 106mjamo

Ucn(zh BRI Zn71> = / Pan_l,ﬁn_l(znfla Cnfl)u(n_l,cn (21, s >Zn72)dm1(<ﬂn71>
T
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U OHJIA je
/ a’ﬂ7ﬁ’ﬂ zTL? CT'L
T
(/ Pan 1,8n-1 Zn 1 Cn 1) (217 ceey Rp—2, Cn—la Cn)dml(cn—l)) dml(Cn)
T

JacHo je J1a MOXKeMO TIOHOBUTHU OBaj IOCTyHaK, kKopucrtehu jemy 4.7 y cBaKOM KO-
paky u JIOOMTH N-TOCTPYKHU (y3aCTOIHU) WHTErpas U oTyia npumjenom PyOuHujeBe

TeOpeEMEe BaxKu

= /T H Pa, 5, (27, G)u(C)dma (C) = Pa,glulr](2).

]

Teopema 4.20. Axo je v € C(T") onga P, g[¢)] uma netpexugro Gpogysicerve u Ha
D, dpu wemy je u € Csha g(D™) u ulpn = 1b.

/loxas. Heka je Y cKyn cBUX KOMILJIEKCHO-BPHUjeTHOCHUX (PYHKIIHja TePUHUCAHUX HA
D™ koje ce Mory menpexu o nporyxutu na D", IIpocrop X = C'B(D") cBux nenpe-
KHUJTHUX orpanndeHnx dyHkimja va D" ca cynpemym HOpMOM je Banaxos mpocTop u
Y je 3aTBOpEeH BEKTOPCKH IOTIPOCTOP IIpocTopa X.

Heka je A ckymn cBux KOHAYHUX cyMa (DYHKIMja 00K

(4.58) YV(C) = Y1(C)Ya(C2) - - Yn(Cn), ¢=(C1,...,¢) €T,

rjje cy v¢; KOMILJIEKCHO-BpHUjeJHOCHe HenpekuiHe dpynknuje Ha T 3a ceako 1 < j < n.
Ckyn A je anrebpa HenpeKuaHUX (PYHKIMja HA KOMIAKTHOM XayCcaopdoBOM CKyITy
T". Ocum Tora anrebpa A je 3arBOpeHa y OMHOCY HA KOHjyroBarbe, pa3jiBaja TaduKe
n3 T" u cagpxku KoHcranTe. Oryna, Ha ocHoBy Teopeme CroyH-Bajepmrpaca, A je
rycr ckyn 'y C(T™).

Ba dyukuuje 1) obimka (4.58) npema (4.47) Bpujenn

Paaltlers o) = [ Papl, 0iQ)dma(¢ /nH 50 G ) (€)

ma Ha ocHoBy PyOuHUjEeBEe TeopeMe je

Paﬁ[w](zlﬁ"'v H a;j,B; w] )

J=1
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Ha ocnoBy Teopeme 4.15 F,; s, [¢;] mpencraBba npoiyxkeme dyHKIUje 1; Ha D 3a

cBako 1 < j < n um oryzaa je

PaﬁiA—>Y

u pecrpuximja ox P, 3[¢] na T" je jenmako 1, 3a ¢ € A. IllraBumie, HA OCHOBY
reopeme 4.18 jeza ¢y € C(T") m p € A

| Pas[t] = Pasle]llemny = [[Pasly — @lllLo@ny < K(a, B)[|1 — @l oo ()

na je P, : C(T") — CB(D") nenpekunan. Kako je A ryct y C(T") u Y 3arBopen
norpocTop npocropa X ciaujeau ga P, g npeciukasa C(T") y Y u oBuM je gokas

3aBpIIEH. [

U3 reopeme 4.20 u reopeme 4.19 ciujequ na cy C(T") u Csh, g(D") uzomopd-
1 Kao Bamaxosu mpoctopu, jep omeparop P,z : C(T") — Csh, s(D™) omoryhasa
uzomMopdusam (He Hy»KHO U30METPUjCKH ).

Ocum Tora, Hemocpenna mnocibeantia Teopeme 4.20 u Teopeme 4.19 je ciaujemehe
pjemtemse lupuxiieoBor mpobsiemMa 3a HAII CACTEM TAPIUjATHUX JTudepeHInjaTHIX

jeTHaYMHA.
CraB 4.6. 3a csaxo ¢ € C(T") Hupuxaeos upobrem

Loygu=0, z€D", 1<j<n

u(z) = p(z), =ze€Tm

uMma jegurctieeno pjewerve u us apocwopa Cshy 5(D") dpu wemy je u(z) = P, glp](2)
3a z € D"

Cnwmjeneha Teopema je siokasana Bep3uja Teopeme 4.20.
Teopema 4.21. [Ipewiocimasumo ga je g : T* — C neapexugna y 0 = (%7, .. en)
na T" u ga uputaga L>®(T"). Taga u = P, s[p| uma neupexugro Gpogyorcerse Ha

D" U {¢°}.

Jloxas. Pazmorpumo nomohny dynkimjy ©(¢) — ¢(¢%). 3a koncranrny byHKIUjy
Y(¢) = p(¢°), na ocrosy Teopeme 4.20, P, s[1)] nMa HenmpexkmaHO MpOIyKeme Ha D,

Tako J1a 6€3 yMarbermha OIIITOCTH MOXkKeMo npernoctasutu aa je o(¢Y) = 0.
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0
Ba z = (rie',

Dyb6unujese Teopeme u (4.47) nmamo

2)| =

/n L] Py (rje™, Cj)@(@)dmn(o|
j=1
< [ 1T 120 0% (€

=(2m)~ / / (€, @) [T | vays, (rye @) Lty .,
—T —T ]:1

—(27) / / (e TN T Jvag g, (rye™) ] dty .
o j=1

Heka je,3a 0 <d <muf=(64,...,0,) € [-m, 7|,

Mo (0,0,0) = sup (e, ... )],
10/ —0;]<5

Kowmmutement ckyna [—6,6|" y ogaoCcy Ha [—m, 7|™ je cajpKaH y YHUjH CKyIOBa
S; =40 € [—m, 7" : 0;] > ¢}, 1<j<n.
IIpema Tome
lu(2)| < Io(z,0) + I1(2,0) + Ix(2,0) + - - - + L,,(2,9),
raje je

1 .
1 ) = i(01-t1)  ibn —tn o dt Loudty,
ol#0) (2m)" /[5,(% i ’ |H e e

u 3a cBako j,1 < j<n:

1 . o n i
Sj

k=1

Bat € [0,0]" je [(0; —t;) — 0;] < d 3a cBaxo j,1 < j <n, na je

Mo (90,95/
Ip(z,0) <————= Vo (r;e')|dt
o(2,9) @) [M]RHI 8, (rje')|dty .

" OHJa je Ha OCHOBY (4.53)

[0(2? 5) < K(Qa 5)]\/[00(907 0, 5)

., Tpe?") m3 D" HA OCHOBY OCHOBHE MHTETpaJIHe HejeJHAKOCTH,
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rije je K(a, f) maro ca (4.54).

Bal<j<mn, Kako je ¢ € LOO(T”), Ha ocHOBy DyOuHMjeBe TeopeMe je

HSOHOO
I;(z H |Uak,ﬁk rpe’™®)|dty - [Vay 5, (€™ )|t
<

d |tj‘<7l'

U OTyJIa je Ha OCHOBY (4.53)
)

Ij(z’5>§ Kj(aaﬁ)HSOHOO sup ’uajﬁj<7njeitj)’7

o<t;|<m

Rea;+RefS;
J J
)

. . — T Ima,;—Im 3; FQ
raje je Kj(a, f) = K(a, f)e5ltme! ﬁJF(E{oaj—l-Rcﬁj—&-l)'

Bacsako 0 <r < 1lu —7 < f < 7 BaxKu eJleMeHTapHA HEjeHaKoCT |1 — %‘

10|

IIa Ha OCHOBY HejenHaxoctu (4.23), 3a m > |t;| > 0, Bazkn

(1 . TQ)Reaj+R,eﬁj+1
|u (reit]‘)’ < €%|Imo¢j—1mﬂj| J
;,Bj = |1 — reits |Rea;+Ref;+2
(1 . 2)R60¢j+Reﬁj+l
< egﬂma]-—lmﬂﬂ J Re aj+Re 842
— |tj|Reaj+R6,3j+2
(1 . Z)Reocj-i-Re/Bj-i-l
< 6%|Imaj—hnﬁj| J . ﬂ_Reoaj—i-Re,Bj—s—Q
Rea;+Re ;42
) J Bj
" OTyJIa je
= Tmag—tm gy T I TRePi+2 2\Rea;+Re Bj+1
5 [ Im a;—Im B; 2\Re a;+Re B;
sup ‘ua],ﬁj (TJ )| < € 5Roaj+RcB]+2 (1 rj> :

§<‘t [<m

Heka je,3a 1 < j<n
Reaj+Re 5;+2

C’((S) — 71-__5 7’|Ima]7hnﬂj|ﬂ-—
J T JRea;j+ReB;+2 "

Tana je
Ij(z,6) < Ci(8)Kj(a, B)(1 — ) it
Oznaxmmo C, g(0) = max; C;(9)Kj(a, ). Taza je

n

(4.59) ]u(z)| < K(a, 5)Moo(g0, 0, (5) + Caﬁ(&)”(;puoo Z(l _ T.JZ)Reaj+Reﬁj+1.
j=1
Hexka je ¢ = (e, ..., e"). C obsupom na je dymkmmja ¢ mempexumna y (0, omma

3a 3amaHo € > 0 mocroju 0 > 0 Tako ma Kaarox je | 6; — 9? |< 25,1 <j <mn,
ouna je | ¢(¢) |< e. Hakie, ako je | 6; — 9? |< 6, 3a cako 1 < j < n, onma je
Mo (p,0,0) < e. Kaxo je Rea; + Re; > —1 3a cBako j, (1 < j < n) u 3najyhu na
i,

z = (re ., rne"") xonseprupa ka (° ako u camo axo r; — 1 3a ceako 1 < j <n

u 0; — 6 3a cako 1 < j < n, rBpheme caujenn u3 (4.59). O
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Beh je mokazano na je dyukuuja ¢, ,(z) = Fp4(2)2PZ? uz upocropa C'sh, z(D").
IpuvjeTino 12 je ©,4(C) = Fpqe(1)¢PC" 3a ¢ € T". Ha ocrosy crasa 4.6 3a dbynximjy
©p.qa(C) = Fpq(1)CPC" € C(T™) mocroju jemmucrseno pjememse 1 € Cshy 5(D") Taxo

na je

u(z) = Pa,g[fp,q(l)gpzq](z) za z€D"” u wu(()= ]:p,q(l)Cqu
7 OTyqa je
(4.60) P, 5[¢PCY(2) = sz’z‘a ze D",

Fpa(1)

jep 30or jeauHCTBEHOCTH pjelIerba Mopa ouTn u(z) = ¢, 4(2) 3a z € D". C ob3upom

za je HCquH Leo(1n) = 1 Ha ocHOBY Teopeme 4.18 nobujamo ciujenehn cras.

CraB 4.7. 3a csaxo (p,q) € H spujegu caujegeha apoujena:

K,.]

p.a(?)
p.a(1)

Axo je n =1 3a cBako p € Ny na ocaoBy (4.61) mobujamo caujenehy mporjeny

max{'F(—a,p—ﬁ;erl,IZIQ) of |[F(Bp—aip+ 1|2 , }

F(—a,p—B;p+1,1) F(=8,p—a;p+1,1)

Fa+DI(B+1)| IN(Reaw+Ref+1)
T(a+pB+1) ' [? (Reailed | 1) -

2Pz

(4.61) <K(a,B), =zeD"

N

)

< 6g|lm a—Im 3|

raje je Re(a+8) > —1m |z| < 1.

Ha ocnosy Teopeme 4.14 dynxmmja Us 5(2) = [[_, ta,5(2;) je nojemmmasno (a, 3)-
xapmonmjcka Ha D". Beh je yodeno na je, 3a ceaxo 1 < j < n, byHknuja uq, s (¢;2;)
(o, B;)-xapmonujcka, npu demy je |(;| = 1 dukcupano u oryna je U, g(( - z) moje-
quHadHO (v, B)-xapmonujcka 3a dukcupano ¢ € T". C apyre cTpaHe, yBPIITABAKEM

¢ =ry (4.29) nobujamo

(4.62)  La,,[U(r-2)] = (La, 5,U)(r - 2) — (L =77) rel0,1),

mTo mokasyje Jia 3a mnojeauHadso (a, B)-xapmonujcky dbyukimjy U dyHkImja z +—
U(r - z) e mopa na 6yje mojeauaadno (o, J)-XapMOHHjCKa, OCUM Y CJIydajy I0je i~
HauaHo (0, 0)-xapMoHujcKe DYHKIUjE Tj. HOjeJIMHATHO XapMOHU]jCKe (DYHKIMje 33 KOjy
je dyukuuja z — U(r - z) mojeamHadso XapMoHHjcKa. To moBomu 70 moremkoha y
NPUMjeHN CTAaHJIAPIHUX apryMeHaTa Ha WHTEIDAJIHE PEIpe3eHTAIlje KOje YKIbYIYy]jy
Banax—AnaoriyoBy Teopemy. Ciujeseha reopema omoryhasa HaMm Jjia mpeBasubhemo

oBe rorerikohe, Bujern moka3 Teopeme 4.26 u moka3 reopeme 4.27.
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Teopema 4.22. Axo je u uojegunauno (o, f)-rapmorujcxa na D", onga easrcu

(4.63) lim P, glu,](z) = u(z), z e D"

r—1

/loxas. Ha ocuoBy Teopeme 4.17 dpyukimja u je obimka

o(P:9)
(4.64) u(z) = Z CpgFpq(2) P2, zeD", c4= u(O),

1]
(p9)€H Pe

¥ peJi paBHOMjepHO KOHBeprupa Ha cBakKOM KommakTHOM ckymy K C D". Oryma u

KaKo je Fp,(r- () = Fp4(r), ¢ € T, nmamo

lim P, gluy|(2) = lim P, 5(z, Qu(r - ¢)dm,(Q)

r—1 r—1 Tn

=lim [ Pap(2,0) Y "t Fp(r- )P dm,(C)

r—1 n
T (p9)eH

=lim [ Pap(2.0) DY "t F,q(r)¢7 dm,(C)

r—1
’H‘n
(p9)€EH

=lim Y r"ri T, (r) / P, 5(2,¢)¢PC" dm, (¢)

r—1 Tn
(pa)€H
. —q
=lim Y7 rr1F (1) Paslc ) (2)
(pa)€H

u oHJIa je, Ha ocHOBY (4.60),

(4.65) li_rgPa,g[ur](z) = lim Z cp,qrprq;p’q(r) Fpq(2)2PZ0.
(p.q)eH

Heka je

Fpq(r) _
A(p,q,r,2) =c,, rPri = P F q(2)2PZ4.
( ) P,q prq(l) PQ( )

Tpeba na goKarxKemo J1a pej Z(n el A(p,q,r,z) paBHOMEDHO KOHBEPIE€HTAH IO I' €
[0,1)" 3a cBako dukcupano z € D™ u ga nocroju lim, 3 A(p, ¢, r, z) 3a cBako (p,q) €

H. Ha ocuoBy nejeanakoctu (4.37) 3a (v,0) = (0,0) u N = 2 gobujamo za je

Fp.a(T) -
A < Cz p,q DG f2 ‘f2
|A(p, g, 1, 2)| < 7.0)|" Hpj q; 7,
s j=1
raje je C, = l(m)|ax ||5(s7t)uHC(@n) ar e (0,1) Gupamo Tako ga z € D" u upu Uemy
s,t)|<2n

je pj’2 =1l,ak0 jep; =0nm qj’2 = 1, ako je ¢; = 0. Oryna npuMjeHoM HejeTHAKOCTH
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(4.61) nobujamo na je
|Alp, q,7,2)| < C.K (o, B) [ [ p; %4>
j=1

C ob3upoMm 1a pen,

n
2 _9
> I»%
(p,g)€H j=1
KOHBEPTUPA U UJIAHOBU Pea

> C.K(a,8) [ p%e
j=1

(p@)€H

He 3aBHUCe O]I I', JO3BOJHEHO je Ja JUMeC U CyMa 3aMujeHe MJecTo I1a je

: : (r)
ppatpa pza
llrr% P, slu(z) = g lunl Cpgt'T (1).Fp7q(z)z z%.
(p.a)cH P

Axo je Re(c — a — b) > 0, xunepreomerpujcka dyuknuja F(a,b; c, r) nma rpanudsy

BpujegHocT y 1 1 Kako je
li_r)rllfp,q(r) - lgrlll_[lei’qj <TJ2) = Fpaq(1)
=

JI0Ka3 je 3aBPIIEH. O]

sh;, ;(D") mpocTopn

Hedununmja 4.11. Hexa je 1 < p < oco. Jledpunuwemo upocitop shi,ﬂ(ﬂ)”) Kao

apoctiop ceux u € sh, g(D™) Waksux ga je

(1.66) il = s ([ (@ pam, (@) < .

ref0,1)n

Jacro je ma je mpocrop sh;, 5(D") Bamaxos npoctop y oHoCy Ha TaTy HOPMY.
Cras 4.8. Axo je p € M(T"), onga u = P, g[du] aputaga apociiopy shiﬁ(]D)”) u
[ulla,g1 < K(ev, B)|pl]-

Jloxas. Ha ocuoBy crasa 4.5 dyHKImja u je nojenuHaqno (v, 3)-XxapMOHHMjCKa a Ha
ocuoBy (4.51) u (4.53) Baxxu

[ells = [|(Vag)e  dpells < N[(Vaop)elllliell < K (e, B)llpel, — x € [0,1)"
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4.5. H? TEOPUJA 3A sh,p(D") @YHKINJE

Y craBy 4.8 je nokazano ga je P, 3 orpanuden juneapan omneparop uz M(T") y
shiﬁ(]D)”) u Ja je HOpMa omeparopa P, g Mama win jenHaka ox K(«, ).

Cneneha siema he 6utu KOpucHa y apryMeHTHMA KOjU YKJbYUYjy JLyaJHOCT.

Jlema 4.8. IIpewitioctiasumo ga cy o u v Komuserxcre Bopeaose mjepe na T, u =

P, sldu] uwv = Psoldv] u nexa jer € [0,1)". Taga je

<ur7 dV> = <Ur> dﬂ)?

UAU eKCUAUUULTUHO

n

(4.67 [ (Peslai) - av(O) = [ (Praldvl)(x-)auco)
Aoxas. Iokaxxumo na je P, g(r-(,€) = Pso(r- &, (). Ha ocuoBy (4.45) Baxku
n (1 _ T?)aj+,3j+1

Pa ) = Q5P I G
8(r-¢.¢) 110”W1_m@@wﬁ%1—mggﬁﬁl

n (1 — r2)asthi+1
- Hcajﬁj = .]1 = Nt 1
o (L= GGt (L = g
Pﬁ,Oc(r ’ 67 g)

u oryza je Ha ocHOBY (4.48) u @ybunujese Teopeme
[ Pastiryte- 00y = [ ([ Pustr-caute)) avio

- / (/ P o(r - 5,§)du(§)> dp(§)

_ / (Praldi])(x - €)dp(s).
O

Y [76] je nokazano axo je f(z) = Pldul(z) vaje je p € M(T™), na ouna f.dm — du
cnabo* kaya r — 1 npu yemy je P IlyacoHoBO je3rpo 3a IojeuHadHO XapMOHUjCKE
dyukmuje (ciyuaj a; = f; = 0). Cipeneha Teopema je yommrremse TOr pe3y/arara 3a
nojeguHadno («, §)-xapMonujcke (byHKIMje U y MCTO BpHjeMe JoKa3aHa je ciaaba*

KOHBEPIeHIIMja IPU ONIITHJUM JINMECUMA.

Teopema 4.23. Hexa je u = P, gldu] 2gje je p € M(T"). Taga u.dm,, xoneepzupa
crab0* ka dp xaga v = (ry,...,r,) — (1,...,1) =1 y [0, 1)™.
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4.5. H? TEOPUJA 3A sh,p(D") @YHKINJE

Jlokas. @ukcupajmo ¢ € C(T") u Heka je v = Py o[p]. Tpeba na mokaxkemo ja
lim [ w(r-{)p(l)dm, (¢ /
r—1 Tn

Ha ocuoBy neme 4.8 3a dv = pdm,, Baxnu

[ e 0p@ama(©) = [ ot due).

n

MebhyTum, Ha ocaoBy Teopeme 4.20, Ha ckymy T"

v(ir-&) = p(€) kag r— 1.

Oryna je
g [ e plOdma(¢) = [ ol)du(e)

r—1 Tn

]

Teopema 4.24. Axo je 1y € LP(T") 3a nexo 1 < p < 0o, onga P, glt)] je us apocimopa
shy, 5(D") u

(4.68) 1Pos[¢]llap < K (a, B) ][9]l

3a 1< p < oo sastcu

(4.69) i {|(Pos[])e = ¥lloeemy =0, v € LX(T").

r—1

Jlokas. 3a dm,, = dp na ocuoBy craBa 4.5 dyukmmja u = P, g[¢)] je nojegunadno
(e, B)-xapmoHmjcKa a Ha ocHOBY (4.52) u (4.53) npuMjeHOM JaHTOBE HejeTHAKOCTH 32

KOHBOJIYIIN]Y BazKH

(4.70)  Jwelly = [[(Vaog)r * ¥llp < [[(Vaop)ellalloll, < K(e, B)[[¢Ml,, v e [0,1)",

raje je K(a, ) maro ca (4.54). ¥Ysumajyhu cympemym mo csum r € [0,1)" y (4.70)
nobujamo na Py s[Y)] € shy, 5(D").

[Tpermocraumo na je 1 < p < co. Heka je ¢ € LP(T") u meka je ¢ > 0. Kako je
C(T") rycr y LP(T™) moxemo usabparu ¢ € C(T") rako ga je ||[¢ — ¢, < €. Tana,

Ha ocHoOBy (4.70), Baxku:
I(Pag[¢D)e = Pllp = (Pl = @D)r + ((Paslel)r = @) + (0 = ¥
< N(Pasltr = @Dellp + [1(FPasleD)e = @llp + [l = ¥l

K(e, B)llp = llp + [[(Pa sl — @llp + €
< [K(a, ) + e + [[(Pasle)e — ¢l
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4.6. MHTEI'PAJIHA PEIIPESEHTAIINJA ®YHKIINJA U3 Shgﬁ(Dn),
1<p<+oo
Mebyrum, [|(Pusle])r — @llp < [[(Pasle))r — @llcm) ma je

(4.71) I(FPas[¥D)e = ¢llp < [K(a, B) + 1] + [[(FPasle])r — ¢llem.

C obzupom jga Ha ocHOBY Teopeme 4.20 Baxku lim,_ 1 ||(Pagle])r — @llo@n) = 0 u3

(4.71) mobujamo
lim sup || (Pas[1])r — ¥l < [K(e, 5) +1)e

r—

u tume je nobujeno (4.69). O

[Tpocrop menpekumuux dyukmmja C(T") je ryer y LP(T"),1 < p < +oo. To ne
BaXKM 3a p = —+00, jep PABHOMEPHHU JIMMEC HU3a HENPEKUTHUX (PYHKIIja Mopa Ja
6yue HenpekuaHa a dyukiuja u3 L®(T") me mopa jga Oymue HemnpekujHa. AKo je

p = +00 uMaMo cJ1abo* KOHBEPreHIIN]y:

Teopema 4.25. Hexa je u = P, g[f] upu wemy je f € L>(T"). Taga u, xonsepzupa
crab0* xa f kagar = (r,...,m,) = (1,...,1) =1 y [0,1)".

Joxas. @uxcupavo ¢ € LY(T") u meka je v = Pg,[p]. Ha ocroBy sneme 4.8 3a

dv = odm, u dyu = fdm,, Baxxu

/ ufr - Qp(Qdma(C) = / o(r - €)F(€)dma(©).

MebyTum, Ha ocroBy Teopeme 4.24, v(r - £) kouseprupa y L'(T") nopmu xa ¢(£) xa

r texxu Ka 1. Oryna je

lim | (e Qp(Odm(O) = | F(Epl€)m, (c).

r—1 Tn

4.6 Wuarerpasna penpeseHTtaruja pyHKIja 13
sh, 5(D"), 1 <p < +00

Y 0BOM MOTHOIJIABJBY IOJA3MMO O] MOjeMHAIHO (cv, 3)-XapMOHMjCKe (DYyHKIM-
je medumnucame na D" u mokasyjeMo Ja je MOXKEMO IPE3EHTOBATH Kao P, 3(1] miu

P, s[dp] y3 onrosapajyhu ycios.

Teopema 4.26. Hexa je 1 < p < 0o u upetiioc@asumo ga u € sh, 5(D™) 3agosomasa

Yca08

(4.72) sup ||uy||ze(rny < 00.

0<r<1

Taga woctwoju jegunciisena pymnryuja p € LP(T™) @aksa ga je u = P, z[¢)].
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4.6. UHTEI'PAJIHA PEIIPE3EHTAIINJA ®VHKIIUJA U3 ShZ’B(D”),
1<p<+oo
Joxas. Kako je p > 1, LP(T") je myasuu npocrop npocropa L(T"), raje je 1/p +

1/q = 1 u ocum rora npocrop L1(T™),1 < g < 400 je cenepabuiian mpocTop. 3a HU3
dynxmuja u((1—1/k)¢) ra T" na ocrosy (4.72) Baxu ||uy_1 || ze(r») < C, na Ha ocuosy
Banax—Ausmaoriyose Teopeme uu3 u((1 — 1/k)() nma caabo* KOHBEpreHTaH MOIHUS.
Oryna nocroju uus (14)72, u3 [0, 1) Koju kouseprupa ka 1 u nmocroju dbyHkmja 1 u3

LP(T™) Tako ma je

(4.73)  lim [ o(Q)u(reC)dmn () =/n P(Q)Y(C)dmn(C)  3a craxo ¢ € L1(T").

k—o0 T

Hexka je ¢.(C) = P, s(#, () raje je z € D" durcupano. Kaxo je ¢, € C(T") C LI(T")

Ha OCHOBY (4.73) u Teopeme 4.22 Baxkn

Pualtl(2) = [ Pual (im0

lim [ P, (2, Q)u(reC)dm,(¢)

= Jim Pl )(2)

= u(z).
Jenuncreenoct ciaujenu u3 Teopeme 4.25 u reopeme 4.24. ]

Y noka3zy Teopeme 4.26 kopucTmin cMo dntberuity na je LP(T") myasHu mpoctop
npocropa L4(T") kajg rog je 1 < p < co. Ay L(T™) Huje syaaHu mpocTop HUjeHOT
npocTopa. 36or Tora je y Teopemu 4.26 mpermocraBka p > 1 CyIITHHCKA U TTPEJIJIOKE-
HE JI0Ka3 3a 1 < p < 0o He dpyHknuonwuiie ako je p = 1. /la Gucmo npeBa3unum oBy
noremkohy, L'(T") emarpamo noackynom M (T"). TIpema Pucosoj Teopemu M (T")
je myast ox C'(T™).

Teopema 4.27. [Ipewuoctasumo ga je u Gojegunauno (o, f)-rapmonujera dyr-

yuja na D™ wakea ga je

(4.74) sup /n | u(r¢) | dm,(¢) < oo.

0<r<1
Taga toctwoju jequHciieena Komunrexcra bBopeaosa mjepa | wa T wWakea ga je u =

Popldp].

Jlokas. Ha ocuoBy (4.74) ru3 u((1 — 1/k)¢)dm,(¢) xommrekcaux BopenoBux Mjepa

Ha T" je orpanmven na M(T") = C(T")* u oryma wa ocuoBy Bamax—Amaoriyose
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4.6. MHTEI'PAJIHA PEIIPESEHTAIINJA ®YHKIINJA U3 Shg’ﬁ(D”),
1<p<+o0
Teopeme u unmberute ja je C'(T") cenapabunan mobujamo c1abo* KOHBEPreHTaH MOJI-

Hu3 Tor Hu3a. Tamga mocroju wus (1), u3 [0, 1) Tako ga je lim; o r; = 1 u mocroju

KoMILIekcHa BopesioBa Mjepa i on T" TakBa 1a je

@75)  lim [ g(Qun)dma(C) = / 9(Q)du(()  sacoaxo g€ C(T").

li
=00 Tn n

Ba z € D" durcupano, wexa je g.(() = P, 5(z,(). Kako je g. nenpekunna na T"

moxkemo npumenntu (4.75). Oryna je Ha ocHOBY Teopeme 4.22

Pasldul(2) = / Pas(z O)dp(O)

n

= lim [ P,s(z, Ou(rC)dm,()

=00 Tn

= lim P slu](2)

= u(z).
JenuncrBenocT ciaujenn u3 Teopeme 4.23. [l

Ha ocuoBy Teopeme 4.27 u crasa 4.8 nobujamo na cy caujenehu ycmoBu ekBuBa-

JIEHTHU 3a JIaTy MojeauHadHo («, [§)-xapMoHujcKy byHKImjy u Ha D™:

sup [ [ u(r) | dm () < oc,

0<r<1

sup | fur(Q)]dmn(C) < oo,
ref0,1)» JTn

u= P,gldu] vajeje pe M(T").

Kannepon n Surmyns ([10], nmema 1.) cy 0Ka3aam eKBUBAJIEHTHOCT MOCHEEHA JBA
yCJI0Ba 3a mojeanHadHo xapmonujcke dyuknuje. C 063upom 1a je shoo(D™) = sh(D")
y OBOJj JAuCepTaljU JATO je YOIIITeHme TOT Pe3ysTaTa.

Nmamo ciujenehn HU3 HENPEKUIHUX yTallalbha BaHaxoBux mpocTopa
(4.76) Cshe,p(D") C shyos(D") C shl 4(D") C sh, 4(D") C shy, 5(D"),

raje je 1 < p < g < o0o. I'ope HaBeneHu pe3ynTaru MOKa3yjy Jia Cy OBU IPOCTOPHU

n3oMopduu, Kao banaxoBu pocTopu, PEeCIIEKTUBHO MPOCTOPUMA,
(4.77) C(T") c L>(T") c LY(T") C LP(T") € M(T"),
a m3omopdusam omoryhyje oneparop P, g.
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4.7 MAKCUMAJIHA ®YHKIIUJA U TEOPEME ®ATYOBOI' THIIA

4.7 Maxkcumanna dyHKIIja 1 TeopemMe PaTyoBor

THUIIAQ

[Toncjernmo ce ma je 3a gato ¢ = €% uz T Illromamnos yrao y Tadku ( OTBOpa

0 < A < +00 o3HaueH ca
Sa(e) = {re'@=9 1 10| < A1 —1)}.

Heranrennuonasnu jiuMec y TpaHudHO] Tauku o3HadeH je ca N1 — lim.

Y IpeTxoHIM TOTIIONIAB/FUMA TpoyYaBain cMo Kousepreuimjy y LP(T") nopmu,
uym y c1abo” TOMoNOrHju, Of Uy 32 u U3 ofrosapajyher shy, ;(ID") mpocropa. ¥ oBom
IOTIION/IaB/by heMo mpoydaBaTH CKOPO CBYJa KOHBEPTEHIU]Y OJ U, 3 I10jeJIMHATHO
(o, B)-xapmonujcke dyuknuje u. [loacjerumo na je y mormorsasby 4.1 HaBeJeH 1p-
BU PE3YyJITAT OBE IPUPOJE KOju je Omo Be3aH 3a He3apoBy CyMabOMJIHOCT JIBOCTPYKOT
Dypujeosor peaa ([56]). ¥ Tom paxy MapuuakjeBud u SUrMyH 1 Cy IPUMAJETHIN A
BLUXOBU pe3yirtaru Baxke 3a [lyaconosa jesrpa kao u 3a Dejeposa jesrpa, umme ce
J06uja pesyarar 3a 2—xapMonujcke dyHkuuje (Bugjeru reopemy 4.7 u reopemy 4.8).
Cayuaj n = 2 dopmysnucao je Surmyss([85], rrasa XII, reopema 3.1). Y oBoj aucep-
TalUju JIOKa3aHO je YOIIITEeHe TOT pe3ysTaTta Koju ce ojgHocu Ha IlyacoHoBoO je3rpo
U TIPU TOME je KOPHIITheH MPUCTYI KOjU je JjeIUMUYIHO Oa3upaH Ha METOIY JaTOM
y [69], raje cy pasmarpane mojeMHAYHO XapMOHHUjCKe (DyHKIHMje (BUIjETH TEOPEMY
2.3.1. u3 [69]). Beoma je 6burHa crnenujanna Makcumanna dyukmuja M, jep ce xopu-
CTH 3a JI0OUjame MPOoIjeHa PEJIEBAHTHUX CYKEHUX HEeTAHTEHINjaJJHUX MaKCUMAJTHUX

dyHKIMja Kako bucmo j1oounu Teopeme PaTyoBor Tula.

Maxkcumanna pynknuja M,
3a v uz Z1 nedpunumemo 7y 60kc kao noackyn () ox T" ciujeneher obimmka:
Q=10 x-x1I, toeje I={e?|a; <0<b;}

nosryorBopet siyk Ha T myzkune 0 < bj—a; < 27 1 BUXOBE JLy?KUHE Cy Y UCTOM OJJHOCY
Kao (27,...,2™). Ilenrap TakBux G0KCcOBa je ozHaueH ca c(Q) = (€', ... er), raje
je ¢; = (a; +b;)/2. Osnammo dbamunujy csux v 6okcosa ca Q.. Hedunumemo -

MakcuMaJHy QyHKIHjy Komiuiekcae Bopesose mjepe i Ha T™ ciujenehom dopmysiom:

@) Mp@)=  sup LD

, pEeM(T), ¢(eT"
QREQ~,c(Q)=¢ mn(@)

Y [69] je nokazana cimjeneha sema
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4.7 MAKCUMAJIHA ®YHKIIUJA U TEOPEME ®ATYOBOI' THIIA

Jlema 4.9.

(4.79) ma({C € T" | Myp(C) > A}) < 3”@, pe M, \> 0.

YUM KOHCTAHT H BUCU .
Yo 0 JIa KOHCTaHTa 3" He 3aBUCH O S/l

3a 0 < ¢ < 1 yBogumo MakcumanHy byskimjy M, ca

(4.80) Myp(Q) = > " Mypu(Q),  peM(T), (T

VeZi
Pymun ([69] mema 1, crpana 26.) je mokasao camjenehy gemy 3a ¢ = 1/2 Tako ma
cibesiehia Jlema mpecTaBba YOIIITEHe HEerOBOl PE3YJITATA.
JIema 4.10. Hexa je 0 < ¢ < 1 u nexa je p € M(T"). Taga sasrcu

3" lull
(1—va>™ A~

Aoxas. Yeemumo 3a A > 0 u vy € Z7 cKynose:

A > 0.

(4.81) ma({¢ € T" [ Myu(C) > A}) <

BO) = {CET" | Myu(Q) > A}, Ey(N) = {C € T | Myu(C) > A}.
Younumo na jeza < qg<1

° 1 . n
D dP = =nla) wommaje Y " =1"q).
k=0 \/a VEZY

Crora, axo je M,u(¢) > A, omna je na ocuosy (4.80)
A< dMMuu(Q) = D VAP ML Q) < 0 (q) sup{d" M u(¢)}
yez? yez? K

7 OTyJa CAUjesd 1A je
E(N) C Usezy By (n™"(q)g”"2N).

Tana, 360or MOHOTOHOCTH U TIPeOpPOjuBe CyOATUTUBHOCTU XapOBe Mjepe U Ha OCHOBY
seme 4.9, mobujamo
ma(EN) < ma(By (" (q)g 72N))
YEZY
4]
< A
- Z 3 *n(q)q*M/Q)\

VEZQ N

=3"""(q)||plIN""!
3" ]l

= Vi X~
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4.7 MAKCUMAJIHA ®YHKIIUJA U TEOPEME ®ATYOBOI' THIIA

IIpoujene P, sldyu] momohy Pi[dy)

3a peasro t > —1 Heka je, Kao u y normnoriaassby 4.2. ,

(1 _ ’Z|2)t+1

(4.82) u(z) = Ut/?,t/2(75) =

7 HEKa je

PG+ A2

D.
T(t11) -z °€

(4.83) v1(2) = Vijau/2(2) =

Ha ocrosy enemenTtapne Hejeanaxoctn |1 —re?| > 7710|, koja Baxum za cee 0 < 7 < 1

u —n < 0 <7 nobujamo cimjemehy mpoijexy:

(4.84) 0 < uy(ret?) < 2t w2l =)™ 0<r<l1
. t\re ~ ™ ‘9‘t+2 5 =r

Omneparopu 3a1anu jesrpuma v, (z() cy pasmarpanu y [64], raje cy nobujenn jes-
HOojmMeH3noHn pedysratu Paryosor Tuna (Bugjern reopemy 4.16 u nocibenuiyy 4.3).
Bat = (t1,...,t,) € (—1,+00)" nedunumemo

(4.85) Uy(z) = Hutj(zj), Vi(z) = Hvtj(zj), ze D"

Heka je z € D" u ¢ € T". Jesrpo Ki(z,() = Vi(2-() je NO3UTHBHO je3rpo M OUHUIICIHO

jemaje Ky=P,p3aa=[p=t/2

JIema 4.11. Hexa je p € M(T") u nexa z € D". Taga sasrcu

A86)  Pagldul(:)] < b [ Ui Qll(€) = 522 [ Ko ul(©),
apu wemy je t = (t1,...,t,) 2gje jet; =Rea; + Ref; 3a1 <j<nu
ko = ﬁ lc ,5,|e%“marlmﬁj\ ke = - M
“ ey @9 ’ Pl I'(t; +1)

Jloxas. Ha oCHOBY OCHOBHE MHTeIpaJIHE HEjeJIHAKOCTH U HejeaHakocTu (4.23) mmamo

Pasldil D =| [ Pustz.au(6)
(1 — |z[2)+6i+1
H Ca, 1) dp(C)
" JJl_zc)a]+1(1_ZC)ﬁ]+1
= - , 1— |Z| )Reog—i—Re@-—&—l
< Cor. 162\111104] Imﬁ]( j_ d
> /ng‘ ,775.7‘ ’1 _ ZjCj‘RCaj+RCBj+2 ‘:ul(C)
u oryza Ha ocuoBy (4.85) u (4.82) ciujemu (4.86). O
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4.7 MAKCUMAJIHA ®YHKIIUJA U TEOPEME ®ATYOBOI' THIIA

[Iperxoana sema HaMm omoryhasa fga pa3janyduTe IPOIjjeHe 38 KOMILIEKCHO-BPU]je -

HOCHO je3rpo P, g mobujamo momoliy nosutusHOr je3rpa, sugjern (4.91) y Hacrasky.

IIponjene ynyrap IIlTosmoBor Konyca 3a (obuKCupaHo 1

Hedunumemo Irosmos kouyc y tauku ( € T" orBopa 0 < A < 00 ca
(4.87) Sa(Q) = H Sa(G)
j=1

u cyxken Itonmos konyc Sy p(()3a 0 < A <00, 1< B<ooy(eT"ca

. 1—r
(4.88) Sap(C) = {(7“16“917 ) € S4(¢) : max i< B} .
gk 1 — Tk

Tokazano je ma je |1 —re™| < (14 A)|1 —re?@=9| za |0] < A(1 — 1), (Bugjetn nemy

4.2). Tlpema Tome mocrToju KoHCTaHTa 04 > 0 TakBa 1a je

(4.89) oall —re?| < inf [1—re@ D <[1—re?], 0< A< oo
|0]<A(1-r)
Heka je
(4.90) c(t) =) (t;+2),  te(—1,+00)".

CrtaB 4.9. Hexa jen = (e™',...,e¥) us T", r € [0,1)", t € (=1,+c0)" u 0 < A <

0. Taga umamo

(4.91) sup | Pa,pldp](r - €] c(t
g r-€€Sa(n) kt

5 [ K n OO, neT
apu wemy je t = (t1,...,t,) 2gje t; = Rea; + Ref; 3a ceaxo 1 < j <n.

Joxas. 3a z = (re?W=0)  r W0y uz Sy(n) uw ¢ = (e%,...,e%) € T",
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4.7 MAKCUMAJIHA ®YHKIIUJA U TEOPEME ®ATYOBOI' THIIA

npumjerom (4.89) mobujamo

_ (11— T?)tj“

sup U(z-¢) = sup -
2€S4(n)|z5l=r; zeSalnlzl=r; joq 11— 2 Gl *?
" (1-— rjz-)tj“
= sup A LAN—
051<AG—ry) joy [T — el =0 =il
- 1 —r2)titt
= Sup : i[(z/)-J) —0,]1t;+2
|9j|§14(1—rj)j:1 ’1 — rjetyy Pi)—Y; ‘ J
| i
o jate 62+2|1 — rjei(wj_‘ﬂj)|tj+2
_ 57w ﬁ (L™
AL = ryeivimen|tt?
]:
(4.92) =6, YU (- 0),

u oTyna npuMjenoM Jjeme 4.11 Baxku:

sup  |Papldil(r-6)| < sup  kas / Ul - € - Ol (©)
&réeSa(n) &réeSa(n) n

ka,p =
— (r-n-0)d
<2 | Gteen- Q)

5w

ko5 /
= 228 [ K(r -, O)d|p|(0).
kt(sil(t) - t( n ) ‘M‘()

]

Younmo nacy y (4.91) un e T ur € [0,1)" dukcupanu. la 6ucmo mobusu mpo-
[[jeHy MHTerpaja Ha JecHOj crpanu Hejegnakoctu (4.91) morpebue cy omrosapajyhe

nogjesie T npuiarohene maTom r.

IToagjesne P, Topyca T" u mpoijeue |u|(Q), Q € P

Ba mato 0 < p < 1 ca k = Kk(p) o3HaueH je jeauuacTBeHn 6poj K € [1,2) Takas ma
je
T

(1= p)r(p)

u p = p(p) je jenunrcreeno onapeheno ca p. Heka je

(4.93) = 2P, raje je p €Ny

(4.94) z9=0, z;=x;(p)=2"""1-p)k(p) zacBako 1<j<p+1.
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Jacno je na je 0 =29 < 11 < ... < Xpy1 = ™ u 2x; = x4 3a 1 < 7 < p. Heka je, 3a
j=0,...,p, J;r = J;r(p) = [zj,v51) m J; = J; (p) = [~7j41, —;). Yoummo jia cy TO
OJIyOTBOPEHN WHTEPBAJIU KOjU YnHE Mojjesry P, HHTepBasa [—, T), 1a UX je yKyIIHO
2(p+1) u na ogroapajyhu 2(p+1) nosyorBopenu JiyKoBu [;“ = I;r(p) ul; =17 (p) na
T uune nogjeny P, jenuandne kpyxuuiie T. Younmo 1a je ml(I;E) =27"2(1—p)r(p)/7
sal<j<pum(I{)=m(l5).

Oukcupajmo 1 < B < +0o0 u m3abepuMo HajMamu mujesn 6poj b > 0 Takas
na je B < 2°. Ilpermocrasumo ma r € [0,1)" 3anosomasa ycaos max;(1 — r;) <
Bmin;(1 — ;). Moxemo npernocraButi, 6€3 yMamema OMIITOCTH, 13 je 11 < 1y <
- < 1. Hogjene Py, 1 < k < n, jenunugne xpyzxuune T npayKyjy noajeay T".
Hanwme, nzabepumo ¢ € {+1,—1}", j € {0,...,p(r1)} x --- x {0,...,p(r,)} u mexa je
Q(e,7) = II,2, I3} Osux [2(p(r1) + 1)] x -+ x [2(p(ry) + 1)] 6oxcoBa wmne moxjery
P, topyca T™. IlltaBure, 3a cBaku u360p € u j nocroju onamajyhm uus ¢ = ()],
HeneraTuBHUX 6pojeBa 11 < b, 1, = 0 u Q(&,7) je (j1 + t1,---,Jn + tn) Gokc. Takobhe

je |¢] < (n—1)(b+ 1). Hus ¢ 3aBucu camo oj j a HE 3aBUCH OJ €.
Hanowmena 4.2. Jla 6u Q(g,j) 6uo (j1 + t1,...,Jn + tn) 60KC Gotpebro je ga je
)

(1 —rp)R(ry

o = 2T — ;= p(ri) — .
T rnlr, u g — i =p(ri) — p(re)

Kaxo je

g-b-1 o L (L=rw)r(ry)

< 2B < 2ttt
2 (1 —=r)r(r;) — -

UMAMO Ga je

—b—-—1<4,—;, <b+1.
Ako je 11 < 12 < oo <y omga je p(ri) < p(ra) < --- < p(ry) u Upema Wome
Ly > Ly > - > 1, 2> 0. Bes ymarvera otwimocwiu modtcemo ysewu ga je L, = 0. Taga

jetu <b+1lul<(n—-1)(b+1).

Cpaxu 6okxc Q(g,7) je cagp:kan y Gokcy R(j) koju campwxu cse (e, ... i)
takse Ja je —xj,+1(r%) < Ok < xj,1+1(rk) 3a cBako 1 < k < n. Bokc R(j) je, 6ynyhu
Ja je xomorerndaH ca (Q(g, j), Takohe j + ¢ GOKc, U jacHo ja My je neHtap y 1 u na

je mp(R(7)) = 4"m,(Q(e,7)). Oryna npumjenom (4.78) mobujamo

(4.95) 1l(Q(e, 7)) < |ul(R()))
< mn(R(5))(Mj4.p0) (1)
= 4"m,,(Q(g, 7)) (M;1,p)(1)
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Yoummo ga na ocuoBy (4.94) u (4.93) Baxku

, (1 — no
(4.96) mn(Q(e, j)) = 4"+ Hin | | M — 4" | | 9Ik=P(Tk)
T
k=1 k=1

Tuwme je mokasan cibeaehn cras.
CraB 4.10. Hexa je p xomunrexcna Bopenosa mjepa va T" u mexa je 1 < B < oo.

Ipewtocmasumo ga r € [0,1)" 3agosomasa ycaos max;(l — r;) < Bmin;(1 — rj)

u Hexa je Pr wogjena T" xoja sasucu og r. Taga 3a ceaxo ¢ € {—1,4+1}" u csako

Jj=(1,---,Jn) @waxeo ga je 0 < ji. < p(rg) 3a csaro 1 < k < n saorcu:
, et m (1 — )R
(4.97) Qe ) < 2 TT LT (o yqa).
k=1

Yoummo fa je, 36or k(ry) < 2,

n

(4.98) HI(RG)) < i+ TT(1 = ra) (M) (1).

™
k=1

ITpoujene P, sldu] van Sap(n)

@ukcupajmo 0 < p < 1 u mocMaTPajMO TaUKe T, . . . Tpr1 U3 (4.94) Koje UHIAYKY]y

HOIjeTy 75p nosty3arBopenor unrepsaia [0, ). IIpuvjenom (4.84) ma 0 = z4,...,,
IpU 9eMy Cy Tadke Iy,..., T, nare ca (4.94) u kako je k(p) > 1, 3a cBako 1 < j <
p = p(p) Baxmu:
t+1,_t+2 _ t+2 2t4+3, t+2 '
wlpess) < 20 ( = o ) <2 Tyt
L—p \27'(1 = p)(p) 1—p

[Tperxonna HejemnakocT Baxu u 3a j = 0. 3aucra, Ha ocuoBy (4.82) zat > —1 je
(1 _ p2)t+1 2t+1 22t+3ﬂ_t+2

<
(I=p)*2 " 1=p  1-p

ug(p) =

Haxiie BaxKu

22t+3ﬂ_t+2

(4.99) uy(pe®i) < 9~ (t+2)

0< 1< p= .
T, , <j<p=nplp)

[pema (|64]) dynxuuja us(pe’) je mapua dynxuuja o npomjersbusoj § € (—m, )
u MoHOTOHO omanajyha mo 0 € (0,7) 3a duxcupano 0 < p < 1 ma 3a z;, < 6 <
zj,+1(1 <k < n) npema (4.99) Bazkn

) . 22tk+3ﬂ-tk+2 )
Ut(pelek) S ut(pezzjk> < —2*(tk+2)jk.

1—p
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Oryna npumjerom (4.99) 3a t € (—1,4+00)" u r € [0,1)" mobujamo:

(4.100) Ue(r-¢) < Cy H2 (et 20 H . ¢ € Qe ),

1 -7’

raje je Cy = [, 2273 7Ttk’+2.
IIpermocraBumo fa r 3amoBosbaBa yciaoB max;(l — r;) < Bmin;(1 — r;) raje
je B > 1 m mporjeHnMo MHTErpaj Koju ce mojaBibyje y craBy 4.9. Be3 ymamema

ONIIITOCTY HeKa je ) = 1 pa/im jeTHOCTaBHUjer O3HaYaBarmba. bOKCoOBU

Qe,5), ee{+1,-1}",7€{0,....p(r1)} x -+ x{0,...,p(r,)},

uHAyKyjy nomnjeny P, Topyca T" ma Ha ocHoBy (4.100) u craBa 4.10 Baxku

Ko(r - 1,0dll(0) = ke / Us(r - O)d]pa| ()
=k 3 [ v Qi@

QGPr

T

n

S lul@C ) [T 2

P ) k=1

<2k Y T[22 S0 (ag iy

j k=1

22n n )
< Fktct Z H 27 (kT (M4, ) (1)

j k=1

(4.101) < keCy

[PU YeMy [OC/be/[Eha HejeHAKOCT BaxKu jep je k(ry) < 2 3a cBako 1 < k < n.

Heka je
(4102) q= q(t) — 2—min1§k§n(tk+1).

Ouwuritesiao je na je ¢ < 1 u 1a je

> ﬁ 27 I (M) (1) <) H ¢ (M)

j k=1 j k=1

:Zq'jwjﬂma)

— 7 S M) ).

Ho, kaxo je |¢| < (n—1)(b+1) u xako 3a cBako v € Z'F nocroju Hajeume (b+1)"~*

penpeseHTanmja y = j + L, OHJ/Ia BaXKu

(4.103) STz ) < SE0E S dlanm)

Jj k=1
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ITpema Tome Ha ocHoBy (4.101) u (4.103) nobujamo na je

(4.104) Ki(r - 1,Q)dlul(€) < kC(t, B) (M) (1),

Tn

raje je C(t, B) = 2nGi(br)n 1

g DGFD) -

Youumo Ja JiecHa crpana HejenHakoctu (4.104) ve 3aBucH on r.

[Ipumjerom mejepnaxoctu (4.91) mobujamo ma je

kq
(4.105) sup | Pagldpl](x - )] < —2C(8, B)(Myp)(1).
I‘-fGSAyB(l) (5A

C obsupom na (4.105) Baxku y npoussosbHOj Tauku 1 € T", a me camo 3a n = 1,

cnujenehu cTaB je JIOKa3aH.

CraB 4.11. Hexa je 0 < A < 400 u 1 < B < +o0. Ocum woza, Hexa je
q= 2" <1, agje je m(a, B) = min;<p<,(Reay+Re By +1), t; = Rea; +Re B, 3a
cearo 1 < j <nwuc(t)=>(t;+2). Taga tocimioje xonctaniie d4 >0 u Cypp < 00

waxee ga je

Ca n n
(4106)  sup |Pasldpl(2)] < “2EE(Myp)(n), e M(T"), feT".
ZGSAyB(T]) 6A

Cy>xeHa HeTaHTEHIHjaJTHA MaKCUMaJIHA PYHKIAja

C o63upom Ha ctaB 4.11 TPUPOJHO je YBECTH CyKEHY HETAHTEHIINjaJHy MaKCH-
Masiny dyskmujy oropa 0 < A < 400 um orpanmuema 1 < B < oo dyHKIHje
ue C(D") ca

(MYEw) ()= sup |u(z)], neT"
ZESAyB(n)

u koMmiiekcHe bopenose Mjepe i Ha T ca

(4.107) (MY ) = sup |Pagldl(z)l,  nmeT™

z€854,5(n)

Hapasno MY L = MYL(P, gldpu]).
Axo je f € L'(T") xopucruhiemo kpahu samc MY, f ymjecro ML fdm,.
[Tpumjenom crasa 4.11 u geme 4.10 gobujamo camjeaehu ciadu (1, 1)-Tun nporjene

3a CyKeHy HEeTaHTeHIMjaJIHy MakcuMaJyiny dyakimjy M X L.
Teopema 4.28. 3a csaxo 0 < A < 400 u 1 < B < 00 UOCWOJU KOHCWAHTA

C = Cyp,ap Waxsa ga je

(4.108) m,({n € T" : (MY Lp)(n) > A}) < CHLA“, A > 0.
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Teopeme Tumna Parya

Y nokazuBamwy Teopema tuna Parya BaxKHY ysiory mma Teopema 4.28.

Hedunnnuja 4.12. [Nuwemo NTs p —lim,_,, u(z) =1 axo 3a ceaxo € > 0 Gocwoju
d > 0 @waxeo ga je |u(z) — 1| < € wagzog je |z —n| <6 u z € Sap(n). Pynkyuja u
je pynryuja gepunucarna na owWEOPeHOM jequHuuHom Tosugucky D", 0 < A < oo,
1<B<oouneT".

Axo je NTyp —lim, ,,u(z) =1 3a ceaxo 0 < A < 0o u 1 < B < 0o Guwemo

RNT —lim,_,, u(z) =l (cyorcen netwanzenyujarru aumec).

Axo je u peasiHO-BpujeiHOCHA (DYHKIINja aHAJIOTHO MOzKeMo nocMarpata N1y p—

limsup, ,, u(z).
Teopema 4.29. Hexka je f € LY(T"), u = P,3[f]. Taga je

(4.109) RNT —limu(z) = f(n) 3a ckopo ceaxo n € T".

z—n

Jloxas. @uxcupajmo 0 < A < ocou 1 < B < co. edunurmemo 3a § > 0, g € L' (T")
nnel

(4.110) 2(g,n) = sup{|Paslg](2) — Paslgl(w)] : 2,w € Sap(n) N B(n,0)}

1 younmo cimjesnehe ocobume o °(g,n):
(a) ©°(g,n) je monorono pacryha dynxuuja mo § > 0 u Q°(g,n) < 2(M}Eg)(n).
(6) lims_oQ°(g,n) = 0 aKo m camo axo NTy p —lim,_,, P, slg](2) mocroju.
(8) lims0Q°(g,7) = lims0 (g — ¢, 1) 3a ceaxy ¢ € CO(T").

(a) Sap(n) N B(n,d) je pactyhe mo § > 0 3a dukcupano 1 € T". Ocum Tora 3a
z,w € Sap(n) N B(n,d) na ocuosy (4.107) je

| Paslg](2) — Paglgl(w)| < 2(MA59) ().

Takobe je u ocobuna o (6) ounrnenta u (6) caujenu npumjeHom reopeme 4.20.
Hexka je BE. = {¢ € T" : lims_,0 Q(f,() > €} 3a € > 0. Ilpumjerom (a) u (6) 3a

upounsBosbHO @ € C(T") Baxku:
B ={Ce T : ImQ(f—¢,0) > e} C {Ce T [MYF(f - 0)](©) > 5 } -
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[Ipumjenom Teopeme 4.28 3aksbydyjemMo ja je

ma({¢ € T MYB(F = 9)](0) > 21 <

C o6zupom s1a je C(T") ryct ckyn y L (T™), ckyn E. je cajipskaH y CKyIly HPOU3BOJHHO

20& A
TLaBAB | f ol L1 (rmy-

MaJsie Mjepe um otyaa je F. myma ckymn. Kako je € > ( mpou3Bo/bHO Ciaujein ja je

lims_o Q°(f,n) = 0 3a ckopo cako ) € T". Crora, pema (6),
NTsp—1lim P, 3[f](z) = F(n) mnocroju 3a ckopo ceako 17 € T".
z—n
Ha ocuoBy Teopeme 4.24, opmyna (4.69), nobujamo na je F(n) = f(n). O

Jlokanna Bepsuja Teopeme (4.29) 3a mojeMHATHO XapMOHHUjCKe (DYHKIHje MOXKe
ce mahu y [85] (Teopema 4.13, rmasa XVII ). ¥ nornornasmwy 4.1 je objamrsmeno
zamTo je nemoryhe 3amujeautu RNT nmumec y Teopemu 4.29 ca NT' smmecom, Tj. ca
mumecoM npeko HIrosmosor komyca Sa(n), Bugjern [32] u [56].

Cuenmjanaa Bep3uja cpenehe seme mojasmpyje ce y [69] (mema 3, crpana 29) raje

Cy TocMaTpaHe I0jeInHaIHO XapMOHHjCKe (DYHKIIH]e.

Jlema 4.12. Axo ce xominexcra Bopenosa mjepa i va T" anysupa Ha oWEOPEHOM

ckyuay V C T" wu = P, gldu], onga sasrcu

(4.111) RNT —limu(z) =0 3a ckopo ceaxo n € V.

Z—>T]
Zoxas. @ukcupajmo orBop 0 < A < oo u orpannyee 1 < B < 0co. Ha ocHOBy Jieme
4.10 makcumastaa pynkmmja M,/ je KoHadHa CKOpO cByAa Ha T" 1 OTy/a je KoHa9HA

ckopo cByzia 1 Ha V. Jlakie, T0BOJbHO je JoKa3aTh Jia je

NTsp—limu(z) =0

2=
Karof je n tauka u3 V' taksa ga je (Myp)(n) < +oo. Ilpermocrasumo, 360r jen-
HOCTaBHUjer O3Ha4YaBama, Ja je 7 = 1. Kako je 1 € V', nmocroju nosutuBan 6poj N
taxkas fa je I C V, raje je Iy = {e? : 0] < w27V},
IIpermocrasumo nma r u3 [0, 1)" 3amoBospasa ycros max;(1 —r;) < Bmin; (1 —r;).
[Tpumjenom (4.91), (4.101) u (4.95) mobujamo

ka
Rl < e / e 1, Ol

&rEeSa (1)
ko 1o -
(t) H 1 Z |Iu‘ H 2 tk+2)]k
k=1 (E,j k=1
ko5 1o -
n O‘7ﬁ
(4.112) < Ct2 5c(t) H 1 — Z |M| H 2 tk+2)Jk
A k=1 jGI k=1

119



4.7 MAKCUMAJIHA ®YHKIIUJA U TEOPEME ®ATYOBOI' THIIA

rajeje I(r) =40,...,p(r1)}x---x{0,...,p(r,)}. Ilpumjerom (4.93) u (4.94) mobujamo
1a je |u|(R(5)) = 0 xkagrox je ji < p(ry) — N 3a cBako 1 < k < n.

Bar € [0,1)" craBumo

Z(®) ={01, - Jn) €Z" : jx <p(ry) — Nk =1,...,n}.

Crora na ocuoBy (4.112), (4.98) u (4.102) nobujamo

p(r) = sup  |[Pygldul(r- )|
&r6€Sa5(1)
gC(a,B,A)Hﬁ > |M(R(J))Hm
k=1 * jezm\z(r) k=1

< C(a, B, Z H 9 tk+1)]k J+LM)(1)

JEZT\Z(r) k=1

<Cla,8,4) Y ¢I(My,p)(1)

JELRN\Z(r)
C(O[, 57 ) i+1
<= Y dIMp)(1)
JELYN\Z(r)
C(C(, 57 A) i+
(4.113) < pE=CE Z 7" ‘(Mjﬂl‘)(l)-
JELLN\Z(x)

Ha ocnoBy name npernocraske je (Myu)(1) = ZWEZ:E q¢"(M,p)(1) < +o0. 3a bukcn-
paHo ¢ = (i1,l2,...,L,) OHIA Cy Cy’KEHE CyMe ;Lf:o“ ;::LZ . f/“:;n g"N(M,p)(1) <
+00 u OHIA je Zjezi g+ (Mjy, 1) (1) < +oo. Kako p(p) komBeprupa Ka +00 Kaj
p 1T 1 Bumumo sa 3a cBaku KoHauas ckyn F' C Z7 nocroju 0 > 0 Tako ga je F' C Z(r)
kajrox je 1 —ry, < d 3a ceako 1 < k < n. Oryza ce cyma Koja ce nojassbyje y (4.113)
MOXKe MMOCMATPATU KA OCTATAK KOHBEPIEHTHOI PeJla W TeXKM Ka Hyau Kag r — 1.

Crora je lim,_,; ¢(r) = 0 a TO je eKBUBAJIEHTHO Ca
NTyp—limu(z) = 0.
z—1
H

Kounseprenmnuja ka 0 y cBakoj Tauku 7) u3 V He Ba)XM YaK HU Y CIIEIUjaTHOM
cilydajy TojeinHAaYHO XapMoHujckux dyukmuja (1j. « = f = 0). Heramu ce, Ha
npumjep, mory nahu y [69], crpana 25. Hemoryhuocr nokanusanuje je crenuduana

3a BUIICIUMEH3MOHAJIHA YOIIIIITCHA.
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Teopema 4.30. [Ipewuoctmasumo ga je pp € M(T") cunzyaapra y oghocy na Xaposy

mjepy my,. Taga easrcu
RNT — lirrél_ P, sldul(z) =0 3a cxopo ceaxo (¢ € T".
zZ—r

Jloxas. @ukcupajyo 0 < A <ocoul < B < oowuysegumo 3a v € M(T*) ud > 0

cimjenehe cKkymose

(4.114) Aap(v,0) ={C€T": NTyp — limsup | P, s[dv](z)| > 0},
z—(
(4.115) Py p(v,0) ={CeT": (MyLv)(C) > d}.

Jacno je na je Ay p(v,0) C Va4 (v, 6). doBomuo je nokazaru ma je Ay g, d) Mjepe
Hysa 3a cBako § > 0. Pukcupajmo 0 > 0. Ako je 0 € M(T") KoHIIEHTpUCAHA HA KOM-
nakToM ckymy K TtakBoMm nma je m,(K) = 0, npumjenom seme 4.12 ckymosu Ay (v, 0)
u Ay p(v — 0,0) cy jenmaku ocuMm Ha ckymy Mjepe myma. CTora, 3a CBakO TaKBO O

“MaMo, Ha OCHOBY Teopeme 4.28:

M (A p(11;0)) = mn(Aa g1 = 0,0))
< mp(Vap(p—0,9))

I — ol
S

C obzupom 1a je komriutekcHa BopesioBa Mjepa peryiapsa, 3a gaTo € > ( mocroju

(4.116) < Capan

kommakTal ckyn K C T" takas ga je m,(K) =0 u ||u — px| < e, raje je ux(E) =
p(ENK). Oryna, yspmrasajyhn o = pg y (4.116) gobujamo na je Ag p(p, 0) cappxan

y CKYILy IIPOM3BOJEHO MaJie Mjepe, u crora je my,(Aa p(p,0)) = 0. O
Ha ocnoBy teopeme 4.29 u teopeme 4.30 nobujamo cimjesiehy Teopemy:

Teopema 4.31. Hexa je p € M(T") uw u = P, gldu|. Taga je

(4.117) RNT —limu(z) = f(() 3a cxopo ceako (€ T"

z—(
2gje je du = fdm, + do Jlebez—Pagon—Huxogum passazaree Komuiekche mjepe din 1a

AUCONYWHO Heupekugnu guo fdm, u cunzysapru guo do.

[Mocmemuma 4.31 je yormrere 3urMyHI0Be TeopeMe 3 U3 BEroBor paja (83|, ruje
je JIokazaHo aHAJIONHO TBpheme 3a mojeuHavHo xapMonujcke dyukimje (o = 5 = 0).
Yak u kaja ce nocmarpajy (a, 3)-xapmonujcke dyukuuje va D, nocsenuna 4.31 je

HOB pe3yJITar Koju yommrasa nockenuiy 4.3([64], nocbemuna 6.4. )
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Cras 4.12. Hexa jeu € shq (D) u tpetitioctiacumo ga je M u((C) = supgc, 1 [u(r()
Jlebez unitiezpabuana na T". Taga je u = P, g[f] 3a nexo f € L'(T™).

/loxas. Kaxo je

sup / ) Ldma(€) < [ MFu(Q)ldma(c) < +oc.

0<r<1JT

uMano ja je u € shl z(D"), ma je ma ocHoBy Teopeme 4.27, u = P, 3ldu] 3a Hexo
w € M(T"). Jleber-Pamon—Hukomum paszmaramwe du je du = fdm, + do u onna
npuMjeHoM teopeme 4.31 Baxkwu

limu(r{) = f({) 3a ckopo ceako ( € T".

r—1

Kaxo je M*tu Jle6er uarerpabunna, Ha OCHOBY Jleberope TteopeMe O JOMHHAHTHO]
KOHBEPTEHITN] 1

lim [ ur(¢) = f(Oldmn(¢) =0, waom  lim | wu.(¢)dma(C) = Tnf(C)dmn(C%

r—1 Tn r—1 Tn

te naknie u, — fy LY(T") kan r — 1. Coujemu u,.dm,, — fdm, crabo* y C(T")*.
Ho, no Teopemu 4.23 u,.dm,, — dp cnabo*. 360r jemHCcTBEHOCTH CJIA00™ JimMeca je
dup = fdm,,.

[
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3aKJby4daK

Hoxkazane cy nejegnaxkoctu IlIBapi-IlukoBor Tuna 3a orpaHuveHe u 3a MIO3UTUBHE
IIypuxapMoHujcke yHKIMje, nedunncane Ha OTBOPEHOM jEeIUHUTHOM MOJUIUCKY
y C" ka0 u 3a MO3UTHUBHE ILIypUXapMOHHUjCKe (hyHKIHje j1edUHICAHE HA OTBOPEHO]
jemmamanoj jontu y C" u Hejeanakoctu cy Hajoosbe moryhe. are cy um mporjere
pacrojama y TepmuanMa Kobajammjese u beprMmanoBe MeTpruke Kao U MpOILjeHe rpa-
nujenta u M-MHBapUjaHTHOT PeaJIHOT rpajinjeHTa 3a TakBe dyHKIimje. Jokazan je
XapHaKOB THUII pe3yJiTara 3a xojomopdue dyukiuje va D" u ma B".

OcumM HaBelleHMX pas3y/TaTa, JO0Ka3aHO je Ja je ¢pyHKIWMja, medpunncana Ha D",
[I0jeIMHAYHO XaPMOHHUjCKa aKO U CAMO aKoO je XapMOHHUjcKa n M-xapMmonujcka wa D",
Youeno je na kiaca QyHKIHja KOje Cy HCTOBPEMEHO XapMOHUjcKe 1 M-XapMOHUjCKe
UMajy CacBUM PAa3JIMUUATY MPUPOLY y ciaydajeBuMa jioMmeHa B™ u momena D". Tako-
be je m mar npyrm ommc npocropa (yHKIHja KOje Cy MCTOBPEMEHO XapMOHU]CKE U
M-xapmonnujcke na D”. Ocum Tora mM3ydaBaHa je W MYyJTUILIMKATHBHA CTPYKTYpPa
TaKBUX IpocTopa y ciaydajy D". MarepecanTno 61 OUIIO OMUCATH IPOCTOP KOMILIEK-
cHO BpujeqHOCHUX byHKIHMja u TakBux Ja je u € X(D") u v®* € Mh(D") 3a Heko
s> 2.

YBobhemeM nojenuHadHO (v, [3)-XapMOHUjCKUX (DYHKIM]jaA, KOje MPEeJICTaBIbajy yoIl-
mreme (o, f)-xapmonujckux dyuknuja y D u yonmreme moje JuHaAIHO XAaDMOHUjCKIX
dyukmuja y D", orBapajy ce myTeBu 3a Ja/ba ucrpaxkuBama. llojeaunadno («, f)-
XapMOHHjcKe (YHKIMje cy pa3BujeHe y pen u pjerien je IupuxisieoB mpobiieMm 3a
HepeKuHy (PYHKINjy AedUHUCAHY Ha UCTAKHYTOj rpaHury 1.

JlokazaHno je j1a Baxu
Cshes(D") C shetg(D") C shl 4(D") C shy, 4(D") C shy, 5(D"),

raje je 1 < p < g < oo. I'ope HaBenenn BanaxoBu mpocTopu Cy u30MOPQHU, PECIIeK-

THUBHO IIPOCTOpUMa
C(T™) c L>(T") c LYT") c L*(T") c M(T"),
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3AK/bBYYAK

a nzomopduszam omoryhyje oneparop P, z. Jobujen je crmabu (1, 1)-tun mporjene
3a Cy’KeHy HeTaHTeHIMjaJTHy MakcuMaJyHy dpyaknujy. lokazano je ma dpyHKIMje Ha
D*, nobujere buKcuparmeM n — k IPOMjeHBUBUX IPHUIIAIA]y oarosapajyhem mpocro-
py nojeaunadno (o, 5')-xapmonujckux dyHKimja o k npomjersbusux. Jlokasana je
Teopema QParyoBor tumna. HaBenenu pesynraru npencraB/bajy yOUIITEHma PAHUJUX
pesynarata 3a («, f)-xapMoHHujcKe (DYHKIMje Y IUCKY ¥ 32 T10jeIMHATHO XAPMOH]CKe
dyHKIMje Yy OTBOPEHOM jeITMHUTHOM O/ THANCKY. VIlHTepecanTHo Ou Omio pazMarpaTu
shgyﬁ(ﬂ)"), 0 < p < 1 xao u passuru HP teopujy 3a nojeaunadto («, 5)-XxapMOHU]jCKe

dyuknuje nedpunucane Ha JlekapToBOM MPOU3BOY N jeIMHUIHUX JioniTu B™.
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YJi1aH

YcraHoBa y K0joj je 3arnocieH-a

DyHKLHja Y KOMUCH]H




2. MOJALIA O CTYJIEHTY

HWwme, nme jeqHor poautessba, npesnume: Jenena (Bpanko) [ajuh

Jatym pohema: 16.01.1976.

Mjecto u npxaBa pofjewa: Bama Jlyka, P.C, BUX

2.1. Ctyauje npBor nUKJIyca HIH OCHOBHE CTY/Hje WM HHTErpHCaHe CTyuje

ITpocjeuna orjeHa

I'oguua yriuca: | 1994 I"'oguHa 3aBpmeTka: | 2001 o S g 8.84
Vhuupepsuter: YHuBep3uretr y bawoj Jlyuu
@axynrer/n: [lpupoaHo-mMaTeMaTnuky hakyarer
Cryaujcku nporpaM: Matemarika
Creyeno 3Bame: JIUMIoMupaHn Matematnuap u uHdopmaTuuap
2.2. Cryamje Apyror HMKJIyca HJIH MATHCTAPCKe CTY/IHje
I'onuna ynuca: | 2007 l"omxma‘ 3aBpuietka: | 2010 ii%ﬂe::yi;ﬁ;eﬁa 9.25

Vruusepsuretr: Yansepsurer y Hoom Cany

@axynrer/n: [puponHo-MateMaTHuKy GaKynaTeT

Crynujcku nporpam: JIenapTMeHT 3a MaTeMaTuKy 1 MHOPMATUKY

Ha3suB saBpiHor pajia apyror uKITyca Ml MarncTapeke Tese, Aatym onopane: [Ipuinosu Teopuju
oneparopa —banaxose anredpe u lllateHose kiace, 15.01.2010.

VYika Hay4Ha 0611acT 3aBPIIHOT paja ApYror MUKIIyca Wi MarucTapcke Te3e: MaTeMaTHdKa aHai3a i
npuMjeHe

CTedeHo 3Bame: MacTep Maremaru4dap

2.3. Ctyanje Tpeher nukayca

IloguHa ymuca: | 2018 Biq ECTS 227 Hpog)eama O?Uf’“a 10.00
OCTBapeHuX JI0 caja: TOKOM CTyAHja:
®@akynrer/u: [IpupoaHo-maTeMaTiuky dakynrer, YHusepsuter y bamoj Jlyuu
Crynujckn nporpam: MareMaTrka
2.4.Ilpuka3 HAY4YHHX M CTPYYHHX PaJ0Ba CTyAeHTa

Pb | Iogamu o pedeperum Kareropuja

M.Arsenovi¢ and J.Gaji¢. ,,Functions simultaneously harmonic and M- SCT et
L. | harmonic in the unit polydisc.” Filomat (accepted 22.09.2023). IF=0.8

Y 0BOM papy je mata MoTHyHa KapakTepu3saumja GpyHKIHMja Koje Cy UCTOBPEMEHO XapMOHHUjCKE U
M-xapmonujcke Ha jeqMHUUHOM noauamcky. To cy ynpaBo ¢yHKUM]je KOje Cy XapMOHHjCKe To
CBAKO] MPOMjEHJbUBOj, MM EKBHUBAJICHTHO TO Cy (YHKIMjE KOje Ce€ MOTy MpeACTAaBUTH Kao
nMHeapHa KomOuwHauuja QyHKIHMja Koje Cy MO CBaKo] OJ NMPOMEHJBMBUX XOJOMOpbHE WIH
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KOHjyroBaHo Xxosiomopdue. Ocum Tora u3yuyaBaHa jeé M MYJITUIUIMKATUBHA CTPYKTYpa TaKBHX
npoctopa y ciydajy D". Kopucrehu Haie pesyirate noOujamo Kapakrepusauujy GyHKUUja u,
neUHUCAHNUX Ha JeMHUYHOM TIOJIMANCKY, TaKo Ja ¢y U u 1 u’ (pjenu 6poj s > 2) UCTOBPEMEHO
XapMoHMjcke U M-xapmoHnujcke. Halm pesynraTu ¢y y KOHTpacTy ca pe3yiTaTMMa MO3HATUM 32
TakBe QyHKIHje Y jeaHnyHoj montu y C".

IIpunagHoct paaa y:koj Hay4yHoj 00/1acTH KOjoj NpUNaja npeimer A HE
HCTPAKUBAKA IOKTOPCKeE JHCepTalHje
Pb Kareropuja
J. Gaji¢, A note on pluriharmonic functions in the unit polydisc in C", | SCI nucra
2. Analysis Mathematica, 48(4) (2022), pp. 1047-1054 IF: 0.7
DOI: 10.1007/s10476-022-0166-2
Y oBOoM pagy je Joka3aHa Schwarz—Pick-oBa nema 3a orpaHudeHe U TIO3UTUBHE

MIypuxapMoHujcke GyHKumje, 1epuHUCcaHe Ha OTBOPEHOM jeaquHU4YHOM moauancky y C". Takobe,
JlaTe Cy U TpoljeHe pactojama y TepMuHnma Kobayashi-jeBe MeTpuke kao M MpoljeHe rpainjeHTa
¥ M-uHBapHjaHTHOT peanHOr TpaaujeHTa 3a TakBe QyHkuuje. Kopucrehu Hame pesynrate 3a
TUTypuxapMoHHjcke pyHkumje nokasan je Harnack-oB tum pesynrara. [Ipoujene pacrojama Baxe
y OMIITHjUM JOMEHHUMA, ajlli 0e3 TAYHUX KOHCTaHTU. Y pajly je AaT AUPEKTaH J0Ka3 3a MO3UTUBHE
U OTpaHUYeHE IUTypHxapMOHHjcKe (yHKIMje AedUHHMCAHEe HA jeIWHWYHOM nonuaucky. Cse
TpoLijeHe, Koje ¢y nobujeHe, cy HajOoJbe MpoljeHe U He MOTY ce MOO0JbLIATH.

Ipunagnoct paga y:koj Hay4Hoj 06J1acTH K0joj mpunaja npeaMer

: JA HE
HCTPaKUBaKka JOKTOPCKe AUcepTaluje

Pb Kareropuja

M. Arsenovié, J. Gaji¢, A note on positive pluriharmonic functions in
3. | the unit ball in C" , Bulletin of International Mathematical Virtual
Institute, 11 (2021), 249-253.

Hato je yonurtewe Schwarz—Pick-ose neme 3a no3utusHe miypuxapmonujcke GyHkuuje nepuHucane
Ha OTBOpeHOj jemmumunoj sonth y C". 3a M3ywaBame TIpoljjeHe pacTojarba TaKBUX (yHKIHja
kopumhena je Bergman-oa wmetpuka. [lopen Tora jmare cy mpoljeHe TpaaujeHTa U M-
VHBApHjaHTHOTI peaiHoT rpajiijeHTa 3a TakBe QyHKLHje.

IpunagHocT paja yoj Hay4Hoj 06JaCTH KOjoj pUNaaa npeamer

; JA HE
HCTPAKUBAKA JIOKTOPCKeE AucepTaiuje
Pb Karteropuja
J. Tajuh, . A. Pomano, M. Mpha, Jeona ananuza cmyoenmckux
4 | Menmannux  cmpykmypa  npu pjewiasary  3a0amrkd 0 2PAHUYHO]
| epujeonocmu pynxyuje, MAT-KOJI, bawa Jlyka, XXI (4) (2015), 221-
235.

OBaj wu3BjemTaj CcaApKM aHaluM3y HENPUXBAaT/bUBUX W NPOMAIIEHMX OAroBopa CTyJeHara
ManmHckor dakynrera y bamoj Jlyuu Ha jeaHo muTame 0 FpaHUYHOj BpHjeAHOCTH QyHKIMje. Y
MpOLEIypU W3pauyHaBawa rpaHUUHE BPUjEJHOCTH Y MOHYhEHOM 3a1aTKy OCUM MpPUMjEHE T3B.
'morapuTaMckor Toctynka' Tpebano je mnpumjenutn W JlomwmranoB Teopem. Ha ocHoBy
NPUKYTUBEHUX TIOKa3aTelba U JePUBMPAHUX 3aK/bydaka, ocnamajyhm ce Ha APOS Tteopujy u
SOLO TtakcoHOMH]Y, MpOLjekyjeMO [1a jeé KOHLENT I'paHWYHe BPWjEIHOCTH W MPOLECU Ca TUM
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KOHUENTOM (al¥ HE W MpOUE/YpaiHO KOPHIUTCH:A OBOI KOHLENTa) 3a BehMHy TecTMpaHe
CTYAEHTCKE MOMyJIaliije MpUXBaT/bUB Y3 3HaTHe moTeinkohe. [Tonyhena je jenna PEKOHCTPYKIIHja
CTYACHTCKMX MEHTANIHUX CJIMKa KOje ce MHIYKYjy y FHXOBHM yMOBHMMA MM HACTOjam-MMa Ja
MoHyNe MPUXBAT/LMBE OJrOBOPE Ha MOHYhEeHM 3amaTak y3 KOPULITEHE KaTeropujaiHux 10jMoBa
RBC+C teopuje anctpakuuje. Yunu ce 1a ce Moxke pOpMUpaTH XMIOTE3a (umjy Ou ompaBaaHocCT,
HapaBHO, Tpebasio CTYAMO3HO UCITUTATH) Ia MHOTH CTYJEHTH OBOT (aKynTeTa Hemajy warpaljeHa
HEOMNXOJIHO MOTpeOHa KOHLENTyalHa U MPOLECHa 3Haka y FUXOBUM KOTHUTHBHHM PaBHHMA O
TPaHUYHUM TIpoLECUMa HHM30Ba M (yHKLMja 300r HEIOBOJLHO KBAJIUTETHO KOHCOIUIOBAHUX
3Harba O CBOjCTBMMA O0jeKaTa 1oJba pearHux 6pojera.

IIpunaanoct paaa ysxoj Hay4Hoj 061acTH Kojoj npunaaa npeameTt A HE
HCTPaKUBaMa JOKTOPCKe JHcepTalMje .
Pb Kareropuja

S. Gruji¢, R. Gruji¢, D. Petrovi¢, J. Gaji¢, Knowledge of food quality Scopus
55 and additives and its impact on food preference, Acta Scientiarum

Polonorum Technologia Alimentaria, 12(2) 2013, 215-222.

Y 0BOM pafty je MPUMjeHOM CTATHCTHYKMX METOa HCITHTHBAHO KAKO T03HABAME KBATUTETA XpaHe ¢
yjiora anuTHBa y UCXpaHW YTUYY Ha OMpeJijelbere M3BjECHE rpyre MOTpoLlada MPUIMKOM U36opa
HaMUPHHIIA.

IIpunagnoct paja y:xoj Hay4HOj 06;1aCTH K0j0j npunajga npeamer

» JA HE
HCTPaXUBakb-a JOKTOPCKE AucepTaluje —

Pb Kateropuja

S. Gruji¢, R. Gruji¢, D. Petrovié, J. Gaji¢ , The Importance of
6. Consumers’ Knowledge About Food Quality, Labeling and Safety in
Food Choice, Journal of Food Research, 2 (5)(2013), 57-65.

V3 momoh y’-TecTa je HCTUTHBAHO KAKO M3BjeCHe rpyrne miahux moTpomava pearyjy Ha uHbopMalmje
Koje ce THYy KBAUTETa XpaHe, CHTYPHOCTH TIPEXpaMOEHWX NMPOM3BOAA W JleKapanuja Koje ce Ha
HBHMa Hallase.

Ipunagnoct pana yioj Hay4Hoj 06aacTH Kojoj mpunaja npeaMer TA HE
HCTPAaKMBaba I0KTOPCKE JUcepTaNMje -
Pb ' Kateropuja

7 J. Tajuh, C. Kocwuh-Jepemuh, Jedan 3adamax ca rxommuexcrum
) bpojesuma, Hacrasa maremaruke, Beorpan, JIUB 2-3 (2009), 24-26.

Y 0BOM papy je Ha BUIIIe Pa3IMYNTHX HAYMHA PjelIeH jeaH 3aaTak ca KOMTITEKCHIM OpojeBuma.

IIpunaanocr pana yxoj nay4noj o6aactu kojoj npunaaa npeaMer

: IA HE
ncrpasmmaﬂ)a ZlOKTOpCKe ;mcepTalmje -

3. YBOJHHU U0 OLJEHE JOKTOPCKE JIUCEPTAILIUJE

1. Hacnos nokropeke auceprauuje: Ipoctopu TUTYy pPUXapMOHU]CKUX, M-XapMOHUjCKUX U
nojearHaqHo (l,3)-XapMOHHUjCKKX QYHKIMja Y TONMIHCKY

2. Hay4Ho nobe je MaTeMaTHKa, a ya HaydHa o0J1acT je MaTeMaTHIKa aHAIN3a 1 npUMjeHe.
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3. JlaTyMm mpuxBaTama TeMe JOKTOPCKE AUcepTalirje U OpojeBu omyKa oarosapajyhux oprana
ynaHula U YHMBepauTeTa: Tema JOKTopcke aucepranuje npuxpaheHa je Omimykom 0Opoj
02/04-3.121-54/23 kojy je nonno Cenar Yuusepsutera y bamwoj Jlyuu 26.01.2023. roaune.

4. CarnacHoct Ha MW3Bjewitaj komucuje 3a oOljeHy NOAOOHOCTH  TeMe, KaHAWAATa W
UCITYF,EHOCTH YCJIOBA 3a MEHTOPCTBO 3a W3palxy JOKTopcke aucepranuje Ha [lpupoano-
MaTeMaTHukoMm akynteTy kanaupaarta Jenene ['ajuh, nobujena je ox HayuHo-HacTaBHOT
sujeha IlpuponHo-matematnukor dakynrera Omnykom 6poj 19/3.4099/22 on 14.12.2022.
roauHe, a o ctpaHe Cenara Yuausep3ureta y bamoj JIymm Omnykom 6poj 02/04-3.121-54/23
01 26.01.2023. roaune.

5. Cappikaj JOKTOpPCKE qUCEPTaLMje ca CTPAHUYUCHHEM:

WBOR counessumsmnnsmussnnsssssssss R A s S So s o5 55558 SRR s SRS 1
1 OcHoBHH nojMoBH, TBphewa i 03HaKe

1.1 MynTUUHAEKCH M O3HAKE Y C" oottt 4
1.2 Jenuauunu nommauck D™ u jequnuuna onta B"y C" v, 6
1.3 XonomopdHe, XapMOHHjCKE U TITYPUXAPMOHUJCKE QYHKIHJE .oovvvevnes 6
1.4 TTojenMHAYHO XaPMOHHUJCKE DYHKIIMIE ....cvevererreruenseeeressensesesensessosensons 12
1.5 AyTOMOPDOU3MU MONMUIUCKA U JIOTITE ..evvvenereereereerreerresseenseenseeseeeseesseennas 14
1.6 M3Box u M-MHBapHjaHTHU PEANaH TPAIMJEHT ..eoveeveerereeueerenieeerenneeenens 17
1.7 XMImepreoMETPUICRE KRS issssisamninisssisassamsisnssnssossanssnsonsnssnsassnsss 18
1.8 HEKM MPOCTOPU DYHKIIHA ..vonveeereieneineieieienientesseeseeaessessessesssesaessensens 19
LB poeron BPD) asesencmsumosmmmsam s s s s s 21
2 Isapu-IlnkoBa iema 3a naypuxapMoHujcke GpyHKuHje

2.1 HIBapu-ITukoBa nema 3a XOMOMOPPHE QYHKILIHE ....coveverenerrenreneeneanens 23
2.2 Tlpoujene pacrojarsa 3a TYPUXAPMOHH]CKE PYHKIHJE .vovvvenrenrerennenn. 32
2.3 Ilpoujene rpaaujeHTa 3a TIypUXapMOHUJCKE DYHKIME ..voververvenvenennes 39
3 Xapmonnjcke u M-xapmonunjcke pyHkumje

3.1 M-XapMOHMJCKE PYHKIMIE ..eoververrenrereerierenieriererieieeesessessesesseseseesessenns 47
3.2 XapMoHHjcke 1 M-xapMoHHjcke GYyHKIHje HA B™ c..oveeiviiviiiiieienenne. 32
3.3 XapmoHujcke U M-xapMoHHjcke GYHKIHjE Ha D™ o.ooeevviveiieiinieniecnene, 58

4 HP npocropu nojequna4uno (o, f)-xapMoHHjCcKUX (PYHKUHMjAa Y jeAMHUIHOM TOTHIHCKY
4.1 Xapaujesu mpocTOpH MojeJMHAYHO XapMOHHjCKUX pyHKuKjay D" ....66

4.2, (v P)-xapMorijoke GYIRIHIE VI uusssssssasninsnises soesseanssamsssissasnsss 72
4.3 Ilojenunayno (o, B)-xapMonujcke GyHKUMjE Y D" .ooieiiiiiiiiieiennne. 86
4.4 (o, B)-ITyaconosa penpesenranmja GpyHkunja us shep(D" ) .ocveeeeneenee. 92
4.5 HP teopuja 3a Sho,p(D" ) PYHKIHE .eevvenreereireenieeerieieiereeeeeresieaeeeeenne 95
4.6 NUnterpanna penpesenraumja pyHkuuja us shPep(D"), 1 <p <+ .....106
4.7 MakcumanHa GpyHKUMja U TeopeMe DaTYOBOT THIIA ..cevveveevereneerenennnes 109
2 T 70 T . S e U 123
11,1570 1 O UL VU ——— 125
BHOTPAGMja AYTOPA ....oooviiiieieeeeeeeee e 131

JlokTopcka Juicepranyja je HarucaHa Ha CpricKoM je3uky, hupunuhauM mucanum dpoutom Times
New Roman na 130 crpana A4 dopmarta u caapxu cegam noriasiba: ¥YBoJ, OCHOBHH MOjMOBH,
tBphema u o3Hake, llIBapu [TrkoBa fema 3a ruryprxapmoHHjcke QyHKIHje, XapMOHHUjcke U M-
xapmonujcke ¢ynkumje, HP mnpoctopm mojenmHauHo (o,f3)-XapMoHMjcKMX (yHKUMja |y
JEAMHUYHOM TONMAMCKY, 3akibydak, Jluteparypa (85 pedepenun). Ocum Tora ceiaam cTpaHa
CafipaKu: MHPOPMaLMje O MEHTOPY, AMCEPTALMjU U pe3UME Ha CPIICKOM je3UKY,

vHopMallije O MEHTOPY, AMCEPTALMjH W pe3rMe TpeBeleHe HAa CHTJIECKU 3K, MOCBETY W
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caJipikaj.

VY yBOAHOM MoOrnaBjby HaBEICHM Cy MpoOIeMU U MPEeIMETH UCTpaXkKMBamba ca XUINoTe3aMa, Lub
UCTpaKMBasba, KpaTak Tperiiel Jocalall/bUX MCTpakuBa’ba M KpaTak caipxkaj ciaujeaehux
MoTJaBJba.

Y npyrom nornariby AeuHMCAHU Cy OCHOBHU TIOjJMOBH U yBeleHe oaropapajyhe o3nake. Paau
NOTITYHOCTH JaTe ¢y W AeQuHULMje XOJOMOPGHUX, XapMOHMJCKHX, TUIypPUXapMOHHUJCKHUX H
TMOjeIMHAYHO XapMOHMjCKUX (DYHKIMja ¥ HaBeJeHa Cy FHXOBa OCHOBHA CBOjCTBa W TBplhema.
ITpu TOMe, HaBereHa cy caMo oOHa TBphema Koja ce HENOCpeNHO KOPUCTE y HAacTaBKy
nucepranpje. Takohe je HaBeldeHa nuTepaTypa y Kojoj ce Moxe Hahu Buine wHdopMmammja o
M0jMOBKMMA YBEJCHUM Y OBOM TOTJIaBJbY.

Tpehe nornassbe nocseheno je 1lIapuosoj u llBapu-ITukosoj nemu. Yeenenu cy [lyankapeosa
(xunepGonuuka) metpuka, [TyankapeoBo (XHUTIEpOOJIMYKO) pacTojare y3 JAoKase oarorapajyhux
tBphema. Oppeheno je IlyankapeoBo pacrojame Tavaka W3 IWCKa, NECHE TONYypaBHU U
BepTUKanHor mnojaca. [laro je yommreme [lBapu-ITukose neme ca jenuHWuHOr aucka y
KOMITJIEKCHO] PaBHM Ha ciy4aj jeauHudHor mnoiuaucka. [lorom je yseneno KobajammjeBo
pactojame m3mely Tayaka Ha D" u beprmanoBo pacrojame usMel)y Tauaka Ha B" , kao u
KOHTpaKTHUBHA cBojcTBa Kobajamujese u beprmanose merpuke Ha D" u B" pecnekruBHo. [laTta
cy yonmrema [lIBapuoBe neme u HejegHakoctu [lIBapiu-ITnkoBor Tumna 3a orpaHuueHe U 3a
TIO3UTUBHE TUIypUXapMOHUjcKe (yHKUMje, AepUHUCaHE HA OTBOPEHOM JEAUHUYHOM MOJIHUIAMUCKY
y C" xao 1 3a MO3UTHBHE TUTypUXapMOHUjcke GyHKUMje AepUHKUCaHe HAa OTBOPEHO] jeAMHUYHO]
nontu y C". Takohe, nate cy u npoijeHe pacrojama y TepmuHrMa KoGajammjese u beprmanose
METpUKE Kao M MpoLjeHe rpaaujeHTa W M-WHBapUjaHTHOT peaqHOr IpajljeHTa 3a TakKBe
dynxuuje. Kopucrehu te pesynrate 3a mimypuxapMoHujcke GpyHKLHje, 10Ka3aH je XapHaKoB THI
pesynrata. CBe mpolijeHe, Koje cy A00HjeHe, Cy Haj0oJbe MPOoIjeHe H He MOTY ce TTOO0JBIIATH.

VY uerBpTOM Tmornaeiky nepuHHMcaHe ce M-xapMmonujcke ¢yHkumje Ha D" u B" y3 nokase
oarosapajyhux tephema. Ilpukazano je ma je dyHkumja, Koja je neduHHCaHa HA jeIWHUYHO]
gontu B", rurypuxapMoHMjcKa ako M caMO ako je XapMOHHjcKa W M-xapMOHHjcKa. Y HacTaBKy
Cy MpUKa3zaHW pe3ylTaTd Be3aHW Cy 3a M3yuaBamha Be3a M3Mel)y kiaca XapMOHHUjCKUX u M-
XapMOHUJCKUX (YHKIMja Ha OTBOPEHOM jeAWHWUYHOM MOMUIUCKY. Takohe je m3yuaBaHa u
MYJITUITMKaTHBHA CTPYKTypa TaKBUX TpocTopa y ciydajy D"

ITero mnornasmme mnocseheno je HP Tteopuju. Ilpuwkazana je HP Tteopuwja 3a mojennHauyHO
XapMOHHUjcKe (yHKUMje Ha OTBOPEHOM jeJAMHUYHOM MOJMAMUCKY W JaTH CY HEKH TNOJMOBH U
TBphewa 3a BummecTpyke DypujeoBe pernoBe U audepeHUMpame #-UHTETpana. 3aTuM je
NpYKa3aH pa3Boj y pex (o, B)-xapmonujckux ¢pyukiuuja y D. HakoH yBohema kiaca pyHKuMja Ha
D" pasBujeHa je HP -teopuja 3a ciyuaj nojeaunauHo (o, )-xapMoHujckux ¢yHkuuja Ha D" :
UHTETpaNHe pernpe3eHTauuje Mjepama W LP ¢yHkuujama Ha wuctakHyTo] rpanuimm 1,
KOHBEpreH1Mja y HopMu U cnaba* konBepreHuuja Ha T". Jlo6ujen je cnabu (1,1)-tun mpoigjexe
3a cy)eHy HeTaHTeHLMjalHy MakcumanHy GyHkumjy. [TokasaHo je na ¢pyHkumje Ha DX, no6ujene
duKcupameM n-k NpoMjeHIBUBUX Mpunanajy oaroeapajyhem mpocropy nojenunauso (o, f3')-
XapMOHUjckuX QyHKIMja o k mpoMjensbuBux. Jlokasana je reopema ®@aryosor tuna. HaBenenu
pe3ynTaTH TpeAcTaBibajy YOMIITeHa paHUjux pe3yirata 3a (o.[3)-xapMoHHjcke (yHKUHUjEe Y
JVCKY U 32 TI0jeIMHAYHO XapMOHHjcKe (PYHKIHMje Y OTBOPEHOM je IMHUYHOM TIOJTHIMNCKY .

VY 3akipyuKy aucepTalMje je Ha CyCTaBaH, KOHLM3aH M je3rpOBUT HAYMH W3JI0XKEH MO
ocTBapeHUX pesynrara. [Topen Tora Gpopmynucanu cy U HOBH OTBOpeHH npobnemu. [{uo tpeher,
yeTBpTOr U Behu 110 neTor noriapjba JOKTOPCKE IMCEpTallje CaapiKu OpUrMHAJIHE pe3yJITaTe.
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4. YBOA M NPEIJIEJQ JIMTEPATYPE

V ucTpaxuBamy ce pa3marpajy MpoljeHe pacTojarba, OOMYHOT M WHBapUjaHTHOT TpajMjeHTa
TUTypUXapMOHUjCKUX (yHKIMja neduHUCAaHWX Ha OTBOPEHOM jeNMHWYHOM TOJHANCKY W Ha
OTBOpeHO] jeauHuyHoj nontu y C". Jlasbe, M3yuaBaHo je Koja CBOjcTBa MMajy (GYHKIIHMje Koje
UCTOBpEMEHO TMpHMagajy JABjeMa kinacama. OcuM Tora yBelneHe cy Kiace (yHKIHMja Ha
TIOJMANCKY U pa3BujeHa je HP Teopuja u3 Tux kiaca.

[IsapuoBa nema 3a xonomopdHe ¢yHKIMje nedUHUCAHE HA jESOUHUYHOM JHCKY D 'y
KoMIuiekcHO] paBHM C je jeiaH oJ HajyTULAjHUjUX pe3ylNTaTa Y KOMIUICKCHOj aHalu3u U UMa
BEJIMKM YTHIA] Ha Pa3BOj HEKOJIMKO UCTPAXKUBAYKUX 0OJACTH KAao HIIP TeOMETpHjcKa Teopwuja
dyHKUMja, AUdepeHIHrjaTHa reoMeTpHja U TeopHja KBa3sUKOH(OPMHHX MpecivKaBama. Buiie o
cro roguHa IlIBapLoBa jemMa MMa yomuTema y pa3HUM NpaBLMa U MOCTOjH 00MMHa TuTepaTypa
[3, 13, 14, 16, 35, 36, 38, 43, 47, 57, 60, 69, 81]. CBaka peanHO-BpHjeJHOCHA XapMOHHjCKa
¢byHkurja Ha D jecte peanHu avo Heke xonomopdHe (QYHKUHMje U IPU TOME MOALYJ IPaiujeHTa
Te XapMOHHMjcKe (yHKLMje jeHaK je MOAyJy u3Boja ojaroBapajyhe xonomopdHe ¢yHKUHjE.
Takohe, ako BpujeqHOoCcTH XapMoOHHjcke (yHKIHje npunaaajy (—1, 1), oarocHo uatepsany (0,
), OHJa BpUjeIHOCTH oAroBapajyhe xonomopdre (QyHKIMje MPUNaaajy BEPTHKATHOM rojacy S
={z € C:—1<Rez<1}, oxHocHo aecHoj moaypasuu K = {z € C : Re z> 0}. MeTox nojaca u
nolypaBHM pa3BujeH je y [57] kako Ou ce mobune HejenHakoctu IllBapu-ITukoBor Tuma 3a
peatHo-BpHjeJHOCHE XapMOHHjcke (QYHKIMje ¥ XapMOHHjcKa KBa3UperyJiapHa MpeciiuKaBama 13
Dy S [57, 59]. Pesynratu Uena [13], Kanaja u Byopunena [36] u Menentujesuha [60] mory ce
106Ut MetomoM rmojaca. [lpoujeHe u3BoJa M CBOJCTBEHO TOME TIPOLjeHE pacTojama 3a
pasnuunTe Kiace GyHKLHMja (TIpBEHCTBEHO XoJoMopdHUX (yHKIHja Ha obnactn y C" ) cy Teme
0]l MHTepeca y 00NacTH reoMeTpujcke Teopuje dyHkuuja. Aytop panma [38] maje mpoujene
pacTojama 3a IulypuxapMoHMjcke (GYHKUMje W3 MPOW3BOJbHE KOMIUIEKCHE MHOTOCTPYKOCTH Y
oarosapajyhu untepBan y R, anu 6e3 taunux koHctantH. Yen u Pacuna [14] cy ganu [sapi-
IIukoBe mpoljeHe MapuMjaTHAX M3BOJA BUINET pella OrpaHHYeHe TUTyprxapMoHHjcke GyHKIHje
AebuHKMCcaHe Ha jeOMHUYHOM monuaucky. [lIpoijeHa oOWYHOr rpaaMjeHTa OTpaHUYeHe
TTypuxapMoHHjcke QyHKIMje AedrHUCaHe Ha OTBOPEHO] jeanHnuHoj jontu B" u3 C" mara je y
[81], a mpoujena M-uHBapujaHTHOT peaHOT rpaayjeHTa TakBe GyHKuuje aara je y [60].

Jenna on Tema Teopuje ¢yHKIMja je wu3yuyaBame KOja CBOjcTBA WMajy (yHKIHje Koje
UCTOBPEMEHO NpUMNaaajy ABjema kiacama. Ha npumjep, aHanMTUYHOCT U p-UHTErpabuiIHOCT aajy
npunagHoctT beprMaHoBoM mpoctopy. M3ywaBame Beza wu3Mel)y kiaca aHaTMTHYKHX,
XapMOHUjCKHX, TUTypUXapMOHUjCKUX QYHKIH]ja, Kao U M-XapMOHH|CKHX, je BPUIEHO Y pagoBUMa
[2,71]. Harnacak je Ouo Ha cnyuajy jeaunuune jonte y C" Pyaun [71] je moka3zao na je
dynkumja nedunucana Ha jeaunuunoj yonth y C" TIIypUXapMOHMjCKA aKO W CamoO ako je
XapMOHHMjcKa W M-xapMoHMjcka Ha B". MynTunivkaTuBHa CTPYKTypa TaKBHMX TpocTopa Y
clly4ajy JionTe je pa3marpana y [2,40].

[ToueTak Teopuje XapaujeBux npocropa rnosesyje ce ca pagoBuma Xapauja [27] u Puca [68] u3
1915. u 1923. ronune, pecnektuBHO. Teopuja XapaujeBUX MpPocTOpa je BeomMa BakHa rpaHa
caBpeMeHe KOMIUIEKCHE U XapMOHHMjcKe aHain3ze. KoMOMHyje TeXHUKe U3 TeopHje X0IoMopdHUX
byHkMja, (QyHKUMOHAIIHE aHajuW3e, TEopHje Mjepe W WHTErpaluje W WMa MpUMjeHY Y
XapMOHMjcKOj aHanu3u, DypujeoBoj aHanu3u, TEOpUjU MapuujanHux AudepeHLrjaTHIX
jeaHaunHa U Apyrum obnactuma Matematuke. HP mpoctopu ¢y HajUHTEH3MBHHE]E MPOyYaBaHH Y
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cly4ajy jeIMHM4HOr awmcka [17, 29, 45, 84]. BumemuMeHsuoHa yommTema Y KIJIaCUYHUM
AomennMa y C" 3axTjeBajy TexHUKy ApYrauujy o TeXHWKe pa3BHjeHe 3a JUCK Y KOMIIIECHO]
paBuu C. HP teopwuja 3a nojeaunauno XapMoHHjcKke (yHuuje pasBujena je y [24], [69], [76] u
[85], 3a M-xapmonujcke pasBujeHa je y [20],[46],[77], [78]. a 3a (0, B)-xapmoHHjcke pasBujeHa
jey [1], [22].

Hunbesn nerpaxnsama cy:
1. Tlpeu umm uctpaxusasba je noburty mpoujeHe m3Boga M CBOJCTBEHO TOMe TIpOIjjeHe
pactojama y ciyuajy TUTypUXapMOHHjckuX GyHKuMja y D". Takse TpoljeHe ¢y no6ujeHe,
1 OHE ce He MOTy Jlajhe 11000JbIATH (TauHe NpolljeHe cy Jobujere).
2. Jlpyru uuib MCTpakuBarba J& pasMOTPUTH XapMOHMYHOCT W M-xapmonunanoct y D",
HoGujenu cy yneuarssusu pesynrartu KOjH Cy y KOHTpACTy ca cuTyalujom y B".

3. Tpehu unms ucrpaxusama Je 1a ce passuje HP-teopuja 3a HOBY KJ1acy nojeauHaqHo (o, [3)-
XapMOHHM|CKUX GyHKuMja y D"
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S. MATEPUJAJI U METOAOJIOT'AJA PAJIA

Meron uctpaxuBama je ielyKTUBaH 1 TEOPHjCKH, 3aCHUBA Ce HAa PUTOPO3HUM J0Ka3MMa KOjH ce
ocnarajy Ha panuje 106ujeHe pesynrare. [ToceGHO W3BajaMo UHTErpajiHe penpeseHTallmje,
pa3BOj y BULIECTPYKe CTEMEHE PelOBE 1 MPOLjeHe rpaarjeHara 3a xonomopdHe QyHKIHje.

Kanaunnar je mokasao J1a ajekBaTHO KOPUCTH MOMEHYTH TEOPHjCKM anapar 3a pjelaBare
npobnema. Huje noumo 1o npomjere niaHa ucTpaxkuBama KOjH je AaT TIPUIHKOM MpHjaBe
JOKTOpPCKE AMCEpTaLH]e.

6. PESYJITATU U HAYYHHU JJONTPUHOC UCTPAKUBAKA

OpWruHaIHK W Haj3HAYajHUU Pe3yIITaTH OBOT MCTPAXKMBAKA OTNENA]y Ce V:

1) Hoxasane cy Hejennakoctu IlIBapu-ITukoBor Tvna 3a orpaHMueHe W 3a TO3UTHBHE
TUTypuXapMoHujcke hyHKumje, 1ehpUHIUCaHE HA OTBOPEHOM jEAMHUYHOM TOJUANCKY y C"
Kao W 3a MO3MTHBHE [MUIypuXapMoHUjcke GQyHKUMje aepuHMCaHE HA OTBOPEHO]
Jenunwnunoj nontu y C" 1 HejeaHaKocTH ¢y Hajbosbe Moryhe.

2)  Jare cy u mpoujeHe pactojama y Tepmunuma KoGajamvjese u BeprvanoBe MeTpuke
Kao ¥ MpolljeHe rpajinjeHTa n M-nHBapHjaHTHOT peallHoT TpajiujenTa 3a TakBe GyHKIMje.

3)  Moxasan je XapHaKoB THII pe3yJiTaTa 3a xosomopHe bpynkuuje va D" u na B" .

4)  [oxasano je na je ¢ynkuuja, aepunucana Ha D" , MojeilMHAYHO XapMOHU|CKa aKO W
€aMo aKo je XapMoHHjcka U M-xapMoHHjcKa Ha D" .

5)  Jart je u apyru onuc npocropa GyHKLM]a Koje Cy HCTOBPEMEHO XapMOHHjcke W M-
XapMoHHUjcke Ha D" .

6)  WsyuasaHa je U MyNTUIIIMKATHBHA CTPYKTYpa TAKBUX MpocTOpa y ciyuajy D" .

7)  VYBemene cy mojeamHadyHO (0, B)-XapMOHMjcKMX (YHKIMja, Koje MNpeacTaBbajy
yormmreme (o, [)-xapmonujcknx ¢ynkurja y D u  yommreme mojeauHauHO
XapMOHUjckUX pyHkuujay D",

8)  Iojemmnauno (o, PB)- xapmomujcke (yHKUMje Cy pasBujeHe y pel M pjelleH je
Hvpuxieos npobiem 3a HenpekuaHy GyHKUMjy AeuHUCaHy HA UCTAKHYTO] rpaHUIm T"

9)  PasBujena je HP reopuja 3a nojeaunauno (o.B)-xapMoHmjcke QyHKLMje: MHTErpasIHE
penpeseHTanuje Mjepama u LP pynkumjama Ha ucrakuytoj rpanumm T", KoHBeprenuuja y
HOpMHU U cnaba™ konBepreniuja va T",

10) Jobujen je cnabu (1,1)-tum npoljeHe 3a CyKeHy HETAHreHUHMjalHy MaKCHMAJHY
byrKimjy.

11) TlokasaHo je nga ¢ynkumje na DY, nobujene ¢ukcupamem n-k MIPOMjeHJBUBUX
npunanajy oarosapajyhem mnpocropy nojeannaqto (o, )-xapMonujckux GpyHKumja oa k
MPOMjEHIbUBUX.

12)  Jlokasana je Teopema @aryoBor Tuna. Hasenenu pesysitaT npeacTaBibajy yOIIITeHa
paHujuX pesynrata 3a (o, [)-xapMoHHjcKe (yHKIMje Y JMCKY M 3a TIOjeIMHAYHO
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XapMOHHUjcKe (QYHKIIMje Y OTBOPEHOM jeAMHUYHOM TOJIUINCKY.

KpuTHYHOCT # KOPEKTHOCT TyMadema pe3yJiTaTta
Pesynratu ucTpakuBarba Cy MpUKa3aHW BeoMa KOMIUIEKTHO, Ha JacaH W TperJielaH HauuH.
Teopujcku JONPUHOC U HOBH HCTPAXKHUBAYKH Pe3y/ITaTH

Jlokazane cy HejenHakoctu IlIBapu-IlukoBor Tuma 3a orpaHudueHe W 3a TO3WTHBHE
TUTypuxapMoHUjcke QyHKUMje, neGUHICcaHe Ha OTBOPEHOM jelMHIYHOM Touaucky y C" kao u
33 MO3UTHUBHE TUTypUXapMOHUjcke QyHKUMje aedrHNCcaHe Ha OTBOPEHOj jequHnyHoj ot y C"
Y HejeIHaKOCTH cy Hajbosbe Moryhe.

C ob3upom aa jenquHmyHa jionta ¥ B" u jexuHnunn momumuck D" Hucy GuxonomopdHo
EKBUBAJIEHTHU OJI MHTEpeca je M3yyaBame Koja cBojcTBa MMajy ¢ynkuuje Ha D" koje cy
WICTOBPEMEHO XapMOHMjCKe U M-xapMoHujcke Ha D". 'V nucepranmju je pjemieH Taj OTBOpeH
npobsiem ox 1977. ronune.

Takolje, y aucepTanmju cy yBejieHe HOBe Kilace GpyHKIHja, Koje TpeacTaBibajy yonmrere (a, f3)-
XapMOHHjcKUX GyHKIHMja y D ¥ yonuireme MojeAnHauyHo XapMoHujckux gynkumja y D", u tume
CY OTBapeHH HOBH ITyTEBH 3a JaJba UCTPAKUBAKA.
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7. 3BAK/JbYYAK U TPHJEJIOT

Ha ocuoBy csera mrro je maBeseno y Mssjemrajy, Komucuja 3aK/pydyje Ja je JOKTOpcKa
mucepraunja Jenene Tajuh nox maciosom ,IIpocropm IIYypHXapMOHHjcKHuX, M-
XapMOHH[CKHX M NOjeuHAYHO (a,B)-XapmMoHMjcKHX PyHKUMja y moMMAMCKY®, m3paleHa y
CKJIally ca 0OpasioKemheM Koje je KaHIUIaT IPUII0KIO TPUITMKOM MpHjaBe oBe TeMme. JIOKTopcka
JMcepTauMja je ypaeHa Ipema NpaBMIMMAa M NPUHLMIMMA HAYYHO-HCTPAXHBAYKOT paja M
pe3yiTaT je OpMIMHAHOI HAy4yHOT paja KaHauaarta. JlokasaHe Cy HejeIHAKOCTH IBapu-
IIukoBor THIa 3a orpaHuueHe M 3a MOSHTHBHE IUIypUXapMOHHMjcKe (QyHKIMje, neduHKCaHe Ha
OTBOPCHOM JEJMHHYHOM ToumucKy y C" Kao ¥ 3a MO3WTUBHE TLTyPHXapMOHMjCKe (YHKIHje
Ne(HUHHCAHE Ha OTBOPEHO] jenuHuuHOj JonTr y C" U HejeaHakocTH cy Hajbosse Moryhe. Jlate cy
H NpOLjeHe pacTojama y TepmMuHMMa KobGajammjese u BeprmanoBe MeTpuke Kao M mpoljeHe
rpaaujerta 1 M-UHBapUjaHTHOT peaHOr rpaJMjeHTa 3a Takse dyHkumje. Jlokasan je XapHakoB
THII pe3ynTara 3a xonomopdue dynkmmje Ha D" m Ha B". [lokaszano je ma je ¢yHnxumja
Aeunncana Ha jenunuyHoM momuaucky y C" nojeauHayHo XapMOHMjCKa aKO M CaMo aKo je
XapMoHMjcka M M-xapmonmjcka Ha D". Takobe, HakoH yBohema mnojemuHauno (a, P)-
XapMOHM]CKHX (QyHKIH]ja, KOje IpeAcTaBibajy yonmrere (o, B)-xapMouujckux dynkmmja y D u
YOTIITEE [0]eJMHAYHO XapMOHHjCKHX QyHKImMjay D", passujena je HP Teopuja u3 Tux kiaca.

Byayhu n1a je kaHauIaT oKa3a0 TeMEe/bHO [I03HABAE IIPEIMETa HCTPAXKUBAHA, TE Y
MOTHYHOCTH OJATOBOPHO Ha MPOOIIeMaTHKY Koja ce pa3Marpa y aucepraimjy, Komucuja
npeanaxe Hayuno-nacrasnom Bujehy IIpupoaHo-maremariukor hakynrera Y HUBEp3UTETA Y
bawoj JIyun n Cenary Yuuepsurera y bawoj Jlyiu 1a npuxsare osaj M3BjemTaj n onoope
jaBHY 010paHy JOKTOpPCKE TUCEpTaIHje.

\\4 W &/\J{

Mjecto u natym: bama Jlyxka, akazmeMuK 3opad Murtposuh, petoBHU nipodecop
[Ipencjennuk xomucuje

HNuoapaz Sogevehits

akageMuk Muoapar MatespeBul, pe1oBHU npodecop
Ynan

B /\(0 &WWOM/

ap Bna,rmeU JoBanoswuh, BaHpeHH Tipodecop
Unan

</\Coww (,/(i(//\/,y/@——

ap Mupocnas [lpanuh, penosuu npodecop

Ynan

W3JIBOJEHO MULLJBEWE: Ynan komucHje KOjH He kel Ja TIOTIHILE H3BjelITa)j jep Ce He ClIake ca MUIBEIHEM
sehnHe wiaHOBA KOMHUCH]e AyKaH je Na y u3Bjelutaj yHece o6passioxerhe, 0OJIHOCHO pas/iore 300 KOJUX He XeJH ja

NOTIHNILE U3BJeLITa].
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Ipusor 3.
U3jasa 1

HU3JABA O AYTOPCTBY

M3jaBmbyjem
1A je JOKTOPCKA JucepTanuja

Hacnos pana Ilpoctopu nuypuxapmouujckux, M-XapMOHHjCKHX M nojeaquHayHo  (a,f)-
XapMOHUjCKUX QyHKLHja Y MONMANCKY

Hacnos pana na enrneckom jesuky The spaces of pluriharmonic, M-harmonic and separately (o,f)-
harmonic functions in the polydisc

< pesynrar concrsenor MCTPAKUBAUKOT paja,

Xna JIOKTOpCKA JMCepTalja, y LjeIMHA WK Y [MjesoBUMa, Huje OuMna NpeiiokeHa 3a
nobujatbe Guio Koje IMIUIOME MpeMa CTYIMjCKMM NporpaMUMa APYTrHX BUCOKOLIKOICKUX
YCTaHOBA,

IX] na cy pesynraru kopekTHO HaBeaeHH U

X na nucam kpuno/na ayTopcKa npaBa U KOPUCTHO MHTENEKTYAHY CBOJUHY JPYTHX JIULIA.

[Tornuc mokropanTa
VY bawoj Jlyum, aana 12.12.2023. roaune q L
Tedena Ja//ccj\j
V) !




H3jasa 2

UsjaBa xojom ce opinanthyje Yuusepsurer y bawoj Jynu
A2 NOKTOPCKY THCEePTANM]Y VUHHHU jABHO JOCTYIHOM

Osnawhyjem YHusepaurtet y bamwoj Jlyin aa Mojy JIOKTOPCKY JUcepTaLujy MO HACIOBOM
IIpocTopu nuypuxapMoHMjckux, M-XxapMOHUjCKUX M nojeuHaqHo (o.,f3)-XapMOHUMjCKUX (GyHKLHU]a
y NMOJIUANCKY

KOja je MOje ayTOpCKO Jjes0, YUHHH JABHO JOCTYITHOM.

JIOKTOpCKY aucepTalujy ca CBUM NpUIo3uMa rpeaao/ia caM y eJleKTPOHCKOM (opMaTy NOrofHOM
3a TPajHO apXUBHUpAIbE.

Mojy HOKTOpCKY AMCEpTalMjy MOXpamweHy Y AMTUTAlHW PENO3UTOPUjyM YHHMBEp3UTETA Y
bamoj Jlyun Mory ma kopucte CBM KOju MowTyjy oapeade caapkaHe y ofabpaHoOM THIlY JIMLEHLE
Kpeatusne 3ajennuue (Creative Commons) 3a Kojy caMm ce OfIy4uo/na.

 AytopcTBo

AYTOPCTBO — HEKOMEPLHjATHO

DS

AyYTOPCTBO — HEKOMEpLIMjaHO — 6e3 npepaje
AyTOPCTBO — HEKOMEPUMjAIHO — JAWjeUTH MO/ HCTUM YCJIOBUMA

AyTopcTBo — 6e3 npepaje

i T I

AyYTOpPCTBO — AUJETUTH MOJI MCTUM YCIOBUMA

(Monumo 1a 3a0Kpy»KUTEe camMo jeiHy OJi LIeCT MOHyheHWX JMUEHLM, KpaTaK OIMKMC JIMIEHUM aaT
je Ha noaehuHu aucTa).

[Tornuc noxropanra
VY bawoj Jlyuu, nana 12.12.2023. roaute /78/1'?/'( b @[wﬁ
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N3zjaBa 3

H3jaBa 0 HACHTHYHOCTH IITAMIAHE H €JIEKTPOHCKe Bep3uje
JAOKTOPCKe JHcepTanmje

Mme u npe3ume ayropa Jenena ["ajuh

HacnoB pana [TpocTopu naypuxapMoHujckux, M-XapMOHH]CKUX U MOjeIMHAYHO
(ct,B)-xapMOHMjCKHX (DYHKIM]A Y TONMANCKY

MenTop npod. ap Musow ApceHosuh

MsjaBibyjeM na je wtamnaHa Bep3uja Moje JOKTOPCKE AMCEpTALMje WACHTHYHA EJCKTPOHCKO]
BEP3MjH KOjy CaM Npeaao/a 3a IUruTaiHi perno3utopujym Yuusepsutera y bamwoj Jlyuu.

[Tornuc nokropanTa

VY bawoj JIyuu, nana 12.12.2023. roaute =
! ';\ZP/? (2873 J‘Vwﬁ
(/ v
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