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Rezime

Spektralna teorija diferencijalnih operatora je veoma znacajna oblast matematicke ana-
lize zbog velike primjene u ekonomiji, biologiji, astrofizici, elektronici, biofizici, geofizici i
drugim tehni¢kim naukama. Dijeli se na direktne i inverzne probleme. Inverzni spektralni
problemi se odnose na odredivanje parametara diferencijalnih operatora na osnovu njihovih
spektralnih karakteristika. Primjenjuje se u problemima u kojima se do odredenih spektralnih
karakteristika moze doci eksperimentalnim putem. Takode, znacajna je primjena i nekom-
pletnih inverznih problema u kojima su poznate pojedine osobine parametra kao i spektralne
vrijednosti.

U drugoj polovini dvadesetog vijeka pojavio se veliki interes za inverzne probleme diferen-
cijalnih operatora. Jedan od najznacajnijih rezultata u inverznoj spektralnoj teoriji se odnosi
na klasi¢ni Sturm-Liuvilov operator sa Dirihle /Nojmanovim uslovima u kojem je dokazano
da dva spektra jedinstveno odreduju potencijal, [borl|. Kasnije ovaj rezultat je generalizovan
za druge klase potencijala kao i grani¢ne uslove.

Rad se sastoji od cetiri poglavlja. U istrazivanju se posmatra Sturm-Liuvilov operator
sa konstantnim kasnjenjem. U uvodnom poglavlju opisujemo spektralne osobine klasi¢nog
Sturm—Liuvilovog problema i posmatramo inverzni problem iz dva spektra. Dokazac¢emo te-
oremu jedinstvenosti inverznog problema koriste¢i Borgov rezultat. Do istog rezultata ¢emo
do¢i koristeéi i Vajlovu funkciju.

U drugom poglavlju rjesavamo direktne probleme za Sturm-Liuvilove operatore sa kon-
stantnim kasnjenjem. Opisac¢emo spektralne osobine i asimptotska ponasanja karakteristi¢nih
funkcija. U istom poglavlju posmatramo pomenuti operator sa poc¢etnom funkcijom. Ove re-
zultate je prvi opisao ruski matemati¢ar Sim Borisovi¢ Norkin u monografiji [norl] 1965.
godine.

Osamdesetih godina dvadesetog vijeka se pojavio interes za rjeSavanje inverznog problema
za operatore éturm—Liuvilovog tipa sa konstantnim kasnjenjem. U |pikl] je ustanovljeno da
vrijedi teorema jedinstvenosti za svako kasnjenje pod uslovom da je potencijal analiticka
funkcija. U posljednjoj deceniji je dokazano da dva spektra jedinstveno odreduju potencijal
ukoliko je kagnjenje veée od dvije petine intervala, [vlal], [yurd|, [pik4], [bonl]. Ove rezultate

dokazujemo u tre¢em poglavlju. Glavni dio istrazivanja je posveéen sluc¢aju kada je kasnjenje
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manje od dvije petine intervala. U istom poglavlju posmatramo i nekompletne inverzne
probleme za Dirihle/Nojmanove i Robinove grani¢ne uslove. Pokazac¢emo da su dva spektra
dovoljna da odrede potencijal ukoliko je potencijal poznat na dijelu intervala ili je simetri¢an
na podintervalu.

U cCetvrtom poglavlju posmatramo inverzne probleme za operatore Sturm—LiuVilovog tipa
za ka$njenja manja od dvije petine intervala. Za svako kasnjenje iz pomenutog intervala kon-
struigemo izo-bispektralne potencijale za Sturm-Liuvilov operator sa Dirihle /Nojmanovim i
Robinovim grani¢nim uslovima. Ovaj rezultat je od izuzetne vaznosti jer dokazuje da uprkos
Borgovom rezultatu, za inverzni problem Sturm-Liuvilovih operatora sa malim kasnjenjima
ipak ne vrijedi teorema jedinstvenosti. Time se otvaraju nova pitanja u smislu fizickog
znacenja ovih matematickih rezultata, koje je potrebno detaljno istraziti. Izuzetnu vaznost u
ovom istrazivanju predstavlja partikularni samoadjugovani integralni operator. Za racunanje
sopstvenih vrijednosti i funkcija koristimo numericke kao i metode linearnih diferencijalnih
operatora. Iskoristicemo numericke rezultate kako bi dosli do analitickog oblika sopstvenih
vrijednosti i sopstvenih funkcija. U istom poglavlju dokazujemo da dva spektra nisu dovoljna
da se jedinstveno konstruise operator sa Dirihle/Nojmanovim grani¢nim uslovima ¢ak i kada
je potencijal iz prostora apsolutno neprekidnih funkcija.

Dio tre¢eg poglavlja sadrzi originalne rezultate, kao i ¢etvrto poglavlje. Konstrukcijom
izo-bispektralnih potencijala ujedno dajemo odgovor na visedecenijska pitanja vezana za in-

verzne probleme Sturm-Liuvilovog tipa sa konstantnim kasnjenjem.
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Abstract

The spectral theory of differential operators is a very important area of mathematical
analysis due to its significant application in economics, biology, astrophysics, electronics,
biophysics, geophysics, and other technical sciences. It is divided into direct and inverse pro-
blems. Inverse spectral problems refer to the determination of the parameters of differential
operators based on their spectral characteristics. It is used in problems in which certain
spectral characteristics can be obtained experimentally. Also, the application of incomplete
inverse problems in which certain properties of parameters as well as spectral values are
known is significant.

In the second half of the twentieth century, there was great interest in the inverse problems
of differential operators. One of the most significant results in inverse spectral theory refers
to the classical Sturm-Liouville operator with Dirichlet/Neumann conditions in which it
is proved that two spectra uniquely determine the potential, [borl|. This result was later
generalized for other potential classes as well as boundary conditions.

The paper consists of four chapters. In the study we observe the Sturm-Liouville operator
with constant delay. In the introductory chapter, we describe the spectral properties of the
classical Sturm-Liouville problem and observe the inverse problem from two spectra. We will
prove the uniqueness theorem of the inverse problem using Borg’s result. We will reach the
same result using Weyl function.

In the second chapter, we solve direct problems for Sturm-Liouville operators with con-
stant delay. We will describe the spectral properties and asymptotic behaviors of charac-
teristic functions. In the same chapter, we observe the mentioned operator with the initial
function. These results were first described by the Russian mathematician Sim Borisovich
Norkin in the 1965 monograph [norl].

In the 1980s, there was an interest in solving the inverse problem for Sturm-Liouville-
type operators with constant delay. In [pikl|, it was found that the uniqueness theorem
holds for any delay provided that the potential is an analytic function. In the last decade,
it has been proven that two spectra uniquely determine the potential if the delay is greater
than two-fifths of the interval, [vlal|, [yurd|, [pik4], [bonl]. We prove these results in the

third chapter. The main part of the research is dedicated to the case when the delay is less
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than two-fifths of the interval. In the same chapter, we observe incomplete inverse problems
for Dirichlet/Neumann and Robin boundary conditions. We will show that two spectra are
sufficient to determine the potential if the potential is known at the part of the interval or
is symmetric at the subinterval.

In the fourth chapter, we observe inverse problems for Sturm-Liouville-type operators for
delays of less than two-fifths of the interval. For each delay from the mentioned interval, we
construct iso-bispectral potentials for the Sturm-Liouville operator with Dirichlet/Neumann
and Robin boundary conditions. This result is extremely important because it proves that
despite Borg’s result, the uniqueness theorem does not apply to the inverse problem of Sturm-
Liouville operators with small delays. This raises new questions in terms of the physical
significance of these mathematical results, which need to be explored in detail. The particular
self-adjoint integral operator is extremely important in this research. For calculation of its
eigenvalues and functions, we use numerical as well as methods of linear differential operators.
We will use numerical results to predict the analytical form of eigenvalues and eigenfunctions.
In the same chapter, we prove that two spectra are not sufficient to uniquely construct an
operator with Dirichlet/Neumann boundary conditions even when the potential is from the
space of absolutely continuous functions.

Part of the third chapter contains the original results, as well as the fourth chapter. By
constructing iso-bispectral potentials, we also provide an answer of long-term questions re-

lated to Sturm-Liouville-type inverse problems with constant delay.

Keywords: Differential operators with delay, Sturm-Liuoville operator, Inverse spectral the-
ory.

Scientific Area: Natural Sciences

Scientific Field: Mathematics

CERIF Classification Code: P 140
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Oznake

N - skup prirodnih brojeva,

7. - prsten cijelih brojeva,

Q - polje racionalnih brojeva,

R - polje realnih brojeva,

R* - skup pozitivnih relanih brojeva

C - polje kompleksnih brojeva,

intS - najveéi otvoren skup sadrzan kao podskup u S,

S - zatvorenje skupa 9,

S+ - ortogonalni komplement skupa S u Hilbertovom prostoru,
span{X} - linearni omota& skupa X,

Re - realni dio kompleksnog broja ili funkcije,

I'm - imaginarni dio kompleksnog broja ili funkcije,

1 - indikator funkcija na skupu X,

Res,—qf(x) - reziduum meromorfne funkcije f(x) u izolovanom singularitetu a,
C'a, b] - prostor neprekidnih funkcija na [a, b],

ACa, b] - prostor apsolutno neprekidnih funkcija na [a, b],

C*[a, b] - prostor k puta neprekidno diferencijabilnih funkcija na [a, b],
LP(X) - Banahov prostor funkcija integrabilnih sa stepenom 1 < p < oo na skupu X,
L*>(X) - Banahov prostor esencijalno ograni¢enih funkcija na skupu X,
W3la,b] - Soboljev prostor funkcija f(z), takvih da f™)(z) € L*(a,b)
[P - prostor p apsolutno sumabilnih nizova za 1 < p < oo,

[ - prostor ograni¢enih nizova,

Ker(T) - jezgro linearnog operatora T,

R(T) - prostor slike operatora T,

T* - adjugovan operator za A na Hilbertovom prostoru,

[ - norma,

(-,+) - skalarni proizvod,

s.s. - skoro svuda.
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1 Uvod

Klasi¢ni Sturm-Liuvilov problem posmatra linearne diferencijalne jednacine drugog reda
oblika
—y//(x) + q(@)y(x) = My(w), a <z <b, (1.0.1)

uz razdvojene grani¢ne uslove

y(a)sina + y'(a) cosa = 0,

(1.0.2)
y(b)sin B + y'(b) cos f = 0,
gdje je A parametar i q(z) € R.
Napomenimo da se opsta diferencijalna jednacina drugog reda
4 (x)@ +U(z)y(x) = pr(z)y(x), a<z<b (1.0.3)
d p d Y =K Y\x), -U.

gdje su funkcije p(x) i r(x) pozitivne, moze svesti na formu (1.0.1) uz pretpostavku da
p(z) € CYa,b] i p(x)r(z) € C?[a,b]. Bez umanjenja op$tosti mozemo pretpostaviti da je
a=01b=m Smjenom t = w(x — a)/(b — a) transformiSemo interval [a,b] u [0, 7] bez
mijenjanja grani¢nih uslova.

Funkeiju y(z, \) € C?[a, b] nazivamo rjesenjem Sturm-Liuvilovog problema ako zadovolja-
va jednadinu (1.0.1) uz grani¢ne uslove (1.0.2). Pretpostavimo da za neko A\ grani¢ni problem
(1.0.1)-(1.0.2) ima netrivijalno rjeSenje y(x, Ag). U tom slu¢aju Ay se naziva sopstvena vrijed-
nost, a y(z, A\g) sopstvena funkcija grani¢nog problema. Glavni rezultat u Sturm-Liuvilovoj
teoriji za klasi¢ni problem je da normalizovane sopstvene funkcije formiraju ortonormira-
nu bazu Hilbertovog prostora L*(a,b). Ovaj rezultat ¢emo dokazati u ovom poglavlju. Za-
hvaljujuéi navedenim osobinama Sturm-Liuvilova teorija ima zna¢ajnu primjenu u teoriji
ortogonalnih funkcija, [harl]|, [djul].

Pored direktnog problema, posmatrac¢emo i inverzni problem za klasi¢ni operator. Glavni
rezultati u inverznoj spektralnoj teoriji za pomenuti operator su istrazeni u drugoj polovini
dvadesetog vijeka. Matematicari koji su dali zna¢ajan doprinos su G. Borg, M.G. Gasimov,
[.M. Geljfand, B.M. Levitan, I.S. Sargsjan, V.A. Marc¢enko i H. Vajl. U monografiji [frel| su
detaljno obradeni vazniji rezultati ovih matematicara.

Koriste¢i neke od ovih rezultata dokazac¢emo teoremu jedinstvenosti za inverzni problem
Sturm-Liuvilovog operatora na dva razlifita nac¢ina. Jedan pristup ¢e biti slitan Borgovom
rezultatu [borl| gdje ¢emo dokazati da je operator jedinstveno odreden iz dva spektra gene-
risana Dirihle/Nojmanovim grani¢nim uslovima. U drugom pristupu ¢emo koristiti Vajlovu

funkciju koja se pokazala kao efektivan metod u rjeSavanju inverznih problema, [lev2].
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1.1 Spektralna teorija operatora

Neka je ‘H Hilbertov prostor i ozna&imo sa (-, -) skalarni proizvod u H. Linearni operator
T je linearno preslikavanje sa potprostora D(T') C H na prostor H, gdje D(T') predstavlja
domen operatora. Rang operatora 1" je potprostor R(T) = {Tx : x € D(T)}, dok je jezgro
operatora T' dato sa Ker(T) = {z € D(T) : Tx = 0}. Kazemo da je linearan operator T
ogranicen ako je vrijednost

sup M
veD(T) a0 |||

kona¢na, u suprotnom kazemo da je operator 7" neogranic¢en. Koristimo oznaku B(H;, Hs) za
skup svih ogranicenih linearnih operatora koji se slikaju sa prostora H; na H,. Za operator
T kazemo da je gusto definisan ako je potprostor D(T') od H gust u H. Graf linearnog
operatora 1" na H je skup

G(T) :={(z,Tz) : 2 € D(T)} CH x H.

Operator S je proSirenje operatora 1" ako vrijedi D(T') C D(S) i Tx = Sz, Vo € D(T). U

tom slucaju koristimo notaciju 7' C S.

Definicija 1.1.1. Za linearan operator T na H kaZemo da je zatvoren ako je graf G(T)
zatvoren potprostor u H. Za linearan operator T na H kaZemo da je operator zatvorenja ako

je G(T) = G(T), pri cemu operator T nazivamo zatvorenje operatora T.

Definicija 1.1.2. Neka je T : D(T) — H neogranicen qusto definisan linearan operator.
Adjugovan operator T* : D(T*) — H definiSemo na sljedeci nacin:
Domen D(T*) sadrzi vektore y € H za koje je preslikavanje D(T) > x — (Tx,y) ograniceno
u odnosu na normu H. Za takvo y € H postoji, po Risovoj teoremi, jedinstveni vektor T™y
tako da

(Tx,y) = (z,T"y), VYox e D).

Definicija 1.1.3. Za gusto definisan linearan operator T : D(T) — H kaZemo da je sime-

trican (ili Hermitov) operator ako vrijedi
(Tw,y) = (&, T"y), Va,y € D(T),
ili, ekvivalentno, T C T*. Stavise:
(i) T nazivamo samoadjugovan ako je T = T*.

(i) T nazivamo esencijalno samoadjugovan ako je T samoadjugovan.
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Napomenimo da za simetrican operator 1" vrijedi 7' C T™* C T, dok za zatvoren simetri¢an

operator vrijedi T' = T C T™. Za samoadjugovan operator 1" vrijedi relacija T' = T = T™.

U nastavku ¢emo se baviti spektrom linearnih neogranic¢enih operatora. Takode, posma-

tracemo osobine samoadjugovanih operatora.

Definicija 1.1.4. Neka je T : D(T) — H linearan operator. Rezolventni skup p(T) sadrZi
kompleksne brojeve z za koje je operator T — z : D(T) — H bijektivan i inverz (T — 2)7*
ogranicen. Spektar operatora T je definsan kao o(T) := C\ p(T'). Punktalni spektar o,(T') je

skup sopstvenih vrijednosti operatora T

Lema 1.1.5. Spektar samoadjugovanog operatora T na Hilbertovom prostoru H je neprazan

podskup realne prave, odnosno ) # o(T) C R.

Dokaz. Prvo ¢emo dokazati da spektar mora biti podskup realne prave. Neka je A € C\ R i
pretpostavimo da A € (7). Tada postoji 0 # x € D(T™) tako da je Tz = Az = T*z i vrijedi

Mz, 2) = O, 2) = (Tx,z) = (x, T*z) = (x, \x) = X\, 1),

odakle slijedi da je 2Im(\)(x,z) = 0, odnosno x = 0, ako je Im(\) # 0, prema tome vrijedi
o(T) C R. U nastavku ¢emo dokazati da je spektar neprazan. Pretpostavimo suprotno
odnosno da je o(T) = 0. U tom slucaju je T invertibilan i 7! je ogranien samoadjugovan

operator. Za A\ # 0 operator

(T~ = \I) = (I = AT)T' = A(%[ _ Ty

1 /1 -1
“rlZr—-T1) .
(5-7)

Prema tome o(T~') = {0}, jer spektar ne moZe biti prazan, a A = 0 je jedina preostala

ima ograniCen inverzni operator

vrijednost koja zadovoljava uslov. Ipak, u tom slu¢aju slijedi da je T-! = 0 §to je kontradik-

cija. O

Znacajnu ulogu u spektralnoj teoriji zauzimaju kompaktni operatori. Kao §to je po-
znato linearan operator 1" : H; — H, je kompaktan ako je slika jedini¢ne lopte iz H;
relativno kompaktan skup u H,, pri cemu je skup relativno kompaktan ako je njegovo za-
tvorenje kompaktan skup. Koristimo oznaku IC(H;, Hs) za skup svih kompaktnih operatora
koji djeluju na pomenutim prostorima. Ako je H, = Hs, tada za pomenuti skup operatora

koristimo oznaku K(#H;). Poznato je da je svaki kompaktan operator ograni¢en, odnosno



Inverzni spektralni problemi Sturm-Liuvilovog tipa sa konstantnim kasnjenjem 4

IKC(H1,Ha) C B(H1,Hz). U nastavku se bavimo spektralnom teorijom kompaktnih operato-
ra, ali prije toga ¢emo obraditi Fredholmovu alternativu. Navodimo sljedeé¢e dvije teoreme

bez dokaza, a viSe mozete na¢i u [arsl] i [hell].

Teorema 1.1.6. (Fredholmova alternativa). Neka je T kompaktan operator na Hilber-

tovom prostoru H, tada
1. Ker(I —T) je konac¢no dimenzionalan,
2. R(I —T) je zatvoren i konacéno dimenzionalan,
3. R(I —T)="™H ako i samo ako je Ker(I —T) = {0}.

Fredholmova alternativa nam govori da se operator I — 7', pri ¢emu je 7" kompaktan,
ponasa kao operator na kona¢no dimenzionalnom prostoru. Znamo da su linearni operatori
na konacno dimenzionalnim prostorima injektivni ako i samo ako su surjektivni, a vidimo
sliéno ponasanje pod navedenim pretpostavkama. Napominjemo da Fredholmova alternativa

vrijedi i za kompaktne operatore na Banahovim prostorima.
Teorema 1.1.7. Neka je H beskonacno dimenzionalan Hilbertov prostor i T € K(H), tada:
1. 0 € o(T),
2. a(T)\ {0} = 0,(T) \ {0},
3. wvrigedi samo jedan od sljedecih uslova:
(a) o(T)\{0} =0,
(b) o(T)\ {0} je konacan skup,
(¢) o(T)\ {0} niz koji konvergira ka nuli.
4. Svaki element \ € o(T) je izolovan i dim Ker(I —T) < oc.

Teorema 1.1.8. Neka je T =T* € K(H), tada sopstvene vrijednosti operatora T' ¢ine realni
niz koji konvergira ka nuli, dok od sopstvenih funkcija moZemo konstruisati ortonormalnu

bazu prostora H.

Dokaz. Neka su {\,},>1 razli¢ite nenula sopstvene vrijednosti operatora T'. Posto je T sa-

moadjugovan, sopstvene vrijednosti su realne. Neka je \g = 01 za n > 0, ozna¢imo sa
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E, = Ker(T — \,I). Pokazimo da je E,, # E,, zan# m. Akou € E,,iv € E,,zan #m
imamo

(Tu,vy = Ap(u,v) = (u, Tv) = A\, (u,v),
odakle slijedi da je (u,v) = 0.

Oznacimo sa F' linearni omotac¢ od UnZO E,,, dokaza¢emo da je F' gust u ‘H. Jasno je da
vrijedi T(F) C F. Posto je T samoadjugovan, vrijedi da je T(F+) C F*. Oznatimo sa T
restrikciju operatora 7' na skup F*. Operator T je kompaktan i samoadjugovan i djeluje
na ortogonalnom komplementu skupa F'. Kako je Ker(f — M\JI) C F, zaklju¢ujemo da je
o(T) = {0}, odakle slijedi da je T = 0. Ali, posto je F-+ C Ker(T) = E, C F, zakljufujemo
da je F+ = {0}, u suprotnom bi T +# 0. Prema tome F je gust u Hilbertovom prostoru.

Na kraju izaberemo ortonormalnu bazu svakog potprostora F,. Uzimajuci njihovu uniju

dobijamo ortonormalnu bazu ¢itavog prostora H. O

Definicija 1.1.9. Ogranicen linearni operator T : Hy — Ho je Hilbert-Smitov ako je
IT|IZrs = Y I Tenll” < oo,
n=1

pri cemu je {e,}>2, proizvoljna ortonormalna baza prostora Hi. Broj ||T||us se naziva

Hilbert-Smitova norma i ne zavisi od izbora baze.
Lema 1.1.10. Svaki Hilbert-Smitov opertator T : Hy — Hs je kompaktan.

Dokaz. Za proizvoljno x € H; vrijedi da je Tz = > 7 (e,, x)Te,. Dalje slijedi da je

n=1

IT = Tw|P* < IT = Tnlis = > | Tenl> =0, N = 0.
N+1<n

Prema tome kona¢no dimenzionalni operatori T konvergiraju po normi operatoru 7', odakle

zakljucujemo da je operator T kompaktan. O]

Teorema 1.1.11. Neka je H = L*(Q), gdje je Q C R otvoren skup. Operator T je Hilbert-
Smitov ako i samo ako postoji integralno jezgro K(x,y) € L*(Q x Q) tako da

Tf(e) = | Ko )y (1.1.1)

U tom slucaju je | T||us = [|K||L2x0)-
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Dokaz. Neka je K € L*(Q x Q), pokazimo da je operator 7" dat sa (1.1.1) Hilbert-Smitov.
Neka je {e,},>1 ortonormalna baza u #, onda funkcije e, ,(x,y) = en(x)e,(y) ¢ine orto-

normalnu bazu prostora L*(Q2 x Q). Dalje, vrijedi

g [ Te,|” = ; [(em, Ten)|” = % /QT(:E)(/ K(x,y)en(y)dy>dx

Z| e K)|” = | K| 2(0x0)-

2

Qmen(y) (z,y d:cdy

Dalje, neka je T proizvoljan Hilbert-Smitov operator na H. Za svako u € H. vrijedi

Tu = Z(e”,u>T6n = Z(en, w)(em, Ten)em
n=1 m,n
Uzimajudi,
= Z en(y) <€m7 T€n>€m(x> = Z(ema T6n>€m,n<x7 y)7
lako se provjeri da K (z,y) € L*(Q x ), kao i ostale osobine. O

U nastavku ¢emo nesto vise reéi o Risovoj bazi u Hilbertovim prostorima. Vise informacija

0 ovoj temi mozete nadi u [frel].

Definicija 1.1.12. Skup {f,}n>1 nazivamo Risovom bazom Hilbertovog prostora H ako po-
stoji ogranicen linearan invertibilan operator A : H — H tako da je Ae, = f,, pri cemu je

{en}n>1 ortonormalna baza.

Ideja definicije je zasnovana na sljede¢em: za proizvoljno f € H vrijedi

o

ATlf = Z T frenen =Y (f, (A7) en)en,

n=1

odakle slijedi da je
f = Z(f) Xn>fna

n=1
gdje je x,, = (A")te, 1 f, = Ae,.
Ekvivalentno Risova baza se moZe definisati na sljedeci nac¢in: Niz vektora { f,, },,>, nazivamo

Risov niz ako postoje konstante 0 < € < (5 < oo tako da je

Ol(gla#)é Zanfn <02(Zlanl2>

n=1
za svaki niz {a, },>1 € [*. Risov niz nazivamo Risovom bazom ako je span{f,},>1 gust u H.
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Teorema 1.1.13. Neka je {f, = Ae,}n>1, Risova baza od H, gdje je {e,}n>1 ortonormalna

baza i A ogranicen linearan operator. Neka je {gn}n>1 niz vektora u H tako da vrijedi

8] 1/2
A= (ann—fnn) < 0o0.
n=1

1. Ako je A < HA%H’ tada {gntn>1 ¢ini Risovu bazu.

2. Ako je {gn}tn>1 w—linearno nezavisan ili kompletan v H, tada {gn}n>1 ¢ini Risovu

bazu.

Dokaz. Dokaza¢emo samo prvi dio teoreme, kompletan dokaz mozete naéi u [frel|. Posma-

tramo operator

T(chfn) = ch(fn - gn)a {Cn}]Zl - l2.

n=1

Jasno je da je T ogranicen linearan operator i | T|| < A. Stavige, 320 [|Te;||> < oo. Kako je
A-T=(E-TA YA, i |[TAY| <1,
slijedi da je A — T linearan ogranicen invertibilan operator. Sa druge strane
(A—=T)en = gn,
odakle zaklju¢ujemo da je {g,}n>1 Risova baza u H. ]

Posljedica 1.1.14. Neka je dat niz {\,}n>0 oblika

a  Kp
)\n:n+—‘|‘—, {Iin}n>0€l2, GGC,
n n o

pri demu je N, # My zan # k. Tada {cos \yx}n>1 ¢ing Risovu bazu u L*(0, 7).
Dokaz. Moze se pokazati da je niz {cos(\,z)}n>0 kompletan u L?*(0,7), [frel]. Sa druge

strane vrijedi

o
Z || cos nz — cos \,x|| < oo,

n=1

te dokaz slijedi na osnovu Teoreme 1.1.13. O
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1.2 Sturm-Liuvilov operator na kona¢nom intervalu

Posmatramo grani¢ni problem L = L(q, h, H) :
ly = —y"(z) + q(z)y(z) = My(x), 0 <z <m, (1.2.1)

U(y) :=4'(0) — hy(0) =0, V(y) :=y/(7) + Hy(r) =0, (1.2.2)

gdje je A spektralni parametar; h, H € Riq(z) € L?(0, 7). Funkcija g(z) se naziva potencijal.
Domen grani¢nog problema (1.2.1)-(1.2.2) je dat sa

D(L) = {y(x) c L?[0,7] : o/ (z) € AC[0, 7], o"(x) € L*(0,7), U(y) =V(y) = 0}.

Sturm-Liuvilov operator je neogranien linearan operator. Domen D(L) je gust u L?(0,7),
prema tome Sturm-Liuvilov operator je gusto definisan.

U skladu sa Definicijom 1.1.4, vrijednosti parametra A za koje grani¢ni problem L ima
netrivijalna rjeSenja nazivaju se sopstvene vrijednosti, a odgovarajuca netrivijalna rjesenja
se nazivaju sopstvene funkcije. Skup sopstvenih vrijednosti se naziva spektar grani¢nog pro-
blema L.

U ovom poglavlju ¢emo obraditi spektralne osobine grani¢nog problema L i posmatra¢emo
asimptotska ponaSanja sopstvenih vrijednosti i funkcija. Na pocetku é¢emo odrediti oblik
integralne jednacine koji treba da zadovolji opste rjeSenje jednacine (1.2.1). Uvodimo notaciju

A = 22, koju koristimo kroz ¢itavo poglavlje.

Lema 1.2.1. Integralna jednacina ekvivalentna sa (1.2.1) je oblika

xT

y(z) = Cysin zx + Cy cos zx + E /q(t)y(t) sin z(z — t)dt. (1.2.3)
z
0

Dokaz. Jednadina (1.2.1) je ekvivalentna sa

y'(@) + Ay(z) = q(2)y(z).
Na ovu jednacinu ¢emo primijeniti metodu varijacije konstanti. Posmatrajmo pridruzenu
homogenu jednacinu
y"(x) + Ay(x) = 0,
Cije je rjesenje
y(z) = Cy(z) sin zz + Cy(z) cos zx. (1.2.4)



Inverzni spektralni problemi Sturm-Liuvilovog tipa sa konstantnim kasnjenjem

Varirajmo konstante da zadovoljavaju uslove

C1(x) sin zzx + C5(x) cos zx =0,
C1(x)z cos zx — Cy(x)z sin zax =q(z)y(z).

Rjesenja ovog sistema su

0|

Ci(x) = /q(t)y(t) cos ztdt + Ch,

CQ(I) = —

N | =

0
/q(t)y(t) sin ztdt + Cs,
0

gdje su C; i Cy konstante. Ako C(x) i Ca(x) uvrstimo u (1.2.4) dobijamo

- -
y(x) = sin zx (; /q(t)y(t) cos ztdt + C’l) + cos zx( — / q(t)y(t)sinztdt + Cg>,
0 0

odnosno

T

1
y(x) = - /q(t)y(t)sinz(x — t)dt + Cy sin zz + Cy cos zx.
z
0

Lako se pokaze suprotni smijer tako §to desnu stranu iz (1.2.3) uvrstimo u (1.2.1).
Uocimo da vrijedi

T

y'(x) = 2C) cos zx — 2Cq sin zx + /q(t)y(t) cos z(x — t)dt (1.2.5)
0

Pored grani¢nih uslova (1.2.2) ¢esto se posmatraju drugi razdvojeni grani¢ni uslovi:

Neka su C'(z, \), S(x,N), ¢(x, N), ¥(x, ) rjeSenja jednacine (1.2.1) uz pocetne uslove

C(0,)\) =1, C"(0,)) = 0, S(0,\) = 0, S'(0, ) = 1,
¢(07 )‘) - 17 ¢/(07 >‘) = h7 Q»Z}(aW?)\) = 17 wl(ﬂv )‘) = _H
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Koristec¢i (1.2.3) dobijamo

z

C(x,\) =cos zx + l/ q(t)C(t, \) sin z(z — t)dt,
0

S(x, \) :2 sin zx + % /0 q(t)S(t, ) sin z(z — t)dt,

. (1.2.6)

d(x, \) =cos zx + gsin 2x + 2 /OI q(t)p(t) sin z(z — t)dt,
Y(x, ) =cosz(m —x) + g sinz(m —z) — % /7r q(t)y(t) sin z(x — t)dt.

Lako se pokazuje da su funkcije C'(z, A), S(x, ), ¢(x, ), ¥(x, ) za svako x € R cijele po .

Izabrali smo pocetne uslove tako da vrijedi

U(p) = ¢'(0,A) = he(0,A) = 0, V(i) = ¢'(m, A) + Hip(m, A) = 0.

Oznacimo
A(A) = ((x), o(x))w, (1.2.7)
gdje je
(y(@), z(x))w = y(2)?' () — ' (2)2(x).
Vronskijan od y(z) i z(z). Po osobini Liuvilove formule za Vronskijan (¢(x, \), ¢(z, \))w ne

zavisi od z, [codl]. Funkcija A()) se zove karakteristi¢na jedna¢ina za grani¢éni problem L.

Ako uvrstimo x =0 iz = 7 u (1.2.6) dobijamo

Uo¢imo da za x = 7 imamo A(\) = ¢/(m, \) + Ho(m, \), odnosno

A(N) = (h+ H) cos z7r+<% - z) sin zm + /Wq(t)gb(t, A) cos z(m — t)dt
0 (1.2.8)

+g /07r q(t)p(t, A) sin z(m — t)dt

Funkcija A(X) je cijela po A, a u nastavku pokazujemo da je njen skup nula {\, },>; najvise

prebrojiv.

Teorema 1.2.2. (i) Nule {\,},>1 karakteristicne funkcije A(X) odgovaraju sopstvenim vri-

jednostima granicnog problema L.

(7i) Funkcije ¢(x, \) i ¥(z, N) su sopstvene funkcije i postoji niz {fp}n>1 tako da

V(@ An) = Bud(@, An), Bn # 0. (1.2.9)
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Dokaz. (i) Neka je Ao nula funkcije A(M). Na osnovu (1.2.7) vrijedi ¢(x, A)d'(z, Ag) =
W' (z, Ao)@p(x, Ng) odnosno ¥ (x, Ag) = Bod(x, Ao), pri ¢emu funkcije 1 (z, \g), ¢(z, Ag) zadovo-
ljavaju pocetne uslove (1.2.2). Prema tome, \q je sopstvena vrijednost i ¢(x, Ag), ¢(x, Ag) su
sopstvene funkcije.

(17) Neka su Ao, yo(x) sopstvena vrijednost i sopstvena funkcija grani¢nog problema L. Tada
vrijedi U(yo) = V(yo) = 0. Jasno je da je yo(0) # 0, te bez umanjenja opstosti mozemo
pretpostaviti da je 3(0) = 1. Tada je y,(0) = h, odnosno yo(z) = ¢(x, \y). Konacno,
A(Xo) = V(yo(z)) = 0. Time smo dokazali da za svaku sopstvenu vrijednost postoji jedin-

stvena sopstvena funkcija do na multiplikativnu konstantu. O

Tezinske vrijednosti grani¢nog problema L definiSemo na sljedeéi nac¢in

= / *(z, \y)dz. (1.2.10)
0
Vrijednosti { A\, &y, }n>1 nazivamo spektralne vrijednosti grani¢nog problema L.

Lema 1.2.3. Vrijed:
By = —A(N\,) (1.2.11)

gdje je B, definisano u (1.2.9), te A(\) = %A()\).

Dokaz. 1z jednacina

=" (2, A) + q(a)y(z, A) = Mp(z, A), —¢"(2,A) + q(2)d(z, A) = And(z, N),

dobijamo

d

%@/}(ZL‘? )‘)v Qﬁ(CB, An))W - ¢($7 /\)gbﬁ(l'a /\n) - @D//(l‘, /\)¢(CE, )‘n) = ()‘ - )‘n)'@b(x’ )‘)QS(Iv )‘n)v

odakle slijedi

™

(A=) / " (e N, A = (e, A), S, M)
— V(B M)+ U, A) = AR — A(A).

0

Pustajuéi da A — A, dobijamo

/Oﬁw(x, No(x, \p)dz = —A(N,).
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Teorema 1.2.4. Sopstvene vrijednosti {\,}n>1 1 sopstvene funkcije ¢(x, \,), ¥(x, ) gra-
ni¢nog problema L su realne. Sve nule funkcije A(X) su proste, te sopstvene funkcije koje

odgovaraju razlicitim sopstvenim vrijednostima su ortogonalne u L*(0, ).

Dokaz. Pokazimo da su sopstvene vrijednosti realne. Pretpostavimo suprotno, neka su A, i Ax
(A # k) sopstvene vrijednosti sa sopstvenim funkcijama y,(z) i yx(z) redom. Parcijalnom

integracijom dobijamo

/0 (@) (2)d = / (@)l d,

stoga vrijedi i} _
M [ lemts = [ @,
ili _
/0 Yn () yr(z)dz = 0.
Dalje, neka je \g = u + v, v # 0 sopstvena vrijednost sa sopstvenom funkcijom y°(z) # 0.

Posto su h i H realni brojevi, a ¢(z) realna funkcija, dobijamo da je Ao = u — iv takode

sopstvena vrijednost funkcije 7o(x). Kako je A\g # Ao imamo

lyollZ = / W (2)7(@)dz = 0,

sto je kontradikcija, jer je y°(z) # 0. Iz prethodnog slijedi da su sopstvene vrijednosti {\, }n>1
realne, kao i sopstvene funkcije. Kako je o, # 0 i 3, # 0 dobijamo da je A(\,) # 0. O

U prethodnoj teoremi smo dokazali da je Sturm-Liuvilov operator samoadjugovan. Na-
pomenimo da je vaZna pretpostavka da je potencijal q(x) € L?(0,7) realna funkcija. U
suprotnom, ako je ¢(z) kompleksna funkcija, niti su sopstvene funkcije grani¢nog problema

L ortogonalne u opStem slucaju, niti je operator samoadjugovan.

Primjer 1.2.5. Neka je q(x) =0 i h = H = 0. Tada vrijedi

sin zx

C(z, ) = ¢(x,\) =coszx, S(x,\)= , Y(x, ) = cosz(m —x),
A(N) = —zsinzm, A\, =n*(n € Ny), ¢(z,\,) = cosnz, B,=(—1)"

Sada ¢emo opisati asimptotska ponaSanja sopstvenih vrijednosti i sopstvenih funkcija.

Prije toga uvedimo oznaku v = I'm(z).
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Lema 1.2.6. Za |z| — o0, za x € [0, 7] vrijede sljedece asimptotske formule:

d(x, ) = coszz + O (M)

||

(1.2.12)
¢ (z,\) = —zsinzx + O ( exp(|7|m))
Dokaz. Koristicemo (1.2.6), tacnije
h . 1 [* .
¢(x,\) = coszx + —sinzx + — [ q(t)p(t)sinz(x — t)dt. (1.2.13)
z z Jo
Diferenciranjem prethodne jednacine dobijamo
¢ (x,\) = —zsin zx + hcos zx + / q(t)p(t) cos z(z — t)dt. (1.2.14)
0

Oznacimo pu(A) = Jnax |6(z, \)| exp(—|yz|). Kako je |sin zz| < exp(yz) i |cos zx| < exp(yz)
za |z| > 11z € [0,n] vrijedi da je

raLmemegLW;@+mnﬁﬂmmm)sa+9%u»

2]

Iz prethodnog imamo

MMSQ+%MM

Za dovoljno veliko |z| dobijamo p(A\) = O(1), odnosno ¢(z,\) = O(exp(|y|x)). Koristeéi
posljednju nejednacinu i uvrstavajuéi u desnu stranu jednacina (1.2.13) i (1.2.14) dobijamo

trazeno asimptotsko ponaSanje. ]

U nastavku opisujemo asimptotsko ponaSanje sopstvenih vrijednosti i sopstvenih funkcija

grani¢nog problema L.

Teorema 1.2.7. Skup sopstvenih vrijednosti {\, }n>0 granicnog problema L je prebrojiv. Za
n € N vrijedi:
w K
n=VA=n+—+ " {k} el 1.2.15
z n+ — + - {kn} ( )
én()

o(x, \,) = cosnx + ,
n

&n(x)] < C, (1.2.16)
gdje je
1 T
w:h+H—|——/ q(t)dt.
2 Jo

Obratimo paznju da simbol {k,},>1 oznacava razli¢ite nizove u [?, dok simbol C' pred-

stavlja razli¢ite pozitivne konstante koje ne zavise od x, X i n.
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Dokaz. Prvo ¢emo odrediti asimptotsko ponaSanje karakteristi¢ne funkcije. Mijenjajuci asimp-
totiku za ¢(x, A), iz (1.2.12) u (1.2.13) odnosno (1.2.14), dobijamo

sin zx 1 [*

o(z, N) = cos zz + ¢ (x)

¢(t)sin z(a — 2t)dt + O (exl”iﬂ)

z

2z
=Jo (1.2.17)

1 xX
&' (z,\) = —zsin zx + ¢ () cos zz + 5/ q(t) cos z(z — 2t)dt + O(
0

gdje je qi(z) = h+3 [; q(t)dt. Prema (1.2.7) imamo A(X) = ¢/(x,\) + Hep(x, A), te koristeci
(1.2.3) dolazimo do
A(N) = —zsin zm 4+ wcos 2w + K(2), (1.2.18)

gdje je

w(z) = %/Oﬁ o(t) cos =(x — 20)dt + O(M).

Oznac¢imo sa Gs ={z: |z — k| > 0,k =0,£1,%2,...}, § > 0. Lako se moze pokazati

|sin zmr| >Csexp(|y|m), z € G,

(1.2.19)
[AN)| =Cs exp(|ylm), 2 € Gs, 2] > 27,

za dovoljno veliko z* = z*(J).
U nastavku ¢emo dokazati (1.2.15). Oznadimo sa
L,={\: |\ =(n+1/2)%}.
Iz (1.2.18) slijedi
A = FO) +g(), f) = —zsinzm, [g\)] < Cexp(||).

Na osnovu (1.2.19) imamo |f(N)| > |g(A)], A € I';, za dovoljno veliko n. Prema Ruseovo]
teoremi [conl,p.125], broj nula A(\) unutar I';, je jednak broj nula funkcije f(A) = —zsin z7.
Prema tome, u krugu |A| < (n + 1/2)? postoji taéno n + 1 sopstvena vrijednost od L i to
A0y ALy oy Ap. Primjenjujuéi Ruseovu teoremu na krug 7, (0) = {z : |z —n| < §} zaklju¢ujemo
da za dovoljno veliko n u krugu 7, (0) postoji ta¢no jedna nula A()), koju ¢emo oznaciti sa

Zn = vV A\n. Kako je § > 0 proizvoljno, vrijedi
Zn =n+¢en, €, =0(1), n— 0. (1.2.20)
Kada uvrstimo (1.2.20) u (1.2.18) dobijamo

0=A(z,) = —(n+e,)sin(n +e,)m +wcos(n + €,)7 + Ky,
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odakle slijedi

—nsine,m™ + wcose, ™ + K, = 0. (1.2.21)

Iz posljednje jednatine je sine,m = O(2). Koristeéi jo§ jednom (1.2.21) dobijamo &, =

= 4+ Kada zamijenimo (1.2.15) u (1.2.17) dobijamo (1.2.16) gdje je
™n n

En(T) = (h + 1 / q(t)dt — e ZEl{n) sinnx + L / q(t)sinn(z — 2t)dt + O (l)
2 Jo T 2 Jo n
Odakle je [¢,(x)] < C. O

Koristeéi prethodnu teoremu lako mozemo izvesti formule
T K Kn T K
n=—=+— Bp=(-1"+—=, AN = (=1)""= + =
.Y R s
Oznacimo sa W3[0, 7] Soboljev prostor funkcija f(x), takvih da su fU)(z), 5 =0,1,...,N —1

apsolutne neprekidne funkcije i f™)(x) € L?(0, 7).

(1.2.22)

Posljedica 1.2.8. Ako q(x) € WZ[0,7], N € N, tada vrijedi

w R
Zn:n+zn_;+nN+l7 w?p 07 w1 = —,
j=1
. (1.2.23)
(7% :E Zn_]J’ w;;+1 07 p>0
=1

Dokaz. Ako je q(z) € WE[0, 7] parcijalnom integracijom dobijamo

% /01’ q(t) cos z(x — 2t)dt

1 [* COS 2T 1

2/, q(t)sin z(x — 2t)dt = 2 (q(z) — q(0)) — 12 /Ow q'(t) cos z(x — 2t)dt.

=) + o) + 7 [ s -2

Zatim, primjenjujuéi prethodni postupak dolazimo do (1.2.23). O

Teorema 1.2.9. Spektar {\,},>0 grani¢nog problema L jedinstveno odreduje karakteristicnu

funkeiju A(N) formulom

[e.9]

AN =7(A = \o)

(1.2.24)

Dokaz. 1z formule (1.2.18) slijedi da je A(N) Cijela funkcija po A reda 1/2. Koriste¢i Adama-
rovu teoremu faktorizacije |[conl,p.289|, A(A) je jedinstveno odredena svojim nulama do na

multiplikativnu konstantu:

= Oi[1 (1 - %) (1.2.25)
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Napomenimo da slu¢aj A(0) = 0 zahtijeva male modifikacije. Posmatrajmo funkciju

—zsinzmw = —)\WH (1-— i

n2

Tada je

A(N) A= o 7?1 A — 12
=C — 1+ ——— ).
—zsin 27 AT A g An H + n%— A
Koristeci (1.2.15) i (1.2.18) mozemo izrac¢unati

A < e
im 2N (1+A” ”):1,

A——oc0 —2 SIN 270 A——o0 1
n=

odakle zakljuc¢ujemo
= H 5
Ako uvrstimo C' u (1.2.25) dolazimo do (1.2.24). O

Sli¢ni rezultati vrijede i za Sturm-Liuvilove operatore sa drugim tipovima razdvojenih

grani¢nih uslova.
Napomena 1.2.10. (i) Posmatrajmo grani¢ne uslove problema L; = Li(q(z),h) za jed-
nac¢inu (1.2.1) sa grani¢nim uslovima U(y) = ¢'(0) + hy(0) = 0, y(m) = 0. Sopstvene vrijed-

nosti { (i, }n>1 0d Ly su proste i odgovaraju nulama karakteristi¢ne jednacine d(\) := ¢(m, \),

te vrijedi

d(\) = _— . 1.2.26
Za spektralne vrijednosti {fin, an1fn>0, an1 = fow &*(x, py)dz od L; imamo asimptotske
formule:

1 w Kn
\//L_n:n+§+—;_+?, {Fdn}GZQ,

Qpl = —2 + @ {l‘inl} € l2,

(1.2.27)

gdje je wy = h+ 3 [ q(t)dt

(ii) Posmatrajmo grani¢ne uslove problema L° = L%(q(x), H) za jedna¢inu (1.2.1) sa po¢etnim
uslovima y(0) = V (y) = 0. Sopstvene vrijednosti {\a} od LY su proste i odgovaraju nulama
karakteristicne funkcije AY(\) := (0, \) = S'(7, \) + HS(m, \).

Stavise,

T A0 —

A = 1 ESYEYER

1 W

VA0 —n—|—2—|———|— , {kn} €1,
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gdje je ¥ = H + % [ q(t)dt.

Lema 1.2.11. Neka su {\,}2%, i {un}22, sopstvene vrijednosti graniénih problema L i Ly

redom. Tada vrijeds
An < by < Apg1, n >0, (1.2.28)

Dokaz. Ve¢ ranije je dokazano da vrijedi

%w(% N, 1))y = (A = w)d(x, \)p(x, ), (1.2.29)

odakle slijedi

™

| 0= mote Mo e = (ot Mot )|
= ¢(m, N (1, 1) — ¢'(m, (7, 1) = d(N)A() — d()A(N).
Za 11— A dobijamo
/0 " 2 N = dOVAQR) — dVAR)
Odakle slijedi

L7 e ayde — — L (A
d2<)\)/0 ¢°(z, N)dx = d/\(d(/\))’ AeR, d(A) #0.

Prema tome, funkcija je monotono opadajuc¢a na R\ {u,|n > 0} i vrijedi

d(N)
A(N)

lim —=% = +o0.

A=un£0 d(N)

Koristeci (1.2.15) i (1.2.27) dolazimo do (1.2.28). O
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1.3 Kompletnost i operator transformacije

U ovom poglavlju ¢emo dokazati da je skup sopstvenih funkcija gturm—LiuVilovog gra-
ni¢nog problema L kompletan i da formira ortogonalnu bazu prostora L?(0, 7). Teoremu je
prvi put pokazao Steklov krajem XIX-og vijeka. Napomenimo da ukoliko je q(x) € L*(0,7)
kompleksna funkcija, tada sopstvene funkcije grani¢nog problema L ne formiraju ortogo-
nalnu bazu, ve¢ formiraju Risovu bazu. Kompletnost je od izuzetne vaznosti za rjeSavanje
razli¢itih problema u matematickoj fizici. Takode, opisa¢emo operator transformacije koji je

veoma znacajan za rjeSavanje inverznog problema klasi¢nog Sturm-Liuvilovog tipa.

Teorema 1.3.1. Skup sopstvenih funkcija {¢n(z, X) }n>o granicénog problema L je kompletan
u L*(0, 7).

Dokaz. Oznacimo

i posmatrajmo funkciju

Y@ A) = / Gl N f (1)t
1 v "
:_W(WC’A)/O o(t, \) f(t)dt + o(x, A)/m w(tak)f(t)dt)

Funkcija G(x,t, ) se naziva Grinova funkcija za L i ona je jezgro inverznog operatora za

Sturm-Liuvilov operator, odnosno Y (z, \) je rjeSenje grani¢nog problema
Y =AY + f(x)=0, UY)=V(Y)=0, (1.3.1)

Sto se lako pokaze diferenciranjem. Koristeéi (1.2.9) i da su sve nule karakteristi¢ne funkcije
proste (Teorema 1.2.4) mozemo izrac¢unati

-1
A(A)

_ﬂn ™
Ko ) / SOt A,

Resso, Y (2, \) = (w(:c,)\n) /0 "B F(OdE + 6 ) / () f(t)dt)

gdje smo koristili Res.—.f(z) = lim(z — ¢) f(z). Dalje, koristeci B,an, = —A(),), dobijamo
zZ—rC
1 ™
Resyor, Y (2, \) = —o(z, \) / FOO(E At (1.3.2)
i, 0
Neka je f(x) € L*(0,7) tako da

/7r f(t)o(t, A\p)dt =0, n e N.
0
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Na osnovu (1.3.2) vrijedi da je Resy-y,Y (z,A) = 0, te nakon neprekidnog prosirenja na
¢itavu kompleksnu ravan, slijedi da za svako fiksirano x € [0, 7] funkcija Y (z, A) je cijela po

A. Dalje na osnovu (1.2.12) i (1.2.19) za fiksirano § > 0 i dovoljno veliko z* > 0 vrijedi

Cs

2]
Koristeci princip maksimuma i Liuvilovu teoremu [conl,p.128,p.77| zaklju¢ujemo da je Y (z, ) =
0 odakle dobijamo da je f(x) =0 s.s. na (0, 7). O

‘Y(l’, A)‘ < , %€ G57 ’Z| > z".

Posmatrajmo sada grani¢ni problem (1.2.1)-(1.2.2) uz uslove ¢(z) =0, h = H = 0. Na
osnovu Primjera 1.2.5 sopstvene funkcije su cosnx i vrijedi da n-ta sopstvena funkcija ima
ta¢no n nula u intervalu (0, 7). Ovo svojstvo za sopstvene funkcije vrijedi u opstem slucaju

Sto pokazujemo u sljedec¢oj teoremi.

Teorema 1.3.2. Sopstvene funkcije ¢(x, \,) graniénog problema L imaju taéno n nula na

intervalu (0, ).
Prvo ¢emo dokazati nekoliko pomoc¢nih tvrdenja.
Lema 1.3.3. Neka je uj(x), j = 1,2, x € [a,b], rjesenje jednacine
w; + gi(x)u; =0, gi(x) < ga(2), j=1,2,2 € [a,b]. (1.3.3)

Pretpostavimo da za 1,19 € [a,b] vrijedi ui(z1) = ui(z2) = 0 1 ug(x) # 0, © € (z1,x9).

Tada postoji x* € (x1,x2) tako da uz(z*) = 0.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno tj. da je us(x) # 0, Vo € (21, z2). Bez umanjenja opStosti

pretpostavimo da je u;(x) > 0, Vo € (z1,x2), j = 1,2. Zahvaljujuéi (1.3.3) imamo

d , ,
%( (U — Usur) = (g2 — g1)uru,
te slijedi
x2
/ (92 — g1)ugugdr = (uyus — u2u1)|i? = Uy (x9)ug(2) — uq(z1)uz(xs). (1.3.4)

Integral u (1.3.4) je pozitivan, dok je uj(x1) > 0, uj(2x2) < 0, odnosno desna strana je

negativna $to je kontradikcija. ]

Lema 1.3.4. Neka je ¢(xo, o) = 0. Tada za svako € > 0 postoji § > 0 tako da je |\—MNo| < 0,

pri cemu funkcija ¢(x, \) ima tacno jednu nulu u intervalu |x — zo| < €.
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Dokaz. Nula xq funkcije ¢(zg, Ag) je prosta nula jer bi u suprotnom imali da je ¢(x, \) = 0.
Pretpostavimo da je ¢'(zg, Ag) > 0 i izaberimo ¢y > 0 tako da ¢'(z, A\g) > 0 za |z — x| < &.
Tada je ¢(z,Ng) < 0 za x € [rg — €0,20) 1 P(x,Ng) > 0 za x € (x0, 20 + o). [zaberimo
e < go koriste¢i neprekidnost funkcija ¢(z, A) i ¢'(x, \) postoji § > 0 tako da |A — Ag| < 6,
|z —x0| <eig/(z,X) >0, p(xo—c0,A) <0, ¢(zg+¢0,A) > 0. Odavde dobijamo da funkcija

¢(z, A) ima tacno jednu nulu u intervalu |x — zg| < e. O

Lema 1.3.5. Neka je p € R fiksirano i neka funkcija ¢(x, p) ima m nula u intervalu (0, a.
Ako je A > pu, tada funkcija ¢(x, \) ima bar m nula u istom intervalu i njena k-ta nula je

mangja ili jednaka od k-te nule funkcije ¢(x, ).

Dokaz. Neka je x; > 0 najmanja pozitivna nula funkcije ¢(z, p). Koriste¢i Lemu 1.3.3 dovolj-
no je pokazati da ¢(z,A) ima najmanje jednu nulu u intervalu 0 < z < x;. Pretpostavimo
suprotno tj. ¢(z,\) # 0, Vo € [0,z1). Kako je ¢(0,\) = 1, imamo da je ¢(x,\) > 0,
oz, p) >0, 2 €[0,21), p(xy, 1) =0, ¢'(z1, ) < 0. Na osnovu (1.2.29) dobijamo

1

(A—n) /0961 ¢(z, \)o(x, p)de = (p(z, A), ¢(z, w))w| = (a1, )‘)¢/(‘Tlmu) < 0.

0

Medutim, integral na lijevoj strani je strogo pozitivan S$to je kontradikcija. O]
Sada ¢emo dokazati Teoremu 1.3.2.

Dokaz. Posmatrajmo funkciju ¢(z, A) gdje je A € R. Na osnovu (1.2.12) funkcija ¢(z, \)
nema nula za dovoljno veliko negativno A, odnosno ¢(z,A) > 0, A < —A\* < 0, z € [0, 7).
Sa druge strane ¢(m, p,) = 0, gdje su {u, } sopstvene vrijednosti grani¢nog problema L. Na
osnovu Leme 1.3.4 i Leme 1.3.5 zaklju¢ujemo da kada se \ kre¢e od —oo do oo, onda se nule
o(z, A) neprekidno pomijeraju ka lijevo. Nova nula se moZe pojaviti samo u tacki z = .
Odavde slijedi:

(i) Funkcija ¢(x, p1,,) ima ta¢no n nula u intervalu [0, 7).

(ii) Ako A € (tbn—1, ttn), n > 1, py = —o0, onda funkcija ¢(x, A) ima taéno n nula na

intervalu [0, 7).

Na osnovu (1.2.28) vrijedi
)\0<u0<)\1<,u1<)\2<u2<...
Odavde zaklju¢ujemo da funkcija ¢(z, A,) ima ta¢no n nula u intervalu [0, 7]. O

Vaznu ulogu u teoriji inverznog problema za Sturm-Liuvilove operatore ima operator

transformacije koji povezuje rjesenja dvije razli¢ite Sturm-Liuvilove jednacine za svako .
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Zato ¢emo u nastavku posmatrati operator transformacije i njegova svojstva. Operator trans-
formacije se prvi put pojavljuje u teoriji uopstenih translatornih operatora. U inverznoj teoriji

operator transformacije su koristili Geljfand, Levitan i Mar¢enko, [marl|, [levl].

Teorema 1.3.6. Za funkciju C(x, \) vrijedi
C(z,\) = cos zx + / K(z,t) cos ztdt, \= 2% (1.3.5)
0
gdje je K(x,t) realna neprekidna funkcija

K(z,z) = %/qu(t)dt. (1.3.6)

Dokaz. Na osnovu (1.2.6) funkcija C'(x, \) zadovoljava integralnu jednacinu

“sinz(x —t)

C(z,\) = cos zx + / q(t)C(t, N)dt. (1.3.7)
0 z
Kako je .
w = / cos z(s — t)ds,
t

jednacina (1.3.7) postaje

C(x,\) = cos zz + /: q(t)C(t, )\)(/; cos z(s — t)ds) dt,
stoga
g C(z,\) = cos zx + /01‘ (/th(s)C(s, M) cos z(t — s)ds) dt,

Metod uzastopnih aproksimacija nam daje

C(z, ) :ZC’n(x, A),  Co(z,\) = cos zz,
n=0

o (1.3.8)
Chi1(z, N :/ (/ q(s)Cr(s, \) cos z(t — s)ds) dt.
0 0
Pokazimo da vrijedi sljede¢a formula
Ch(x, ) :/ K, (x,t)cos ztdt, (1.3.9)
0

gdje K, (z,t) ne zavisi od A.
1
Prvo izra¢unamo C(z, \) koristeéi cos acos f = 3 ( cos(a + ) + cos(a — 6)) ;

i, \) :/Ox (/th(s) COSZTCOSZ(?S—T)dT)di

:% /Omcoszt(/otq(T)dT)dt—i—%/ox (/th(T) cosz(t—QT)dT)dt.
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Smjenom t — 27 = s u drugom integralu dobijamo

T t T t o
Ci(z, ) = %/ coszt(/ q(s)ds)dt—i—i/ (/ q(t i S)COSZSdS)dt.
0 0 0 —t

Zamjenom redoslijeda integracije u drugom integralu imamo

(2, \) :%/Oxcoszt(/otq(T)dT)dt—l—%/Oxcoszs(/;q(t; )dt)ds
+i/icoszs(/iq(t;8)dt)ds:%/Oxcoszt</0tq(7)d7>dt
+i/0xcosz<9(/j <Q(t;S)+CJ(tJ2rS))dt)d5-

Prema tome, vrijedi (1.3.9) za n = 1, gdje je

Ky, 1) :% /th(T)dT +i/: (q(t )+ S))dt)ds

- - 1.3.10
e . (1.3.10)

5 | ey [T ae e<w

Pretpostavimo da je (1.3.9) ta¢no za svako n € N. Mijenjajuéi (1.3.9) u (1.3.8) dobijamo

T t T
Cri1(x, N) :/ / q(T)cosz(t — 1) / K, (7, s) cos zsdsdrdt
o Jo 0

= /Om /Ot q(7) /OT K, (7,s)(cosz(s +t —7) +cosz(s —t + 7))dsdrdt.

(1.3.11)

Uvodenjem smjene s+t —7=¢1s—t+ 7 =¢&, redom dobijamo

Cri1(z, N) / / (1,6 + 7 —t) cos zededrdt

"’_/ / q(7) / K, (1,6 +7 —t) cos zededrdt.
2 0 0 t—r

Zamjenom redoslijeda integracije po promjenljivima 7 i € dobijamo

Cn+1(x7 )\) = / Kn+1<x7 t) COS thtu
0

q(T)Kp(7,t + 7 — e)drde

e—t

1 x
¢() K, (1,t — 7 + €)drde + 5 / / (1)K, (1, —t — 7 + €)drde.
t sgt

(1.3.12)



Inverzni spektralni problemi Sturm-Liuvilovog tipa sa konstantnim kasnjenjem 23

Mijenjajuéi (1.3.9) u (1.3.8) dobijamo (1.3.7) gdje je
K(z,t) =Y Ku(x,1). (1.3.13)
n=1

Primjenom principa matemati¢ke indukcije, lako se pokaze da iz (1.3.9) i (1.3.10) slijedi,
[frel]

:L.nfl T
—_— = de.
e Q)= [ e
Prema tome, red (1.3.13) konvergira apsolutno i uniformno za 0 < ¢t < x < m, i funkcija

K(z,t) je neprekidna. Prema (1.3.10) i (1.3.12) vrijedi

K (2, 1)] < (Q(x))"

1 x
K(z,z) = 5/ q(t)dt, K,i1(x,z) =0, neN,
0
te dolazimo do (1.3.6). O

Operator T' definisan sa

Tf(x) = f(x) + / " K (e, 1) f(t)dt,

transformise funkciju cos zz, koja je rjeSenje grani¢nog problema —y”(x) = Ay(z), ' (0) =
y(m) = 0, u funkciju C'(z, A) koja je rjeSenje jednacine (1.2.1) sa grani¢nim uslovima y/'(0) =
y(m) = 0. Posto je C(x,\) = T(coszz), operator T' se naziva operator transformacije za
C(z, \).

Kod operatora transformacije je vazno da jezgro K(x,t) ne zavisi od A. Sli¢no, dobijamo

operator transformacije za funkcije S(z, ) i ¢(x, A).

Teorema 1.3.7. Za funkcije S(x,\) i ¢(xz, \) vrijedi

: . ot
Sz, \) = +/ P, )22 g, (1.3.14)
z 0 t
¢(x, \) = cos zx + / G(z,t) cos ztdt, (1.3.15)
0
gdje su P(x,t) i G(x,t) realne neprekidne funkcije sa istom glatko3éu kao i [ q(t)dt, i
1 xT
G(z,z) =h+ 5/ q(s)ds. (1.3.16)
0
1 x
P(z,z) = 5/ q(s)ds. (1.3.17)
0

Dokaz. Dokaz je slican dokazu Teoreme 1.3.6 (|frel, p.23]). O
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1.4 Teorema jedinstvenosti

U ovom poglavlju ¢emo dokazati teoremu jedinstvenosti inverznog problema za klasi¢ni
Sturm-Liuvilov operator. Predstaviéemo razli¢ite metode kojima mozemo rijesti pomenuti
problem.

Jedan od prvih rezultata u inverznoj spektralnoj teoriji je postavio Ambarcumjan [ambl|

koji je posmatrao grani¢ni problem L(g(x),0,0) :

—y'(x) + q(@)y(z) = Ay(z), y'(0) =y'(m) = 0. (1.4.1)
Ako je g(x) = 0 s.s. na (0, ), onda sopstvene vrijednosti grani¢nog problema (1.4.1) su date
sa A\, = n?, n > 0. Ambarcumjan je dokazao da vrijedi i obratno.
Teorema 1.4.1. Neka su sopstvene vrijednosti grani¢nog problema (1.4.1) date sa A, = n?,

n € Ny, onda je q(z) =0 s.s na (0, ).

Dokaz. 1z (1.2.15) slijedi da je w = foﬂ q(z)dr = 0. Neka je yo(x) sopstvena funkcija za

sopstvenu vrijednost Ao = 0, tada je

Yo () = a(@)yo(w) = 0, yo(0) = yo(m) = 0. (1.4.2)

Na osnovu Teoreme 1.3.2 zaklju¢ujemo da funkcija yo(x) nema nula na intervalu x € [0, 7].

Uzimajudéi u obzir relaciju

dobijamo

o= [l 5o [ ()
Odnosno, yy(x) = 0, tj. yo(z) = ¢, ¢(z) = 0 s.5. na (0, 7). O

Napomena 1.4.2. Teorema 1.4.1 dokazuje uopstenije tvrdenje koje glasi:
L

Ako je Mg = = [ q(z)dz, onda q(x) = Ao s.5. na (0, 7).
T

Ambarcumjanov rezultat je izuzetak jer jedan spektar nije dovoljan da se jedinstve-
no odredi potencijal. G. Borg |borl] je predlagao sljede¢u formulaciju inverznog problema:
Konstruisati diferencijalni operator iz dva spektra sa grani¢nim uslovima sa zajednickom
diferencijalnom jednacinom i jednim zajednickim grani¢nim uslovom.

Neka su {A,}n>0 1 {n}n>0 sopstvene vrijednosti operatora L i L, redom. Posmatrajmo

sljedec¢i problem:
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Inverzni problem 1.4.1: Dati su spektri {\, },>0 1 {ftn }n>0 grani¢énih problema L i L,

konstruisati potencijal ¢(x) i koeficijente h i H grani¢nih uslova.

Jedan od najvaznijih rezultata u inverznoj spektralnoj teoriji je rjeSenje Inverznog problema
1.4.1. Borg je 1946. godine objavio ovaj rezultat koriste¢i ortogonalnost sopstvenih funkcija,

[borl]. Nesto jednostavniji dokaz od Borgovog navodimo u sljedecoj teoremi.

Teorema 1.4.3. Ako su \, = Xn, fn = fin, n >0, onda q(z) = q(x) s.s na (0,7), h="h i
H=H.

Dokaz. Na osnovu (1.2.24) i (1.2.26) karakteristi¢ne funkcije su jedinstveno odredene njenim

nulama, odnosno

Stavise, vrijedi

~ o~ 1 [
H=H, h+ 5/0 q(z)dx =0, (1.4.3)
gdje su b = h — h, §(z) = q(z) — §(x). Odavde slijedi
¢(7T7 )‘) = 5()‘>7 ¢/(7T7 )‘) - 5/(71-7 )‘) (144)
Kako je
_Qb”(xv >‘) + q(:L‘)gZﬁ(CL’, >‘) = >‘¢<I> /\)7 _5/,(‘7:7 )‘) + Z]V(x)gg(x7 )‘) = Ag(l‘7 /\)7
dobijamo

™

/O Al N, Nz = (¢ (2, N, ) — dla N (2, V)]

0
Uzimajuéi (1.4.3) i (1.4.4) moZemo izracunati
" ~ 1
/ q(x) (aﬁ(xjk)qﬁ(%k) - 5) = 0. (1.4.5)
0

Pokazimo da iz (1.4.5) slijedi da je q(z) = 0, z € (0,7). Koriste¢i operator transformacije

1.3.15) funkciju ¢(x, \)é(x, A) — 2 moZemo zapisati kao
( 2
~ 1 1 z -
oz, N)op(z, \) — 5 =5 C08 2z + / (G(z,t) + G(x,t)) cos zx cos ztdt
0
+/ / G(z,t)G(x, s) cos zt cos zsdtds
o Jo
1 1

=5 cos2a + 5/ (G(x,t) + G(x,t)) cos z(z — t)dt

—X

+41l / G(x, )G (x, s) cos z(t — s)dtds,



Inverzni spektralni problemi Sturm-Liuvilovog tipa sa konstantnim kasnjenjem 26

pri cemu vrijedi G(z, —t) = G(,t), G(z, ~t) = G(z,t). Smjenama 7 = 2% i 7 = =t redom,

dobijamo

Oz, \)p(z,\) — E :%( cos 2zx + 2/I (G(x,x —7) + Gz, x — 27’)) cos 22T dT)
0

(s+x)/2
/ (/ G(z,s — 271) cos 227d7> ds,
(s—z)/2

Oz, \)p(z, \) — L %(cos 2zx + /I V(z,T)cos QZTdT), (1.4.6)
0

odakle slijedi

2
gdje je
Vz,7) =2 (G(x, v —27) + Gla,x - 27>> + [ GG, s —2r)ds
2T—x
r—2T (147)
+/ G(z, $)G(xz,s + 27)ds.

—X

Mijenjajuéi (1.4.6) u (1.4.5) i zamjenom redoslijeda integracije dobijamo

[ @+ [ viraaic) cos2er =0,

qA(T)—i-/ﬂV(T z)q(x)dx =0, 7€ (0,m).

Ova homogena Volterova integralna jednacina ima jedinstveno trivijalno rjeSenje, odnosno
¢(z) = 0 s.s. na (0, 7). Kona¢no iz (1.4.3) slijedi dokaz. O

iz ¢ega slijedi

Do sli¢énih rezultata mozemo doc¢i ako posmatramo klasi¢ni operator sa drugim grani¢nim
uslovima, odnosno sa drugim ulaznim podacima, zato posmatramo sljedeée inverzne proble-

me:

Inverzni problem 1.4.2: Dati su spektralni podaci {\,, &, }n>0 grani¢nog problema L,

konstruisati potencijal ¢(x) i koeficijente h i H u grani¢nim uslovima.

Inverzni problem 1.4.3: Dati su spektri {\,},>0 i {\},50 grani¢nih problema L i LY

konstruisati potencijal ¢(x) i koeficijente h i H u grani¢nim uslovima.

Rjesenje navedenih inverznih problema ¢emo dati koriste¢i Vajlovu funkciju. Zapravo, ri-

jesi¢emo inverzni problem koji sadrzi, kao posebne slucajeve, prethodna dva problema.
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Vajlova funkcija. Neka je ®(z, \) rjeSenje jednacine (1.2.1) pod uslovima U(®) = 1,
V(@) = 0. Vajlovu funkciju definiSemo kao M(A) := ®(0,)), dok funkciju ®(z,\) nazi-
vamo Vajlovim rjeSenjem za grani¢ni problem L. Vajlova funkcija se prvi put spominje za

rjeSavanje inverznih problema na polupravoj, [lev2]. Jasno je da vrijedi

Bz, \) = —wﬁ’s) = S, \) + M(N\)(x, \), (1.4.8)
_ AW

M(A) = - AN (1.4.9)

(@(s,A), @(z, \)w =1, (1.4.10)

gdje je A°()\) definisana u Napomeni 1.2.10. Prema tome, Vajlova funkcija je meromorfna

sa prostim nulama u tackama A = \,, n > 0.

Teorema 1.4.4. Za Vajlovu funkciju vrijedi
M) = i _ (1.4.11)
= o (A = An)

Dokaz. Kako je A°(\) = (0, ), slijedi da je |[A°(N\)] < Cexp(|7|r). Koristeéi (1.4.9) i
(1.2.19) za dovoljno veliko z* > 0,

Cs
M| < —
Mol < 2

Dalje, koristeéi (1.4.9) i Lemu 1.2.3, moZemo izrac¢unati

, 2z € Gy, |z| > 2" (1.4.12)

Resy—x, M()\) = —AO(A") _ B 1 (1.4.13)
A ACG) A aa -

Posmatrajmo konturu integrala

1 M () :
= — — . 1.4.14
In(N) o Jr )\_udu, A€ty ( )

Koristeci (1.4.12) dobijamo A}im Jn(A) = 0. Sa druge strane teorema reziduma ([conl|) nam
—00
daje
1

In(A) = =M\ + > PTEEw (1.4.15)

¢ime je teorema dokazana. O]
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Inverzni problem 1.4.4: Data je Vajlova funkcija M () grani¢nog problema L, kon-
struisati operator L(q(x),h, H).

U sljede¢em tvrdenju ¢emo dokazati teoremu jedinstvenosti za Inverzni problem 1.4.4.

Teorema 1.4.5. Ako je M()\) = M()\), onda je L = L. Prema tome Vajlova funkcija

jedinstveno odreduje operator.

Dokaz. Definisimo matricu P(z, \) = [Pji(x, A)]2z2 na sljededi nacin

] e i IR
Koriste¢i (1.4.10) i (1.4.16) moZemo izracunati, za j = 1,2,
Pjy(x,\) :qs(j—l)(x,x)iiif(x, A) — U (g, )\)?’(x, 2, 1417)
Pja(,2) =@V~ (2, N (x, A) — ¢V~ (z, ) @(x, ),
d(z, \) =Pi1(z, \)d(x,\) + Pia(z, A)E?EV'(:C, A), 14.18)

®(x, ) =Py (2, \)B(x, \) + Pro(az, )P (z,\).
Iz (1.4.17), (1.4.8) i (1.4.10) slijedi

1 e ’ 7 /
amﬁm=1+Zaﬂ@uAmMmm—¢@A»—¢@AWMLM—w@A»)
1 ~ ~
PM%M——adeMM%M—w@MM%M>
Koristeci (1.2.12) i (1.2.19) vrijedi
Pra(e,\) — 1] < % |Pra(, )| < % 2] > 2", (1.4.19)
| Py (2, \) — 1] < % |Pon(, )] < % 2] > 2", (1.4.20)

Prema (1.4.8) i (1.4.17) imamo

~ —~ ~

Pii(w,A) = ¢z, )S' (@, A) = S(a, g/ (2, A) + (M(N) = M(A)g(x, A (x, 1)),

Pis(ar, \) = S, M (2,0) — ¢, NS (@, A) + (M) = M(N)pla, Nws(x, A)).

Prema tome, ako je M(\) = ]T/[/()\) onda za svako fiksirano x, funkcije Pyy(z,\) i Pia(z, \)
su cijele po . Zajedno sa (1.4.19) slijedi da je Pyi(z,A) = 1, Pia(z,X) = 0. Koriste¢i ove
rezultate i (1.4.18) dobijamo ¢(z,\) = ¢(z, ), ®(z,\) = ®(z,\) za svako z i \, odakle
slijedi da je L = L. O
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Na osnovu (1.4.11) podaci Vajlove funkcije M(\) ekvivalentni su spektralnim podacima
{A\n, @ntn>0. Sa druge strane iz (1.4.9) slijedi da nule i polovi Vajlove funkcije M (\) odgo-
varaju spektrima grani¢nih problema L i L°. Stoga, podaci Vajlove funkcije su ekvivalentni
spektrima {\,},>0 i {\2},>0. Prema tome, Inverzni problem 1.4.2 i Inverzni problem 1.4.3

su poseban sluc¢aj za datu Vajlovu funkciju.

Poznato je da postoji vise razlicitih metoda za rjeSavanje inverznog problema klasi¢nog
Sturm—Liuvilovog operatora. Pored navedena dva dokaza, poznati su Geljfand-Levitanov me-
tod, metod spektralnih preslikavanja i metod standardnih modela, [frel], [gell], [yurl].
Neke od pomenutih metoda se koriste za rjesavanje inverznih problema Sturm-Liuvilovog
tipa na poluosi. Najpoznatiji metod je koriStenjem Vajlove funkcije koja se prvobitno uvela
da bi rijesila inverzne probleme ovog tipa. Inverzni problem na poluosi se moze rijeSiti i me-
todom spektralnih preslikavanja koje predstavlja jedan od najvaznijih metoda u inverznoj
spektralnoj teoriji, [tik1], [frel], [lev2].

Neke parcijalne diferencijalne jedna&ine su povezane sa Sturm-Liuvilovim problemom na
pravoj. Jedna od njih je i jednacina Korteveg-de Friza na pravoj Cije se rjesenje dobija
koristenjem poznatih metoda Sturm-Liuvilog operatora. Centralnu ulogu u rjesavanju ovih
problema zauzimaju linearne integralne jedna¢ne Fredholmovog tipa, [frel], [marl]|, [levl].

Pored klasi¢nih grani¢nih uslova detaljno su istrazeni i Sturm-Liuvilovi operatori sa spek-

tralnim parametrom u grani¢nim uslovima, [brol|, [mccl].

U posljednjih 40 godina pojavili su se razli¢iti tipovi inverznih problema Sturm-Liuvilovog

tipa. Naves¢emo neke od njih:

1. Mnoge primjene su povezane sa diferencijalnom jednacinom oblika

—y" () + q(@)y(z) = Mr(z)y(e),

pri ¢emu funkcija r(z) dostize nule i mijenja znak, [fre2]. Na primjer, mijenjanje znaka se
povezuje s fizickim pojavama u kojima nule odgovaraju granici kretanja talasne mehanicke

Cestice povezane potencijalnim poljem. Sli¢ni problemi se pojavljuju u optici i geofizici.

2. Operator oblika

(@) + qa)yle) + / " M(x — ty(t)dt = My().
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se naziva perturbacija Sturm-Liuvilovog operatora sa Volterovim integralnim operatorom.
U [yur2] i [butl] je dokazano da je dovoljan jedan spektar datog operatora da se konstruige
funkcija M (x) pri ¢emu je poznat potencijal. Inverzni problem se svodi na nelinearnu inte-

gralnu jednacinu sa singularitetom koja ima jedinstveno rjeSenje.

3. Poseban znac¢aj u inverznoj spektralnoj teoriji zauzima Sturm-Liuvilov operator sa

devijativnim argumentom oblika

—y"(z) + q(@)y(7(x)) = My(x), = € (0,m).

U [pik3| autori su posmatrali slu¢aj homogenog argumenta 7(z) = az, o € (0, 1) sa grani¢nim
uslovima

y(0) =yY(x) =0, j€{0,1}.

U istom radu su opisane spektralne osobine i dokazana je teorema jedinstvenosti konstruk-
cije potencijala iz dva spektra. U [pik2| autori posmatraju simetri¢an potencijal i dokazuju
teoremu jedinstvenosti koriste¢i jedan spektar sa Dirihleovim grani¢nim uslovima.

Sturm-Liuvilov problem sa zaledenim argumentom se dobija za 7(x) = b, odnosno posmatra

se grani¢ni problem

I —y"(z) + q(x)y(b) = My(x), yD(0) =y (1), B,v€{0,1}, be0,1].

Poznato je da jedinstvenost potencijala ¢(z) od jednog spektra grani¢nog problema [, za-
visi od tri parametra (/3,7v,b). U [but2] su opisani svi generisani i degenerisani slu¢ajevi
konstrukcije jedinstvenog potencijala za racionalne parametre b, dok za iracionalan slucaj
uvijek vrijedi jedinstvenost, [wan2].

Posebno interesantan slu¢aj je 7(z) = z — a, a € (0, 7). Ovaj operator se naziva Sturm-

Liuvilov operator sa konstantnim kasnjenjem kojim se bavimo u nastavku.
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2 Sturm-Liuvilov operator sa konstantnim kasnjenjem

Diferencijalne jednac¢ine sa kasnjenjem opisuju procese s naknadnim efektima. Imaju

znacajne primjene, posebno u teoriji automatskog upravljanja, teoriji samooscilatornih si-
stema, problemima povezanim sa sagorijevanjem u raketnim motorima kao i raznim proble-
mima u ekonomiji, biofizici i astrofizici. Jednacine sa kasnjenjem pojavljuju se svaki put kada
u nekom fizickom problemu sila koja djeluje u tacki mase zavisi od brzine i polozaja tacke,
ne samo u datom trenutku, ve¢ i u nekom datom prethodnom trenutku. Prisustvo kasnjenja
u izuCavanim sistemima cesto se pokazuje kao rezultat pojave koja sustinski utice na tok
procesa. Na primjer, u sistemu automatskog upravljanja, kasnjenje je vremenski interval koji
je sistemu potreban da bi reagovao na ulazne impulse.
Prisustvo kasnjenja u autoregulacionim sistemima moze dovesti do ucestalih oscilacija i nesta-
bilnosti sistema. Razlog nestabilnosti sagorijevanja u raketnim motorima sa te¢nim gorivom
uzrokovana je vremenskim kaSnjenjem, vremena potrebnog za konverziju proizvoda sagori-
jevanja goriva, [norl|.

U monografiji [norl| Norkin je posmatrao problem Sturm-Liuvilovog operatora sa kasnjenjem

—y'(x) + q(z)y(z — 7(2)) = My(z), = € (0,7),
sa grani¢nim uslovima

y(0) sina + 3'(0) cos a = 0,
)sin 8+ /() cos f = 0,
ylx —7(x)) = y(0)e(z —(z)),  —(z) <0.

y(m

gdje su ¢(x) i 7(x) > 0 neprekidne na [0, 7], ¢(z) neprekidna pocetna funkcija na skupu
(—a,0] 1 ¢(0) = 1.

U istoj monografiji [norl] rijeeni su direktni problemi Sturm-Liuvilovog tipa sa ka&njenjem
i opisane spektralne osobine, kao i asimptotska svojstva sopstvenih vrijednosti i sopstvenih
funkcija. U ovom poglavlju éemo obraditi navedene rezultate u slu¢aju konstantnog kasnjenja
za Dirihle /Nojmanove i Robinove grani¢ne uslove. Posebnu paZnju ¢emo obratiti na karakte-
risti¢nu funkciju grani¢nog spektralnog problema. Za kasnjenje a € [7/2, 7), karakteristi¢na
funkcija je linearna u odnosu na funkciju potencijala, dok je u ostalim sluc¢ajevima neline-
arna. Kada kasnjenje tezi ka nuli, broj nelinearnih sabiraka raste neograni¢eno. Zbog toga
¢e nam biti vazno asimptotsko ponasanje karakteristicne funkcije. Pojavljivanje kasnjenja je

znacajno promijenilo pristup u spektralnoj teoriji operatora.
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2.1 Direktni problemi

Posmatramo grani¢ni problem Ly ; = Ly (g, a) sa konstantnim kasnjenjem a € (0,7) :
—y"(x) + q(x)y(x —a) = My(z), 0 <z <m, (2.1.1)

y(()) = y(j)(’ﬁ) =0, j€ {07 1}7 (2‘1‘2)

gdje je potencijal g(x) kompleksna funkcija iz L*(0, w) tako da ¢(x) = 0 s.s. na (0, a).
Grani¢ne uslove (2.1.2) nazivamo Dirihle/Nojmanovi grani¢ni uslovi. Pored pomenutih gra-

ni¢nih uslova, posmatra¢emo i Robin/Dirihleove grani¢ne uslove

y'(0) — hy(0) =y (m) =0, j€{0,1}. (2.1.3)

Grani¢ni problem (2.1.1) i (2.1.3) ¢emo oznaciti sa M; = M;(q,a, h). Mozemo posmatrati

Robinove grani¢ne uslove u tacki 7 umjesto y)(7) u (2.1.3), odnosno
J(r)+ Hy(r) =0, j€{0,1}, Hy H, €C, Hy+ H,. (2.1.4)

Grani¢ni problem (2.1.1) i (2.1.4) ¢emo oznacitisa P; = Pj(q, a, h, H;), j = 0,1. Napomenimo
da grani¢ni problem P;, j = 0,1, moZemo svesti na grani¢ni problem M;, j = 0,1.

U nastavku koristimo oznaku A\ = 2%. Kako a € (0, ), postoji N € N tako da aN < 7 <
a(N + 1), odnosno a € [7/(N +1),7/N).

Neka su Y(x,\), W(z, \) 1 U(x, \) rjeSenja jednacine (2.1.1) sa grani¢nim uslovima

Y(0,\) =0, Y'(0,\) =1,
W(0,\) =1, W(0,\) = 0.
W(0,0) =1, U(0,)) = h.
Primijetimo da je U(z, ) = W(x, \) + hY (z, \).

Lema 2.1.1. Funkcije Y(x,\), W(x,\) su jedinstvena rjeSenja sljedeéih integralnih jed-

nacinag

Y(z,\) = sin 20 l / Y (t —a)sin z(x — t)dt, (2.1.5)
z

W(z,\) = cos zz + / W(t — a)sinz(z — t)dt. (2.1.6)
0

Dokaz. Dokaza¢emo prvi dio leme, dokaz drugog dijela je slican. Posmatrajmo pridruzenu

homogenu jednac¢inu jednadine (2.1.1)
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y"(z) + My(z) =0,

¢ije je rjeSenje y(x) = Cisinzx + Cycoszz. Da bismo rijesili (2.1.1) koristicemo metod

varijacije konstanti.

C1(x)sin zx + C4(x) cos zax = 0,

C1(x)z cos zx — Cy(x)zsin zx = q(x)y(x — a).

RjeSenja ovog sistema su

Ci(z) = l/q(t)y(t — a) cos ztdt + CY,
0

2
- ,
Cy(x) = — /q(t)y(t — a) sin ztdt + Cs.
0
Dakle, dobijamo
1 1/ |
y(x) = sin zx (— /q(t)y(t — a) cos ztdt + C'1> + cos zx( - - / q(t)y(t — a) sin ztdt + 02)
z 2
0

ili
x

1
y(x) = - /q(t)y(t —a)sinz(z — t)dt + Cy sin zx + Cy cos zx.
2
0
1
Stavljajuéi Y (0,\) =01 Y’(0,\) = 1 dobijamo da je Cy = 01 C} = —, iz ¢ega slijedi (2.1.5).
z
Dokazimo suprotni smjer. Diferenciranjem po z u (2.1.5) imamo

Y'(x,\) = cos zx + /q(t)Y(t —a)cos z(x — t)dt. (2.1.7)

0

Jos jednom diferenciramo po x

Y"(2,\) = —zsinzx — 2 / qt)Y (t — a)sin z(x — t)dt + q(x)Y (z — a). (2.1.8)

0

Mnozec¢i odgovaraju¢om konstantom i sabirajuéi (2.1.5), (2.1.7), (2.1.8) dobijamo (2.1.1). O

Teorema 2.1.2. RjeSenje integralne jednacine (2.1.5) je dato sa

Y(z,\) =Yo(x,\) + Yi(z, A) + ... + Yn (2, N), (2.1.9)
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gdje je Yi(x,\), k =0,1,..., N, dato sljedecim formulama:

Yo(z,\) = ki Yi(x,\) =0, x < ka;

’ siznz(x —t) (2.1.10)
Yi(x, \) :/ fq(t)Yk_l(t —a,\)dt, x> ka.
ka

Dokaz. Koristicemo metod uzastopnih aproksimacija:

1. Neka z € [0, a) tada vrijedi y(x—a) = 0, za x € [0, a) te na osnovu Leme 2.1.1 dobijamo

1
Y(z,A) =Yo(z,\) = 2 sin zx.

2. Ako je = € [a,2a), tada koristeéi rezultat iz prvog koraka imamo

T

1 1
Y(z,\) = 2 sin zx + ~ / qt)Y (t — a)sin z(x — t)dt

0
x

= Yo(z, \) + % / q(t)Yo(t — a)sin z(z — t)dt

a
x

1 1
= — [ q(t)sinz(t — a)sin z(x — t)dt + —sin 2z.
z z

a

3. Za x € [2a,3a), koriste¢i prethodne korake dobijamo

T

Y(z,\) =Yo(z, \) + Yi(x, \) + % / q(t)Y1(t — a)sin z(x — t)dt

1 1
=—sin zz —|— — q(t) sin z(t — a) sin z(z — t)dt

z
—/ / q(t1)sinz(x — t)sin z(t; — a) sin z(t — a — t1)dt;dt.

Ponavljajuéi ovaj postupak dobijamo da je na segmentu x € [aN, 7] rjeSenje jednacine (2.1.5):

Y(z,A) =Yo(z,A) + Yi(z,A) + ... + Yn(z, A)

1 1
=— sin 2 —|— — [ q(t)sinz(t — a) sin z(z — t)dt
th_o—a
+ Z Skl / / / oo q(tg_1)sinz(x — t)sin z(tp_1 — a)

ka (k—1)a

sinz(t —a—ty)sinz(ty —a —tg) -+ sinz(tg_o — a — ty_1)dty_1...dt1dt.
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O
Sljedecu teoremu navodimo bez dokaza, jer je dokaz slican dokazu Teoreme 2.1.2.
Teorema 2.1.3. RjeSenje integralne jednacine (2.1.6) je dato sa
Wz, A) = Wo(z, A) + Wi(z, A) + ... + Wi (z, \), (2.1.11)
pri cemu je (za k=1,2,..N)
Wo(z,\) = coszx; Wi(x,\) =0, z<ka
Wi(z, \) :/x WQ(t)Wk_l(t —a,\)dt, x> ka. 2112)
ka
Primijetimo da je
Y, (z,\) = /: cos z(x — t)q(t)Yi_1(t — a, \)dt, = > ka. (2.1.13)
Wy (z,\) = /9C cos z(x — t)q(t)Wr_1(t — a, \)dt, = > ka. (2.1.14)
Takode, vrijedi "
Yi(z,\) = % /r q(t)sin z(x — t) sin z(t — a)dt,
| -~ (2.1.15)
Yi(z,\) = 2 /a q(t)cos z(x — t) sin z(t — a)dt,
Wi(z, \) = 1 /w q(t)sinz(x — t) cos z(t — a)dt,
% Ja (2.1.16)

Wl/ (x,\) =

T~

q(t) cos z(x — t) cos z(t — a)dt.

=

Funkcije Y (z, \), W (z, \), ¥U

totska ponasanja ovih funkcija.

(x,\), j = 0,1, su cijele sa redom 1/2. Pokazimo asimp-

Teorema 2.1.4. Neka je v = Im(z). Za funkcije Y9 (x, \) i W (z,)), 5= 0,1, vrijedi

22

Y(x,\) = Smj“" Yz, ) + o(eXpW(“: - 2“))), 12| = co.

Y'(x,\) = cos zz + Y, (x,\) + O(exp(h](x - 2a)))’ |z] = oo.

z
W(x,\) = cos zx + Wi(x,\) + O(exp(|7|(w — 2a)))’ |2| = 0.
z

W' (2, \) = —zsinzx + W, (x,\) + O(exp(|7|(x — 2@))), |z] = oo.
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Dokaz. Koriste¢i (2.1.15) i (2.1.16), matemati¢kom indukcijom se lako moze pokazati da
vrijedi
Y (2,\) = 0=V exp(|y|(z — ka))), |2| = o0, = > ka.

na osnovu ¢ega slijedi dokaz. Sli¢no se pokazuje i za funkciju WU (z, )), j = 0,1, [voj2]. O
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2.2 Spektralne osobine

Dirihle/Nojmanov sluéaj. Funkcija Y (z, ), j = 0, 1, predstavlja netrivijalna rjeSenja
jednacine (2.1.1) sa po¢etnim uslovima (u lijevom kraju intervala) Y (0, \) =01 Y’(0,\) = 1.
Kada uvrstimo pocetne uslove u desnom kraju intervala dobijamo karakteristi¢nu jednacinu

grani¢nog problema £ ;(¢,a), 7 =0, 1, odnosno:

AQQ(/\) = Y(’ﬂ', )\) = 0,

, (2.2.1)
No1(N) ==Y (m,\) =0.

Skup sopstvenih vrijednosti {\, ;},>0 grani¢nog problema L ;, j = 0,1, odgovara nulama
karakteristi¢ne jednacine Ag ;(\), [norl], [fre3]. Sopstvenoj vrijednosti A, ; grani¢nog proble-
ma Ly ; odgovara sopstvena funkcija Y (x, A, ;). Za razliku od klasi¢nog Sturm-Liuvilovog
problema nule karakteristi¢ne funkcije Ag;(A), 7 = 0,1, nisu proste u opstem slucaju. Ipak,
u nastavku ¢emo posmatrati slu¢ajeve kada su nule karakteristi¢ne funkcije proste.

Koristeé¢i Teoremu 2.1.4 zaklju¢ujemo da vrijede sljedeé¢e asimptotske formule za karak-
teristi¢ne funkcije grani¢nih problema Lo i L;:

1 -2
Aoo()) = stz7r Vi) + O(eXP(”Y’(W CL)))’ 12| = oo,

»2

(2.2.2)

Ag1(N) = cos zm + Y, (m, \) + O(exp(h](: — 2a))>’ |z] = 0.

Teorema 2.2.1. Skup nula karakteristicne funkcije Ao ;(N) , j = 0,1, je prebrojiv, pri cemu
se u krugu K, ={z:|z—n+ %| < %}, za dovoljno veliko n € N, nalazi tacno jedna nula ove

funkcije.

Dokaz. Teoremu ¢emo dokazati za funkeiju Ag (M), sliéno se dokazuje i za Ag ; (). Na osnovu
(2.2.2) vrijedi

™

20gp(A) = sin zm + E /q(t) sin z(t — a) sin z(w — t)dt + O(GXP(WWQ_ 2a))>7 |z| = 0.
2 z

a

(2.2.3)
Oznadimo sa

f(z) = sin zm,

™

o(2) = 1/q@) sin 2(t — @) sin (7 — £)dt + o(eXpW(” - 2a))).

~2

a
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Karakteristi¢na funkcija Ago(z) je neparna, tako da mozemo posmatrati v > 0. Jasno je

da vrijedi
llm L — OO’
200 exp(y(m — a))
lim —g(z) =0,

o0 exp(y(m — a))

pri ¢emu je v = I'm(z). Na osnovu toga zaklju¢ujemo da postoje ro,r; € RT takvo da vrijedi

exp([y[(m —a)) <|f(2)], Irol < 2],
9(2)| < exp(|y[(m = a)), || <zl

Ako je max{rg,r1} < |z|, tada vrijedi |g(z)| < |f(z)|. Na osnovu Ruseove teoreme [conl],
zaklju¢ujemo da funkcija Ago(z) = f(2) + g(z) ima jednak broj nula kao i funkcija f(z)
unutar kruga L, = {z : [2| <n + 3} gdje je n € N proizvoljno takav da maz{ro,r1} < n.

Kako funkcija sin 7z u razmatranom krugu ima tacno n + 1 korijen zaklju¢ujemo da i ka-
rakteristi¢na funkcija ima n 4 1 korijen, a samim tim i prebrojivo mnogo korijena u skupu
kompleksnih brojeva. Sli¢no, ako izaberemo krug K, = {z : |z — n| < 1} takav da je
max{rg,71} + 1 < m, ponovnom primjenom RuSeove teoreme na iste funkcije zavrsavamo
dokaz. 0

Teorema 2.2.2. Spektar {\,;}n>1 grani¢nog problema Ly ;, j = 0,1, je oblika

i Licos(n—La &,
Anj =20y Zng =T — % + ISTZ) + - {ma} € P (2.2.4)

gdje je I; = f: q(t)dt, a simbol {k,} oznacava razlicite nizove u [2.

Dokaz. Teoremu dokazujemo u sluc¢aju j = 0. Uvedimo oznaku z, = z,,.
Na osnovu Teoreme 2.1.2 vrijedi
Zp =N+ Qp,

gdje

1

la,| <= = a,=o0(1), n— oc.

n

Kako je lim 2, = +o00, te iz 22Aq0(22) = 0 dobijamo
n—oo

lim (zn sin z,m + /q(t) sin z, (t — a) sin z, (7 — t)dt) =0, (2.2.5)

n—oo
a
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pri ¢emu smo koristili

lim 2,0
n—o0

(exp(%S; - 2@))) ~ lim exp(%i7r - Qa))o(l) =0,

jer je |vn| < |a,|, pa je ovaj niz ograni¢en. Uvrstavajudi z, = n + a, u (2.2.5) imamo

nh_)ngo <(n + ay,)sin(n + a,)m + /q(t) sin(n + a,)(t — a) sin(n + a,) (7T — t)dt) =0. (2.2.6)

Kako je a, = o(1), n — oo, lako se pokaze da je

/q(t) sin((n + ) (¢t — a)) sin((n + an) (7 — £))dt = O(1), n — oc.

a

Iz (2.2.6) imamo, za n — oo,
(n + ay) sin(n + a,)m =0(1),
(=1)"(n + ap) sina,m =0(1),

apm(—1)"(n 4 ay)sina,™

a,m(—=1)"(n + a,) =0(1),

. 1
na, =0(1) = a, =&y 0<—).
n n
n 1 . . :
Sada odredimo ¢,. Posto je z, = n + n + 0(—), za n — oo, vrijede sljedeée asimptotske
n n
formule:
CnT 1
in7z, = (—1)" " 4 o(=), 2.2.7
sinmz, = (—1) p +0(n) ( )
cos(m — a)z, = (—1)"(cos na + Calm = a) sinna) + o(—), (2.2.8)
n n
1 1 1
— =— — 2.2.9
=Tl (2.2.9)
(7 — 2t 1
cos(m — 2t + a)z, = (—1)"(cosn(2t — a) + Cul 9 +o(—), (2.2.10)
n n
(T —t 1
sin(m — t)z, = (—1)"(—sinnt + el = 1) cosnt) + o(—). (2.2.11)
n n

Koristec¢i formule transformacije proizvoda trigonometrijskih funkcija u zbir iz (2.2.3) dobi-

jamo

s

1
22 Noo(22) = zpsinmz, — 5 cos Zp(m —a) /q(t)dt
a (2.2.12)

™

1 1
+§/q(t)coszn(7r—2t+a)dt+0(—), n — 0o.

n
a
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Uvrstavajuéi formule (2.2.7)-(2.2.11) u (2.2.12) dobijamo

g [ = (o) (3 40(3)) (smon 7 s

a

% (% + 0(%) (—1)”) ]q(t) (cosn(2t —a) + Cnl _n% i a)>dt + 0(%)] = 0.

a

Nakon sredivanja zaklju¢ujemo da vrijedi

Jim B(cosan ] G(t)dt — ] a(t) cosn(2t—a)dt) —cnw} —0 =

1 ™ ™
5 (COS an / q(t)dt — /q(t) cosn(2t — a)dt) —cpm = o(1),
te konac¢no dobijamo
_ 1l [ (£)dt — [ () cosn(2t — a)dt
cn=—|gcosan [ g 5 [ alt)cosn a .

]

Teorema 2.2.3. Spektar {\, ;}n>0, granicnog problema Ly ;, j = 0,1, jedinstveno odreduge

karakteristicnu funkciju i vrijedi

Ago(A —WH no . Aga(A Hn"_ll_/2 (2.2.13)

Dokaz. Dovoljno je da dokazemo jednakost za karakteristicnu funkciju Ago()). Koristeci

Adamarovu faktorizaciju [conl,p.289], Ago(N) je jedinstveno odredena svojim nulama do na

multiplikativnu konstantu:

Aoo(A) = cﬁ (1 _ Aj) (2.2.14)

Posmatrajmo funkciju

Tada vrijedi
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Uzimajuéi u obzir (2.2.2) i (2.2.4) mozemo izratunati

Ago(A = Ao — 12
tim 2200 gy <1+—”’° ”):1,

As—oco  Sin z7 A——o0 n2 —\
n—=

odakle slijedi

(e 9]

]

Robin/Dirihleov sluéaj. Funkcija ¥U(z, ), j = 0,1, predstavlja netrivijalna rjeenja
jednacine (2.1.1) sa pocetnim uslovima u lijevom kraju intervala W(0,\) = 11 ¥/ (0,\) = h.
Kada uvrstimo pocetne uslove u desni kraj intervala dobijamo karakteristi¢nu jednacinu gra-

ni¢nog problema Mj;, j = 0,1, odnosno:

Zo(A) ==V (m, \) = W(m, A\) +hY(m,\) =0, (2.2.15)
Zy(A) =9 (m,\) =W (m, \) + hY' (7, \) = 0.

Koristeé¢i Teoremu 2.1.4 moze se lako pokazati da vrijede sljedeé¢e asimptotske formule ka-

rakteristi¢nih funkcija M; i Ms :

b
Zo(A\) = cos zm + T

F YA + v, ) + 0 SR Z200),
(2.2.16)

Zy(\) = —zsin zm + hcos zm + Y, (1, \) + hW, (7, \) + O(exp(!’y[(w - 2a)>.

Skup sopstvnih vrijedosti {/, j }n>1 grani¢nog problema M;, j = 0,1, je prebrojiv i odgovara
nulama karakteristi¢ne funkcije Z;(\). Koristeéi (2.2.16) i metode opisane u prethodnom

slu¢aju lako mozemo dokazati sljedeca tvrdenja, [yur3).

Teorema 2.2.4. Spektar {{i, ;}n>1 granicnog problema M;, j = 0,1, je oblika:

1—j5 h ILcos(n—59a &,
Fing = 0= —5=+ ——+ o 2’ 4 -, {k,} €% (2.2.17)

Teorema 2.2.5. Spektar {fi, j}n>1, graniénog problema M;, j = 0,1, jedinstveno odreduje

karakteristicnu funkciju i vrijede sljedece formule

g

n,0 = n,l >\
“ 0 Zi(A) = m(pon — N ] “;—2 (2.2.18)



Inverzni spektralni problemi Sturm-Liuvilovog tipa sa konstantnim kasnjenjem 42

Robinov slu€aj. Kao u prethodnom slu¢aju funkcija W(x, \) predstavlja netrivijalna
rjeSenja jednacine (2.1.1) sa pocetnim uslovima (0, \) = 1 i ¥(0,\) = h. Karakteristi¢na

funkcija grani¢nog problema P;, j = 0, 1, je oblika

Sopstvene vrijednosti {p, ;},>1 grani¢nog problema P;, j = 0, 1, se podudaraju sa nulama
karakteristi¢ne funkcije d;(\), 7 = 0,1, i oblika su ([vojl], [voj2]):

h+ H; I cosna
+ +

+ % {kn} € 12 (2.2.20)

VPnjg =1

nm 2nm

Takode, karakteristi¢na funkcija (), 7 = 0, 1, je jedinstveno odredena od sopstvenih vri-

jednosti {py ; }n>o0 1 vrijede formule

Zo(A) = m(poo — N [] 222, Zi(N) = wlpon — N) [ 2222 (2.2.21)
n=1 n=1

n? n?

Primijetimo da je, [yur3],

 Hobi(\) — Hido(N)

Hy— H,;

(2.2.22)
Z1(N)

Prethodna jedna¢ina nam govori da Robinov grani¢ni problem moZemo svesti na Robin/Dirihleov
grani¢ni problem koji je znatno jednostavniji. Ovo je od izuzetne vaznosti u inverznim pro-

blemima ovog tipa. Zbog ove osobine u nastavku ¢emo posmatrati samo prva dva slucaja.
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2.3 Operatori sa poc¢etnom funkcijom

U nastavku posmatramo grani¢ni problem N; = N;(q,a,¢,h), j =0,1,

—y"(x) + q(x)y(x — a) = M\y(z), = € (0,7), (2.3.1)

sa grani¢nim uslovima
y'(0) — hy(0) =y (7) = 0, (2.3.2)
y(x —a) = y(0)p(x), = €]0,d, (2.3.3)

gdje je potencijal g(z) € L*(0,7) kompleksna funkcija, a € [r/3,7) je kasnjenje i o(x)
neprekidna funkcija na [0, a], tako da ¢(a) = 1.

Funkcija ¢(x) se naziva poCetna funkcija i bez umanjenja opstosti ¢emo pretpostaviti da
je p(z) # 0 skoro svuda. Ukoliko je p(z) = 0 na £ C [0,a] i |E| > 0, tada je potrebno
da potencijal g(x) bude poznat na skupu FE, najcéesée se uzima da je g(z) = 0. Takode,
pretpostavi¢emo da je y(0) # 0, u suprotnom problem se svodi na grani¢ni problem M},
j =0,1, odnosno (2.1.1) i (2.1.3).

Koristicemo iste metode da rijesimo direktni problem kao u prethodnim sluc¢ajevima, zato

sljedeca tvrdenja navodimo bez dokaza.

Lema 2.3.1. Neka je N(x, \) rjedenje granicnog problema N;, j = 0,1, sa pocetnim uslovima
N'(0,\) = h, N(0,\) = 1. Tada je funkcija N(x,\) jedinstveno rjesenje Volterove integralne

jednacine

. - : .y
Nz, N) = cosza+ h T 4 [ g Iy, (2.3.4)
0
Teorema 2.3.2. RjeSenje integralne jednacine (2.5.4) je dato sa
T
N(z,\) = No(z, \) + Ni(z,)), a€ [5’”)’ (2.3.5)
gdje je
hsin zz
No(z, A) = cos zx + + Q(x);
Ni(z, A) :/ ST =0 G No(t— a, Nt 7> a,
a 2 (2.3.6)

I .
- t)q(t)sinz(x — t)dt, x € (0,a),
Oe) = ffOSO()QU (x—1) € (0,a)

> Jy e()q(t) sinz(x — t)dt, x € (a,m),
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Karakteristicna funkcija grani¢nog problema Nj, j = 0,1, je oblika
d;(\) :== N9 (m, \).

Neka je a € [7/2, ), koristeci (2.3.6) dobijamo da je

hsinzm 1

+ - /Oa o(t)q(t)sin z(m — t)dt

do(N\) =cos zm +

2 2
1 [7 h ™
—l——/ q(t)sinz(m — t) cos 2(t — a)dt + — / q(t)sinz(t — a)sinz(r — t)dt (2.3.7)
< a < a
1 ™ t—a
+— [ q(t)sinz(m —¢) / ©(s)q(s)sin z(t — a — s)dsdt,
& a 0

di(\) = — zsinzm + hcos zm + / ©(t)q(t) cos z(m — t)dt
0

—i—% /7r q(t) cos z(m — t) cos z(t — a)dt + g /WC](t) sin 2(t — a) cos z(m — t)dt  (2.3.8)

—i—% /” q(t) cos z(m —t) /0 B ©(s)q(s)sin z(t — a — s)dsdt.

Sopstvene vrijednosti grani¢nog problema se podudaraju sa nulama karakteristi¢ne funkcije.

Sli¢no kao u prethodnim slucajevima vrijede sljedece teoreme

Teorema 2.3.3. Spektar {v, j}n>1 granicnog problema N;, j = 0,1, je oblika:

1—j h  Lcos(n—5%)a g, 5
——n— ndk,) € 2.3.9
g =1 2 * nmw * 2nm i n {ron} ( )

Teorema 2.3.4. Spektar {v, ;}n>0, granicnog problema N;, j = 0,1, jedinstveno odreduge

karakteristicnu funkciju i vrijede sljedece formule

[e.9]

do(\) =] %, di(\) =71 =N []

n=1

Un1— A
P (2.3.10)

Umjesto grani¢nih uslova (2.3.2) mozemo posmatrati Robinove grani¢ne uslove
y/(ﬂ-) + ij(ﬂ') =0, j=0,1, Ho,H, €C, Hyo# H;

Ovaj problem sa dva kasnjenja je obraden u [voj2].
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3 Inverzni problemi operatora sa kasnjenjem

U prethodnom poglavlju smo posmatrali direktne probleme operatora Sturm-Liuvilovog
tipa sa konstantnim ka$njenjem. Dobijeni rezultati su od izuzetne vaznosti za dalja istrazivanja.
U ovom poglavlju posmatramo inverzne probleme pomenutih operatora na osnovu dva spek-
tra. Operatori sa kasnjenjem su uveli potpuno novi pristup u inverznoj spektralnoj teoriji.
Nijedan od poznatih metoda za klasi¢ne Sturm-Liuvilove operatore se ne moze primijeniti
za operatore sa kasnjenjem. U jednom od prvih rezultata inverzne teorije za operatore sa
kasnjenjem je dokazano da su dva spektra dovoljna da se jedinstveno odredi potencijal iz
prostora analiti¢kih funkcija, [pikl]. Za potencijale iz prostora kvadratno integrabilnih funk-
cija, ovaj problem je predstavljao izazov duzi niz godina. U [fre3] autori su uspjeli da uopste
Ambarcumjanov rezultat za klasi¢ne operatore, odnosno dokazali su kada su sopstvne vri-
jednosti dva spektra iste kao kod nula potencijala, tada potencijal mora biti nula za svako
kasnjenje. Ova teorema je nazvana teorema jedinstvenosti $to ¢e se kasnije ispostaviti kao
neopravdan naziv.

Kineski matematicar C.F. Yang je u [yanl| rijesio inverzne nodalne probleme za Sturm-
Liuvilove operatore sa konstantnim kaSnjenjem. U ovim problemima umjesto sopstvenih
vrijednosti poznate su nule sopstvenih funkcija, koje se jo§ nazivaju nodalne tacke, [wanl].
Ipak, za poznate spektre inverzni problem se ispostavio izrazito zahtjevan. Ranije smo naveli
da je karakteristi¢na funkcija grani¢nog spektralnog problema linearna u odnosu na funkci-
ju potencijala kada kasnjenje nije manje od polovine intervala. Zahvaljujuéi tome inverzni
problemi su rijeSeni u ovim slu¢ajevima, [vlal|, [yurd|, [ignl]. Ispostavic¢e se da i u nelinear-
nom sluc¢aju, odnosno kada je kasnjenje veée od dvije petine intervala, a manje od polovine
intervala vrijedi teorema jedinstvenosti, [bonl]|, [vojl|, [pik4]. Ove rezultate ¢emo dokazati u
ovom poglavlju za Dirihle/Nojmanove i Robin/Dirihleove poc¢etne uslove. Stavise, dokazano
je da su dijelovi dva spektra dovoljni da se jedinstveno konstruise operator ukoliko kasnjenje
nije manje od dvije petine intervala, |[but3], [but4].

Pored klasi¢nih inverznih problema posmatraju se i nekompletni inverzni problemi. Oni
su korisni iz razloga §to su nam, pored spektralnih informacija, ponekad poznate neke osobine
potencijala. Nekompletni inverzni problemi se najc¢eSée posmatraju kada ne vrijedi teorema
jedinstvenosti. U tom slu¢aju je potrebno da posjedujemo dodatne informacije koje bi ga-
rantovale teoremu jedinstvenosti. Konkretno, posmatra¢emo kasnjenje manje od dvije petine
intervala pri ¢emu ¢e potencijal biti poznat na dijelu intervala. Takode, u istom slucaju ka-
da su poznata dva spektra, dovoljno je da je potencijal simetrican na podintervalu kako bi

dokazali teoremu jedinstvenosti. Sli¢ni problemi su posmatrani u [bon2|, [dju2|, [dju3].
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3.1 Kasnjenje iz intervala [7/2, )
Posmatramo grani¢ni problem Ly ; = Lo ;(¢q) sa konstantnim kasnjenjem a € [r/2, )
—y"(x) + q(x)y(x —a) = My(z), 0 <z <m, (3.1.1)

y(0) =y (1) =0, j=0,1, (3.1.2)

gdje je potencijal ¢(x) kompleksna funkcija iz L?(0,7) tako da g(z) = 0 na (0, a).

Neka je Y (x, \) rjeSenje jednadine (3.1.1) tako da zadovoljava pocetne uslove Y (0, A) = 0,

Y’(0,\) = 1. Sopstvene vrijednosti od Lo j, j = 0, 1, se podudaraju sa nulama karakteristi¢ne
funkcije (2.2.1)
Ao,;(N) =YD (7, N) (3.1.3)
Na osnovu Teoreme 2.1.2 vrijedi
1
Y(z,\) = Sin 20 + —2/ q(t)sin z(t — a) sin z(z — t)dt, (3.1.4)
z
Y'(x,\) = cos zx + — / q(t)sin z(t — a) cos z(x — t)dt, (3.1.5)
z

gdje je z = A% Mijenjajuci (3.1.4), (3.1.5) u (3.1.3) dobijamo

sinzm cosz(m—a g
Boaln) = 2T - AT [y

12 i} 222 (3.1.6)

+2_z2 q(t) cos z(m — 2t + a)dt,

N 1(N) = cos zm + w/ q(t)dt
- 2 a (3.1.7)

~3, q(t)sinz(m — 2t 4 a)dt,

pri ¢emu smo koristili trigonometrijsku transformaciju, [vlal].

Na osnovu Teoreme 2.2.2 spektar {\, ;},>1 grani¢nog problema Ly ;, j = 0,1, je oblika

i Licos(n—La &,
)\nyj = Zfz,j? Rpj =N — % + léTz) + W, {Hn} € l2, (318)

Inverzni problem 3.1.1: Neka je a € [r/2,7). Dati su spektri {\, ;},>1 grani¢nog
problema L ;, j = 0,1, odrediti potencijal ¢(z).
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Na osnovu Teoreme 2.2.3 spektar {\, ;},>1 grani¢nog problema Ly, j = 0,1, jedinstveno
odreduje karakteristi¢nu funkciju Ag;(A), pa je lijeva strana u jedna¢inama (3.1.6) i (3.1.7)

poznata.
Teorema 3.1.1. Vrijednost I, = faﬂ q(t)dt je jedinstveno odredena spektrom { A, o}n>1-

Dokaz. Koristeci (3.1.6) za | cosngal > d > 0 dobijamo da je

I = lim 2ni(—1)""(cosnra) ' Ago(n}).
N —00

Stavise, podspektar {0} k>1 je dovoljan da odredi vrijednost I; pod uslovom
limy,_,o cos(nga) # 0. Ipak, ukoliko vrijedi da cos(nga) — 0, tada podspektar {\,, 1}i>1

jedinstveno odreduje vrijednost integrala I;. O

Ukoliko je I; # 0, tada su nam podaci spektra {\, ¢},>1 dovoljni da odredimo kasnjenje

sljede¢om formulom (sin(na) # 0)

Lo Ango—(n—2)% = Ajoo + (n+2)°
a = arccos [ = lim .
2 n—oo )\n—l,o — (TL — ]_)2 — )\n+1,0 —+ (n -+ ].)2

Medutim, ukoliko je I; = 0 tada kasnjenje nije jedinstveno odredeno. U tu svrhu navodimo
sljedec¢i kontraprimjer.

Primjer 3.1.2. Neka je ag € (7/2,7) @ funkcija h(z) € L*(ag, ) proizvolina funkcija tako

da vrijedi faz h(z)dx = 0. Za kasnjenje a1 < aqg izaberimo funkciju
07 T € (a1, ap),
h(z), x € (ag, ).
Potencijali h(x) i hi(x) imaju iste karakteristicne funkcije za razlicita kasnjenja.

Prema tome kasnjenje nije jedinstveno odredeno u opStem slucaju. U nastavku se pod-
razumijeva da je kasnjenje unaprijed zadano.
U sljedecem tvrdenju éemo dati rjeenje inverznog problema za Sturm-Liuvilov operator uz

Dirihle/Nojmanove grani¢ne uslove za kasnjenje a € [7/2, 7).

Teorema 3.1.3. Spektri { A, o}n>1 @ {An1}n>1 granicnih problema Lo(q) i L1(q) jedinstveno
odreduju potencijal q(x).

Dokaz. Veé¢ smo dokazali da dva spektra jedinstveno odreduju Ago(A), Agi(A) i [;. Na
osnovu (3.1.6) i (3.1.7) dobijamo

22°Ngo(\) — 2zsin 2z + cos 2(m — a)l; = / q(t) cos z(m — 2t + a)dt, (3.1.9)
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22001(N\) —2zcos zm —sinz(m — a)l; = / q(t) sin z(m — 2t + a)dt, (3.1.10)

pri cemu je lijeva strana u prethodne dvije jednacine poznata.
Uvodenjem smjene m — 2t 4+ a = 2s u integralima na desnoj strani jednac¢ina (3.1.9) i (3.1.10)

dobijamo:

Fo(z) = /%#) cos(22s)ds, (3.1.11)

Fi(z) = /2 q (#) sin(22s)ds, (3.1.12)

pri Cemu je
Fy(2) = 222 Ago()\) — 22 sin 27 + cos z(m — a) I},

Fi(z) = =22A01(\) + 2z cos zm + sin z(m — a) ;.

—2rx+a — a T™—a
Kako q(%) € LQ( W;_ , T 5 ), iskoristicemo bazu ovog prostora:

{ (QWimx) }
exp )
T—a meZ

1 2ma
T , m € 7 zatim mnozenjem (3.1.11) sa exp ( mmx) i
T—a

Uvrstavanjem z =
T—a T—a

. o
(3.1.12) sa ! exp ( mmx)’ te sumiranjem dobijamo
T—a T—a

-2
flz) = q<ﬂTx+a), z € (a,m), (3.1.13)
gdje je
1 mm mm 2martx
= (0(75) ~6(75) ) e (527
Kako je funkcija f(x) poznata iz (3.1.13) mozemo izrac¢unati ¢((7m — 2x + a)/2). O

Sli¢na ideja ovog rezultata je obradena u radu [vlal]. Ispostavilo se da su dva spektra
vise nego dovoljna da se odredi potencijal. U radu [but4| je dokazano pod kojim uslovima
dva podspektra {\,, 0}x>1 1 {1} k>1 odreduju jedinstveni potencijal. Preciznije, potreban
i dovoljan uslov da dva podspektra {\,, o}x>1 1 {An,.1}r>1 odreduju jedinstveni potencijal je

da sistemi {cos(ngx) }n>1 1 {sin(ngr) }x>1 budu kompletni u L?*(0, 7 —a). U dokazu se umjesto
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Furijeove baze koristi Risova baza. Velika prednost ovog metoda je $to ne trebamo koristi-
ti spektre da konstruiSemo karakteristicne funkcije, veé¢ koristimo informacije da sopstvene

vrijednosti anuliraju karakteristi¢nu funkciju.

U nastavku rjesavamo inverzni problem Sturm-Liuvilovog operatora sa konstantnim ka-
$njenjem uz Robin/Dirihleove grani¢ne uslove. Posmatramo grani¢ni problem M; = M;(q, h),

j = 0,1, sa konstantnim kasnjenjem a € [7/2,7) :
—y"(z) + q(x)y(z —a) = My(z), 0 <z <,

y'(0) — hy(0) =yW(x) =0, j=0,1, (3.1.14)

gdje je potencijal ¢(x) kompleksna funkcija iz L*(a, ) tako da ¢(x) = 0 na (0, a).

Neka je U(x, \) rjesenje jednacine (3.1.1) tako da zadovoljava pocetne uslove W(0,\) = 1,
U’'(0, A) = h. Sopstvene vrijednosti od M;, j = 0, 1, se podudaraju sa nulama karakteristi¢ne
funkcije (2.2.14)

Z;(\) = U9, \) (3.1.15)

Na osnovu Teoreme 2.1.2, Teoreme 2.1.3 i ¢injenice ¥(z, \) = W(z, \) + hY (x, A) vrijedi

hsinzx 1

+ - /w q(t) cos z(t — a) sin z(z — t)dt

z z

+%/a q(t)sinz(t — a)sin z(x — t)dt

U(z, \) =coszx +

(3.1.16)

U'(x,\) = — zsinzz + hcos zx + / q(t) cos z(t — a) cos z(x — t)dt
- a (3.1.17)
+- / q(t)sin z(t — a) cos z(x — t)dt
< a

Na osnovu (3.1.15),(3.1.16) i (3.1.17) vrijedi

hsin zm 1

1 s
Zo(A\) =cos zm + + 3 sinz(m —a)l; + By / q(t)sin z(m — 2t + a)dt
z z J,

. - (3.1.18)
~ 58 008 z(m—a)ly + 57 |, q(t) cos z(m — 2t + a)dt,
. 1 1 /™
Zy(N\) = — zsinzw + hcos zm + 5 cos z(m—a)l, + 3 / q(t) cos z(m — 2t + a)dt
. . a (3.1.19)

—|—2— sinz(r —a)ly — — [ q(t)sinz(m — 2t + a)dt.
2

2z J,
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Na osnovu Teoreme 2.2.4 zaklu¢ujemo da je spektar {/i,, ; }»>1 grani¢nog problema M;(q, h, a),
j = 0,1, oblika:
1—7 h I cos(n — ﬂ)a

Vinj=n——5"+—+ :

nmw 2nm

+ % {ka} € 12. (3.1.20)

Inverzni problem 3.1.2: Dati su spektri {y, ;},>1 grani¢nog problema M;, j = 0,1,

odrediti potencijal ¢(x) i grani¢ni parametar h.

Koristeéi Teoremu 2.2.5 pomoc¢u spektra {p, j}n>1 grani¢nog problema M;, j = 0,1, kon-

struiSemo karakteristi¢ne funkcije Z;(\).

Teorema 3.1.4. Spektar {fu,0}n>1 graniénog problema M, jedinstveno odreduje vrijednost

integrala I 1 parametra h.

Dokaz. Koriste¢i spektar {i,0}n>1 mozemo konstruisati Zy(A), odnosno lijeva strana u

(3.1.18) je poznata. Za |sinnga| > § > 0 vrijedi, [yur4],

I = 2(71113100(—1)"”1(&11 nxa) (Zo(n}) — (—1)”k)nk).

Sli¢no, iz (3.1.18) dobijamo

ot () () (5]

0
Dalje, primijetimo da vrijedi:
1 s ™ 2t—a
- / q(t) ( —cos z(m — a) 4+ cos z(m — 2t + a))dt :/ q(t) / sin z(m — s)dsdt
< a a a
2m—a 0
:/ sin z(m — t)/ q(s1)dsydt,
(3.1.21)
1 s ™ 2t—a
- / q(t) (sin z(m—a) —sinz(m — 2t + a))dt :/ q(t) / cos z(m — s)dsdt
< a a a
2r—a s
:/ cos z(m — t)/ q(s1)dsydt.
(3.1.22)

Do prethodne transformacije se moze doci i parcijalnom integracijom. Stavise, u radovima

[dju2], [pik4], [vlal], [vojl], [voj2]|, [yur3], [yurd]| se koristi metod parcijalne integracije za
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transformaciju sli¢nih integrala. Ipak, ispostavilo se da je prethodna transformacija mnogo
jednostavnija, jer se samo koristi zamjena redoslijeda integracije.
U sljedecem stavu ¢emo dati rjeSenje inverznog problema éturm—Liuvilovog tipa uz Ro-

bin/Dirihleove grani¢ne uslove za ka$njenje a € [7/2, ).

Teorema 3.1.5. Spektri {jtno}tn>1 @ {tn1}n>1 granicnih problema My(q, h) i Mi(q, h) jedin-

stveno odreduju potencijal q(x).

Dokaz. Veé smo dokazali da dva spektra jedinstveno odreduju Zo(\), Z1(\), I i h. Koristeéi
(3.1.18),(3.1.19),(3.1.21) i (3.1.22) dobijamo

™

Go(z) = /7T q(t)sinz(m — 2t +a)dt + h /%a sin z(m — t) / q(s1)dsdt, (3.1.23)

t+a

2

Gi(z) = /7r q(t)cosz(m — 2t +a)dt + h /27r—a cos z(m — t) /7r q(s1)dsydt, (3.1.24)

t+a

2

Go(2) = 22Zp(N\) — 2z cos zm — 2hsin zm — sin z(m — a) 1,
G1(2) = 271 (M) + 2zsin zm — 2h cos zm — cos z(m — a)1;.

Uvodenjem smjene m — 2t + a = 2s, odnosno 7 — ¢t = 2s u (3.1.23) i (3.1.24) dobijamo

—a

3
|
S
3

™

sin(2zs) / q(s1)dsids,  (3.1.25)

—

Go(z) = / q(#) sin(2zs)ds + 2h

—7m7ta —7mta T—2s5+a
2 2 2
T—a T—a

™

—

Gi(z) = / q(#) cos(2zs)ds + 2h

—nta —

cos(2zs) / q(s1)dsids.  (3.1.26)

wT—2s+a
2

+

3
Q

»
»

. mrm . . 2mimx
UvrStavanjem z = , m € 7, zatim mnoZenjem (3.1.25) sa exp ( ) i
T—a T—a T—a

. o
(3.1.26) sa ! exp ( mmx), te sumiranjem dobijamo
a

T™— T™T—a
—9 7 _ _
@) = g T Tr+a ol / (), wc 7r—|—a77r a ’
2 2 2
w—2x+a

odnosno

fg(w> — () + 2h / dt)dt, w € (a,7), (3.1.27)
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= L 2 (0(7) - (7)) o (522),

Jednacina (3.1.27) predstavlja Volterovu integralnu jedna¢inu drugog reda. Jedinstveno rjesenje

gdje je

ove integralne jednac¢ine postoji i ono je oblika

o(z) = ﬁ(#) ~oh /: ﬁ(#) exp(2h(z — 1))dt.

]

Napomena 3.1.6. Sli¢ne rezultate mozemo dobiti za grani¢ne probleme P;, j = 0,1, gene-

risane jednacinom (3.1.1) i Robinovim grani¢nim uslovima
y'(0) = hy(0) =0, o/ (m) + Hjy(m) = 0,

gdje su H; kompleksni brojevi i H; # H,. Sopstvene vrijednosti {p, j}n>0 se podudaraju sa
nulama karakteristi¢ne funkcije 6;(\) = W'(7w, X\) + H;U(m, \).

Inverzni problem je formulisan na sljedeci na¢in: Dati su spektri {p,, ; }n>1, konstruisati po-
tencijal ¢(z) i koeficijente Hy, Hs i h.

Koriste¢i (2.2.22) problem se svodi na problem sa Robin/Dirihleovim grani¢nim uslovima.

Koeficijente H; i Hy mozemo odrediti na sli¢an nac¢in kao §to smo odredili h.
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3.2 Kasnjenje iz intervala [27/5,7/2)
Posmatramo grani¢ni problem Lo ; = Ly ;(¢) sa konstantnim kasnjenjem a € [27/5, 7/2)
—y"(z) + q(x)y(z — a) = My(x), 0 <z <m, (3.2.1)

y(0) =y (r) =0, j=0,1, (3.2.2)

gdje je potencijal ¢(z) kompleksna funkcija iz L?(0, ) tako da ¢(x) = 0 na (0, a).

Neka je Y (x, ) rjeSenje jednacine (3.2.1) tako da zadovoljava pocetne uslove Y (0,\) = 0,
Y’(0,\) = 1. Sopstvene vrijednosti od Ly ; se podudaraju sa nulama karakteristi¢ne funkcije
(2.2.1), odnosno

Ao ;(N) =Y (r, N). (3.2.3)

Na osnovu Teoreme 2.1.2 vrijedi

xT

Y (2, \) :Sinzm % o(t) sin =(t — a) sin 2(x — 1)t
(3.2.4)
/ / q(t1)sinz(x — t)sin z(t; — a) sin z(t — a — t1)dt 1 dt,
Y'(x,\) =coszx + % /q(t) sin z(t — a) cos z(x — t)dt
(3.2.5)
/ / q(t1) cosz(x — t)sin z(t; — a) sin z(t — a — t1)dt;dt.
Koristeci (3.2.3),(3.2.4) i (3.2.5) dobijamo karakteristi¢ne funkcije:
ANgo(N) :Sinjﬂ % q(t)sinz(t — a) sin z(m — t)dt
(3.2.6)
/ / q(ty) sin z(m — t)sin z(t; — a) sin z(t — a — t1)dt, dt,
% a
Ao 1(N) =coszm + % /q(t) sin z(t — a) cos z(m — t)dt
(3.2.7)

/ / q(ty) cos z(m — t)sin z(t; — a) sin z(t — a — ty)dt, dt.
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Spektralne osobine grani¢nog problema L, ;(g), j = 0, 1, su opisane u Teoremi 2.2.2 odnosno
a (3.1.8).

Inverzni Problem 3.2.1: Neka je a € [27/5,7/2). Dati su spektri {\, ;},>1 grani¢nog
problema L ;, za j = 0,1, odrediti potencijal ¢(x).

Iz Teoreme 2.2.3 nam je poznato da je karakteristi¢cna funkcija Ag;(A), 7 = 0,1, jedin-
stveno odredena spektrom {\, ;},>1. Takode, na osnovu Teoreme 3.1.1 mozemo izracunati
I; na osnovu spektralnih vrijednosti, pa je neophodno da transformiSemo karakteristi¢ne
jednacine (3.2.6) i (3.2.7). Za razliku od Inverznog problema 3.1.2 gdje smo koristili samo
zamjenu redoslijeda integracije, ovdje ¢emo ipak iskoristiti metod parcijalne integracije koji

je prvobitno opisan radovima |[bonl| i [pik4]. Uvodimo notaciju

L= / q(t) t/aq(s)dsdt.

Prvo transformisemo proizvod trigonometrijskih funkcija u zbir:

™

22Ngo(z) = zsinzm — Mh + —/q(t) cos z(m + a — 2t)dt — MIZ
’ 2 2 4z
1
+ 4—/ / q(t)q(ty) sin z(w — 2t)dt dt — — / / q(tq) sin z(m — 2t 4 2a)dtdt
z
2a a
T t—a
/ / tl sin Z(T(' — 2t + 2t1)dt1dt
2a a
(3.2.8)
. . 1 n . 2
’ 2 2 4z
+ — / / q(ty) cos z(m — 2ty)dt dt — — / / q(ty) cos z(m — 2t + 2a)dt,dt
2a a
T t—a
/ / tl COS Z(TF — 2t + 2t1)dt1dt
2a a

(3.2.9)
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%)

Mijenjajuci redoslijed integracije dobijamo:

// q(ty) sin z(m — 2ty)dt dt = /q(tl)sinz(ﬁ— 2t) / q(t)dtdty,

a

t1+a
T t—a T—a t
/ / q(t1) sin z(m — 2t + 2a)dtdt = / q(t+ a)sin z(m — 2t) /q(tl)dtldt,
2a a a
T t—a

/ / q(tq) sin z(m — 2t + 2ty )dt1dt = / sin z(m — 2t) / q(t)q(t — t1)dtdt.

a t1+a

Uvodimo notaciju

t 7r iy

att+a) [a)ds = a(t) [ ats)is— [ ats = Daeds, telamal
Ko(t) =
a t+a t+a
0, €[0,a) U (m —a,n|.
a a a
N q(t+§)7 te [57 _5}7
q(t) . N a
’ t€(7§)U(7T—§,7T)
a.(z) = / q(t) cosz(m — 2t)dt, as(2) / q(t) sin z(m — 2t)dt,
keo(z /KO Jcos z(m — 2t)dt,  kspo(z / Ko(t) sin z(m — 2t)dt.
Jasno je da funkcija Ko(t) € L*[0, 7). Iz (3.2.8) imamo

1

~ 1
2*Ngo()) = sin 27 + 5 (ae(2) — cosz(m —a)l;) — P (kso(2) + Ixsin z(m — 2a)), (3.2.10)
z
dok iz (3.2.9) dobijamo

1 1
z0o1(\) = zcos zm + 5 (—ay(z) +sinz(mr —a)l,) — P (keo(2) + Iz cos z(m — 2a)) . (3.2.11)

Koriste¢i parcijalnu integraciju u (3.2.10) i (3.2.11) imamo

1/ 1
22N () = sin 271 + 3 (ac(z) — cos z(m — a)[l) + 5 KZ(2)

5 (3.2.12)

1 1
2001(A\) = zcos zm + 3 ( — as(z) +sin z(m — a)[l) - §K;"’O(z) (3.2.13)
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gdje je

Kfo(z) = / cos z(m — 2t) 7aKo(s)dsdt, K2o(2) = / sin z(m — 2t) 7aKo(s)dsdt.

a

T—a

a

Radi lakSeg racunanja uvodimo notaciju

Ag(2) = 22°Ngo(2) — 2zsin zm + cos z(m — a) 1,
ol2) o0l2) (r=a)h (3.2.14)
Ay (z) = —220¢1(2) + 2z cos zm + sin z(m — a)1;.
Funkcije Ag(2) 1 A1(z) su jedinstveno odredene spektrima { A, 0}n>1 1 { A1 }tn>1-
Iz (3.2.12) i (3.2.13) imamo:

Ao(2) = ae(2) + Klo(2),  Ai(z) = as(2) + K o(2).

Uvrstavajuéi z = m, m € Z, u (3.2.14) dobijamo:

a
T3 T—a

(—1)™ Ag(m) = / 3(t) cos 2mtdt + / cos 2mt / Kols)dsdt, (3.2.15)

a

[N]S)

a
T—3 T—a

(=)™ A (m) = /a(t)sin2mtdt+ /sin2mt/K0(s)dsdt. (3.2.16)
¢

a

wie

1 .
Mnozeci (3.2.15) sa — exp 2imt i (3.2.16) sa - exp(2imt) zam € Z, te sumiranjem dobijamo
m m

integralnu jednacinu

q(t) + / Ko(s)ds Ligr-a)(t) = f(t), t€ (577'(' — 5) (3.2.17)

gdje je

ft) = A0(0) + 1 Z (—nm (Ao(m) + Z'Al(m)) exp(2imt).

meZ\{0}

3
3

Prethodni postupak je detaljno opisan u radovima [dju2| i [dju3|. Za razliku od Furijeo-

ve baze {exp(#22)}, 7 koju smo koristili u slu¢aju a € [r/2,7), ovdje koristimo bazu

T—

{exp(2miz) } ez na intervalu [0, 7). Isti postupak moZemo primijeniti i za bazu {exp (222},

samo je potrebna mala modifikacija ra¢una. Vise o Furijeovim bazama nalazi se u |zygl].

U sljedecoj teoremi ¢emo dati rjeSenje Inverznog problema 3.2.1:

Teorema 3.2.1. Neka jea € [2n/5,7/2). Spektri {\, ; }n>1 graniénih problema Ly ;, j = 0,1,

jedinstveno odreduju potencijal q(x).
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Dokaz. Potencijal g(z) zadovoljava integralnu jednacinu (3.2.17), pa uvodeéi smjenu t =

xr — a/2 dobijamo

a

q(z) + / Ko(s)ds 1(3aj2,n—asa)(z) = f(z — 5), x € (a,). (3.2.18)

T

N

Posmatramo sljedece slucajeve:
1. Za z € [a,3a/2) U [ — a/2, 7], integralna jednacina (3.2.18) se svodi na

a
a@) = f(v=3).

Prema tome, potencijal je jedinstveno odreden na intervalu [a, 3a/2]U[r —a/2, 7| skoro

svuda.

2. Zax € (3a/2,m—a/2) potencijal ¢(z) zadovoljava integralnu jednacinu (3.2.18). Uo¢imo

da vrijedi

VaKo(t)dt:/axaq(t)dt/x:aCI(S)ds_/a”x+;q(t)dt/zit_aq(5)d5_ (3.2.19)

Prema tome integralnu jednac¢inu mozemo zapisati u obliku

M

a

q(m)—l—/az_q(t)dt/; a(s) ds—/:_”;q(t) dt/: dls)ds = f(z —5). (3:2.20)

+5 +t—5

N

Kako je potencijal ¢(x) poznat s.s. na intervalu [a,3a/2] U [7 — a/2, 7], lako se moze
dokazati da je izraz

a

/ax_Q q(t)dt /m: q(s) ds — /aw_ﬁg q(t) dt /ﬂ;_g q(s) ds

2

takode poznat. Prema tome iz (3.2.20) mozemo odrediti potencijal ¢(x) s.s. na intervalu
(3a/2,m —a/2).

]

Pored Furijeove baze, mozemo koristiti i Risovu bazu da konstruiSemo integralnu jed-
nac¢inu (3.2.17). Odnosno, da bismo odredili potencijal ¢(x) dovoljni su nam podspektri,
[but4]|. Ovaj metod je mnogo efikasniji za odredivanja potencijala. Vazna prednost je u tome

da ne trebamo konstruisati karakteristi¢ne funkcije, veé¢ uvrstavamo njene nule u jednac¢inama
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(3.2.12) i (3.2.13).
Robin/Dirihleovi grani¢ni uslovi. Umjesto Dirihle/Nojmanovih grani¢nih uslova isti pro-
blem mozemo posmatrati sa Robin/Dirihleovim grani¢nim uslovima. Odnosno, posmatramo
grani¢ni problem M; = M;(q, h) sa konstantnim kadnjenjem a € [7/2, )
—y"(z) + q(x)y(z — a) = Ay(z), 0 <z <m,
y'(0) = hy(0) = y¥(x) = 0, j € {0,1} (3.2.21)

gdje je potencijal ¢(x) kompleksna funkcija iz L*(a, ) tako da ¢(z) = 0 na (0, a).

Inverzni problem 3.2.2: Neka je a € [27/5,7/2). Dati su spektri {j, ;}n>1, grani¢nog

problema M;(q,h), j = 0,1, odrediti potencijal ¢(z) i grani¢ni parametar h.

Na osnovu Teoreme 3.1.3 moZzemo odrediti vrijednost integrala I; i parametra h. Koristeci
spektre {fin j}n>1, j = 0,1, na osnovu Teoreme 2.2.3 mozemo konstruisati karakteristi¢ne
funkcije Zy(A\) 1 Z1(N). Iz (2.2.14) dobijamo, |pik4],

h si 1 1 [7
Zo(\) =cos zm + AT 2, sinz(m —a)ly + % / q(t)sin z(m — 2t + a)dt
z z z J,

T

—% cos z(m —a)l; + % q(t) cos z(m — 2t + a)dt (3.2.22)

1 hf X
2 (IQ cos z(m — 2a) — kcﬁo(z)) e <]2 sin z(m — 2a) + ks(z)>,

1 1 ["
Zy(N\) = — zsinzw + hcos zm + 5 cosz(m —a)l, + 3 / q(t) cos z(m — 2t + a)dt
h h
—|—2— sinz(m —a)l, — 2% /. q(t)sinz(m — 2t + a)dt (3.2.23)
1
_E(IQ sin z(m — 2a) — ks - @(IQ cos z(m — 2a) + kL (z )),

gdje su, za 7 =0, 1,

hos(z) = / K (¢) sin =(r — 26)dt,

kej(z) = / K;(t) cos z(m — 2t)dt,

( 0, t€10,a),
K0 =1 ate+a) [alds —av) [ at)is = (-1 [ als = a(s)ds, t€ la.m—al
\ a a 0, a t e (7T —a 7T]
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Primijetimo da vrijedi

1 mT—a mT—a
P (IQ sin z(m — 2a) + kl(z ) = / sin z(m — 2t) / / K (7)drdsdt, (3.2.25)
t s
1 mT—a mT—a
o (]2 cos z(m — 2a) + k(2 ) / cos z(m — 2t) / / Ki(1)drdsdt, (3.2.26)
t s

pri ¢emu smo koristili da je
/ (s —a)K;(s)ds = 0.
Koristedi (3.2.22), (3.2.23), (3.2.25), (3.2.26) dobijamo

a
T3

sin z(m — 2t)/ q(s1)dsydt

+ / sin z(m — 2t) / Ko(s)dsdt + 2h/ sin z(7m — 2t) / / Ky (7)drdsdt
a t a t s
(3.2.27)

IS}

Go(2) = [;_; (i + ) sin=(m — 20)dr — h/

g

" cos z(m — 2t) / q(s1)dsdt
t+ &

+2
+ / cos z(m — 2t) / Ko(s)dsdt — h/ cos z(m — 2t) / / Ky (7)drdsdt
a t a t s

(3.2.28)

Gi(z) = / ’ q(t+ g) cos z(m — 2t)dt + 2h

o

gdje je
Go(2) = 22Zp(N\) — 2z cos zm — 2hsin zm — sin z(m — a) 1,
G1(z) = 2Zy(\) + 2zsinzm — 2h cos zm — cos z(m — a) 1.

Koriste¢i metode Furijeove analize detaljno opisane za konstrukciju integralne jednacine

(3.2.17) dobijamo integralnu jednacinu, za t € (a/2, 7 — a/2),

e+ 3 +2 ()i ([ Kalo)ds ) 1ema)
+(2h /t o / o Kl(T)des)l(am_a)(t) — )

odnosno, za = € (a,7),

q(w)+2h/: q(8)ds1(qq)(x (/ Ko( )dS) 1(3a/2,7—a/2)(7)

—i—(Qh /_a / Kl(T)des) 13a/2,5—a/2)(2) = fla — g)
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Teorema 3.2.2. Neka je kasnjenje a € [2m/5,7/2). Spektri {no}tn>1 @ {tn1tn>1 graniénog
problema M;(q,h), j = 0,1, jedinstveno odreduju potencijal q(x) i parametar h.

Dokaz. Na osnovu Teoreme 3.1.4 parametar h i vrijednost I; su jedinstveno odredeni spek-

trom {4, 0}n>1. Dalje, posmatramo sljedece slucajeve:

1. Za © € [r — a/2, 7|, integralna jednatina (3.2.29) se svodi na Volterovu integralnu

q<x>+2h/:q<s>ds:f(x—g)

koja ima jedinstveno rjeSenje.

jednacinu

2. Za x € [a,3a/2], iz (3.2.29) dobijamo Volterovu integralnu jednac¢inu

(o) 2 [ ate)as = £(a = 5 ) 20,

odakle mozemo izra¢unati g(x).

3. Za x € [3a/2, ™ — a/2] integralna jednacina (3.2.29) se svodi na

q(z) + 2h /;q(s)ds - /;:a Ko(s)ds + 2h/ / Ki(r)drds = f(x — —)

mT—a mT—a T—a
pri ¢emu su integrali f Ko(s)ds, [ [ Ki(r)drds poznati, jer je potencijal ¢(x) po-
T—3 HC—E S

znat na intervalu [a, 3a/ 2]U[r —a/2 7r] Prema tome posljednja integralna jednacina je

Volterova integralna jednacina, odakle mozemo izra¢unati potencijal ¢(z) na intervalu
[B3a/2,m —a/2].

]

Prethodna teorema je dokazana u radu [pik4] uz pretpostavku da je poznata vrijednost
integrala I, = [ “q(t) [, q(s)dsdt. Ipak, zahvaljujuci (3.2.25) i (3.2.26) dobili smo jed-
nostavniji oblik integralne jednacine, koja je u naSem slu¢aju zapisana sa (3.2.29). Prema

tome, pomenuta pretpostavka je suvisna.
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3.3 Inverzni problem sa pocetnom funkcijom

Posmatramo grani¢ni problem N; = N;(¢,a), j =0,1,

—y"(x) + q(x)y(x — a) = M\y(z), = € (0,7). (3.3.1)

sa grani¢nim uslovima
y'(0) — hy(0) =y (7) = 0, (3.3.2)
y(x —a) = y(0)p(x), = €]0,d, (3.3.3)

gdje je potencijal ¢(z) € L*(0, 7) kompleksna funkcija, ¢(x) € C[0,a] i kasnjenje a € [r/2, 7).
Spektralne osobine ovog problema smo posmatrali u poglavlju 2.3. U nastavku posmatramo

inverzni problem koji je forumilsan na sljedeéi nac¢in

Inverzni problem 3.3.1 Neka je a € [7/2, 7) i neka je ¢(x) poznata funkcija na intervalu

[0, a]. Dati su spektri {v, ; },>1 grani¢nog problema N;(q), j = 0, 1, odrediti ¢(x).

Veé smo ranije dokazali da su karakteristi¢ne funkcije do(A) i dqi(A) jedinstveno odredene
iz datih spektara. Iz jednac¢ina (2.3.7) i (2.3.8) dobijamo
hsinzm 1

z 1
. + 2 /0 ©(2t)q(2t) sin z(m — 2t)dt + 2—le sin z(m — a)

do(N\) =cos zm +

1 i ) A 3 .
+o- /a q(t) sinz(m — 2t + a)dt — 5= cos 2(r —a)l1 + 55 i q(t) cos z(m — 2t + a)dt
1 us t—a
+2_22 q(t) / ©(s)q(s) (Cos 2(m—=2t4+a+s)—cosz(mr—a— 3)) dsdt,
a 0

(3.3.4)

a

1
di(N\) = — zsinzm + hcos zm + / ©(2t)q(2t) cos z(m — 2t)dt + 511 cos z(m — a)
0

I h h [T
+5 / q(t) cos z(m — 2t + a)dt + 3 sinz(m —a)l — Z/ q(t)sin z(m — 2t + a)dt
1 ™ t—a
+2— q(t) / w(s)q(s) ( —sinz(mr —2t+a+s)+sinz(r —a — s)) dsdt.
ZJa 0

(3.3.5)



Inverzni spektralni problemi Sturm-Liuvilovog tipa sa konstantnim kasnjenjem 62

Primijetimo da vrijedi

o ") /Ot_a o()4(s) (Cosz(w %4 a+ts)—cosa(r—a— s))dsdt

_ / " at) /0 o)) /+ * sin 2 — 20)dudsdi (3.3.6)

a
T3

= /1 sin z(m — 2z)Ro(x)dx + /T sin z(m — 2x) Ry (v)dx,

(VB

V]

1 s t—a
% q(t) / ©o(s)q(s) ( —sinz(r —2t+a+s)+sinz(r —a — s))dsdt
a 0
t—5—3

_ / "4t /0 T $als) /+ in 2(r — 20)dadsdt (3.3.7)

cos z(m — 2x)Ro(x)dz + / cos z(m — 2x) Ry (x)dz,

us
2

s

I
m\p\
N

gdje su
2x

Rafe) = [ ate) | T (el + / a0 / T )els)dsd,

= [ [ s

+2
Prema tome, koristeéi (3.3.6),(3.3.7), (3.1.21) i (3.1.22) karakteristi¢ne funkcije mozemo za-

pisati
Hy(z) = /2 w(2t)q(2t) sin z(m — 2t)dt —l—/ : q(t) sin z(m — 2t)dt
0 3
+h * sin z(m — 2t) / q(s1)dsydt (3.3.8)
3 t+3

+/2 sin z(m — 2z)Ro(x)dx +/ " sin z(m — 22) Ry (z)dx,

/ ©(2t)q(2t) cos z(m — 2t)dt + / ’ q(t+ %) cos z(m — 2t)dt
+h/ cos z(m — 2t)/ q(s1)ds,dt (3.3.9)

—I—/2 cos z(m — 2x)Ro(x)dx —I—/ " cos z(m —2z)Ry(x)dx,
3
gdje su

Hy(z) = 22dg(N\) — 2z cos zm — 2hsin zm — [ sin z(m — a),
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Hi(2) = 2dy(\) + 2zsin zm — 2hcos zm — I} cos z(m — a).

Uvrstavajuéi z = m, m € Z, zatim mnozeci (3.3.8) sa - exp(2imt) i (3.3.9) sa L exp(2imt),
7r m
te sumirajuci dobijamo, za x € [0, 7 — a/2],
a s
(@) =4(22)p(22)Lo0/2) () + (2 + 5)Ljaj2,m-a/2) (%) + 2P / q(t)dtLja/27—a/2)(7)

a
z+2

+Ro(2)Ljaj2,7/2(%) + Ri(2)1fn/2,m-as2)(7),
(3.3.10)

gdje je

f(z) = Z (=" (iHo(m) + Hl(m)) exp(2imz).

T
meZ

Teorema 3.3.1. Potencijal q(x) je jedinstveno odreden spektrima {v, ;}n>1 granicnih pro-

blema N;, j =0, 1.

Dokaz. Prethodnim postupkom mozemo konstruisati integralnu jednac¢inu (3.3.10) koju po-

tencijal ¢(z) mora da zadovolji.

1. Za z € [0,a/2) integralna jedna¢ina se svodi na

f(z) = q(2z)p(2x), (3.3.11)

odakle mozemo odrediti ¢(z), = € [0, a).

2. Za x € [r/2,m — a/2] integralna jednacina se svodi na Volterovu integralnu jednac¢inu

™ ™ 2t—2x—a

a

fz) = q(x + —) + 2h/ q(t)dt + / q(t)/ ©(8)q(s)dsdt, (3.3.12)
2 T+35 r+5 0

gdje je 2h + fOQt_%_a ©(s)q(s)ds poznato i predstavlja jezgro Volterovog integralnog

operatora. Iz (3.3.12) odredujemo potencijal ¢(x), = € [7/2 4+ a/2, 7).

3. Za x € [a/2,7/2) integralna jednalina se svodi na Volterovu integralnu jednac¢inu

@) - / GO Ry, Ot = gz + D) + / 7 ) Rol ), (3.3.13)

£+% 2 +%

gdje je
2x—a 2t—2z—a
R2<SL’, t) = 2h +/ ()0(8>q(5)d51[233,7r) <t> + / @(S)Q<S>d81[m+a/2,2z] (t)a
0 0

pri ¢emu je lijeva strana u (3.3.13) poznata. Integralna jednacina (3.3.13) ima jedin-

stveno rjeSenje, prema tome mozemo izra¢unati potencijal ¢(x), x € (a,7/2 + a/2).

]
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3.4 Nekompletni inverzni problemi

Posmatramo grani¢ni problem £, ; = £, ;(¢) sa konstantnim kasnjenjem a € [7/3,27/5)
ly :=—y"(z) + q(z)y(zr —a) = \y(x), 0 <z <, (3.4.1)

gdje je potencijal ¢(z) kompleksna funkcija iz L?(0, ) tako da ¢(x) = 0 na (0, a).

Za v = 0 dobijamo Dirihle/Nojmanove grani¢ne uslove odnosno grani¢ni problem Ly ;(q),
ovaj sluc¢aj ¢emo jo§ nazivati Slucaj 1. Za v = 1 dobijamo Robin/Dirihleove grani¢ne uslove
pri ¢emu je parametar h = 0, odnosno Ly ,(q) := M;(q,0), ovaj slucaj ¢emo jo§ nazivati
Sluc¢aj 2. Zbog prakti¢nih razloga ¢emo koristiti sljedec¢e oznake za karakteristi¢ne funkcije

grani¢nog problema £, ;, j = 0,1,
Al,j()\) = Z]()\>
Neka su Y(x,\), W(z, \) rjeSenja od (3.4.1) sa grani¢nim uslovoma

Y(0,0) =0, Y(0,)\) =1,
W(0,A) =1, W(0,)) = 0.

Koristeéi Teoremu 2.1.2 i Teoremu 2.1.3 dobijamo

T

i 1
Y(z,\) = smzzx + 2 q(t)sinz(t — a)sin z(z — t)dt
1 T t—a (343)
+ ;/ / q(t)q(t1)sinz(x — t)sin z(t; — a) sin z(t — a — t1)dt, dt,
2a a
odnosno
I
W(x,\) = coszx + — / q(t)sin z(t — a) cos z(x — t)dt
2
(3.4.4)

T t—a
1 . .
+ 2 / / q(t)q(t1) cos z(z — t)sin z(t; — a) sin z(t — a — t1)dt,dt,
2a a

Na osnovu (2.2.1) i (2.2.14) dobijamo karakteristi¢ne funkcije grani¢nog problema Ly ;(q),
J=0,1,
Ag;(A) =Y (T, N), (3.4.5)
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odnosno grani¢nog problema £, ;(q), j =0, 1,

AN =

W (r,\). (3.4.6)

Na osnovu (3.2.12) i (3.2.13), karakteristi¢ne funkcije grani¢nog problema L ; date sa (3.4.5)

mozemo zapisati u obliku

1 1 Lo
Ago(N) = _sinzm + % (ae(z) — cosz(m —a)ly) + ch,O(Z)’ (3.4.7)
I : 1
Aqo(A) = cos zm + 5 (—as(z) +sinz(r —a)ly) — 5 c0(2), (3.4.8)

gdje je, zav =0,1,

T

(S

G(2) = / G(t) cos 2(x — 20)dt, (%)

N

T™T—a

a

T

_ / 3(t) sin 2(r — 20)dt,

a
2

wle

T™T—a

a

K, (2) = /COSZ(W—Qt) K,(s)dsdt, K, (z)= /sinz(w—?t)/Ky(s)dsdt,
¢ t

pri ¢emu je K, (t) dato sa (3.2.24).
Koriste¢i metode Furijeove analize iz (3.4.7) i (3.4.8) mozemo konstruisati integralnu jed-

nacinu

q(x) + < / Ko(s)ds> 1(30/2,7—ay2) (%) = fo(x — g), z € (a, ). (3.4.9)

a
T3

gdje je

foly = 20l 15 <—1>m(Ao<m>+z'A1<m>) exp(2imt),

T
meZ\{0}

)

, . (3.4.10)
Ap(z) =22 Agp(z) — 2zsin zm + cos z(m — a) Iy,

Ay (z) = —220¢1(2) + 2z cos zm + sin z(m — a)1;.

Sli¢no, na osnovu (3.2.26),(3.2.27), karakteristi¢ne funkcije grani¢nog problema L, ; date sa

(3.4.6) mozemo zapisati u obliku

1 1
Ag1(X) = cos zm + % (a5(2) —sinz(m —a)l;) + Q—Kjl(z), (3.4.11)
2 z %

1 1
A11(\) = —zsinzr + 3 (ae(z) 4+ cosz(m —a)ly) + iK:J(Z)' (3.4.12)
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Koristec¢i Furijeove koeficijente iz (3.4.11) i (3.4.12) mozemo konstruisati integralnu jedna¢inu

/ Ki(s)ds 134/2,7—as2)(x) = fi(z — 5) x € (a,m). (3.4.13)

gdje su

v
[e=]
—

(=}
~—

—_

3
3

fi(t) = + — Z (-H™ (z’Bo(m) + B (m)) exp(2imt),
e ) (3.4.14)
By(z) = 220¢1(X) — 2z cos zm — sin z(m — a) I,

Bi(z) = 2A11(\) + 2zsinzm — cos z(m — a) 4.

Uvodimo notaciju

Primijetimo da je

/am—g Ko(s)ds = /QQ (t+a)/Q1(8)dsdt

r— a

r— a

/ ()/Q2 dsdt—//q1 s —1) qa(s)dsdt.

t+a a t+a

Zamjenom redoslijeda integracije dobijamo

=3 t =3 z—35
[ atra [aast= [ a6 [ oo
T—5 g T—x+35 -5

- / /Ch (s —t) qa(s)dsdt = — / ql(s)/q2(5+t)dtds
a t+a a a

_ / 01 (5) / ao(s + £)dtds.

T—T+35 a
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Koristeéi prethodne rezultate i uvodeci smjenu dobijamo

-2 z—% r—g r—3 7
[ xo@is= [0 [ atradds- [ [
a a s a s+a
T—24+5 z—¢ —a —s
- / q(s) / q2(s + t)dtds — / Q1<S>/q2<5+t)dtd5
a a 7r736+% a
o—2 . Tzt g .
=— /ql (s) / qa(t)dtds — I + / ¢ () / q2(t)dtds.
a T+35 a stz—g

Konacno, dolazimo do zakljucka da je za v = 0,1,

Qu(x) = 7QKV (s)ds = x/;% (s) ] q2(t)dids — (=1)" ﬂ/H;ql (s) ] q2(t)dtds,
P a P a str—2

(3.4.15)

pri ¢emu smo koristili
/ K,(s)ds = —(—1)"Is.

U nastavku za fiksirano v € {0, 1}, posmatramo sljedeéi inverzni problem:

Inverzni problem 3.4.1 Neka je a € [7/3,27/5). Dati su spektri {A}, ;},>1 grani¢nih
problema £, ;(q), j = 0,1. Odrediti potencijal ¢(z) ako je funkcija g(x) poznata na

intervalu (7/2 + a/4, 7™ — a), kao i integral [ ¢(t)dt.
w/2+a/4

Ve¢ smo ranije dokazali da iz spektara {\ ;},>1 mozemo odrediti karakteristi¢ne funkci-
je Ay ;(A), j = 0,1. Takode, na osnovu Teoreme 3.1.1 ili Teoreme 3.1.3 mozemo odrediti
vrijednost integrala ;. Koristeé¢i karakteristicne funkcije A, ;(\) grani¢nih problema L, ;(q)
na osnovu (3.4.9),(3.4.13) i (3.4.15) mozemo konstruisati integralnu jedna¢inu

q(x) + Qu() 1za/2m—as2)(x) = fu(r — %), x € (a,). (3.4.16)

Oznacimo sa {\ ;}n>1 sopstvene vrijednosti grani¢nih problema £, ;(q), j = 0,1, v =0, 1.

Teorema 3.4.1. Neka je kasnjenje a € [7/3,27/5) i neka je v € {0,1} fiksirano. Spektri
{ A i tn=1 granicnih problema L, 5(q), j = 0,1, jedinstveno odreduju potencijal q(x) na skupu
la,3a/2] U [ —a,2a] U [r —a/2,7].
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Dokaz. Fiksirajmo v € {0,1}. Potencijal ¢(z) zadovoljava integralnu jednacinu (3.4.16), pa

posmatramo sljedece slucajeve:

1. Zaz € [a,3a/2) U [ — a/2, 7], integralna jednacina (3.4.16) ima oblik:

ale) = f, (2= 3).

Kako je funkcija f(x) jedinstveno odredena spektrima {\, ;},>1, 7 = 0, 1, zaklju¢ujemo

da je potencijal ¢(x) jedinstveno odreden na skupu [a,3a/2| U [7 — a/2,7].

2. Za x € [1 — a,2a] integralna jednacina (3.4.16) ima oblik

q(z) + x/Jql () ] q2(t)dtds — (=1)" “_/”3(]1 (s) j @a(t)dtds = f,(x — g)
a v+g a stz—2

Kako je potencijal ¢2(t) poznat za t € [r — a/2, 7], integrali f @t)dti [ g(t)dt
T+3 s+z—3

su poznati za x € [1 — a,2a]. Takode, kada = € [ — a,2a], funkcija ¢;(s) je poznata

za s € [3a/2,m — x + a/2) kao i funkcija q;(s) za s € [3a/2,x — a/2). Prema tome, za

T— x+“ z—f

r € [ —a,2a], integrali f q ( f @ (t)dtds i f ¢ ( f ¢2(t)dtds su poznati.

stx—a 42 S

Kona¢no, potencijal ¢(z) je jedinstveno odreden s.s. na skupu [1 — a,2a] spektrima,

{)\ZJ‘}nZl; .] = 07 L.

]

Dokazali smo da dva spektra jedinstveno odreduju potencijal s.s. na intervalu [a, 3a/2] U
[m —a,2a] U [r —a/2,7]. Sa ciljem da rijeSimo Inverzni problem 3.4.1, izvrsi¢emo sredivanje
integralne jednacine (3.4.16) na intervalu (3a/2,7 — a) U (2a,m — a/2). Neka je v € {0,1},
fiksirano. Iskoristicemo prethodni slucaj i sve $to je poznato prebaciti na desnu stranu jed-
nadine (3.4.16). Za z € (3a/2, 7 — a), integralnu jednac¢inu (3.4.16) transformisemo u sljedeéu
jednacinu

a

T T—T+5

@ (x) + / q2 (s) Hy(s,x)ds — (—1)” / ¢ (s) Ho(s +x — %)ds = Fy(x) (3.4.17)

a 3a
T+3 5

[S]1S)



Inverzni spektralni problemi Sturm-Liuvilovog tipa sa konstantnim kasnjenjem 69

gdje su sljedece funkcije poznate

3a

Fou(e) = f(o = 5)+ / Waqz(t) / _ g1 (s)dsdt + (—1)" / ) / TR (),

+ T— 5

2

(SIS
(SIS

T— s—z+35 -

Hl(s,x):/ql(t)dt—(—l)" / a(t)dt, Hg(s—i—x—g): / g (1)t

a a stox—%

(SIS

Za x € (2a,m — §), iz (3.4.16) dobijamo

a
T3

(o) + Ha(o+5) [ a1(s)ds = Fifa), (3.4.18)

20
2

w

gdje su Hy(x+ %) = [ qo(t)dt i Fy,(x) poznati, pri emu je
T+35

Fi(z) =1 (x - g) + (=" ”7“% (s) ] g2(t)dtds —/; (s) ] (t)dtds

Veé smo dokazali da su [1 = f q s)dsiq(z)zax € [0,3a/2)U(m—a,2a)U(m—a/2, ) poznati,
iz Cega slijedi da je izraz fs 1o d s)ds+ fﬂ a2 q(s)ds poznata funkcija . Pretpostavimo da je
vrijednost integrala f3a/2 )ds poznata, tada iz (3.4.17) dobijamo

mT—a

q(r) — Hy(x + g) / ¢ (s)ds = Fy,(x), (3.4.19)

r—

[N]]S)

gdje je Fy(x) = Fy,(x) — Hy(x + 5 f ¢ (

Teorema 3.4.2. Pretpostavimo da je potencijal q(x) poznat na skupu (3a/2,7/24a/4), kao

¢ vrijednost integrala [ q(s)ds, tada spektri {An itn>1 gramicnih spektralnih problema
w/2+a/4

L,;(q,a),j =0,1, jedinstveno odreduju potencijal q(x) na skupu [a, 7.

Dokaz. Na osnovu Teoreme 3.4.1 potencijal g(z) je jedinstveno odreden [0, 3a/2]U[r—a, 2a]U
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[T —a/2,7]. 1z (3.4.18) i (3.4.19) dobijamo integralnu jednadinu, za z € (3a/2,7 — a),

a
™3

q(x) + Hy(s + g) q (t) dtH, (s, x)ds + Fy,(s)H(s,z)ds
2

a a a
435 s—3 T+5

T—a

(3.4.20)

_(—1)” / 0 (s) Hols + 2 — 5)ds = Fy(2)

3a
2

Kako je g(x) poznata funkcija na intervalu z € (3a/2,7/2 + a/4), iz (3.4.20) dobijamo

Volterovu integralnu jednacinu za x € (7/2 + a/4, 7 — a)

T—a

¢ (x) + / q (t) Hy(t,x)dt = F3 (), (3.4.21)
pri ¢emu su sljedeée funkcije poznate

T—T+35

a
Fs,(x) = Fy,(x) + (—-1)” / q1(s) Hy(s +x — §)ds,
t+3

Hy(t,z) = /Hg(s+g)H1(s,x)ds.

a
r+3

Volterova integralna jednadina (3.4.21) ima jedinstveno rjeSenje, prema tome mozemo iz-
racunati ¢i(x) za ¢ € (7/2 + a/4,7 — a). Zatim iz (3.4.19) izratunamo g¢(x) za = €
(2a,m —a/2). O

Pored nekompletnih inverznih problema u kojima je potencijal poznat na dijelu intervala,
mozemo posmatrati inverzne probleme sa uslovom da je potencijal simetrican na podinter-

valu. Koriste¢i metode opisane u Teoremi 3.4.2 mozemo dokazati sljede¢u teoremu, [dju2].

Teorema 3.4.3. Neka je q(v) = —q(m — x + a/2) za x € (3a/2,m — a), onda je potencijal
q(z) jedinstveno odreden spektrima {\), ;}n>1 granicnih spektralnih problema L, ;(q),j = 0,1
za fiksirano v € {0, 1}.

Napomena 3.4.4. Neka je q(z) = ¢(m —z + a/2), za x € (3a/2, 7™ — a) i vrijednost inte-
grala f;;g q1(7)dz poznata, tada je potencijal ¢(x) jedinstveno odreden spektrima {A}, ;},>1

grani¢nih spektralnih problema £, ;(q),j = 0,1 za fiksirano v € {0, 1}.
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4 Izo-bispektralni potencijali za operatore sa kasnjenjem

Svedski matemati¢ar G. Borg je prvi predloZio pristup da se iz dva spektra grani¢nih
problema, generisanih diferencijalnom jedna¢inom i jednim zajednic¢kim grani¢nim uslovom,
pokusa konstruisati diferencijalni operator. Zahvaljujuéi njemu, ovaj nac¢in posmatranja in-
verznih problema za diferencijalne operatore je nazvan Borgov pristup. U prvom poglavlju
smo dokazali da dva spektra jedinstveno odreduju Sturm-Liuvilov operator bez kasnjenja.
Borgov pristup smo koristili i za Sturm-Liuvilov operator sa konstantnim kasnjenjem.

U prethodnom poglavlju smo dokazali da dva spektra grani¢nih problema generisanih
diferencijalnom jedna¢inom i Dirihle/Nojmanovim (Robin/Dirihleovim) grani¢nim uslovima
jedinstveno odreduju potencijal u slu¢aju kada je kasnjenje veée od dvije petine intervala.
Inverzni problem za kasnjenja manja od dvije petine intervala je bio duzi niz godina otvoren.
S obzirom da vrijedi teorema jedinstvenosti u slu¢aju bez kasnjenja, kao i kada je kasnjenje
veée od dvije petine intervala, jednim dijelom je bilo oéekivano da teorema jedinstvenosti
vrijedi i za svako kaSnjenje.

Medutim, u ovom poglavlju ¢emo, za svako kasnjenje manje od dvije petine intervala,
konstruisati beskona¢nu familiju potencijala koji imaju iste spektre. Nazivamo ih jos izo-
bispektralnim potencijalima. Time é¢emo dati odgovor na visedecenijsko pitanje koje se odnosi
na problem jedinstvenosti rjeSenja inverznog problema, [djud| i [dju5|. Dva razli¢ita tipa
grani¢nih problema koje posmatramo se odnose na Dirihle/Nojmanove grani¢ne uslove i
Robin/Dirihleove grani¢ne uslove.

Za konstrukciju izo-bispektralnih potencijala posmatra¢emo samoadjugovani partikular-
ni operator. U slu¢aju Dirihle/Nojmanovih grani¢nih uslova, ispostavic¢e se da je problem
laksi u odnosu na Robin/Dirihleove grani¢ne uslove. U drugom slu¢aju je potrebno pronaéi
partikularni operator koji ima sopstvenu funkciju ¢ija je srednja vrijednost nula. Koristicemo
numeri¢ke metode, kao i metode linearnih diferencijalnih operatora da odredimo sopstvene
funkcije pomenutog operatora. Klju¢na istrazivanja ¢e biti bazirana za kasnjenja veéa od
tre¢ine intervala, dok ¢emo za kasnjenja manja od treéine intervala koristiti slicne ideje koje
moZemo realizovati anuliranjem potencijala na podintervalima, [dju6].

Pored pomenutih rezultata u ovom poglavlju éemo se osvrnuti na sluc¢aj kada su po-
tencijali iz prostora apsolutno neprekidnih funkcija. Za Dirihile/Nojmanove grani¢ne uslove
¢emo konstruisati izo-bispektralne potencijale kada je kasnjenje van kriti¢nih tac¢aka. Slucaj
sa Robinovim grani¢nim uslovima ¢e se ispostaviti znatno tezi. Na kraju poglavlja ¢emo na-
vesti 1 neka nova otvorena pitanja vezana za inverzne probleme Sturm-Liuvilovih operatora

sa kasnjenjem.
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4.1 Partikularni samoadjugovani operator

Za rjeSenje inverznog problema za Sturm-Liuvilove operatore sa kasnjenjem manjim od
dvije petine intervala, klju¢nu ulogu predstavljaju integralne jednacine (3.4.17) i (3.4.18).
Naime u njima se javlja integralni operator koji posmatramo u ovom poglavlju.

Za fiksirano a € [n/3,27/5), posmatrajmo linearan operator My, koji djeluje na prostoru

L*[3a/2, ™ — a], zadan sa

) 5 5 <z<m-—a, (4.1.1)

Torts a a
Mif(z) = / FOFn(x -t — Dyar, 2

gdje je
Ky (z) :/ h(s)ds, zamnenula h(z) € L*[5a/2,7].

Lema 4.1.1. Operator M, zadan sa (4.1.1) je samoadjugovan i kompaktan operator.

Dokaz. Zamjenom redoslijeda integracije dobijamo
T—a T—a 7r—z—|—% a
ﬁa My f(z)g(z)dxr = ﬂ g(x)ﬂ fO)Kp(x 4+t — é)dtdx
s

:[”f(t) [H?g(:c)Kh(xH—g)dxdt:/ﬂaf(t>Mh(9)(t)dt

3a
2

odakle zaklju¢ujemo da je
M, = M.

Dalje, ocigledno je da vrijedi
/ / \Kh(x+t—%)|2dtdx < 00,
3a 3a
2 2

te na osnovu Teoreme 1.1.11 operator M), zadan sa (4.1.1) je Hilbert-Smitov operator, od-

nosno kompaktan operator. O

Lema 4.1.2. Sopstvene vrijednosti operatora M, zadanog sa (4.1.1) su realne. Operator
mma prebrojivo beskonacno sopstvenih vrijednosti, te odgovarajuée sopstvene funkcije cine

ortogonalnu bazu prostora L*[3a/2, 7 — a.

Dokaz. Na osnovu Leme 4.1.1 i Teoreme 1.1.8 sopstvene vrijednosti operatora M) su realne,

te odgovarajucée sopstvene funkcije ortogonalne. O
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Dokazali smo da sopstvene funkcije samoadjugovanog partikularnog operatora ¢ine orto-
gonalnu bazu. Pored primjene u inverznim spektralnim problemima, pomenuti operator je
od velike vaznosti i za teoriju specijalnih funkcija. Takode, primjena je povezana i sa pro-
blemom savijanja grede sa slobodnim vibracijama. Jedan od klju¢nih problema u inverznoj
spektralnoj teoriji za operatore sa kasnjenjm je da za pomenuti operator pronademo funkciju

h(z) tako da operator sadrzi sopstvenu funkciju ¢ija je srednja vrijednost nula.

U cilju pronalazenja takvog operatora, posmatramo sluc¢aj kada je a = 7/3 i hy(z) =
cos(b(m — x)), odnosno posmatramo operator

7T

6

Myf(z) = /_x £(1) ( - %m(b(-%ﬂ it x)))dt. (4.1.2)

s
2

Neka je p sopstvena vrijednost operatora M, i fy(x) odgovarajuca sopstvena funkcija, pri

cemu je || fp(2)||3 =11 f(7/2) < 0. Prema tome vrijedi

My fo(z) = pfo(). (4.1.3)

Koristeci translaciju u (4.1.3) dobijamo

™

/OG_I ep(t) < — %sin(b(—% +t+ x)))dt = pey(r), 0<x < %, (4.1.4)

gdje je ep(x) = fo(x+7/2), x € (0,7/6). U narednim koracima ¢emo objasniti na¢in na koji
dolazimo do analitickog oblika srednje vrijednosti sopstvene funkcije e,(x) koja zadovoljava
jednacinu (4.1.4) tako da je |1/u| < %

Prvi korak: Svodimo problem (4.1.4) na linearnu diferencijalnu jednacinu. Diferenciranjem
jednacine (4.1.4) dobijamo

us

/Oﬁ_fv en(t) ( ~ cos (b(—% +t+ x)))dt — el (x). (4.15)

Ponovnim diferenciranjem jednacine (4.1.5) imamo

J

Iz (4.1.4) i (4.1.6) dobijamo

e

) (Sin (b(—% - x)))dt + (5 = 2) = pel (o). (4.1.6)

el (z) + Puey() = en( - — 7) = - /0 es(t) ( - %Sm (b(t - x))dt). (4.1.7)
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Kada dva puta diferenciramo jednacinu (4.1.7) imamo
e (z) 4 20%" (z) + (b* — = )ep(z) = 0. (4.1.8)

Primijetimo da ako ey(z) zadovoljava (4.1.4) onda mora zadovoljiti jednatinu (4.1.8) i gra-

ni¢ne uslove
1 [% 1 -
66(0) = ; ; eb(t) ( — 6 Sin (b(? + t)))dta (419)
1

Vrijedi i obratno, ako e,(x) zadovoljava (4.1.8) i (4.1.9) tada ey(x) zadovoljava jednacinu
(4.1.4). Da bismo pojednostavili ra¢un umjesto grani¢nih uslova (4.1.9) posmatra¢emo slje-

deée granic¢ne uslove

T i

eb(g) =0, eb(g) =0,
e, (0)+b%,(0) = 0, (4.1.10)
e, (0)+b%e,(0) =0

Napomenimo da ukoliko funkcija e,(x) zadovoljava (4.1.8) i (4.1.10) da ne mora da zadovolji
integralnu jednacinu (4.1.4). Ipak uvrstavanjem u integralnu jednacinu (4.1.4) lako mozemo
odabrati podskup rjesenja diferencijalne jednacine (4.1.8) sa grani¢nim uslovima (4.1.10).
Ovaj problem se moze jednostavno rijesiti i sa dodavanjem jo§ jednog grani¢nog uslova.
Prema tome posmatramo diferencijalnu jedna¢inu (4.1.8) sa grani¢im uslovima (4.1.10) i
|1/ <02,

Drugi korak: Odredujemo karakteristi¢nu funkeciju spektralnog problema (4.1.4), pri ¢emu

je [1/p] < v*. Neka je m = 1/u. Opéte rjesenje diferencijalne jednacine (4.1.8) je dato sa

ep(z) = Cy cos(xVb? +m) + Cysin(zvVb? + m) + Cs cos(zvVb? — m) 4+ Cysin(xvb? —m)
(4.1.11)
Uvrstavanjem (4.1.11) u (4.1.10) dobijamo sistem

Ay(m)-C =0, (4.1.12)
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nge je C_; = [Cl, 02703, O4]T 1

cos(—m/bgm) sin(7m ‘/bzﬁm) cos(”‘/b;fm) sin (™Y bg_m)
A —Bo sin(”\/”;m) Bo cos(”\/bgm) -5 sin(”@) By COS(’”I’;_m)
o(m) = o . . . (4.1.13)
0 v*Bo — B3 0 b*B1 — B}

pri ¢emu je B; = /b + (—1)Im.

Definisemo funkciju Gy(m) = det(Ay(m)), na skupu {u € R : |1/u| < b*}. Dobijamo

Gy(m) = 2m? (5051 + BoBh cos(%ﬁo) COS(%&) +v? sin(%ﬂo) sin(%ﬁl)).

Funkcija G,(m) je realna i analiti¢ka funkcija, te odredivanjem njenih nula mozemo odrediti
najmanju i najvecu sopstvenu vrijednost integralnog operatora M,,.

Dolazimo do jednacine
Gy(m) = 0. (4.1.14)

Primijetimo da parametar m zavisi od parametra b. Za fiksirano b mozemo odrediti interval

[, Bp) tako da m € [ag, Bl

Treéi korak: Odredujemo analiticki oblik srednje vrijednosti sopstvene funkcije. Koristeci

Gausov metod, mozemo izra¢unati analiti¢ki oblik sopstvene funkcije e,(x), odnosno

es(z) = % [( — cos(2 i) cot(= 1) - B;—W) cos(fhoz)

N (ﬁl CO;f)gﬁO) cot (11251) sin (%g())) sin(Box) (4.1.15)

+ cot (%51) cos(f1x) + sin(ﬁla:)}

gdje je n dobijeno koriste¢i L? normalizaciju, vodedi racuna da je e,(0) < 0.

Dalje, iz (4.1.15) mozemo izra¢unati

h(b,m) = /07Gr ep(t)dt, (4.1.16)

Stavise,

h(b, m) :@ (\/62 —m + Vb —mcos (@)

N/
— Vb% + mcot <7rb—m) sin (% b2+m)>,

12

(4.1.17)
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gdje je @ # 0. Time smo dosli do analiti¢kog oblika srednje vrijednosti sopstvene funkcije

ey(z) koja zadovoljava (4.1.4), pri ¢emu je |1/u| < b%.

Koriste¢i numeritke metode mozemo odrediti da za b = 9.48, m € (—54.004, —54.002),

te moze se pokazati da je
h(9.48, m) > 0, m € (—54.004, —54.002).
Sa druge strane, za b = 9.50, m € (—54.003, —54.001) dobijamo da je
h(9.50,m) < 0 m € (—54.003, —54.001).

Koristeéi prethodna razmatranja mozemo da naslutimo oblik sopstvene funkcije, kao i sop-
stvenu vrijednost. Dolazimo do zakljucka da je b = /90, te odgovarajuca sopstvena vrijednost

je m = —5H4.

Lema 4.1.3. Neka je h(z) = cos(v/90(m — )), operator

s

Mf(x):/Tﬁwf(t) /ﬂ h(s)dsdt (4.1.18)

2 tt—%
ima sopstvene vrijednosti py = —54 i us = 54 1 odgovarajuce sopstvene funkcije
fi(x) = — cos(6x) + cos(12z),
1(2) (6) (12z) (4.1.19)
fa(z) = —2sin(6x) + sin(12z).

Primijetimo da vrijedi

/fs fi(z)dz =0, fz(g) = 0.

Direktinim uvrstavanjem se lako dokaze prethodna lema. Primijetimo da smo prethodna
razmatranja vrsili u slu¢aju kada je kasnjenje a = 7/3. Zahvaljujuéi prethodnoj lemi, lako

mozemo pro§iriti rezultat za svako kasnjenje iz intervala [r /3, 27/5).

Teorema 4.1.4. Neka je kasnjenje a € [7/3,2m/5) i funkcija

6> eon (w\/ﬁ(n — g;))‘

(2m — ba 21 — 5a

hi(x) ==
Za operator My, f(x) definisan sa (4.1.1) vrijedi

My, e (x) = (=1)"e,(x), v € {0,1}, (4.1.20)
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gdje je
21 (22 — 2z —
eo() = sin (22 — 3a) (22 — 3a)
27(2z — 3a) (22 — 3a) o
e1(z) = cos
2m — Sa 2T — da

Dokaz. Za fiksirano v € {0, 1}, relacija (4.1.20) je ekvivalentna relaciji

1-¢ 1
(€)= (1) e(€), 0<E<1, myf(€) = / £ (n) i / (@) do,  (41.22)
0 &+
ako je

e.(&) =e, <37a + (71' — 5;)5), X (0) = (7r — %)Qh,,(% + (7r - %)9). (4.1.23)

Zaista kada u (4.1.20) uvedemo smjenu varijabli £ := (22 — 3a)/A, gdje je A = 27 — ba,

dobijamo
Mo (34 (= 2)e) = (-1)7ale), 0<e<1

Koriste¢i (4.1.1) i smjene n := (2t — 3a)/A i 0 := (27 — ba)/A, dobijamo

cra©=(=5) [Ceman [ wee= [Caman [ oo

+n

2

$to odgovara (4.1.22).

Ostajemo da dokazemo da vrijedi (4.1.22) pri ¢emu su

€0(&) = sinmwé + 2sin 2w, €(§) = cosw€ + cos 27E,

2 10(1 —
x1(0) = 372T Cos W\/_O; 9).

odredeni sa (4.1.21) i (4.1.23). Lako se izracuna
3m

2v/10

mV/10(1 =& —n)

1-¢
2/ cosjn - sin dn
0 2
1 1
k=0 "0
1

my, €(§) =

(A1 + Ay),

A

S (IO (00 ) i

- 52:/;_22 (coswj(l — ) — cos —Wmél — 5)),

za j = 1,2, iz Cega slijedi (4.1.22) za v = 1. Sli¢no se dokazuje i za slu¢aj v = 0.
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4.2 KasSnjenje iz intervala [r/3,27/5)

Kao $to smo ve¢ naveli u ovom poglavlju ¢emo dokazati da rjeSenje inverznog problema
za Sturm-Liuvilove operatore sa kagnjenjem nije jedinstveno u opstem slu¢aju. Koristicemo
rezultate iz prethodnog poglavalja kako bi konstruisali izo-bispektralne potencijale. ViSe in-
formacija o pomenutom postupku mozete naci u radovima [dju4|, [djub].

Za fiksirano v € {0, 1} posmatrajmo grani¢ni problem £, ; = £, ;(¢q) sa konstantnim kagnjenjem
a € [r/3,2m/5)
—y"(z) + q(x)y(x —a) = My(z), 0 <z <m, (4.2.1)

y(0) =yY(x) =0, j=0,1, (4.2.2)

gdje je potencijal g(x) kompleksna funkcija iz L?(0, w) tako da ¢(x) = 0 na (0, a).
Sli¢no kao u Poglavlju 3.4 slu¢aj v = 0 ¢emo jo$ nazivati Slucaj 1, dok slu¢aj v = 1 nazivamo
Slucaj 2.

Fiksirajmo a € [r/3,27/5). Za nenula realnu funkciju h(z) € Ly(5a/2, ), posmatramo
integralni operator

a

3a

Myf(x) = ﬂ:ﬁ Kh<ac +t— g)f(t) dt, 5 <x<m—a, where K,(x)= /7r h(T) dr.
(4.2.3)

7
Na osnovu Leme 4.1.1, operator M, je kompaktan samoadjugovan operator koji djeluje na

prostor Ls(3a/2, ™ —a). Dalje, na osnovu Leme 4.1.2 operator ima najmanje jednu sopstvenu
vrijednost 7. Moze se pretpostaviti da je sopstvena vrijednost n = 1, §to se uvijek moze
postiéi uvrstavanjem h(z)/n umjesto h(z). Ipak, iz prakti¢nih razloga za fiksirano v € {0, 1}
posmatramo h,(z) := (—1)"h(x)/n. Tada je (—1)" je sopstvena vrijednost operatora My, .

Neka je e, (x) odgovarajuca sopstvena funkcija, odnosno
My e (x) = (—1)"e,(z), —<zx<m-—a. (4.2.4)
Slucaj 1.
Neka je Y'(x, A) rjeSenje jednadine (4.2.1) sa pocetnim uslovima Y (0, \) =01 Y’(0,A) = 1.
Za j = 0,1, sopstvene vrijednosti L ;(¢, a) se podudaraju sa nulama karakteristi¢ne funkcije

Ao ;(A) = YU)(mr, \). Napomenimo da je

W= /7r q(z) du. (4.2.5)
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Inverzni problem 4.2.1 Neka je a € [7/3,27/5). Dati su spektri {\, ;},>1 grani¢nog
problema £ ;(q,a), j = 0,1, odrediti potencijal g(z).

Na osnovu (3.4.13) i (3.4.15) vrijede sljedece jednacine:

: _ 1/
Aos(N) = smzzw s 22(; a) = /a wo(z) cos z(m — 2x + a) dx, (4.2.6)
sinz(m—a) 1 [T .
Aqo(N) = cos zm + W T 5, wo(x) sin z(m — 2z + a) dz, (4.2.7)
z Z Ja

gdje je funkcija wy(z) jedinstveno odredena sljede¢om formulom, za k =0 :

q(z), =€ <a, 32—@) U (7r— gm),

o)+ Q) ve (Ba-2),

w(x) = =0,1, (4.2.8)

pri cemu je

= [ (ara) [Camar—a [ atmar—-0* [ oo a). @29

% +a t+a

Posmatrajmo familiju potencijala B := {¢,(%)}aec odredenih formulom

( 3a a Ha
0, xe<0,7)U(7r—a,2a)u<7r—§,7>,
3a
ae(z), x € <—,7T CL>7
2
qa(x) = a r—3 a
—ak,, (;U + —> / e(t)dt, x¢€ <2a, T — —),
2 8 2
oa
\ h(z), x € <?,7T).
(4.2.10)

Teorema 4.2.1. Za j = 0,1, spektar {\, ;}n>1 graniénog problema Lo j(qa,a) ne zavisi od

Q.

Teorema 4.2.1 znat¢i da problem Ljo(qa,a) i Lo1(ga,a) ima jedan i isti par spektara
{Aotni>1 1 {An1}n>1 za sve vrijednosti parametra a € C, tj. rjeSenje Inverznog proble-

ma 4.2.1 nije jedinstveno. Dokaz je dat u nastavku.



Inverzni spektralni problemi Sturm-Liuvilovog tipa sa konstantnim kasnjenjem 80

Dokaz. Zaklju¢ujemo da spektar Lo ;(q,a), ne zavisi od ¢(z) € B za neki podskup B C
Ly(0,7) ako ne zavisi odgovarajuca sopstvena funkcija Ag;(A).

Primijetimo, kako je funkcija Ago(A) cijela po A, iz jednac¢ine (4.2.7) slijedi

W= /7r wo(x) dz, (4.2.11)

§to se moze provjeriti direktnim ra¢unom koristeci (4.2.8) i (4.2.9) za k = 0. Prema tome,
spektar Lo (g, a), j = 0,1, je nezavisan od ¢(x) € B ako je nezavisna funkcija wy(z).

Mijenjanjem redoslijeda integracije u (4.2.10), lako se dobije da vrijedi

Qk(x):/:_gq(t)dt/; q(T)dT—(—1)k/aﬂ_x+gq(t)dt/: o(r)dr,  (4.2.12)

+3 +t—5

gdje je x € (3a/2,m — a/2). Neka ¢(x) = 0 na (a,3a/2). Onda (4.2.8) ima oblik

3
( —My,q1(x), T € (;,W—a>7
Qo(z) = 0, z € (1 —a,2a), (4.2.13)
K, (m + g) / ’ q(t)dt, =€ (2@,% — a,>7
L 2 S 2
gdje je
3a 5a
Q1<I>IQ(.T), T € (7777-_@)7 q2(x)IQ(x)7 YIS (?77]—)7
dok M), i Kp(x) su odredene sa (4.2.3). Prema tome formule (4.2.9) i (4.2.13) daju
( 3a
07 < 7_>7
rela 5
3a
01 (z) — Mg qi (), T € (7,77—(1),
(), v € (x - a,2a),
wo(z) = - (4.2.14)
a a
q(x) + K, (m + 5) / a(t)dt, xe (2@,77 2),
3a
(z) ’ c < a 5a>
T re(lm— =, —
q Y 2’ 2 Y
5a
L qa(z), HS (7,7T>
Mijenjajuéi ¢(x) = go(x) u (4.2.14), gdje q.(x) je odredeno sa (4.2.5), i uzimajuéi u obzir

(4.2.4), dobijamo
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Iz (4.2.7), (4.2.8) i (4.2.11) zaklju¢ujemo da karakteristi¢na funkcija Ag;(A\) grani¢nog pro-

blema Lo (ga,a) za j = 0,1, je nezavisno od «, ¢ime zavrsavamo dokaz Teoreme 4.2.1. [J

Konstruisali smo klasu potencijala B tako da funkcija wy(z) u jedna¢inama (4.2.7) i
(4.2.8) ne zavisi od odabira potancijala iz date klase. Primijetimo da w takode ne zavisi od
odabira potencijala iz klase B. Ova osobina je jako vazna s obzirom da se w pojavljuje u
funkcijama Ag(A) 1 Aqo(N). Ipak, ova strategija u ovoj formi ne vrijedi u Slu¢aju 2. Glavni
razlog lezi u ¢injenici da se umjesto operatora M; posmatra operator —M; i zbog toga w

zavisi od a. Detaljnije se ovim problemom bavimo u nastavku.

Slucaj 2.

Posmatramo grani¢ni problem (4.2.1) sa grani¢nim uslovima (4.2.2) gdje je v = 1. Sop-
stvene vrijednosti grani¢nog problema £;;(q,a) se podudaraju sa karakteristicnom funkeci-
jom Ay () = W (x,\), gdje je W(x, \) rjeSenje jednacine (4.2.1) sa poCetnim uslovima
W(0,\) =11 W (0,\) =0.

Inverzni problem 4.2.2 Neka je a € [7/3,27/5). Dati su spektri {s, ;}n,>1 grani¢nog
problema £, ;(¢,a), j = 0,1, odrediti potencijal ¢(x).

Na osnovu (3.4.11) i (3.4.12) vrijedi:

: B 1
Ao 1(N) = cos zm + wsngﬁ + 2—/ wi(x) sin z(m — 2z + a) dx, (4.2.15)
z z /.
1 T
A11(N) = —zsinzm + gcos z(m—a)+ 5/ wy () cos z(m — 2x + a) dx, (4.2.16)

gdje je w dato formulom (4.2.6), dok je funkcija wy () oblika (4.2.9) za k = 1. Sli¢no familiji
B, mozemo konstruisati By familiju potencijala p,(z) tako da funkcija w;(x) ne zavisi od
izbora potencijala iz date klase. Zaista, isti metod konstrukcije potencijala mozemo primi-
jeniti ukljuéujuéi operator — M}, umjesto M. Medutim, glavna razlika u Slu¢aju 2 je da ne
vrijedi (4.2.11). Drugim rije¢ima, konstanta w nije odredena funkcijom w;(z). Prema tome,
karakteristi¢ne funkcije (4.2.15) i (4.2.16) bi zavisile od «. Iz tog razloga da konstruiSemo

operator M, tako da bar jedna njegova sopstvena funkcija ima srednju vrijednost nula.
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Posmatramo familiju potencijala B, := {¢a. (%) }acc zadanu sa formulom

( 3 5
0, xe(0,§)U(W—a,2a)u<ﬂ—g,§>,
3a
ae,(r), x € <7,7r—a>,
o) = ay [ ’
—aK}, <:13+—>/ e,(t)dt, x € <2a,7r——>,
v 2/ Jsa 2
h,(x), T € (57@,%).
(4.2.17)

Teorema 4.2.2. Za j = 0,1, spektar granic¢nog problema L4 ;(a,ga1) je nezavisan od o ako
vrijeds

/W_a er(z)dz = 0. (4.2.18)

3a

Prema tome, problem konstrukcije izo-bispektralnih potencijala grani¢nih problema
Lio(a,q) i L11(a,q) se svodi na problem pronalaska funkcije h(zx) € La(5a/2,7) tako da
operator M) ima najmanje jednu sopstvenu funkciju ¢ija je srednja vrijednost nula i kojoj

odgovara nenula sopstvena vrijednost. Odgovor na ovo pitanje je dat u sljede¢em stavu.

Lema 4.2.3. Neka je

2 _
hy(z) = bm cos mV10(z I),
(2w — ba)? 27 — 5a

27(2x — 3a) 7(2x — 3a)
———— +cos —.
21 — da 2m — da
(4.2.19)

e1(z) := cos

Onda su relacija (4.2.4) za v =1 kao i relacija (4.2.18) ispunjene.

Dokaz. Relacija (4.2.4) vrijedi na osnovu Teoreme 4.1.4, dok relaciju (4.2.18) dokazujemo u

nastavku
e 2r —ba /1 | 27(2x —3a) . w(2x — 3a)\ |-
dz = (- e ) —) = 0.
/32@ er)de = —o =g sin— — — +sin 5 —0 ot

O

Iz Teoreme 4.2.2 i Leme 4.2.3 zaklju¢ujemo da ukoliko je familija B; konstruisana koriste¢i
funkcije hy(z) i e;(z) odredene sa (4.2.19) tada data familija predstavlja izo-bispektralne
potencijale za grani¢ne probleme £, ¢(a,q) i £11(a,q). Prema tome, Inverzni problem 4.2.2

nije jedinstveno odreden u Slucaju 2.
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Napomena. Kao §to smo ustanovili ranije razlika izmedu slucajeva v =0iv =1 je u

sljedec¢em. Kako su funkcije A, ;(\) cijele po A, iz jednacine (4.2.7) za v = 0, slijedi da je

w= /” wo(z) dz, (4.2.20)

§to se moze ustanoviti i direktnim ra¢unom koriste¢i(4.2.8) i (4.2.9). Prema tome, za v = 0,
izo-bispektralni potencijali B zahtijevaju da wo(z) ne zavisi od izbora potencijala iz klase
B. Kakogod, za v = 1, ova relacija ne vrijedi (4.2.20). Drugim rije¢ima, konstanta w nije
jedinstveno odredena sa wy(x). Obje funkcije Ay o(A) 1 Ay 1(X) mogu zavisiti od izbora po-

tencijala g(z) € B, iako wy(z) ne zavisi.

Neka je g(x) = 0 na (a, 3a/2). Odavde, iz formula (4.2.8) i (4.2.9) dobijamo
( 3a
O, T e (CL, ?),
3a
ale) = ()" Myge), e (Tm—a),
alz), v € (x - a,2a),
w, () = oy ot . (4.2.21)
q(z) + Ky, (x + 5) /3; q(t)dt, =€ (2@, T 5),
a ba
Q($)7 YIS (71-_57?)7
oa
. h(ZL’), YRS (7771-)7

gdje je h(z) = q(x) na (5a/2,7) , te operatori M, Kj(z) su dati sa (4.2.3).

Dokaz Teoreme 4.2.2. Spektar grani¢nog problema £4 ;(a, ¢) ne zavisi od izbora poten-
cijala ¢(z) € By za neki podskup By C L(0,7) ako ne zavise odgovarajuce karakteristi¢ne
funkcije A, ;(A\). Mijenjajuéi q(x) = ga1(x) u (4.2.21) za v = 1, gdje je ¢a1(x) odredeno sa
(4.2.17) za v = 1, i uzimajudi (4.2.4) u obzir za v = 1, dobijamo

) )
wy(z) =0, a<a:<7a, wy(z) = hy(x), 7a<x<7r.
Prema tome, funkcija wq () je nezavisna od a. Ostaje da se dokaze da to isto i za vrijednost w
odredenu sa (4.2.5) pri ¢emu je ¢(x) = ¢uo.1(). Integrirajuéi treéi red u (4.2.17) za v = 1,

dobijamo

a a
™ x ) ™

7= 2Khl(x+g> dx/ e(t)dt = QKm(x—l—g) dx/ 261(x+a—t)dt.
2 3 3

2a 7‘1 2a 2 =a

Mijenjajuci redoslijed integracije, mozemo izracunati

m—g -2 T—a T—x+35
I:/ dx/ Kh1<t+g>el(t+a—x)dt:/ da:/ K;H(:E—l—t—E)el(t)dt,
o Jerg 2 ¥ 2
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§to zajedno sa jednacinama (4.2.4) i (4.2.18) povladi

S’ T™T—a

7= My, e1(x) dx = —/ e1(z)dx = 0.

3a

3a
2 2

Prema tome iz (4.2.17) i (4.2.18) dobijamo

w:/ QQ,I(x)dx:/ ha(z) dz,
a 5a

2

odnosno vrijednost w ne zavisi «, ¢ime je zavrSen dokaz. 0]

AC slucaj

Dokazali smo da inverzni problem za operatore Sturm—Liuvilovog tipa sa konstantnim
kagnjenjem na intervalu [7/3,27/5) nema jedinstveno rjeSenje kada posmatramo potencijale
iz prostora kvadratno integrabilnih funkcija. Vrlo vazno pitanje je da li isto vrijedi i u sluc¢aju
kada je potencijal iz prostora apsolutno neprekidnih funkcija. U nastavku ¢emo djelimi¢no
dati odgovor na ovo pitanje, tacnije opisa¢emo slucaj sa Dirihle/Nojmanovim grani¢nim
uslovima. Za Robinove grani¢ne uslove pomenuti problem jos uvijek nije rijeSen.

Prema tome, posmatramo grani¢ni problem Lo ;(q,a), j = 0,1, generisan sa (4.2.1) i
(4.2.2) za v = 0, pri ¢emu potencijal ¢(x) € AC|a,n]. Karakteristi¢ne funkcije grani¢nog
problema su date sa (4.2.7) i (4.2.8). U nastavku ¢emo konstruisati klasu izo-bispektralnih

potencijala iz prostora AC|a,n|. U tu svrhu posmatramo

27(2z — 3a) (22 — 3a)
= ——= 4 28in —— 4.2.22
eo(z) := sin —— + 2sin —— ( )
i uvodimo familiju By := {¢a()}acc odredenu formulom
( o 3a
0, x € 0,7)U[7r—a,2a),
r3a
ae(z), x € 7,%—@),
a =3 r a
Ga(r) = ¢ —akKy, <3: + 5) / eo(t)dt, =€ |2a,m— 5), (4.2.23)
3a i
(z) ’ c I a 5a>
x TE|T— =, —
g 7 L 2’ 2 Y
o
ho(x), re |2,

pri ¢emu je ho(x) = hi(x), gdje je hi(x) odredeni (4.2.19), dok je g(x) proizvoljna funkcija
iz prostora AC[r — a/2,5a/2] koja ispunjava sljedece uslove

a 5a 672 /10
) Y (—) - . 4.2.24
g(” 2) IN2) ™ (2r —5a)2 ™ 2 (4.2.24)
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Teorema 4.2.4. Neka je a € (w/3,27/5) fiksirano. Za j = 0,1, spektar graniénih problema

Lo j(a,qq) je nezavisan od «.

Dokaz. Koriste¢i Teoremu 4.1.4 moze se dokazati da vrijedi (4.2.4) za v = 0 pri ¢emu je
ho(x) = hq(x) odredeno sa (4.2.19) i eg(x) odredeno sa (4.2.22). Dalje, mijenjajuéi g(x) =
do(z) u (4.2.14) za v = 0, gdje je ¢, (x) odredeno sa (4.2.23), te uzimajuéi u obzir (4.2.4) za
v = 0, dobijamo

) 5
wo(z) =0, a<x< 7'('—%, wo(x) = g(z), W—g <x< ?a, wo(z) = ho(x), Ea <z <.

Prema tome funkcija wy(z) je nezavisna od «. Stavige, za j = 0, 1, karakteristi¢ne funkcije
Ag ;(A) grani¢nog problema Ly ;(¢a,a) su nezavisne od .

Kona¢no, primijetimo da za o € Cia € (7/3,27/5), potencijal q,(x) € AC[0, 7] zahva-
ljujuci (4.2.24) i ¢injenici da je ey(3a/2) = eo(m — a) = Kp,(7) = 0. O

U prethodnom dokazu smo koristili prednost da mozemo izabrati proizvoljnu funkciju na
intervalu [r — a/2,5a/2). Medutim, ukoliko je kasnjenje a = 7/3, tada je 71 — a/2 = 5a/2
§to zna¢i da moramo izabrati funkciju h(z) tako da je h(5a/2) = 0. Ovo je otezavajuca
okolnost, s obzirom da od odabira funkcije h(z) direktno zavisi sopstvena funkcija operatora
Mj,. Ovaj problem jos uvijek nije rijeSen i predstavlja otvoreno pitanje, kao i izazov za mnoge
matematicare.

Otvoren problem 1: Neka je a = w/3. Naéi funkciju h(x) € AC[5m/6, 7] tako da ope-
rator My, dat sa (4.1.1) ima bar jednu sopstvenu funkciju e(x) tako da je e(3a/2) = 0.

Za razliku od Slucaja 1, mnogo veci izazov predstavlja konstrukcija izo-bispektralnih po-
tencijala iz prostora apsolutnih neprekidnih funkeija za Slu¢aj 2, odnosno sa Robin /Dirihleovim
grani¢nim uslovima. Ovaj problem nije rijeSen ¢ak i kada je kasnjenje iz intervala (7/3,27/5).
Naime, da bismo rijesili ovaj problem potrebno je da nademo funkciju h(z) tako da bar jedna
sopstvena funkcija e(x) ima srednju vrijednost nula, ali i da dostize nulu u lijevom kraju in-
tervala. Za slu¢aj a = /3, pored pomenutih uslova potrebno je da funkcija h(x) zadovoljava
uslov da je h(5a/2) = 0.

Otvoren problem 2: Neka je a € (n/3,27/5). Naéi funkciju h(z) € AC[5m/6, 7] tako

da operator My, dat sa (4.1.1) ima bar jednu sopstvenu funkciju e(x) koja ispunjava uslove

da je e(3a/2) =0 i
/ e(z)dx = 0.
3a/2
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4.3 KasSnjenje iz intervala (0, 7/3)
Za fiksirano v € {0,1} posmatrajmo grani¢ni problem L,; = £, ;(q) sa konstantnim
kasnjenjem a € (0,7/3)
—y"(x) + q(x)y(x —a) = My(z), 0 <z <m, (4.3.1)
y(0) =yP(r) =0, j=0,1, (4.3.2)

gdje je potencijal g(x) kompleksna funkcija iz L?(0, w) tako da ¢(x) = 0 na (0, a).
Oznacimo sa { A}, ;}n>1 spektar grani¢nog problema L, ;(q, a) i posmatrajmo sljedeci inverzni

problem

Inverzni problem 4.3.1 Neka je a € (0,7/3). Dati su spektri {\} o}nz1 1 {\] 1 ozt

grani¢nih problema £, i £, naéi potencijal ¢(x).

Za razliku od dosadasnjih oznaka, u nastavku ¢emo prilagoditi oznake kako bismo lakse
mogli predstaviti formule za sluc¢ajeve v = 01 v = 1. Za fiksirano v = 0, 1, ozna¢imo v, (x, \)
jedinstveno rjesenje jednacine (4.3.1) sa potetnim uslovima y,(,j)(O, A) =6,,,7=0,1, gdje je
0,,; Kronekerov delta simbol. Ovdje i u nastavku, sa 9 kao i sa f’ ¢emo oznaliti odgova-

rajuce izvode funkcije f u odnosu na prvi argument. Oznacimo

T x

w(z) = /q(t) dt, w(z) = /q(t)w(t —a)dt, yoo(z,\) =coszz, yio(z,\)=

a 2a

sin zx

z

Funkeije yo(z, A) i y1(x, A) nazivamo kosinusni i sinusni tip rjeSenja jednacine (4.3.1), koje u
slu¢aju da je ¢(x) = 0, odgovaraju redom yoo(z, A) 1 y10(x, A),

Za svaki par parametara v, j € {0, 1}, sopstvene vrijednosti grani¢nog problema L, ;(a, q)
rac¢unajuéi njihove visestrukosti se podudaraju sa nulama karakteristi¢nih funkcija A, ;(\) =
y§j_)y(7r, A), grani¢nih problema £, ;(a,q).

Za v = 0,1, na osnovu Teoreme 2.1.2 i Teoreme 2.1.3 imamo da je

N .
sinz(xz —t
v N) =D pn(@, ), yukle, ) = / %qt)ym_la—a, A dt, k>1.(4.3.3)
k=0 ka

Sljedeca lema daje eksplicitni oblik formula y, ,(z, ) zav =0,11 k=1, 2.

Lema 4.3.1. Za v = 0,1, vrijede sljedece formule

T

o) /Q(t)yl—u,o(x —2t+a,\)dt, a<z<m,

2\

yl/,l(xa )‘) - <_1)V yl—u,o(ff —a, /\) +

2\

(4.3.4)



Inverzni spektralni problemi Sturm-Liuvilovog tipa sa konstantnim kasnjenjem 87

a

1 2
Ypo(x, ) = o P,(z,t)y1—polr — 2t +a,\)dt, 2a <z <, (4.3.5)
3a
gdje je
z t—35 z—t+2 x
Y 3a a
P,(x,t) = / q(7)dr / q(&) dé+ (—1) / q(t)dr / q(&) dg, ) <t<x-— 3
t+2 a a t+7—5

(4.3.6)

Dokaz. Neka je v € {0, 1} fiksirano. Primjenjujuéi trigonometrijsku formulu

sin z(z — t) 1

o0&, A) =
y,0(§ ) o\

(1 mvolr—t+ &0 +mvole—t =€), (43.7)

sa £ =t — a u drugoj formuli (4.3.3) za k = 1, dolazimo do (4.3.4).
Dalje, mijenjajuéi (4.3.4) u drugu formulu u (4.3.3) za k = 2, dobijamo

T

Yoa(@, ) = 2; / Si“f - t)q(t)<(—1)”w(t )y ot — 2a,\)

2a

t—a

+ / A7)yt — 27, \) dT)dt.

a

Koristeci (4.3.7) za { =t —2aiza £ =1 — 27, imamo

r—a t
_]_ v
Ypo(z,\) = —wl(m)yy,o(m—Qa, >\)+( ) /q(t—i—a)yl,,o(m—%, A) dt/q(T) dr
4\ 4\
(_1)17,/ x t—a 1 x t—a
o [awde [ arete ~2rNdr w5 ot [ ot - Dot - 2m 0 dr
2a a 2a a

Nakon smjene redoslijeda integracije u zadnja dva sabirka, dobijamo

r—a

1w
Ypo(x, ) = —wz(f)yy,o(:v —2a,\) + % / R, (z,t)y,o(x — 2t, \) dt, (4.3.8)
gdje je
t X xr

R (e.1) = q(t + a) / A7) dr — q(t) / o(r) dr + (~1)" / o(7)q(r — t)dr.

a t+a t+a
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Integracijom po drugoj promjenljivoj, dobijamo

r—a T

[ Butaryir= [ awyar / d&/ / ) de

t t+a T+a

v far oo

Mijenjajuci redoslijed integracije u posljednja dva sabirka, dobijamo

/R (2,7) dT_/ (T)df/tq(g)d@r (—1)" z/tq(T)dT/xq(g)dﬁ—P,,(x,t—i—g),

gdje je funkcija P,(z,t) data sa (4.3.6). U sustini, vrijedi

Py<x, / dt/ (—1)”]q(t) dt t/aq(f) dr = (—1)"wi ().

a+t

Prema tome, koristeéi parcijalnu integraciju u (4.3.8) zajedno sa relacijama
y,’jyo(:v, A) = (=Ny1vo(z,N), v=0,1, (4.3.9)
dolazimo do (4.3.5). O

Posljedica 4.3.2. Vrijede sljedece formule

xT

1V
Y1 (z, ) = @yyo(x —a,\) + ( 2) /q(t)yyvo(x —2t+a,\)dt, a<x<m (4.3.10)
1) T
Yo, A) = (_2> / P,(x,t)ypo(x — 2t +a,\)dt, 2a<z<m. (4.3.11)

w

2a
2

Dokaz. Zahvaljujuéi (4.3.9) i ¢injenici w'(x) = ¢(z), formula (4.3.10) se lako moze dobiti
diferencirajuéi (4.3.4). Analogno, diferencirajuéi (4.3.5), dobijamo

_1 v
Ypo(x,A) = Ay (z,A) + By (2, \) + ( 2) / P,(x,t)yo(x — 2t +a,\)dt, 2a<az<m,

3a

2

(4.3.12)
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gdje je

)yl,o(2a A),

B,(z,\) = 1 /62 () y1—po(x — 2t 4+ a, ) dt.

Iz (4.3.6) imamo P,(x,z —a/2) = 0, odnosno A,(z,\) =0 za v = 0, 1. Dalje, dobijamo

Pt =a@ | [anars v [ g

Uvodeéi smjenu t — (z + a — t)/2, dolazimo do

B,,(:c,)\):i(—;y) / Gla,t,\) dt
2a—x

Gt )) = / o(7) dr + (~1)" / A7) dr | ol ).

Ostaje da primijetimo da je za svako fiksirano = € (2a,7] i A € C, funkcija G(z, ¢, \) neparna
u odnosu na ¢ na intervalu (2a — z, r — 2a). Prema tome B, (z,\) = 0 za v = 0, 1, te kona¢no
dobijamo (4.3.11). O

U slucaju koji posmatramo a € (0,7/3), pored y,1(z,A) 1 y2(x, A), u sumi (4.3.3),
se pojavljuju i sabirci y, x(z,\) za k = 3, N. Sabirci y, (), k > 2 znacajno komplikuju
istrazivanje, jer u karakteristi¢noj funkciji raste broj nelinearnih integralnih sabiraka. Nas
cilj je da anuliramo potencijal na podintervalima i da na taj nacin dobijamo jednostavniji
oblik karakteristi¢ne funkcije. Naime, za ¢(z) = 0 s.s. na (3a, 7), funkcija data sa (4.3.3) se

moze predstaviti kao
Y(2, A) = oz, A) + Y1 (2, A) + g2z, A), v=0,1, (4.3.13)

odakle mozemo dobiti mnogo jednostavnije oblike karakteristi¢nih funkcija.
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Lema 4.3.3. Neka je q(x) =0 s.s. na (3a, 7). Onda, za v,j =0, 1, vrijedi

3a A
B L (/Sinzm cos z(m — a) (—1)”/
A, (A) = (=N) < . w ) + ) w,(x) cos z(m — 2z + a) d:p),
. 1 3a ¢
A, j(N) = coszm + wsmz(; —9) + (_2 ) /wy(x) sinz(m — 2z +a)dz, v #j,
2 2
' (4.3.14)

gdje je w = w(m) i funkcija w,(x) odredena formulom

q(z), =x€ (a, @> U <5§,3a>,

w,(z) = 2 (4.3.15)
o)+ Qule), we (520,
dok je
Qu(z) = /q(t)dt /2q(7)d7—(—1)” / g(t) dt / g(r)dr, x€ (%“%“) (4.3.16)

Dokaz. Na osnovu pretpostavke leme, formula (4.3.6) nam daje P,(z,t) =0 zat > 5a/2 i
v = 0,1. Prema tome, mijenjajué¢i x = 7 u (4.3.13), te uzimajuéi u obzir (4.3.4)-(4.3.6) i
(4.3.10), (4.3.11), dolazimo do formula (4.3.14) i (4.3.15) gdje je funkcija Q,(x), v = 0,1,

odredena formulom

Qu(x):Ply(w,x):jq(t)dt 7aq(t)dt—(—1)” ”7+3q(t>dt /7r q(7) dr.

Oc¢igledno da gornju granicu integracije m mozemo zamijeniti sa 3a, te primijetimo da se
zadnji integral anulira za vrijednosti x +t — a/2 > 3a. Prema tome, gornja granica zadnjeg

integrala m — x 4+ a/2 se moze zamijeniti sa 7a/2 — x, odakle dobijamo (4.3.16). O

U ovom poglavlju ¢emo dokazati da rjeSenje Inverznog problema 4.3.1 nije jedinstvno za
slu¢ajeve v = 01 v = 1 kada je kasnjenje a € (0,7/3). Konkretno, za svako v konstruisa¢emo
beskonac¢nu familiju izo-bispektralnih potencijala ¢(x), takvih da grani¢ni problemi £, o(a, q)
i £,1(a,q) posjeduju isti par spektara. Kao §to smo pokazali u prethodnim poglavljima,
spektar grani¢nog problema L, ;(a,q) ne zavisi od izbora potencijala iz klase B za neki
podskup B C L(0, ), ukoliko ne zavise karakteristicne funkcije A, ;(A). Dovoljno je da

posmatramo potencijal ¢(x), takav da je ¢(z) = 0 na skupu (3a, 7).
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Napomena 4.3.4. Razlika izmedu slucajeva v = 01 v = 1 se sastoji u sljedecem. Kako su
funkcije A, ;(\) cijele po A, prva jednacina u (4.3.14) za v = 0 povladi

w= /wo(a:) dx, (4.3.17)
§to se moze provjeriti direktnim ra¢unom koriste¢i (4.3.15) i (4.3.16) za v = 0. Prema tome,
za v = 0, familija B C Ly(0, ) predstavlja izo-bispektralne potenicjale ukoliko je funkcija
wo(x) nezavisna od izbora potencijala ¢(z) € B. Ipak, za slu¢aj v = 1, ne vrijedi relacija
(4.3.17). Drugim rije¢ima konstanta w nije odredena sa w;(x). Prema tome, obje funkcije
A1 o(N) 1 Ap1(N) mogu zavisiti od izbora ¢(z) € B ¢ak i kada funkcija wy(z) ne zavisi od

izbora potencijala.

Fiksirajmo a € (0,7/3) i posmatrajmo integralni operator

7a

g 3a
3
My f(z) = / Kh(a: 4+t — g)f(t) dt, ; <z <2a, where Kp(z)= /h(T) dr,
3a x

2

(4.3.18)
za realnu nenula funkciju h(z) € Ly(5a/2,3a). Prema tome, M), je kompaktan samoadjugo-
vani operator koji djeluje na Ly(3a/2,2a), i kao takav posjeduje najmanje jednu sopstvenu
vrijednost n, n # 0. Fiskirajmo v € {0,1} i stavimo h,(z) := (—=1)"h(z)/n. Tada je (—1)”
sopstvena vrijednost operatora M, . Neka je e, (x) odgovarajuca sopstvena funkcija, odnosno

3
My, e,(x) = (—1)"e,(x), ?a <z < 2a. (4.3.19)

Posmatrajmo familiju potencijala B, := {¢a., (%) }aec odredenu formulom

( 3a
07 <07 _)7
T e 5
3
ae,(z), T € (—a,2a>,
Qo (T) = . T2 “ (4.3.20)
—aKp, <:c -+ 5) / e,(t)dt, x € <2a, 7),
370.
5
h,(x), x € <?a,3a>.

Lema 4.3.5. Za fiksirano v € {0, 1}, funkcija w,(x) odredena formulama (4.3.15) i (4.3.16),
gdje je q(x) = qa(x) data sa (4.3.20), je nezavisna od .
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Dokaz. Fiksirajmo v € {0,1} i neka je ¢(xz) = 0 na (a,3a/2). Onda je (4.3.16) oblika

( Ta

5 & 3a

v [amar [ aman we (3a).

2
3a T _a
Qul) = CE
3a P) 5
a
/q(t)dt / q(7) dr, T € <2a, 3>,
\ ot+g 5

$to zajedno sa (4.3.15) i (4.3.18) povlaci

0, T E (a, 3;),
o)~ () M), e (2 2),
wy,(x) = . v=3 - (4.3.21)
q(z) + K, <x + 5) / q(t)dt, x € (2&, ?>,
q(z), 2 x € (%,3@)

Mijenjajuéi ¢(x) = ¢a,(z), odredenu sa (4.3.20), u (4.3.21) i uzimajuéi (4.3.19) u obzir

oa
07 ( 7_>7
re|la 5

h,(x), z€ (57&,77'),

¢ime kompletiramo dokaz. O

dolazimo do

Lema 4.3.5 zajedno sa (4.3.17) nam daje sljedecu teoremu.
Teorema 4.3.6. Za j = 0,1, spektar granicnog problema Lo j(a, gap0) je nezavisan od .

Prema tome, By je skup izo-bispektralnih potencijala za slu¢aj v = 0, odnosno Inverzni
problem 4.3.1 nema jedinstveno rjesenje u opstem sluc¢aju za v =0 i a € (0,7/3). Kakogod,
na osnovu Napomene 4.3.4, skup B, u opStem slu¢aju, ne sadrzi izo-bispektralne potencijale

za v = 1. Ipak, vrijedi sljedeca teorema.

Teorema 4.3.7. Za j = 0,1, spektar granic¢nog problema L4 ;(a,ga1) je nezavisan od o ako

vrijeds
2a

/el(x) dr = 0. (4.3.22)

3a
2
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Dokaz. Na osnovu Leme 4.3.5, ostaje da se dokaze da vrijednost

™

W= /qa,l(x) dx

a

je nezavisna od « kada vrijedi (4.3.22). Integrirajudi treéi red (4.3.20) za v = 1, dobijamo

57{1 a =3 57(1 a =3
I::/ Kh1<x+—> dx/ el(t)dt:/ Khl<x+—) dx/ er(z+a—t)dt.
2a 2 37‘1 2a 2 37(1

Mijenjajuci redoslijed integracije i nakon integracije po unutrasnjoj promjenljivoj, dobijamo

2a 57“ a 2a 7—2“736 a
I:/ dx/ Khl(t—l——)el(t—i-a—x)dt:/ da:/ Ky, (x—i—t——)el(t)dt,
2 oty 2 ¥ J¥ 2

§to zajedno sa prvom jednac¢inom u (4.3.18) kao i (4.3.19) za v = 11 (4.3.22) implicira

2a 2a
I:/ Mhlel(x)d:ﬁ:—/ er(x) dx = 0.
3a 3

a

2 2
Prema tome, na osnovu (4.3.20) za v = 1, pretpostavka teoreme (4.3.22) nam daje

T 3a
w :/ Qo1 (2) dz :/ hi(z) dx,
a 5

2a
2

odnosno, vrijednost w ne zavisi od «, ¢ime zavrsavamo dokaz . O

Zadnja teorema redukuje konstrukciju izo-bispektralnih potencijala grani¢nih problema
Lio(a,q) i L11(a,q) na problem pronalaska funkcije h(z) € La(5a/2,3a) takve da operator
M}, ima najmanje jednu sopstvenu funkciju ¢ija je srednja vrijednost nula i kojoj odgovara

sopstvena vrijednost razli¢ita od nule. Odgovor na ovo pitanje je dat u sljede¢em tvrdenju.

Teorema 4.3.8. Neka je

67> 4 2
hi(z) == iQ cos TV 10(3 - z), e1(x) := cos T cos I (4.3.23)
a a

a a

Tada vrijedi (4.3.19) za v =1 kao i uslov (4.3.22).

Dokaz. Krenimo sa (4.3.22), $to mozemo provjeriti direktnim uvrstavanjem:

2a 1. 4 2 2a
/ e1(z)dx = i(— sin -~ _ gin 7m:) =0.
s 2m \2 a a /lz=32
Dalje, iz (4.3.18) i (4.3.23), imamo
3T
Mhlel(x) = (Al + AQ), (4324)
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gdje je

¢ 7 ¢
-smm/m(5 _r )dt, j=1,2.

a

Ta
(2% 2
Aj = 2<—1)]/ COS nJ
3a a

2

Za svako j € {1,2}, mozemo izraCunati:

= —1)ji/3:2ax Sirm’(\/l—()(Z — E) - V10 -+ 2j(_1)kt> dt.

2 a a

Dovrsavajudi integraciju, dolazimo do rezultata

COSW(\/EC B 2) _V10+ 2j(—1)kt>

2 a

Ta
2

Z\/_+2J 1)k

_3a
=5

T Z\/—+2J ) (CosQWj(%—%)—cosw(\/ﬁ(Q_g)_g)j(_l)k))

v 10 21y
- ¢ - <cos 7r‘7£E—(:os7r\/1_0<2—£>>, 7 =12
(5 —252) a a

Mijenjajuéi dobijene rezultate A; i As u (4.3.24), dolazimo do (4.3.19) za v = 1. O

Teorema 4.3.7 i Teorema 4.3.8 povlace da familija By konstruisana koristeéi funkcije
hi(x) iep(x) odredena sa (4.3.23) predstavlja klasu izo-bispektralnih potencijala za probleme
Lio(a,q)iLi1(a,q). Prema tome, Inverzni problem 4.3.1 nije jedinstveno odreden za slucaj
v =1 kada je kasnjenje a € (0,7/3). Postupak konstrukcije izo-bispektralnih potencijala za

kasnjenja manja od trec¢ine intervala je detaljno opisan u radu [dju6|.



Inverzni spektralni problemi Sturm-Liuvilovog tipa sa konstantnim kasnjenjem 95

Zakljucak

Dokazali smo da dva spektra Sturm-Liuvilovih operatora sa kagnjenjem generisana sa Di-
rihle/Nojmanovim (Robinovim) grani¢nim uslovima nisu dovoljna da se jedinstveno odredi
potencijal iz prostora kvadratno integrabilnih funkcija za kaSnjenja manja od dvije petine
intervala. Na ovaj nacin smo pokazali da teorema jedinstvenosti na osnovu dva spektra ne
vrijedi za ove operatore. S obzirom da je Pikula u [pik1] dokazao da su dva spektra dovoljna
da se jedinstveno odredi Sturm-Liuvilov operator sa kasnjenjem kada je potencijal iz pro-
stora analitickih fukcija Ala, 7], interesantno bi bilo istraziti da li postoji prostor funkcija
Gla, ], Ala,7] C Gla, 7] C L?[a, ], koji ¢e imati osobinu da teorema jedinstvenosti vri-
jedi za potencijale iz ovog prostora. Prilikom odredivanja prostora Gla, | bitno je imati u
vidu da kada je potencijal iz prostora apsolutno neprekidnih funckija AC[a,n| i kasnjenje
a € (3, 2?”), Sturm-Liuvilov operator generisan Dirhle /Nojmanovim grani¢nim uslovima nije
jedinstveno odreden. Ovaj rezultat se moze progiriti za kasnjena a € (0,7/3)\ {27 /n,n > 7}
sa sli¢nim idejama anuliranja potencijala na podintervalima kao u radu [dju6|. Iz tog razloga
je logi¢no posmatrati klasu funkcija Gla, 7] C AC|[a, 7], a svakako je interesantno istraziti
slutaj Gla, 7] = C'[a, 7], odnosno Gla, 7] = C*[a, 7.

Pored navedenih rezultata, u istrazivanju smo dokazali da dva spektra operatora Sturm-
Liuvilovog tipa sa poc¢etnom funkcijom jedinstveno odreduju potencijal kada je kasnjenje vece
od polovine intervala. Inverzni problemi za operatore sa po¢etnom funkcijom su se pokazali
znacajno komplikovaniji u odnosu na inverzne probleme operatora bez pocetne funkcije.
Iz toga razloga je vazno da se rijesi inverzni problem za ove operatore kada je kaSnjenje
veée od dvije petine intervala, a manje od polovine intervala. Takode, u istrazivanju smo
rijesili nekompletne inverzne probleme za Sturm-Liuvilove operatore kada je kasnjenje vece
od trec¢ine intervala, a manje od dvije petine intervala. U sustini, pored dva spektra operatora
sa kasnjenjem, pretpostavili smo da je potencijal poznat na podintervalu. S obzirom da smo
dokazali da teorema jedinstvenosti ne vrijedi na osnovu dva spektra za proizvoljno kasnjenje,
nekompletni inverzni problemi predstavljaju vazan segment u daljim istrazivanjima inverznih
problema operatora sa kasnjenjem.

Posto teorema jedinstvenosti inverznog problema za operatore Sturm-Liuvilovog tipa
vrijedi za kas$njenja a € {0} U [27/5,7), odnosno ne vrijedi za a € (0,27/5), interesantno
bi bilo detaljnije istraziti zbog Cega se javlja ovaj fenomen. Jedan od pristupa jeste da
se posmatraju ograni¢eni potencijali iz prostora L?[a, 7], za kasnjenja a € (0,27 /5). Naime,

moze se dokazati da za svako kasnjenje a € [r/3,27/5) vrijedi teorema jedinstvenosti ukoliko
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se posmatraju potencijali ¢(z) iz skupa

T —ba’

M(a) = {q(x) € L*(a,7) : |q(z)] < 5 ! x € (a,3a/2) U (1 — a/2,7r)},

pri ¢emu je jasno da vrijedi M(a) — L*(a, ) kada a — 27/5. Iz toga razloga je logi¢no da

pokusamo dokazati da isto vrijedi i za prostor

ISH e}

N(a) = {q(m) € L*(a,m) : |q(z)| < =, z € (a,7), c€ R*}.

Na taj nacin bismo uspostavili jasnu vezu izmedu inverznih problema za Sturm-Liuvilove
operatore sa kasnjenjem sa inverznim problemom Sturm-Liuvilovih operatora bez kasnjenja.
Pored navedenog problema, mogucée je posmatrati i druge podskupove funkcija prostora
L*(a, ) sa ciljem da se uspostavi veza izmedu pomenutih operatora. Ovo pitanje je otvoreno
i predstavlja veliki izazov matematicarima koji se bave inverznom spektralnom teorijom.

U istrazivanju smo dali vazne odgovore u inreznoj spektralnoj teoriji. Pored toga smo
dali kratak pregled novih otvorenih problema u ovoj oblasti. Ovi rezultati su od izuzetne

vaznosti za dalja istrazivanja u inverznoj spektralnoj teoriji za operatore sa kasnjenjem.
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YHUBEP3UTET YV BABOJ JIYHHA
OAKYJITET: IPUPOJHO-MATEMATHYKH
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HU3BJELITAJ

0 oyjenu ypahene 00Kmopcke oucepmauyuje

I NMOJAIIM O KOMUCHUIH

Hayuno-nactaBuo Bujehie IIpupoaHo-mMaTeMaTHukor dakyinTera YHuBep3utera y bamoj
Jlyun Ha cjemuuuu onpxauoj 18.11.2021. roaune monujeno je Pjememe 6poj
19/3.2718/21, o uMeHoBawy KoMucHje 3a mucare H3BjelITaja, MPerie] ¥ oLjeHy ypaheHe
IOKTOpCKe Te3e mof HacnoBoM “VHBep3nu cnektpanuu npobaemu LtypMm-JInyBuiosor
THNAa ca KOHCTaHTHUM KallumemeM”’, kauaunara He6ojwe Dypuha, y cacray:

1) IHpod. np Bnagumup JoBaxoBuh, BaHpenuu mnpodecop, yxa HayuyHa obmacT
MareMaTHyKa aHanu3a U npuMjene, [IpupoaHo-MareMaTHUKU (akynTeT YHHBEP3UTETA y
bawoj Jlyuu, npencjennux,

2) IIpod. mp Bnagumup Bnaguuuh, BaHpemuu npodecop, yxka HayyHa obmact
Maremaruuka ananu3sa u npumjere, dunosodpcku dakynrer YHupep3utera y Mcrounom
CapajeBy, unaH,

3) [p Bumana Bojsomuh, noueHTt, yxa HayyHa ofmacT MareMaTHuka aHanu3a H
npuMjeHe, MammHcku dakynter YHuBep3utera y bawoj Jlyuu, unan,

4) Idp Cwexana Makcumosuh, JoueHT, yxa HaydHa obiract MaTemMaTHyka aHalnHM3a H
npHMjeHe, ApXHTeKTOHCKO-TpaljeBHHCKO-reoneTckH (axynarer YHusep3utera y bamoj
Jlyuu, 4naH,

5) IIpod. np Munow Apcerosuhi, penoBHH ripodecop, yxy HayyHa obnact MaremaTnuka
aHanM3a ¥ npuMjeHe, MaremaTHuku dakynter YHuBepsureTa y beorpany, MEHTOD.

II MOJALIA O KAHAUJATY

He6ojma (Pagomup) Bypuh pohen je 17.06.1989. rogune y Tecnuhy. Jlpyru umkiyc
CTyAHja MaTemaTHKe, cMjep MaremMarHuka aHanM3a M TNpuMjeHe, 3aBpumno je 2016.
ropuHe Ha [Ipupoano-maTeMaTuukoM (akynrery YHusep3urera y bamoj JIynu. Hacnos
macTep Te3e je 6uo “Xapauje nmpoctop H? u oneparop nomaxa”.

Tpehu uMKIyC cTyaMja MaTeMaTUKe, cMjep MaTtemaTnuka aHalu3a M NPUMjeHe, YIUCYje
2017. rogune Ha [IpupoaHo-mMaTeMaTHukoM dhakynteTy y bamoj JIyuu.

I YBOAHH JUO OLJEHE NOKTOPCKE JUCEPTALIMJE
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Tema noxropcke aucepranuje noj HacinoBoM “MHBep3HM criekTpanHu npobnemu LITypm-
JInyBHIIOBOT THIIA Ca KOHCTAaHTHUM KaulbeweMm” kanaugara HeGojme BHypmha, HakoH
JlaBama carjacHOCTH Ha V3BjewiTaj o oujeHM MOJOOHOCTH TEME M KaHAMOATa 3a H3pajly
IOKTOpCKe auceprauuje Ha IIpupojHO-MaTeMaTH4KOM (akynrtery, npuxaheHa je
oanykoM Cenara Yuupepsutera y bamoj Jlyuu 6poj 02/04-3.675-30/21 onx 25.03.2021.
roAMHe.

Cazpixaj HOKTOpCKe AucepTalje U3JI0XKeH je y cibenieliuM riasama:

1) Veox (cTpanuue: 1-30)

2) llitypm-JIuyBuIoB onepaTop ca KOHCTAaHTHHM KalllkbemeM (cTpanune: 31-44)

3) UuBep3Hu npo6nemu oneparopa ca KauimbemeM (cTpanule: 45-70)

4) N30-6GMcnexTpanHy MOTEHLMjaIHU 3@ OflepaTope ca KallmhemeM (cTpanue: 71-94)
5) 3axspyuak (cTpanuue: 95-96)

6) JIuteparypa (crpanune: 97-100)

Juceprauuja je HamkcaHa Ha CPIICKOM je3HKY, JATHHHYHHM nucaHuM QonroM Times
New Roman Ha 100 ctpanuua A4 ¢dopmara u caipxu mecT riasa: Ysoa, Ltypm-
JInyBHIIOB omepaTop ca KOHCTAaHTHHM KallleweM, MHBep3HH npobiieMu ornepartopa ca
KallimbemheM, HM30-6icnekTpanHy MOTEHUHjaln| 3a ONepaTope ca KalllbemeM, 3aK/byyak,
Jluteparypa (46 pedepeHuu). Ocum Tora, Ha IOYETKY CY HAaBEACHHM PE3HME M CIIHCAaK
O3HaKa.

Y yBoanoj rnaBu (YBog, crp. 1-30) cy omucaHe chekTpajgHe OCOOMHE KIacHYHOTr
typm-JInyBunosor npobnema, ka0 M HHBEP3HU MpoOsieM Ha OCHOBY JBa CIIEKTpa.
Hoxaszano je ja Cy [JBa CIEKTpa JOBOJbHA Aa C€ jeNHHCTBEHO OApENH IOTECHLMjan H3
[pocTopa KBaApaTHO-uHTerpabunuux QyHkiuja. Ha Taj HayMH je Joka3aHa Teopema
JERMHCTBEHOCTH 32 0Baj Tun omeparopa. OBaj pe3ynTaT je NOKa3aH Ha JBa pa3lU4HTa
HayMHa, IPBU KopuluTeweM Bopros mpucrymna, Te Apyrd ynorpebom Bajnose pyHxunje.

V apyroj rnasu (LLtypm-JIuyBHIIOB OmepaTop ca KOHCTAHTHUM KalllkbemheM, cTp. 31-44)
cy pujemieHs aupektHu mpobsemu lltypm-JluyBunoBor mpobiema ca KOHCTaHTHM
KammbeweM. OnucaHe Ccy cChoekTpaigHe OcoOMHE M acHMINTOTCKA IIOHallama
KapakTEPUCTHUYHUX (YHKUHja. Y HCTOM MOINAB/bY je MOCMaTpaH JUPEKTaH mnpobieM 3a
onepatop Lltypm-JIuByI0BOr THIIA Ca KAILHEHEM H TOUETHOM (YHKLH]OM.

Y Tpelioj rnapu (MuBepsnu mnopOnemu omepaTopa ca KaulmewmeM, cIp. 45-70) je
JOKa3aHO [a JiBa CIIEKTpa jeMHHCTBEHO OApel)yjy MOTeHLHjan YKOIHKO je Kallbheme Behie
ol IBMje NETHHE HHTepBajla. Y HCTOM IOINaB/by CY MOCMaTpaHH M HEKOMIUIETHH
HHBep3HH mpoGnemu 3a Jupuxne/Hojmanose, onHocHo PobGuHOBE rpaHHYHE ycioBe
KaJa je Kallmelme Mame Of ABHje NeTHHe HHTepBaia, a Belie oj TpehuHe mHTepBana.
Jloka3aHo je na cy ABa CrieKTpa JOBOJbHA 1a OApede MOTEHIMjall, YKOJIHKO je MOTeHIHjan
IO3HAT Ha [MjeNy HHTEpBaa MK je CUMETpUYaH Ha noguHTepBaiy. Takole, nokasaHo je
Ia nBa cmektpa omepartopa LlTypm-JluyBuna ca moueTHOM GYHKLHjOM jeAMHCTBEHO
onpelyjy noreHuuja, kafa je Kalmeme Betie 01 MONoBHHE HHTEpBaa.

Y yerBpToj rnaBu (M30-0HUcnekTpaiHK MOTEHIMjAJIH 32 ONEPATOPE Ca KaILEHEM, CTP.
71-94) cy nocmatpaHu HHBep3HH npobnemu 3a onepatope LlTypm-JInyBunosor Tuna 3a
Kalllbemha Mama OJ JBHje METHHE HHTepBana. 3a CBaKO KallkbEme M3 IIOMEHyTOr
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UHTEpBANa Cy KOHCTPYHCaHH H30-OMcIeKkTpanHu mnoreHudjanu 3a Iltypm-JInyBunos
omnepatop ca JIupuxne/HojMaHOBUM, ogHOCHO PO6MHOBUM rpaHHYHUM ycnoBuMa. Ha Taj
HAa4yMH je JOKa3aHO Ja He BPHjeIM TeopeMa jeAHHCTBEHOCTH HMHBEp3HOr npobiema 3a
oneparope IlItypM-JInyBHIOBOT THIA Ca KalkEHEM Mambe Of JBHje METHHE HHTepBana.
Y HCTOM rnaBH ce IMOCMAaTpa MapTHKYJIapHH CamMoajijyroBaHH HHTETPATHH ONepaTop Koju
je On M3y3eTHe BaXHOCTH 32 KOHCTPYKLHMjy H30-GHCIEKTpalHMX moTeHuujana. Takohe,
JI0Ka3aHo je jma ABa crekTpa omeparopa llitypm-Jlnysuna ca Jupuxne/HojmaHOBHM
FpaHHYHHM YCJIOBMMAa HMCY MHOBOJBHA Ja C€ jJEAMHCTBEHO OJpPEAH MOTEHLHjal M3
IIPOCTOpPA ANCOIYTHO HENPEeKUAHUX QYHKIHja.

Y 3akbyuxy aucepranuje (3akipydak, cTp. 95-96) cy OmnMCaHH HOBH OTBOpPEHH
npobnemH 3a uHBep3He npobneme LlTypM-JIMyBHIOBHX OIlepaTopa Ca KalbEHEM.
O6pa3noxeHe cy Heke HAeje H HauMH Ha KOju Ou ce TpebGano MPHCTYIMTH pjeluaBamy
OoBMX mpobenema. Jlujenosu Tpelier mornaejba AHCEpTaLHje, Ka0 M YETBPO IIOINIaBJbE
caZipXXH OpUrHHalIHe pe3yJTaTe.

IV YBOJA U NNPEIJIEN JIMTEPATYPE

Y wucTtpaxusamy ce mocmarpa omeparop LItypm-JInyBuiOBOr THMa Ca KOHCTaHTHHUM
KammbemeM. OnMmucaHu ¢y OJUPEKTHH M MHBEP3HH NpOOIEMH 3a pasiH4YMTe THIIOBE OBOT
oreparopa.

JucdepeHuyjanHe onepaTope ca KallwermeM je npsu u3ydasao CuM Bopucosny Hopxus
60-1x roauHa npouuior BUjeka, [norl]. JIBagecer roauHa KacHHj€ MOjaBHO c€ HHTEPEC 3a
uHBep3He npobiieMe oneparopa LlTypM-JIMyBHIOr THIA Ca KOHCTAHTHHM KallbemeM. Y
[pik1] pujeiren je uHBep3HHM MPOGIEM 3a CBAKO KALIKEHE Y Cly4ajy Kala je MOTEHIHal
M3 MPOCTOPA aHANMTHYKUX (yHKUHMja. Y TOKy MPOTEKIMX AECET roAvHa oBa obnacT je
nocTaja U3y3€eTHO MOIyJapaHa Y HHBEP3HO] CEKTPAIHOj Teopuju. BaxHu pesyntatu u3
oBe obnactH ce mory Hahu y pamoBuMa MO3HaTHX MaTeMaTH4yapa IonyT BjauecnaBa
Jypka, I'epxapma ®pajnunra, J.-®. Jaura, Hatanuje Bonnapenko u Cepreja byrepuna
([bon2], [but3], [fre3], [yur3] u [yurd]). Y pany [vlal] ayropu cy koucTpyucanu Ltypm-
JInyBHIIOB OmepaTop M3 [Ba CIEKTpa Kaja je Kaulmbeme Behie oJ] IoJIOBHHE HHTepBana. Y
pagoBuMa [pik4], [bonl] pujemienu cy uHBep3Hu mpoGiemH 3a omepatope LTypMm-
JInyBunoBor Tuma, Kafa je Kaumeme Belie of ABHje nmeTHHe MHTepBa. Ciydaj Kaja je
Kallllelhe Male Ofl IBHje NETHHE HHTEpBalia je MpelCTaB/ba0 BENUKH H3a30B AYXKH HU3
rofiMHa MaTeMaTH4YapHUMa KOjHU ce 6aBe HHBEP3HOM CIEKTPAITHOM TEOPHjOM.

VY nMcepranmjy je nokasaHo fa JBa criektpa onepatopa llItypm-JInyBuioBor THa HHCY
JIOBOJbHA Jia CE jEAHHCTBEHO OZIPEAH IOTEHIIMjall U3 MPOCTOpa KBaApaTHO HTErpabHiIHHX
¢yHK1HMja 3a Kalltbeha Maka Ol JIBHje NeTHHe uHTepBana. OBaj pe3ynrar je npoLIupeH y
CHELMjalHAM Cly4ajeBHMa H 3a MOTEHLHjaJie W3 MPOCTOpa alCOMYTHO HENpPEeKHIHHX
byHkuyja.

Jlutepatypa:

[amb1] Ambarzumian, V. Uber eine frage der eigenwerttheorie. Zeitschrift fur Physik
53.9 (1929): 690-695.
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V MATEPHJAJI 1 METOJI PAJIA

YV MCTpakMBamy jé Ha NPBOM MjECTy KOPHILITEHa CIEKTpaiHa TeopHja MHTErpanHux
omepaTopa, a 3a camy KOHCTPYKLH]y HHTETpalHHMX OMNEparopa W MeETOAE dypujeose
aHanuse. OCHM TOra, 3HauajHy yJIOTy y aHalu3u npolieMa 3ay3umajy U HarpeaHe MeTozIe
HyMepHYKe MaTeMaTHKe.

KaHZWMAAT je M0Ka3ao /1a aleKBaTHO KOPHCTH MOMEHYTH TEOPHjCKH amapat 3a pjellaBame
mocmaTpaHHx mpoGnema. Huje mouuto 10 NpoMjeHe IilaHa MCTPaXHBamba KOjH je HaT
NIPHIMKOM IIPHjaBe JOKTOPCKE TE3E.

VI PE3YJTATH 1 HAYYHHU JONIPHHOC HCTPAYKUBAIbA

VI 1. Pe3yaTaTH HCTPaKHBAKbA
OpWrMHAIHY 1 Haj3HAYajHU HAY4HU PE3Y/ITaTH OBOT HCTPAXHBatba ce Orieaajy y:

1) [okasano je na nsa cmekrpa omeparopa Llrypm - JlnysumoBor Tuma ca
Jlupuxne/HojMaHOBHM IPaHHYHUM YCIOBHMA HHCY NOBOJbHA Ja C€ jEAMHCTBEHO OJIpE/H
ITOTEHLHjaN M3 IPOCTOpa KBAAPAaTHO MHTErpabuiHuX GyHKUH]ja, Kaja je Kallbehe Mabe
0J1 IBMj€ IeTUHE HHTEPBaIa.

2) JlokasaHo je ma aBa crmektpa omeparopa lltypm - JluyBuioBor THma ca Pob6unoBHM
IPaHUYHHM YCIOBHMA HHCY JOBOJbHA a Ce jeNHHCTBEHO OPEeH MOTEHIHjall H3 IPOCTOpa
KBAaZpaTHO HMHTerpaGWiaHuX (YyHKIMja, Kafa j€ Kallibeme Mambe OX JBHje TETHHE
HHTEpBaIa.

3) JokasaHo je ma nBa cmektpa omepatopa LlItypm - JluyBunosor Tuma ca
Jinpuxne/HojMaHOBUM rpaHMYHUM YCIOBHMA HHCY JI0BOJbHA Jia C€ JEAMHCTBEHO Onpeau
TOTEHIIMjaN U3 IIPOCTOPa aNCONyTHO HEMpPEeKHAHUX BYHKUHM]a, kajia je Kallbenhe Matbe O
JiBUje IIETHHE MHTepBana, a Behe ox TpehinHe HHTEpBana.

4) JloxasaHo je ma asa cmekTpa omepartopa Lltypm — JlnysuioBor THma ca no4eTHOM
dyHkuMjoM reHepucana PoGMHOBMM TIDaHHYHHM YCIOBMMa jERMHCTBEHO onpehyjy
NOTEHLHMjal W3 IPOCTOPA KBAIPATHO MHTErpabHIHKX QYHKIHja, Kajia je kalberbe Belie o
TMOJIOBMHE HHTEPBAa.

5) Pujeleny cy HEKOMIUIETHH HHBEp3HH npoGnemu 3a onepatope Lltypm - Jlnysumosor
THNA Kajia je Kalllibelhe Mare oJl [ABHje IETHHE MHTepBaa, a Behe of TpelinHe HHTEpBana.
Y oBuM npoGiieMHMa MOTEHLHMjal je GHO MO3HAT Ha MOJAMHTEpBAY, OJHOCHO GHO je
CHMETpHYaH.

6) OmucaHu Cy HOBM OTBOPEHH NpOGJIEMH KOjH Cy OJi M3y3€THE BaXHOCTH y 00JacTH
HHBEpP3HE CIIEKTPAIHE TEOPHj€ 3a ONEPaTOpPE Ca KALIHEHEM.

VI 2. KpuTHYHOCT H KOPEKTHOCT TyMa4erba pe3yJiTaTa
Pe3ynTaTh UCTpaKuBatba Cy MIPHUKa3aH Ha jacaH M mperjieflal HayuH.
VI 3. Teopujcku JONPHHOC H HOBH HCTPAKHBAYKH pe3yJITaTH.

V IMCepTauHjH je KOMIUIETHO HjeLleH BHUIeNeLeHHjcku npobuem y oGaacTH MHBEp3HE
CIIEKTpAJIHE TEOpHje ca KaulmbeeM. [Ipe3eHTOBaHM pe3yNITaTH Cy OTBOPH/IM HOBA MHTamba
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Be3aHa 33 HEKOMIIIETHE HHBEep3HE npolieme 3a orepaTrope IllTpr-JlnyBunosor THIA ca
KOHCTaHTHMM KamibetbeM. IIpeseHTOBaHH pesy/TaTH MMajy 3HauajHy TIpUMjEHY Y
acTpodH3HIK, 6HOGH3NLM U APYTHM MPUPOAHUM HayKaMa.

VII 3AKJbYYAK U IPHJEAJIOT

Ha ocHoBy cBera wmiTo je HaseneHo y Mssjemrajy, Komucuja 3aKk/bydyje Hda je
JoKTOpcKa amceprauMja Maructpa HeGojme Bypuha mon HacioBoM “I/IHBCPSHH
cnektpaiHu npobinemu ILltypm- JIHannosor THNA €3 KOHCTAHTHHM KallmbEHeM”
uspaljeHa y ckiany ca oﬁpasnome[-bem KOj€ je KaHMIaT NPUI0KHO MPHIHKOM NpHjaBe
oBe Teme. JIoKTOpcKa AMCepTalMja je ypabeHa npeMa NpaBHIMMa H NPUHIHNMMA
Hay4HO-HCTP2XKUBAKOT paja U PE3YNTAT je OpUTMHAIHOT Hay4HOT paja KaHauaata. Y
10j je JOKa3aHO Oa IBa crekTpa oneparopa LlITypm-JInyBunosor Tuna reHepucaHa
Jupuxne/HojmanoBum HnH POOMHOBMM TIpaHHYHHM YCNOBMMAa HHCY INOBOJbHA 12
JEAMHCTBEHO OApenu HOTCHI.[PIJaII M3 IPOCTOpa KBafpaTHO MHTErpaGHIHHX QyHKUH]a
3a CBAKO Kalllibehe Make 0OJ JBHje NETHHE HHTepBaa.

Byayhu na je kaHAHAAT MOKa3a0 TEMEJbHO II03HABAHE NPEAMETa MCTPAXKHBAA, TE ¥
MOTIMYHOCTH OAITOBOPHO Ha MpOo6IEMaTHKY Koja ce pa3MaTpa y nuceprauuju, Komucuja
npennaxe HayuHo-HacTaBHOM  Bujehy  IIpHpOHO-MaTeMaTHYKOT dakynrera
YHnBepameTa y Bawoj Jlyun u Cenary YHuBep3uTera y bamwoj Jlyuu nma mpuxpare
OBaj U3BjellTaj H 0f00pe jaBHY 06paHy NOKTOPCKE JucepTaluje.

INOTNHUC YIAHOBA KOMUCHUJE

1. IIpod. ap Bnagumup Joanoeuh
by a/m 2

2. ITpod. np Bnanumup Bnazmlmh

3. lp busmana Bojsoauh ﬂ/%;% % %

4, Ilp Cwexana Makcumonuh ) @ ‘/0( i U’é u;é[

5. Ilpod. np Munom Apcexosuh
lou Mm@t_,__

Bamwa Jlyka, DM 19. 2091.

U3ABOJEHO MUIJBEIE: Unan koMHUCHje KOjH He Kelu ha MOTIHIIE u3BjellTaj jep ce He ciaxe ca
MUILUbetsem BeliHe YIaHOBa KOMMCHjE, y’KaH je ha yHece y u3Bjeluraj 06pasnoXere, OIHOCHO pasnor
360T KOjHX HE XeJIK [1a MOTMHUIE H3BjellTaj.




H3sjasa 1

HN3JABA O AYTOPCTBY

H3jaBbyjem na je noKTOpPCKa AucepTanuja

Hacnos pana: UuBep3Hu cnektpanHu mpobaemu LTypM-JIMyBUIOBOT THIA €A KOHCTAHTHUM
KAl FEHEM.

HacnoB paza Ha eHrieckoMm je3uky: Inverse spectral problems for Sturm-Liuoville-type with a
constant delay.

K pe3ynraT COncTBEHOT HCTPAXKUBAUKOT paja,

Y na nokTopcka aucepraluja, y LjelMHU WK Y J1jeNIOBUMa, HUje Ouia MpeioikKeHa 3a
Jobujame OWII0 KOje AUIIIOME TpeMa CTYJUjCKUM MporpaMuma Jpyrux BUCOKOLIKOJICKUX
yCTaHOBa,

Sna cy pesyJTaT KOPEKTHO HABENEHH U

‘iﬁz{a HUMCAaM KpLIKO/Na ayTOPCKa MPaBa U KOPHCTHO UHTENEKTyalHy CBOjUHY APYTHX JILA.

V¥ Bawoj Jlyuu qu@ZQO 2T ITornuc gokropanTa




U3sjasa 2

M3jasa xojom ce oiamhyje YuuBepsurer y bamwoj Jlyun
Ja JOKTOPCKY JUCEPTALH]Y YYUHH jaBHO JOCTYIIHOM

Osnawhyjem YHuepsutet y bawoj Jlyuu ga Mojy TOKTOpCKy AucepTanujy 1oj HaclOBOM

HMuBep3Hu criekTpaaHy npodaeMu ITypm-JINYBUIOBOT THUIIA ¢4 KOHCTAHTHUM KallEbECHEM.

KOja je Moje ayTOpPCKO JjeJio, YUMHH jJaBHO JOCTYITHOM.

JIoKTOpCcKy AucepTalmjy ca CBUM MPHUIO3UMa Mpeaao/ia caM y eJIeKTPOHCKOM opmMaTty
TMIOrO/IHOM 3a TPajHO apXUBUPAME.

Mojy nokTopcKy AucepTanujy NoXpameHy Y JUTUTAIHH Pero3UTOpUjyM Y HUBep3uTeTa y bamoj
Jlyumn Mory na KopucTe CBM KOju MowTyjy oapende canpxkane y ogabpaHOM THUITY JTHULEHLE
Kpearushe 3ajennuue (Creative Commons) 3a KOjy caM ce OIy4uo/na.

1. AyropctBo
2. AyTOpPCTBO — HEKOMEPLIHjaJTHO
YyTOPCTBO — HEKOMEpLIMjalHO — 6e3 mpepaze
4. AyTOpCTBO — HEKOMEPLIMjATHO — JIMjEJIUTH MOJ UCTUM yCIIOBUMA
5. AyropcTBo — O€3 npepane
6. AyTOpCTBO — AUjEJIUTH MO/ UCTUM YCIOBUMA

(Monumo z1a 3a0Kpy>KHUTE CaMo jeIHy O] LIecT MOoHyheHUX JIMLEHIM, KpaTaK OMUC JULEHLH AaT
je Ha nosehuHu nucra).

Y Bawoj Jlyuu otQL.loll. TToTnuc KOKTOpaHTa

Hes Q;%\%w%
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H3zjaBa 3

H3jaBa 0 HIEHTUYHOCTH IITAMIIAHE U €JIEKTPOHCKE Bep3Hje

AOKTOPCKe HcepTaLmje

Hme u npesume ayropa: He6ojma Bypuh

Hacnos pana: WHBep3HU CIEKTpaJIHM MPOOIEMU LLITypM-JIMyBHIOBOT THIIA ¢4 KOHCTAHTHUM

KalllECHEM.

MenTop: [Ipod. ap Musnom Apcenosuh

M3jaBsbyjeM Ja je mraMmaHa Bep3uja Moje JOKTOPCKE AucepTaluje HAEHTHYHA eJIEKTPOHCKO]
BEP3UjU KOjy caM Mpesao 3a AUTUTAIHH Perno3uTopujyM YHuBepsurera y Bamoj Jlyuwu.

Y bawoj Jlyun Ofollo 2./2/

[ToTnuc poxropanra
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