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Rezime

Spektralna teorija diferencijalnih operatora je veoma zna�cajna oblast matemati�cke ana-

lize zbog velike primjene u ekonomiji, biologiji, astro�zici, elektronici, bio�zici, geo�zici i

drugim tehni�ckim naukama. Dijeli se na direktne i inverzne probleme. Inverzni spektralni

problemi se odnose na odredivanje parametara diferencijalnih operatora na osnovu njihovih

spektralnih karakteristika. Primjenjuje se u problemima u kojima se do odredenih spektralnih

karakteristika mo�ze do�ci eksperimentalnim putem. Takode, zna�cajna je primjena i nekom-

pletnih inverznih problema u kojima su poznate pojedine osobine parametra kao i spektralne

vrijednosti.

U drugoj polovini dvadesetog vijeka pojavio se veliki interes za inverzne probleme diferen-

cijalnih operatora. Jedan od najzna�cajnijih rezultata u inverznoj spektralnoj teoriji se odnosi

na klasi�cni �Sturm-Liuvilov operator sa Dirihle/Nojmanovim uslovima u kojem je dokazano

da dva spektra jedinstveno odreduju potencijal, [bor1]. Kasnije ovaj rezultat je generalizovan

za druge klase potencijala kao i grani�cne uslove.

Rad se sastoji od �cetiri poglavlja. U istra�zivanju se posmatra �Sturm-Liuvilov operator

sa konstantnim ka�snjenjem. U uvodnom poglavlju opisujemo spektralne osobine klasi�cnog

�Sturm-Liuvilovog problema i posmatramo inverzni problem iz dva spektra. Dokaza�cemo te-

oremu jedinstvenosti inverznog problema koriste�ci Borgov rezultat. Do istog rezultata �cemo

do�ci koriste�ci i Vajlovu funkciju.

U drugom poglavlju rje�savamo direktne probleme za �Sturm-Liuvilove operatore sa kon-

stantnim ka�snjenjem. Opisa�cemo spektralne osobine i asimptotska pona�sanja karakteristi�cnih

funkcija. U istom poglavlju posmatramo pomenuti operator sa po�cetnom funkcijom. Ove re-

zultate je prvi opisao ruski matemati�car Sim Borisovi�c Norkin u monogra�ji [nor1] 1965.

godine.

Osamdesetih godina dvadesetog vijeka se pojavio interes za rje�savanje inverznog problema

za operatore �Sturm-Liuvilovog tipa sa konstantnim ka�snjenjem. U [pik1] je ustanovljeno da

vrijedi teorema jedinstvenosti za svako kà�snjenje pod uslovom da je potencijal analiti�cka

funkcija. U posljednjoj deceniji je dokazano da dva spektra jedinstveno odreduju potencijal

ukoliko je ka�snjenje ve�ce od dvije petine intervala, [vla1], [yur4], [pik4], [bon1]. Ove rezultate

dokazujemo u tre�cem poglavlju. Glavni dio istra�zivanja je posve�cen slu�caju kada je ka�snjenje
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manje od dvije petine intervala. U istom poglavlju posmatramo i nekompletne inverzne

probleme za Dirihle/Nojmanove i Robinove grani�cne uslove. Pokaza�cemo da su dva spektra

dovoljna da odrede potencijal ukoliko je potencijal poznat na dijelu intervala ili je simetri�can

na podintervalu.

U �cetvrtom poglavlju posmatramo inverzne probleme za operatore �Sturm-Liuvilovog tipa

za ka�snjenja manja od dvije petine intervala. Za svako ka�snjenje iz pomenutog intervala kon-

strui�semo izo-bispektralne potencijale za �Sturm-Liuvilov operator sa Dirihle/Nojmanovim i

Robinovim grani�cnim uslovima. Ovaj rezultat je od izuzetne va�znosti jer dokazuje da uprkos

Borgovom rezultatu, za inverzni problem �Sturm-Liuvilovih operatora sa malim ka�snjenjima

ipak ne vrijedi teorema jedinstvenosti. Time se otvaraju nova pitanja u smislu �zi�ckog

zna�cenja ovih matemati�ckih rezultata, koje je potrebno detaljno istra�ziti. Izuzetnu va�znost u

ovom istra�zivanju predstavlja partikularni samoadjugovani integralni operator. Za ra�cunanje

sopstvenih vrijednosti i funkcija koristimo numeri�cke kao i metode linearnih diferencijalnih

operatora. Iskoristi�cemo numeri�cke rezultate kako bi do�sli do analiti�ckog oblika sopstvenih

vrijednosti i sopstvenih funkcija. U istom poglavlju dokazujemo da dva spektra nisu dovoljna

da se jedinstveno konstrui�se operator sa Dirihle/Nojmanovim grani�cnim uslovima �cak i kada

je potencijal iz prostora apsolutno neprekidnih funkcija.

Dio tre�ceg poglavlja sadr�zi originalne rezultate, kao i �cetvrto poglavlje. Konstrukcijom

izo-bispektralnih potencijala ujedno dajemo odgovor na vi�sedecenijska pitanja vezana za in-

verzne probleme �Sturm-Liuvilovog tipa sa konstantnim ka�snjenjem.

Klju�cni pojmovi: Diferencijalni operatori sa ka�snjenjem, �Sturm-Liuvilov operator, Inver-

zna spektralna teorija.
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Title: Inverse spectral problems for Sturm-Liouville-type with a constant delay

Abstract

The spectral theory of di�erential operators is a very important area of mathematical

analysis due to its signi�cant application in economics, biology, astrophysics, electronics,

biophysics, geophysics, and other technical sciences. It is divided into direct and inverse pro-

blems. Inverse spectral problems refer to the determination of the parameters of di�erential

operators based on their spectral characteristics. It is used in problems in which certain

spectral characteristics can be obtained experimentally. Also, the application of incomplete

inverse problems in which certain properties of parameters as well as spectral values are

known is signi�cant.

In the second half of the twentieth century, there was great interest in the inverse problems

of di�erential operators. One of the most signi�cant results in inverse spectral theory refers

to the classical Sturm-Liouville operator with Dirichlet/Neumann conditions in which it

is proved that two spectra uniquely determine the potential, [bor1]. This result was later

generalized for other potential classes as well as boundary conditions.

The paper consists of four chapters. In the study we observe the Sturm-Liouville operator

with constant delay. In the introductory chapter, we describe the spectral properties of the

classical Sturm-Liouville problem and observe the inverse problem from two spectra. We will

prove the uniqueness theorem of the inverse problem using Borg's result. We will reach the

same result using Weyl function.

In the second chapter, we solve direct problems for Sturm-Liouville operators with con-

stant delay. We will describe the spectral properties and asymptotic behaviors of charac-

teristic functions. In the same chapter, we observe the mentioned operator with the initial

function. These results were �rst described by the Russian mathematician Sim Borisovich

Norkin in the 1965 monograph [nor1].

In the 1980s, there was an interest in solving the inverse problem for Sturm-Liouville-

type operators with constant delay. In [pik1], it was found that the uniqueness theorem

holds for any delay provided that the potential is an analytic function. In the last decade,

it has been proven that two spectra uniquely determine the potential if the delay is greater

than two-�fths of the interval, [vla1], [yur4], [pik4], [bon1]. We prove these results in the

third chapter. The main part of the research is dedicated to the case when the delay is less
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than two-�fths of the interval. In the same chapter, we observe incomplete inverse problems

for Dirichlet/Neumann and Robin boundary conditions. We will show that two spectra are

su�cient to determine the potential if the potential is known at the part of the interval or

is symmetric at the subinterval.

In the fourth chapter, we observe inverse problems for Sturm-Liouville-type operators for

delays of less than two-�fths of the interval. For each delay from the mentioned interval, we

construct iso-bispectral potentials for the Sturm-Liouville operator with Dirichlet/Neumann

and Robin boundary conditions. This result is extremely important because it proves that

despite Borg's result, the uniqueness theorem does not apply to the inverse problem of Sturm-

Liouville operators with small delays. This raises new questions in terms of the physical

signi�cance of these mathematical results, which need to be explored in detail. The particular

self-adjoint integral operator is extremely important in this research. For calculation of its

eigenvalues and functions, we use numerical as well as methods of linear di�erential operators.

We will use numerical results to predict the analytical form of eigenvalues and eigenfunctions.

In the same chapter, we prove that two spectra are not su�cient to uniquely construct an

operator with Dirichlet/Neumann boundary conditions even when the potential is from the

space of absolutely continuous functions.

Part of the third chapter contains the original results, as well as the fourth chapter. By

constructing iso-bispectral potentials, we also provide an answer of long-term questions re-

lated to Sturm-Liouville-type inverse problems with constant delay.

Keywords: Di�erential operators with delay, Sturm-Liuoville operator, Inverse spectral the-

ory.

Scienti�c Area: Natural Sciences

Scienti�c Field: Mathematics

CERIF Classi�cation Code: P 140

Creative Commons License: CC BY-NC-ND
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Oznake

N - skup prirodnih brojeva,

Z - prsten cijelih brojeva,

Q - polje racionalnih brojeva,

R - polje realnih brojeva,

R+ - skup pozitivnih relanih brojeva

C - polje kompleksnih brojeva,

intS - najve�ci otvoren skup sadr�zan kao podskup u S,

S - zatvorenje skupa S,

S⊥ - ortogonalni komplement skupa S u Hilbertovom prostoru,

span{X} - linearni omota�c skupa X,

Re - realni dio kompleksnog broja ili funkcije,

Im - imaginarni dio kompleksnog broja ili funkcije,

1X - indikator funkcija na skupu X,

Resx=af(x) - reziduum meromorfne funkcije f(x) u izolovanom singularitetu a,

C[a, b] - prostor neprekidnih funkcija na [a, b],

AC[a, b] - prostor apsolutno neprekidnih funkcija na [a, b],

Ck[a, b] - prostor k puta neprekidno diferencijabilnih funkcija na [a, b],

Lp(X) - Banahov prostor funkcija integrabilnih sa stepenom 1 ≤ p <∞ na skupu X,

L∞(X) - Banahov prostor esencijalno ograni�cenih funkcija na skupu X,

W 2
N [a, b] - Soboljev prostor funkcija f(x), takvih da f (N)(x) ∈ L2(a, b)

lp - prostor p apsolutno sumabilnih nizova za 1 ≤ p <∞,

l∞ - prostor ograni�cenih nizova,

Ker(T ) - jezgro linearnog operatora T ,

R(T ) - prostor slike operatora T ,

T ∗ - adjugovan operator za A na Hilbertovom prostoru,

‖ · ‖ - norma,

〈·, ·〉 - skalarni proizvod,
s.s. - skoro svuda.
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1 Uvod

Klasi�cni �Sturm-Liuvilov problem posmatra linearne diferencijalne jedna�cine drugog reda

oblika

−y′′(x) + q(x)y(x) = λy(x), a < x < b, (1.0.1)

uz razdvojene grani�cne uslove

y(a) sinα + y′(a) cosα = 0,

y(b) sin β + y′(b) cos β = 0,
(1.0.2)

gdje je λ parametar i q(x) ∈ R.
Napomenimo da se op�sta diferencijalna jedna�cina drugog reda

− d

dx

[
p(x)

dy

dx

]
+ l(x)y(x) = µr(x)y(x), a < x < b (1.0.3)

gdje su funkcije p(x) i r(x) pozitivne, mo�ze svesti na formu (1.0.1) uz pretpostavku da

p(x) ∈ C1[a, b] i p(x)r(x) ∈ C2[a, b]. Bez umanjenja op�stosti mo�zemo pretpostaviti da je

a = 0 i b = π. Smjenom t = π(x − a)/(b − a) transformi�semo interval [a, b] u [0, π] bez

mijenjanja grani�cnih uslova.

Funkciju y(x, λ) ∈ C2[a, b] nazivamo rje�senjem �Sturm-Liuvilovog problema ako zadovolja-

va jedna�cinu (1.0.1) uz grani�cne uslove (1.0.2). Pretpostavimo da za neko λ0 grani�cni problem

(1.0.1)-(1.0.2) ima netrivijalno rje�senje y(x, λ0). U tom slu�caju λ0 se naziva sopstvena vrijed-

nost, a y(x, λ0) sopstvena funkcija grani�cnog problema. Glavni rezultat u �Sturm-Liuvilovoj

teoriji za klasi�cni problem je da normalizovane sopstvene funkcije formiraju ortonormira-

nu bazu Hilbertovog prostora L2(a, b). Ovaj rezultat �cemo dokazati u ovom poglavlju. Za-

hvaljuju�ci navedenim osobinama �Sturm-Liuvilova teorija ima zna�cajnu primjenu u teoriji

ortogonalnih funkcija, [har1], [dju1].

Pored direktnog problema, posmatra�cemo i inverzni problem za klasi�cni operator. Glavni

rezultati u inverznoj spektralnoj teoriji za pomenuti operator su istra�zeni u drugoj polovini

dvadesetog vijeka. Matemati�cari koji su dali zna�cajan doprinos su G. Borg, M.G. Ga�simov,

I.M. Geljfand, B.M. Levitan, I.S. Sargsjan, V.A. Mar�cenko i H. Vajl. U monogra�ji [fre1] su

detaljno obradeni va�zniji rezultati ovih matemati�cara.

Koriste�ci neke od ovih rezultata dokaza�cemo teoremu jedinstvenosti za inverzni problem

�Sturm-Liuvilovog operatora na dva razli�cita na�cina. Jedan pristup �ce biti sli�can Borgovom

rezultatu [bor1] gdje �cemo dokazati da je operator jedinstveno odreden iz dva spektra gene-

risana Dirihle/Nojmanovim grani�cnim uslovima. U drugom pristupu �cemo koristiti Vajlovu

funkciju koja se pokazala kao efektivan metod u rje�savanju inverznih problema, [lev2].
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1.1 Spektralna teorija operatora

Neka je H Hilbertov prostor i ozna�cimo sa 〈·, ·〉 skalarni proizvod u H. Linearni operator
T je linearno preslikavanje sa potprostora D(T ) ⊂ H na prostor H, gdje D(T ) predstavlja

domen operatora. Rang operatora T je potprostor R(T ) = {Tx : x ∈ D(T )}, dok je jezgro

operatora T dato sa Ker(T ) = {x ∈ D(T ) : Tx = 0}. Ka�zemo da je linearan operator T

ograni�cen ako je vrijednost

sup
x∈D(T ),x 6=0

‖Tx‖
‖x‖

kona�cna, u suprotnom ka�zemo da je operator T neograni�cen. Koristimo oznaku B(H1,H2) za

skup svih ograni�cenih linearnih operatora koji se slikaju sa prostora H1 na H2. Za operator

T ka�zemo da je gusto de�nisan ako je potprostor D(T ) od H gust u H. Graf linearnog
operatora T na H je skup

G(T ) :=
{
〈x, Tx〉 : x ∈ D(T )

}
⊂ H×H.

Operator S je pro�sirenje operatora T ako vrijedi D(T ) ⊂ D(S) i Tx = Sx, ∀x ∈ D(T ). U

tom slu�caju koristimo notaciju T ⊂ S.

De�nicija 1.1.1. Za linearan operator T na H ka�zemo da je zatvoren ako je graf G(T )

zatvoren potprostor u H. Za linearan operator T na H ka�zemo da je operator zatvorenja ako

je G(T ) = G(T ), pri �cemu operator T nazivamo zatvorenje operatora T .

De�nicija 1.1.2. Neka je T : D(T ) → H neograni�cen gusto de�nisan linearan operator.

Adjugovan operator T ∗ : D(T ∗)→ H de�ni�semo na sljede�ci na�cin:

Domen D(T ∗) sadr�zi vektore y ∈ H za koje je preslikavanje D(T ) 3 x 7→ 〈Tx, y〉 ograni�ceno
u odnosu na normu H. Za takvo y ∈ H postoji, po Risovoj teoremi, jedinstveni vektor T ∗y

tako da

〈Tx, y〉 = 〈x, T ∗y〉, ∀x ∈ D(T ).

De�nicija 1.1.3. Za gusto de�nisan linearan operator T : D(T ) → H ka�zemo da je sime-

tri�can (ili Hermitov) operator ako vrijedi

〈Tx, y〉 = 〈x, T ∗y〉, ∀x, y ∈ D(T ),

ili, ekvivalentno, T ⊂ T ∗. �Stavi�se:

(i) T nazivamo samoadjugovan ako jå T = T ∗.

(ii) T nazivamo esencijalno samoadjugovan ako je T samoadjugovan.



Inverzni spektralni problemi �Sturm-Liuvilovog tipa sa konstantnim ka�snjenjem 3

Napomenimo da za simetri�can operator T vrijedi T ⊂ T ∗∗ ⊂ T ∗, dok za zatvoren simetri�can

operator vrijedi T = T ∗∗ ⊂ T ∗. Za samoadjugovan operator T vrijedi relacija T = T ∗∗ = T ∗.

U nastavku �cemo se baviti spektrom linearnih neograni�cenih operatora. Takode, posma-

tra�cemo osobine samoadjugovanih operatora.

De�nicija 1.1.4. Neka je T : D(T ) → H linearan operator. Rezolventni skup ρ(T ) sadr�zi

kompleksne brojeve z za koje je operator T − z : D(T ) → H bijektivan i inverz (T − z)−1

ograni�cen. Spektar operatora T je de�nsan kao σ(T ) := C \ ρ(T ). Punktalni spektar σp(T ) je

skup sopstvenih vrijednosti operatora T .

Lema 1.1.5. Spektar samoadjugovanog operatora T na Hilbertovom prostoru H je neprazan

podskup realne prave, odnosno ∅ 6= σ(T ) ⊂ R.

Dokaz. Prvo �cemo dokazati da spektar mora biti podskup realne prave. Neka je λ ∈ C \R i

pretpostavimo da λ ∈ σ(T ). Tada postoji 0 6= x ∈ D(T ∗) tako da je Tx = λx = T ∗x i vrijedi

λ〈x, x〉 = 〈λx, x〉 = 〈Tx, x〉 = 〈x, T ∗x〉 = 〈x, λx〉 = λ〈x, x〉,

odakle slijedi da je 2Im(λ)〈x, x〉 = 0, odnosno x = 0, ako je Im(λ) 6= 0, prema tome vrijedi

σ(T ) ⊂ R. U nastavku �cemo dokazati da je spektar neprazan. Pretpostavimo suprotno

odnosno da je σ(T ) = ∅. U tom slu�caju je T invertibilan i T−1 je ograni�cen samoadjugovan

operator. Za λ 6= 0 operator

(T−1 − λI) = (I − λT )T−1 = λ(
1

λ
I − T )T−1

ima ograni�cen inverzni operator
1

λ
T

(
1

λ
I − T

)−1

.

Prema tome σ(T−1) = {0}, jer spektar ne mo�ze biti prazan, a λ = 0 je jedina preostala

vrijednost koja zadovoljava uslov. Ipak, u tom slu�caju slijedi da je T−1 = 0 �sto je kontradik-

cija.

Zna�cajnu ulogu u spektralnoj teoriji zauzimaju kompaktni operatori. Kao �sto je po-

znato linearan operator T : H1 → H2 je kompaktan ako je slika jedini�cne lopte iz H1

relativno kompaktan skup u H2, pri �cemu je skup relativno kompaktan ako je njegovo za-

tvorenje kompaktan skup. Koristimo oznaku K(H1,H2) za skup svih kompaktnih operatora

koji djeluju na pomenutim prostorima. Ako je H1 = H2, tada za pomenuti skup operatora

koristimo oznaku K(H1). Poznato je da je svaki kompaktan operator ograni�cen, odnosno
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K(H1,H2) ⊂ B(H1,H2). U nastavku se bavimo spektralnom teorijom kompaktnih operato-

ra, ali prije toga �cemo obraditi Fredholmovu alternativu. Navodimo sljede�ce dvije teoreme

bez dokaza, a vi�se mo�zete na�ci u [ars1] i [hel1].

Teorema 1.1.6. (Fredholmova alternativa). Neka je T kompaktan operator na Hilber-

tovom prostoru H, tada

1. Ker(I − T ) je kona�cno dimenzionalan,

2. R(I − T ) je zatvoren i kona�cno dimenzionalan,

3. R(I − T ) = H ako i samo ako je Ker(I − T ) = {0}.

Fredholmova alternativa nam govori da se operator I − T , pri �cemu je T kompaktan,

pona�sa kao operator na kona�cno dimenzionalnom prostoru. Znamo da su linearni operatori

na kona�cno dimenzionalnim prostorima injektivni ako i samo ako su surjektivni, a vidimo

sli�cno pona�sanje pod navedenim pretpostavkama. Napominjemo da Fredholmova alternativa

vrijedi i za kompaktne operatore na Banahovim prostorima.

Teorema 1.1.7. Neka je H beskona�cno dimenzionalan Hilbertov prostor i T ∈ K(H), tada:

1. 0 ∈ σ(T ),

2. σ(T ) \ {0} = σp(T ) \ {0},

3. vrijedi samo jedan od sljede�cih uslova:

(a) σ(T ) \ {0} = ∅,

(b) σ(T ) \ {0} je kona�can skup,

(c) σ(T ) \ {0} niz koji konvergira ka nuli.

4. Svaki element λ ∈ σ(T ) je izolovan i dimKer(I − T ) <∞.

Teorema 1.1.8. Neka je T = T ∗ ∈ K(H), tada sopstvene vrijednosti operatora T �cine realni

niz koji konvergira ka nuli, dok od sopstvenih funkcija mî�zemo konstruisati ortonormalnu

bazu prostora H.

Dokaz. Neka su {λn}n≥1 razli�cite nenula sopstvene vrijednosti operatora T . Po�sto je T sa-

moadjugovan, sopstvene vrijednosti su realne. Neka je λ0 = 0 i za n ≥ 0, ozna�cimo sa
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En := Ker(T − λnI). Poka�zimo da je En 6= Em za n 6= m. Ako u ∈ Em i v ∈ En, za n 6= m

imamo

〈Tu, v〉 = λm〈u, v〉 = 〈u, Tv〉 = λn〈u, v〉,

odakle slijedi da je 〈u, v〉 = 0.

Ozna�cimo sa F linearni omota�c od
⋃
n≥0En, dokaza�cemo da je F gust u H. Jasno je da

vrijedi T (F ) ⊂ F . Po�sto je T samoadjugovan, vrijedi da je T (F⊥) ⊂ F⊥. Ozna�cimo sa T̃

restrikciju operatora T na skup F⊥. Operator T̃ je kompaktan i samoadjugovan i djeluje

na ortogonalnom komplementu skupa F . Kako je Ker(T̃ − λnI) ⊂ F , zaklju�cujemo da je

σ(T̃ ) = {0}, odakle slijedi da je T̃ = 0. Ali, po�sto je F⊥ ⊂ Ker(T ) = E0 ⊂ F, zaklju�cujemo

da je F⊥ = {0}, u suprotnom bi T̃ 6= 0. Prema tome F je gust u Hilbertovom prostoru.

Na kraju izaberemo ortonormalnu bazu svakog potprostora En. Uzimaju�ci njihovu uniju

dobijamo ortonormalnu bazu �citavog prostora H.

De�nicija 1.1.9. Ograni�cen linearni operator T : H1 → H2 je Hilbert-�Smitov ako je

‖T‖2
HS :=

∞∑
n=1

‖Ten‖2 <∞,

pri �cemu je {en}∞n=1 proizvoljna ortonormalna baza prostora H1. Broj ‖T‖HS se naziva

Hilbert-�Smitova norma i ne zavisi od izbora baze.

Lema 1.1.10. Svaki Hilbert-�Smitov opertator T : H1 → H2 je kompaktan.

Dokaz. Za proizvoljno x ∈ H1 vrijedi da je Tx =
∑∞

n=1〈en, x〉Ten. Dalje slijedi da je

‖T − TN‖2 ≤ ‖T − TN‖2
HS =

∑
N+1<n

‖Ten‖2 → 0, N →∞.

Prema tome kona�cno dimenzionalni operatori TN konvergiraju po normi operatoru T , odakle

zaklju�cujemo da je operator T kompaktan.

Teorema 1.1.11. Neka je H = L2(Ω), gdje je Ω ⊂ Rd otvoren skup. Operator T je Hilbert-

�Smitov ako i samo ako postoji integralno jezgro K(x, y) ∈ L2(Ω× Ω) tako da

Tf(x) =

∫
Ω

K(x, y)f(y)dy. (1.1.1)

U tom slu�caju je ‖T‖HS = ‖K‖L2(Ω×Ω).
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Dokaz. Neka je K ∈ L2(Ω × Ω), poka�zimo da je operator T dat sa (1.1.1) Hilbert-�Smitov.

Neka je {en}n≥1 ortonormalna baza u H, onda funkcije em,n(x, y) = em(x)en(y) �cine orto-

normalnu bazu prostora L2(Ω× Ω). Dalje, vrijedi

∞∑
n=1

∣∣Ten∣∣2 =
∑
m,n

∣∣〈em, T en〉∣∣2 =
∑
m,n

∣∣∣∣ ∫
Ω

em(x)

(∫
Ω

K(x, y)en(y)dy

)
dx

∣∣∣∣2
=
∑
m,n

∣∣∣∣ ∫
Ω

∫
Ω

em(x)en(y)K(x, y)dxdy

∣∣∣∣2 =
∑
m,n

∣∣〈em,n, K〉∣∣2 = ‖K‖L2(Ω×Ω).

Dalje, neka je T proizvoljan Hilbert-�Smitov operator na H. Za svako u ∈ H vrijedi

Tu =
∞∑
n=1

〈en, u〉Ten =
∑
m,n

〈en, u〉〈em, T en〉em.

Uzimaju�ci,

K(x, y) =
∑
m,n

en(y)〈em, T en〉em(x) =
∑
m,n

〈em, T en〉em,n(x, y),

lako se provjeri da K(x, y) ∈ L2(Ω× Ω), kao i ostale osobine.

U nastavku �cemo ne�sto vi�se re�ci o Risovoj bazi u Hilbertovim prostorima. Vi�se informacija

o ovoj temi mo�zete na�ci u [fre1].

De�nicija 1.1.12. Skup {fn}n≥1 nazivamo Risovom bazom Hilbertovog prostora H ako po-

stoji ograni�cen linearan invertibilan operator A : H → H tako da je Aen = fn, pri �cemu je

{en}n≥1 ortonormalna baza.

Ideja de�nicije je zasnovana na sljede�cem: za proizvoljno f ∈ H vrijedi

A−1f =
∞∑
n=1

〈A−1f, en〉en =
∞∑
n=1

〈f, (A∗)−1en〉en,

odakle slijedi da je

f =
∞∑
n=1

〈f, χn〉fn,

gdje je χn = (A∗)−1en i fn = Aen.

Ekvivalentno Risova baza se mo�ze de�nisati na sljede�ci na�cin: Niz vektora {fn}n≥1 nazivamo

Risov niz ako postoje konstante 0 < C1 ≤ C2 <∞ tako da je

C1

( ∞∑
n=1

|an|2
)
≤
∥∥∥∥ ∞∑
n=1

anfn

∥∥∥∥2

≤ C2

( ∞∑
n=1

|an|2
)
,

za svaki niz {an}n≥1 ∈ l2. Risov niz nazivamo Risovom bazom ako je span{fn}n≥1 gust u H.
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Teorema 1.1.13. Neka je {fn = Aen}n≥1, Risova baza od H, gdje je {en}n≥1 ortonormalna

baza i A ograni�cen linearan operator. Neka je {gn}n≥1 niz vektora u H tako da vrijedi

Λ :=

( ∞∑
n=1

‖gn − fn‖
)1/2

<∞.

1. Ako je Λ < 1
‖A−1‖ , tada {gn}n≥1 �cini Risovu bazu.

2. Ako je {gn}n≥1 ω−linearno nezavisan ili kompletan u H, tada {gn}n≥1 �cini Risovu

bazu.

Dokaz. Dokaza�cemo samo prvi dio teoreme, kompletan dokaz mo�zete na�ci u [fre1]. Posma-

tramo operator

T

( ∞∑
n=1

cnfn

)
=
∞∑
n=1

cn(fn − gn), {cn}j≥1 ∈ l2.

Jasno je da je T ograni�cen linearan operator i ‖T‖ ≤ Λ. �Stavi�se,
∑∞

n=1 ‖Tej‖2 <∞. Kako je

A− T = (E − TA−1)A, i ‖TA−1‖ < 1,

slijedi da je A− T linearan ograni�cen invertibilan operator. Sa druge strane

(A− T )en = gn,

odakle zaklju�cujemo da je {gn}n≥1 Risova baza u H.

Posljedica 1.1.14. Neka je dat niz {λn}n≥0 oblika

λn = n+
a

n
+
κn
n
, {κn}n≥0 ∈ l2, a ∈ C,

pri �cemu je λn 6= λk za n 6= k. Tada {cosλnx}n≥1 �cini Risovu bazu u L2(0, π).

Dokaz. Mo�ze se pokazati da je niz {cos(λnx)}n≥0 kompletan u L2(0, π), [fre1]. Sa druge

strane vrijedi
∞∑
n=1

‖ cosnx− cosλnx‖ <∞,

te dokaz slijedi na osnovu Teoreme 1.1.13.
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1.2 �Sturm-Liuvilov operator na kona�cnom intervalu

Posmatramo grani�cni problem L = L(q, h,H) :

ly := −y′′(x) + q(x)y(x) = λy(x), 0 < x < π, (1.2.1)

U(y) := y′(0)− hy(0) = 0, V (y) := y′(π) +Hy(π) = 0, (1.2.2)

gdje je λ spektralni parametar; h,H ∈ R i q(x) ∈ L2(0, π). Funkcija q(x) se naziva potencijal.

Domen grani�cnog problema (1.2.1)-(1.2.2) je dat sa

D(L) =

{
y(x) ∈ L2[0, π] : y′(x) ∈ AC[0, π], y′′(x) ∈ L2(0, π), U(y) = V (y) = 0

}
.

�Sturm-Liuvilov operator je neograni�cen linearan operator. Domen D(L) je gust u L2(0, π),

prema tome �Sturm-Liuvilov operator je gusto de�nisan.

U skladu sa De�nicijom 1.1.4, vrijednosti parametra λ za koje grani�cni problem L ima

netrivijalna rje�senja nazivaju se sopstvene vrijednosti, a odgovaraju�ca netrivijalna rje�senja

se nazivaju sopstvene funkcije. Skup sopstvenih vrijednosti se naziva spektar grani�cnog pro-

blema L.

U ovom poglavlju �cemo obraditi spektralne osobine grani�cnog problema L i posmatra�cemo

asimptotska pona�sanja sopstvenih vrijednosti i funkcija. Na po�cetku �cemo odrediti oblik

integralne jedna�cine koji treba da zadovolji op�ste rje�senje jedna�cine (1.2.1). Uvodimo notaciju

λ = z2, koju koristimo kroz �citavo poglavlje.

Lema 1.2.1. Integralna jedna�cina ekvivalentna sa (1.2.1) je oblika

y(x) = C1 sin zx+ C2 cos zx+
1

z

x∫
0

q(t)y(t) sin z(x− t)dt. (1.2.3)

Dokaz. Jedna�cina (1.2.1) je ekvivalentna sa

y′′(x) + λy(x) = q(x)y(x).

Na ovu jedna�cinu �cemo primijeniti metodu varijacije konstanti. Posmatrajmo pridru�zenu

homogenu jedna�cinu

y′′(x) + λy(x) = 0,

�cije je rje�senje

y(x) = C1(x) sin zx+ C2(x) cos zx. (1.2.4)
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Varirajmo konstante da zadovoljavaju uslove

C ′1(x) sin zx+ C ′2(x) cos zx =0,

C ′1(x)z cos zx− C ′2(x)z sin zx =q(x)y(x).

Rje�senja ovog sistema su

C1(x) =
1

z

x∫
0

q(t)y(t) cos ztdt+ C1,

C2(x) = −1

z

x∫
0

q(t)y(t) sin ztdt+ C2,

gdje su C1 i C2 konstante. Ako C1(x) i C2(x) uvrstimo u (1.2.4) dobijamo

y(x) = sin zx

(
1

z

x∫
0

q(t)y(t) cos ztdt+ C1

)
+ cos zx

(
− 1

z

x∫
0

q(t)y(t)sinztdt+ C2

)
,

odnosno

y(x) =
1

z

x∫
0

q(t)y(t)sinz(x− t)dt+ C1 sin zx+ C2 cos zx.

Lako se poka�ze suprotni smijer tako �sto desnu stranu iz (1.2.3) uvrstimo u (1.2.1).

Uo�cimo da vrijedi

y′(x) = zC1 cos zx− zC2 sin zx+

x∫
0

q(t)y(t) cos z(x− t)dt (1.2.5)

Pored grani�cnih uslova (1.2.2) �cesto se posmatraju drugi razdvojeni grani�cni uslovi:

(i) U(y) = y(π) = 0,

(ii) y(0) = V (y) = 0,

(iii) y(0) = y(π) = 0.

Neka su C(x, λ), S(x, λ), φ(x, λ), ψ(x, λ) rje�senja jedna�cine (1.2.1) uz po�cetne uslove

C(0, λ) = 1, C ′(0, λ) = 0, S(0, λ) = 0, S ′(0, λ) = 1,

φ(0, λ) = 1, φ′(0, λ) = h, ψ(, π, λ) = 1, ψ′(π, λ) = −H.
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Koriste�ci (1.2.3) dobijamo

C(x, λ) = cos zx+
1

z

∫ x

0

q(t)C(t, λ) sin z(x− t)dt,

S(x, λ) =
1

z
sin zx+

1

z

∫ x

0

q(t)S(t, λ) sin z(x− t)dt,

φ(x, λ) = cos zx+
h

z
sin zx+

1

z

∫ x

0

q(t)φ(t) sin z(x− t)dt,

ψ(x, λ) = cos z(π − x) +
H

z
sin z(π − x)− 1

z

∫ π

x

q(t)ψ(t) sin z(x− t)dt.

(1.2.6)

Lako se pokazuje da su funkcije C(x, λ), S(x, λ), φ(x, λ), ψ(x, λ) za svako x ∈ R cijele po λ.

Izabrali smo pî�cetne uslove tako da vrijedi

U(φ) = φ′(0, λ)− hφ(0, λ) = 0, V (ψ) = ψ′(π, λ) +Hψ(π, λ) = 0.

Ozna�cimo

∆(λ) = 〈ψ(x), φ(x)〉W , (1.2.7)

gdje je

〈y(x), z(x)〉W := y(x)z′(x)− y′(x)z(x).

Vronskijan od y(x) i z(x). Po osobini Liuvilove formule za Vronskijan 〈ψ(x, λ), φ(x, λ)〉W ne

zavisi od x, [cod1]. Funkcija ∆(λ) se zove karakteristi�cna jedna�cina za grani�cni problem L.

Ako uvrstimo x = 0 i x = π u (1.2.6) dobijamo

∆(λ) = V (φ) = −U(ψ).

Uo�cimo da za x = π imamo ∆(λ) = φ′(π, λ) +Hφ(π, λ), odnosno

∆(λ) = (h+H) cos zπ+

(
hH

z
− z
)

sin zπ +

∫ π

0

q(t)φ(t, λ) cos z(π − t)dt

+
H

z

∫ π

0

q(t)φ(t, λ) sin z(π − t)dt
(1.2.8)

Funkcija ∆(λ) je cijela po λ, a u nastavku pokazujemo da je njen skup nula {λn}n≥1 najvi�se

prebrojiv.

Teorema 1.2.2. (i) Nule {λn}n≥1 karakteristi�cne funkcije ∆(λ) odgovaraju sopstvenim vri-

jednostima grani�cnog problema L.

(ii) Funkcije φ(x, λ) i ψ(x, λ) su sopstvene funkcije i postoji niz {βn}n≥1 tako da

ψ(x, λn) = βnφ(x, λn), βn 6= 0. (1.2.9)
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Dokaz. (i) Neka je λ0 nula funkcije ∆(λ). Na osnovu (1.2.7) vrijedi ψ(x, λ0)φ′(x, λ0) =

ψ′(x, λ0)φ(x, λ0) odnosno ψ(x, λ0) = β0φ(x, λ0), pri �cemu funkcije ψ(x, λ0), φ(x, λ0) zadovo-

ljavaju po�cetne uslove (1.2.2). Prema tome, λ0 je sopstvena vrijednost i ψ(x, λ0), φ(x, λ0) su

sopstvene funkcije.

(ii) Neka su λ0, y0(x) sopstvena vrijednost i sopstvena funkcija grani�cnog problema L. Tada

vrijedi U(y0) = V (y0) = 0. Jasno je da je y0(0) 6= 0, te bez umanjenja op�stosti mo�zemo

pretpostaviti da je y0(0) = 1. Tada je y
′
0(0) = h, odnosno y0(x) = φ(x, λ0). Kona�cno,

∆(λ0) = V (y0(x)) = 0. Time smo dokazali da za svaku sopstvenu vrijednost postoji jedin-

stvena sopstvena funkcija do na multiplikativnu konstantu.

Te�zinske vrijednosti grani�cnog problema L de�ni�semo na sljede�ci na�cin

αn :=

∫ π

0

φ2(x, λn)dx. (1.2.10)

Vrijednosti {λn, αn}n≥1 nazivamo spektralne vrijednosti grani�cnog problema L.

Lema 1.2.3. Vrijedi

βnαn = −∆̇(λn) (1.2.11)

gdje je βn de�nisano u (1.2.9), te ∆̇(λ) =
d

dλ
∆(λ).

Dokaz. Iz jedna�cina

−ψ′′(x, λ) + q(x)ψ(x, λ) = λψ(x, λ), −φ′′(x, λ) + q(x)φ(x, λ) = λnφ(x, λ),

dobijamo

d

dx
〈ψ(x, λ), φ(x, λn)〉W = ψ(x, λ)φ′′(x, λn)− ψ′′(x, λ)φ(x, λn) = (λ− λn)ψ(x, λ)φ(x, λn),

odakle slijedi

(λ− λn)

∫ π

0

ψ(x, λ)φ(x, λn)dx = 〈ψ(x, λ), φ(x, λn)〉W
∣∣∣π
0

= V (φ(x, λn)) + U(ψ(x, λ)) = ∆(λ)−∆(λn).

Pu�staju�ci da λ→ λn dobijamo∫ π

0

ψ(x, λ)φ(x, λn)dx = −∆̇(λn).
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Teorema 1.2.4. Sopstvene vrijednosti {λn}n≥1 i sopstvene funkcije φ(x, λn), ψ(x, λ) gra-

ni�cnog problema L su realne. Sve nule funkcije ∆(λ) su proste, te sopstvene funkcije koje

odgovaraju razli�citim sopstvenim vrijednostima su ortogonalne u L2(0, π).

Dokaz. Poka�zimo da su sopstvene vrijednosti realne. Pretpostavimo suprotno, neka su λn i λk

(λn 6= λk) sopstvene vrijednosti sa sopstvenim funkcijama yn(x) i yk(x) redom. Parcijalnom

integracijom dobijamo ∫ π

0

lyn(x)yk(x)dx =

∫ π

0

yn(x)lyk(x)dx,

stoga vrijedi

λn

∫ π

0

yn(x)yk(x)dx = λk

∫ π

0

yn(x)yk(x)dx,

ili ∫ π

0

yn(x)yk(x)dx = 0.

Dalje, neka je λ0 = u + iv, v 6= 0 sopstvena vrijednost sa sopstvenom funkcijom y0(x) 6= 0.

Po�sto su h i H realni brojevi, a q(x) realna funkcija, dobijamo da je λ̄0 = u − iv takode

sopstvena vrijednost funkcije ȳ0(x). Kako je λ0 6= λ̄0 imamo

‖y0‖2
L2 =

∫ π

0

y0(x)ȳ0(x)dx = 0,

�sto je kontradikcija, jer je y0(x) 6= 0. Iz prethodnog slijedi da su sopstvene vrijednosti {λn}n≥1

realne, kao i sopstvene funkcije. Kako je αn 6= 0 i βn 6= 0 dobijamo da je ∆̇(λn) 6= 0.

U prethodnoj teoremi smo dokazali da je �Sturm-Liuvilov operator samoadjugovan. Na-

pomenimo da je va�zna pretpostavka da je potencijal q(x) ∈ L2(0, π) realna funkcija. U

suprotnom, ako je q(x) kompleksna funkcija, niti su sopstvene funkcije grani�cnog problema

L ortogonalne u op�stem slu�caju, niti je operator samoadjugovan.

Primjer 1.2.5. Neka je q(x) = 0 i h = H = 0. Tada vrijedi

C(x, λ) = φ(x, λ) = cos zx, S(x, λ) =
sin zx

z
, ψ(x, λ) = cos z(π − x),

∆(λ) = −z sin zπ, λn = n2(n ∈ N0), φ(x, λn) = cosnx, βn = (−1)n.

Sada �cemo opisati asimptotska pona�sanja sopstvenih vrijednosti i sopstvenih funkcija.

Prije toga uvedimo oznaku γ = Im(z).
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Lema 1.2.6. Za |z| → ∞, za x ∈ [0, π] vrijede sljede�ce asimptotske formule:

φ(x, λ) = cos zx+O

(
exp(|γ|x)

|z|

)
φ′(x, λ) = −z sin zx+O

(
exp(|γ|x)

) (1.2.12)

Dokaz. Koristi�cemo (1.2.6), ta�cnije

φ(x, λ) = cos zx+
h

z
sin zx+

1

z

∫ x

0

q(t)φ(t) sin z(x− t)dt. (1.2.13)

Diferenciranjem prethodne jedna�cine dobijamo

φ′(x, λ) = −z sin zx+ h cos zx+

∫ x

0

q(t)φ(t) cos z(x− t)dt. (1.2.14)

Ozna�cimo µ(λ) = max
0≤x≤π

|φ(x, λ)| exp(−|γx|). Kako je | sin zx| ≤ exp(γx) i | cos zx| ≤ exp(γx)

za |z| ≥ 1 i x ∈ [0, π] vrijedi da je

|φ(x, λ)| exp(−|γx|) ≤ 1 +
1

|z|

(
h+ µ(λ)

∫ x

0

|q(t)|)dt
)
≤ C1 +

C2

|z|
µ(λ).

Iz prethodnog imamo

µ(λ) ≤ C1 +
C2

|z|
µ(λ).

Za dovoljno veliko |z| dobijamo µ(λ) = O(1), odnosno φ(x, λ) = O(exp(|γ|x)). Koriste�ci

posljednju nejedna�cinu i uvr�stavaju�ci u desnu stranu jedna�cina (1.2.13) i (1.2.14) dobijamo

tra�zeno asimptotsko pona�sanje.

U nastavku opisujemo asimptotsko pona�sanje sopstvenih vrijednosti i sopstvenih funkcija

grani�cnog problema L.

Teorema 1.2.7. Skup sopstvenih vrijednosti {λn}n≥0 grani�cnog problema L je prebrojiv. Za

n ∈ N vrijedi:

zn =
√
λn = n+

ω

πn
+
κn
n
, {κn} ∈ l2, (1.2.15)

φ(x, λn) = cosnx+
ξn(x)

n
, |ξn(x)| ≤ C, (1.2.16)

gdje je

ω = h+H +
1

2

∫ π

0

q(t)dt.

Obratimo pa�znju da simbol {κn}n≥1 ozna�cava razli�cite nizove u l2, dok simbol C pred-

stavlja razli�cite pozitivne konstante koje ne zavise od x, λ i n.
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Dokaz. Prvo �cemo odrediti asimptotsko pona�sanje karakteristi�cne funkcije. Mijenjaju�ci asimp-

totiku za φ(x, λ), iz (1.2.12) u (1.2.13) odnosno (1.2.14), dobijamo

φ(x, λ) = cos zx+ q1(x)
sin zx

z
+

1

2z

∫ x

0

q(t) sin z(x− 2t)dt+O

(
exp(|γ|x)

z2

)
,

φ′(x, λ) = −z sin zx+ q1(x) cos zx+
1

2

∫ x

0

q(t) cos z(x− 2t)dt+O

(
exp(|γ|x)

z

)
,

(1.2.17)

gdje je q1(x) = h+ 1
2

∫ x
0
q(t)dt. Prema (1.2.7) imamo ∆(λ) = φ′(x, λ) +Hφ(x, λ), te koriste�ci

(1.2.3) dolazimo do

∆(λ) = −z sin zπ + ω cos zπ + κ(z), (1.2.18)

gdje je

κ(z) =
1

2

∫ π

0

q(t) cos z(π − 2t)dt+O

(
exp(|γ|π)

z

)
.

Ozna�cimo sa Gδ = {z : |z − k| ≥ δ, k = 0,±1,±2, ...}, δ > 0. Lako se mo�ze pokazati

| sin zπ| ≥Cδ exp(|γ|π), z ∈ Gδ,

|∆(λ)| ≥Cδ exp(|γ|π), z ∈ Gδ, |z| ≥ z∗,
(1.2.19)

za dovoljno veliko z∗ = z∗(δ).

U nastavku �cemo dokazati (1.2.15). Ozna�cimo sa

Γn = {λ : |λ| = (n+ 1/2)2}.

Iz (1.2.18) slijedi

∆(λ) = f(λ) + g(λ), f(λ) = −z sin zπ, |g(λ)| ≤ C exp(|γ|π).

Na osnovu (1.2.19) imamo |f(λ)| > |g(λ)|, λ ∈ Γn za dovoljno veliko n. Prema Ru�seovoj

teoremi [con1,p.125], broj nula ∆(λ) unutar Γn je jednak broj nula funkcije f(λ) = −z sin zπ.

Prema tome, u krugu |λ| < (n + 1/2)2 postoji ta�cno n + 1 sopstvena vrijednost od L i to

λ0, λ1, ..., λn. Primjenjuju�ci Ru�seovu teoremu na krug γn(δ) = {z : |z−n| < δ} zaklju�cujemo

da za dovoljno veliko n u krugu γn(δ) postoji ta�cno jedna nula ∆(λ), koju �cemo ozna�citi sa

zn =
√
λn. Kako je δ > 0 proizvoljno, vrijedi

zn = n+ εn, εn = o(1), n→∞. (1.2.20)

Kada uvrstimo (1.2.20) u (1.2.18) dobijamo

0 = ∆(zn) = −(n+ εn) sin(n+ εn)π + ω cos(n+ εn)π + κn,
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odakle slijedi

−n sin εnπ + ω cos εnπ + κn = 0. (1.2.21)

Iz posljednje jedna�cine je sin εnπ = O( 1
n
). Koriste�ci jo�s jednom (1.2.21) dobijamo εn =

ω

πn
+
κn
n
. Kada zamijenimo (1.2.15) u (1.2.17) dobijamo (1.2.16) gdje je

ξn(x) =

(
h+

1

2

∫ x

0

q(t)dt− xω

π
− xκn

)
sinnx+

1

2

∫ x

0

q(t) sinn(x− 2t)dt+O

(
1

n

)
.

Odakle je |ξn(x)| < C.

Koriste�ci prethodnu teoremu lako mo�zemo izvesti formule

αn =
π

2
+
κn
n
, βn = (−1)n +

κn
n
, ∆̇(λ) = (−1)n+1π

2
+
κn
n
. (1.2.22)

Ozna�cimo sa W 2
N [0, π] Soboljev prostor funkcija f(x), takvih da su f (j)(x), j = 0, 1, ..., N−1

apsolutne neprekidne funkcije i f (N)(x) ∈ L2(0, π).

Posljedica 1.2.8. Ako q(x) ∈ W 2
N [0, π], N ∈ N, tada vrijedi

zn =n+
N+1∑
j=1

ωj
nj

+
κn
nN+1

, ω2p = 0, ω1 =
ω

π
,

αn =
π

2
+

N+1∑
j=1

ω+
j

nj
, ω+

2p+1 = 0, p ≥ 0.

(1.2.23)

Dokaz. Ako je q(x) ∈ W 2
1 [0, π] parcijalnom integracijom dobijamo

1

2

∫ x

0

q(t) cos z(x− 2t)dt =
sin zx

4z
(q(x) + q(0)) +

1

4z

∫ x

0

q′(t) sin z(x− 2t)dt,

1

2z

∫ x

0

q(t) sin z(x− 2t)dt =
cos zx

4z2
(q(x)− q(0))− 1

4z2

∫ x

0

q′(t) cos z(x− 2t)dt.

Zatim, primjenjuju�ci prethodni postupak dolazimo do (1.2.23).

Teorema 1.2.9. Spektar {λn}n≥0 grani�cnog problema L jedinstveno odreduje karakteristi�cnu

funkciju ∆(λ) formulom

∆(λ) = π(λ− λ0)
∞∏
n=1

λn − λ
n2

. (1.2.24)

Dokaz. Iz formule (1.2.18) slijedi da je ∆(λ) cijela funkcija po λ reda 1/2. Koriste�ci Adama-

rovu teoremu faktorizacije [con1,p.289], ∆(λ) je jedinstveno odredena svojim nulama do na

multiplikativnu konstantu:

∆(λ) = C
∞∏
n=1

(
1− λ

λn

)
. (1.2.25)
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Napomenimo da slu�caj ∆(0) = 0 zahtijeva male modi�kacije. Posmatrajmo funkciju

−z sin zπ = −λπ
∞∏
n=1

(1− λ

n2
).

Tada je
∆(λ)

−z sin zπ
= C

λ− λ0

λ0πλ

∞∏
n=1

n2

λn

∞∏
n=1

(
1 +

λn − n2

n2 − λ

)
.

Koriste�ci (1.2.15) i (1.2.18) mo�zemo izra�cunati

lim
λ→−∞

∆(λ)

−z sin zπ
= 1, lim

λ→−∞

∞∏
n=1

(
1 +

λn − n2

n2 − λ

)
= 1,

odakle zaklju�cujemo

C = πλ0

∞∏
n=1

λn
n2
.

Ako uvrstimo C u (1.2.25) dolazimo do (1.2.24).

Sli�cni rezultati vrijede i za �Sturm-Liuvilove operatore sa drugim tipovima razdvojenih

grani�cnih uslova.

Napomena 1.2.10. (i) Posmatrajmo grani�cne uslove problema L1 = L1(q(x), h) za jed-

na�cinu (1.2.1) sa grani�cnim uslovima U(y) = y′(0) + hy(0) = 0, y(π) = 0. Sopstvene vrijed-

nosti {µn}n≥1 od L1 su proste i odgovaraju nulama karakteristi�cne jedna�cine d(λ) := φ(π, λ),

te vrijedi

d(λ) =
∞∏
n=0

µn − λ
(n+ 1/2)2

. (1.2.26)

Za spektralne vrijednosti {µn, αn1}n≥0, αn1 :=
∫ π

0
φ2(x, µn)dx od L1 imamo asimptotske

formule:
√
µn =n+

1

2
+
ω1

nπ
+
κn
n
, {κn} ∈ l2,

αn1 =
π

2
+
κn1

n
, {κn1} ∈ l2,

(1.2.27)

gdje je ω1 = h+ 1
2

∫ π
0
q(t)dt.

(ii) Posmatrajmo grani�cne uslove problema L0 = L0(q(x), H) za jedna�cinu (1.2.1) sa po�cetnim

uslovima y(0) = V (y) = 0. Sopstvene vrijednosti {λn0} od L0 su proste i odgovaraju nulama

karakteristi�cne funkcije ∆0(λ) := ψ(0, λ) = S ′(π, λ) +HS(π, λ).

�Stavi�se,

∆0(λ) =
∞∏
n=0

λ0
n − λ

(n+ 1/2)2
.

√
λ0
n = n+

1

2
+
ω0

nπ
+
κn
n
, {κn} ∈ l2,
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gdje je ω0 = H + 1
2

∫ π
0
q(t)dt.

Lema 1.2.11. Neka su {λn}∞n=0 i {µn}∞n=0 sopstvene vrijednosti grani�cnih problema L i L1

redom. Tada vrijedi

λn < µn < λn+1, n ≥ 0. (1.2.28)

Dokaz. Ve�c ranije je dokazano da vrijedi

d

dx

〈
φ(x, λ)φ(x, µ)

〉
W

= (λ− µ)φ(x, λ)φ(x, µ), (1.2.29)

odakle slijedi∫ π

0

(λ− µ)φ(x, λ)φ(x, µ)dx =
〈
φ(x, λ)φ(x, µ)

〉
W

∣∣∣∣π
0

= φ(π, λ)φ′(π, µ)− φ′(π, λ)φ(π, µ) = d(λ)∆(µ)− d(µ)∆(λ).

Za µ→ λ dobijamo ∫ π

0

φ2(x, λ)dx = ḋ(λ)∆(λ)− d(λ)∆̇(λ)

Odakle slijedi

1

d2(λ)

∫ π

0

φ2(x, λ)dx = − d

dλ

(
∆(λ)

d(λ)

)
, λ ∈ R, d(λ) 6= 0.

Prema tome, funkcija
∆(λ)

d(λ)
je monotono opadaju�ca na R \ {µn|n ≥ 0} i vrijedi

lim
λ→µn±0

∆(λ)

d(λ)
= ±∞.

Koriste�ci (1.2.15) i (1.2.27) dolazimo do (1.2.28).
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1.3 Kompletnost i operator transformacije

U ovom poglavlju �cemo dokazati da je skup sopstvenih funkcija �Sturm-Liuvilovog gra-

ni�cnog problema L kompletan i da formira ortogonalnu bazu prostora L2(0, π). Teoremu je

prvi put pokazao Steklov krajem XIX-og vijeka. Napomenimo da ukoliko je q(x) ∈ L2(0, π)

kompleksna funkcija, tada sopstvene funkcije grani�cnog problema L ne formiraju ortogo-

nalnu bazu, ve�c formiraju Risovu bazu. Kompletnost je od izuzetne va�znosti za rje�savanje

razli�citih problema u matemati�ckoj �zici. Takode, opisa�cemo operator transformacije koji je

veoma zna�cajan za rje�savanje inverznog problema klasi�cnog �Sturm-Liuvilovog tipa.

Teorema 1.3.1. Skup sopstvenih funkcija {φn(x, λ)}n≥0 grani�cnog problema L je kompletan

u L2(0, π).

Dokaz. Ozna�cimo

G(x, t, λ) =
−1

∆(λ)

{
φ(x, λ)ψ(t, λ), x ≤ t,

φ(t, λ)ψ(x, λ), x ≥ t,

i posmatrajmo funkciju

Y (x, λ) =

∫ π

0

G(x, t, λ)f(t)dt

=− 1

∆(λ)

(
ψ(x, λ)

∫ x

0

φ(t, λ)f(t)dt+ φ(x, λ)

∫ π

x

ψ(t, λ)f(t)dt

)
.

Funkcija G(x, t, λ) se naziva Grinova funkcija za L i ona je jezgro inverznog operatora za

�Sturm-Liuvilov operator, odnosno Y (x, λ) je rje�senje grani�cnog problema

lY − λY + f(x) = 0, U(Y ) = V (Y ) = 0, (1.3.1)

�sto se lako poka�ze diferenciranjem. Koriste�ci (1.2.9) i da su sve nule karakteristi�cne funkcije

proste (Teorema 1.2.4) mo�zemo izra�cunati

Resλ=λnY (x, λ) =
−1

∆̇(λn)

(
ψ(x, λn)

∫ x

0

φ(t, λn)f(t)dt+ φ(x, λn)

∫ π

x

ψ(t, λn)f(t)dt

)
=
−βn

∆̇(λn)
φ(x, λn)

∫ π

0

f(t)φ(t, λn)dt,

gdje smo koristili Resz=cf(z) = lim
z→c

(z − c)f(z). Dalje, koriste�ci βnαn = −∆̇(λn), dobijamo

Resλ=λnY (x, λ) =
1

αn
φ(x, λn)

∫ π

0

f(t)φ(t, λn)dt. (1.3.2)

Neka je f(x) ∈ L2(0, π) tako da∫ π

0

f(t)φ(t, λn)dt = 0, n ∈ N.
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Na osnovu (1.3.2) vrijedi da je Resλ=λnY (x, λ) = 0, te nakon neprekidnog pro�sirenja na

�citavu kompleksnu ravan, slijedi da za svako �ksirano x ∈ [0, π] funkcija Y (x, λ) je cijela po

λ. Dalje na osnovu (1.2.12) i (1.2.19) za �ksirano δ > 0 i dovoljno veliko z∗ > 0 vrijedi

|Y (x, λ)| ≤ Cδ
|z|
, z ∈ Gδ, |z| ≥ z∗.

Koriste�ci princip maksimuma i Liuvilovu teoremu [con1,p.128,p.77] zaklju�cujemo da je Y (x, λ) ≡
0 odakle dobijamo da je f(x) = 0 s.s. na (0, π).

Posmatrajmo sada grani�cni problem (1.2.1)-(1.2.2) uz uslove q(x) ≡ 0, h = H = 0. Na

osnovu Primjera 1.2.5 sopstvene funkcije su cosnx i vrijedi da n-ta sopstvena funkcija ima

ta�cno n nula u intervalu (0, π). Ovo svojstvo za sopstvene funkcije vrijedi u op�stem slu�caju

�sto pokazujemo u sljede�coj teoremi.

Teorema 1.3.2. Sopstvene funkcije φ(x, λn) grani�cnog problema L imaju ta�cno n nula na

intervalu (0, π).

Prvo �cemo dokazati nekoliko pomo�cnih tvrdenja.

Lema 1.3.3. Neka je uj(x), j = 1, 2, x ∈ [a, b], rje�senje jedna�cine

u
′′

j + gj(x)uj = 0, g1(x) < g2(x), j = 1, 2, x ∈ [a, b]. (1.3.3)

Pretpostavimo da za x1, x2 ∈ [a, b] vrijedi u1(x1) = u1(x2) = 0 i u1(x) 6= 0, x ∈ (x1, x2).

Tada postoji x∗ ∈ (x1, x2) tako da u2(x∗) = 0.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno tj. da je u2(x) 6= 0, ∀x ∈ (x1, x2). Bez umanjenja op�stosti

pretpostavimo da je uj(x) > 0, ∀x ∈ (x1, x2), j = 1, 2. Zahvaljuju�ci (1.3.3) imamo

d

dx
(u
′

1u2 − u
′

2u1) = (g2 − g1)u1u2,

te slijedi∫ x2

x1

(g2 − g1)u1u2dx = (u
′

1u2 − u
′

2u1)
∣∣x2
x1

= u
′

1(x2)u2(x2)− u′1(x1)u2(x2). (1.3.4)

Integral u (1.3.4) je pozitivan, dok je u
′
1(x1) > 0, u

′
1(x2) < 0, odnosno desna strana je

negativna �sto je kontradikcija.

Lema 1.3.4. Neka je φ(x0, λ0) = 0. Tada za svako ε > 0 postoji δ > 0 tako da je |λ−λ0| < δ,

pri �cemu funkcija φ(x, λ) ima ta�cno jednu nulu u intervalu |x− x0| < ε.
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Dokaz. Nula x0 funkcije φ(x0, λ0) je prosta nula jer bi u suprotnom imali da je φ(x, λ) ≡ 0.

Pretpostavimo da je φ′(x0, λ0) > 0 i izaberimo ε0 > 0 tako da φ′(x, λ0) > 0 za |x− x0| < ε0.

Tada je φ(x, λ0) < 0 za x ∈ [x0 − ε0, x0) i φ(x, λ0) > 0 za x ∈ (x0, x0 + ε0]. Izaberimo

ε < ε0 koriste�ci neprekidnost funkcija φ(x, λ) i φ′(x, λ) postoji δ > 0 tako da |λ − λ0| < δ,

|x−x0| < ε i φ′(x, λ) > 0, φ(x0− ε0, λ) < 0, φ(x0 + ε0, λ) > 0. Odavde dobijamo da funkcija

φ(x, λ) ima ta�cno jednu nulu u intervalu |x− x0| < ε.

Lema 1.3.5. Neka je µ ∈ R �ksirano i neka funkcija φ(x, µ) ima m nula u intervalu (0, a].

Ako je λ > µ, tada funkcija φ(x, λ) ima bar m nula u istom intervalu i njena k-ta nula je

manja ili jednaka od k-te nule funkcije φ(x, µ).

Dokaz. Neka je x1 > 0 najmanja pozitivna nula funkcije φ(x, µ). Koriste�ci Lemu 1.3.3 dovolj-

no je pokazati da φ(x, λ) ima najmanje jednu nulu u intervalu 0 < x < x1. Pretpostavimo

suprotno tj. φ(x, λ) 6= 0, ∀x ∈ [0, x1). Kako je φ(0, λ) = 1, imamo da je φ(x, λ) > 0,

φ(x, µ) > 0, x ∈ [0, x1), φ(x1, µ) = 0, φ′(x1, µ) < 0. Na osnovu (1.2.29) dobijamo

(λ− µ)

∫ x1

0

φ(x, λ)φ(x, µ)dx = 〈φ(x, λ), φ(x, µ)〉W
∣∣∣∣x1
0

= φ(x1, λ)φ′(x1, µ) ≤ 0.

Medutim, integral na lijevoj strani je strogo pozitivan �sto je kontradikcija.

Sada �cemo dokazati Teoremu 1.3.2.

Dokaz. Posmatrajmo funkciju φ(x, λ) gdje je λ ∈ R. Na osnovu (1.2.12) funkcija φ(x, λ)

nema nula za dovoljno veliko negativno λ, odnosno φ(x, λ) > 0, λ ≤ −λ∗ ≤ 0, x ∈ [0, π].

Sa druge strane φ(π, µn) = 0, gdje su {µn} sopstvene vrijednosti grani�cnog problema L1. Na

osnovu Leme 1.3.4 i Leme 1.3.5 zaklju�cujemo da kada se λ kre�ce od −∞ do∞, onda se nule

φ(x, λ) neprekidno pomijeraju ka lijevo. Nova nula se mo�ze pojaviti samo u ta�cki x = π.

Odavde slijedi:

(i) Funkcija φ(x, µn) ima ta�cno n nula u intervalu [0, π).

(ii) Ako λ ∈ (µn−1, µn), n ≥ 1, µ1 = −∞, onda funkcija φ(x, λ) ima ta�cno n nula na

intervalu [0, π].

Na osnovu (1.2.28) vrijedi

λ0 < µ0 < λ1 < µ1 < λ2 < µ2 < ...

Odavde zaklju�cujemo da funkcija φ(x, λn) ima ta�cno n nula u intervalu [0, π].

Va�znu ulogu u teoriji inverznog problema za �Sturm-Liuvilove operatore ima operator

transformacije koji povezuje rje�senja dvije razli�cite �Sturm-Liuvilove jedna�cine za svako λ.
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Zato �cemo u nastavku posmatrati operator transformacije i njegova svojstva. Operator trans-

formacije se prvi put pojavljuje u teoriji uop�stenih translatornih operatora. U inverznoj teoriji

operator transformacije su koristili Geljfand, Levitan i Mar�cenko, [mar1], [lev1].

Teorema 1.3.6. Za funkciju C(x, λ) vrijedi

C(x, λ) = cos zx+

∫ x

0

K(x, t) cos ztdt, λ = z2, (1.3.5)

gdje je K(x, t) realna neprekidna funkcija

K(x, x) =
1

2

∫ x

0

q(t)dt. (1.3.6)

Dokaz. Na osnovu (1.2.6) funkcija C(x, λ) zadovoljava integralnu jedna�cinu

C(x, λ) = cos zx+

∫ x

0

sin z(x− t)
z

q(t)C(t, λ)dt. (1.3.7)

Kako je
sin z(x− t)

z
=

∫ x

t

cos z(s− t)ds,

jedna�cina (1.3.7) postaje

C(x, λ) = cos zx+

∫ x

0

q(t)C(t, λ)

(∫ t

x

cos z(s− t)ds
)
dt,

stoga

C(x, λ) = cos zx+

∫ x

0

(∫ t

0

q(s)C(s, λ) cos z(t− s)ds
)
dt,

Metod uzastopnih aproksimacija nam daje

C(x, λ) =
∞∑
n=0

Cn(x, λ), C0(x, λ) = cos zx,

Cn+1(x, λ) =

∫ x

0

(∫ t

0

q(s)Cn(s, λ) cos z(t− s)ds
)
dt.

(1.3.8)

Poka�zimo da vrijedi sljede�ca formula

Cn(x, λ) =

∫ x

0

Kn(x, t) cos ztdt, (1.3.9)

gdje Kn(x, t) ne zavisi od λ.

Prvo izra�cunamo C1(x, λ) koriste�ci cosα cos β =
1

2

(
cos(α + β) + cos(α− β)

)
:

C1(x, λ) =

∫ x

0

(∫ t

0

q(s) cos zτ cos z(t− τ)dτ

)
dt

=
1

2

∫ x

0

cos zt

(∫ t

0

q(τ)dτ

)
dt+

1

2

∫ x

0

(∫ t

0

q(τ) cos z(t− 2τ)dτ

)
dt.
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Smjenom t− 2τ = s u drugom integralu dobijamo

C1(x, λ) =
1

2

∫ x

0

cos zt

(∫ t

0

q(s)ds

)
dt+

1

4

∫ x

0

(∫ t

−t
q(
t− s

2
) cos zsds

)
dt.

Zamjenom redoslijeda integracije u drugom integralu imamo

C1(x, λ) =
1

2

∫ x

0

cos zt

(∫ t

0

q(τ)dτ

)
dt+

1

4

∫ x

0

cos zs

(∫ x

s

q(
t− s

2
)dt

)
ds

+
1

4

∫ 0

−x
cos zs

(∫ x

−s
q(
t− s

2
)dt

)
ds =

1

2

∫ x

0

cos zt

(∫ t

0

q(τ)dτ

)
dt

+
1

4

∫ x

0

cos zs

(∫ x

s

(
q(
t− s

2
) + q(

t+ s

2
)

)
dt

)
ds.

Prema tome, vrijedi (1.3.9) za n = 1, gdje je

K1(x, t) =
1

2

∫ t

0

q(τ)dτ +
1

4

∫ t

x

(
q(
t− s

2
) + q(

t+ s

2
)

)
dt

)
ds

=
1

2

∫ x+t
2

0

q(ξ)dξ +
1

2

∫ x−t
2

0

q(ξ)dξ, t ≤ x.

(1.3.10)

Pretpostavimo da je (1.3.9) ta�cno za svako n ∈ N. Mijenjaju�ci (1.3.9) u (1.3.8) dobijamo

Cn+1(x, λ) =

∫ x

0

∫ t

0

q(τ) cos z(t− τ)

∫ τ

0

Kn(τ, s) cos zsdsdτdt

=

∫ x

0

∫ t

0

q(τ)

∫ τ

0

Kn(τ, s)(cos z(s+ t− τ) + cos z(s− t+ τ))dsdτdt.

(1.3.11)

Uvodenjem smjene s+ t− τ = ξ i s− t+ τ = ξ, redom dobijamo

Cn+1(x, λ) =
1

2

∫ x

0

∫ t

0

q(τ)

∫ t

t−τ
Kn(τ, ε+ τ − t) cos zεdεdτdt

+
1

2

∫ x

0

∫ t

0

q(τ)

∫ 2τ−t

t−τ
Kn(τ, ε+ τ − t) cos zεdεdτdt.

Zamjenom redoslijeda integracije po promjenljivima τ i ε dobijamo

Cn+1(x, λ) =

∫ x

0

Kn+1(x, t) cos ztdt,

gdje je

Kn+1(x, t) =
1

2

∫ x

t

∫ ε

ε−t
q(τ)Kn(τ, t+ τ − ε)dτdε

+
1

2

∫ x

t

∫ ε

ε+t
2

q(τ)Kn(τ, t− τ + ε)dτdε+
1

2

∫ x

t

∫ ε−t

ε−t
2

q(τ)Kn(τ,−t− τ + ε)dτdε.

(1.3.12)
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Mijenjaju�ci (1.3.9) u (1.3.8) dobijamo (1.3.7) gdje je

K(x, t) =
∞∑
n=1

Kn(x, t). (1.3.13)

Primjenom principa matemati�cke indukcije, lako se poka�ze da iz (1.3.9) i (1.3.10) slijedi,

[fre1]

|Kn(x, t)| ≤ (Q(x))n
xn−1

(n− 1)!
, Q(x) :=

∫ x

0

q(ε)dε.

Prema tome, red (1.3.13) konvergira apsolutno i uniformno za 0 ≤ t ≤ x ≤ π, i funkcija

K(x, t) je neprekidna. Prema (1.3.10) i (1.3.12) vrijedi

K1(x, x) =
1

2

∫ x

0

q(t)dt, Kn+1(x, x) = 0, n ∈ N,

te dolazimo do (1.3.6).

Operator T de�nisan sa

Tf(x) = f(x) +

∫ x

0

K(x, t)f(t)dt,

transformi�se funkciju cos zx, koja je rje�senje grani�cnog problema −y′′(x) = λy(x), y′(0) =

y(π) = 0, u funkciju C(x, λ) koja je rje�senje jedna�cine (1.2.1) sa grani�cnim uslovima y′(0) =

y(π) = 0. Po�sto je C(x, λ) = T (cos zx), operator T se naziva operator transformacije za

C(x, λ).

Kod operatora transformacije je va�zno da jezgro K(x, t) ne zavisi od λ. Sli�cno, dobijamo

operator transformacije za funkcije S(x, λ) i φ(x, λ).

Teorema 1.3.7. Za funkcije S(x, λ) i φ(x, λ) vrijedi

S(x, λ) =
sin zx

z
+

∫ x

0

P (x, t)
sin zt

t
dt, (1.3.14)

φ(x, λ) = cos zx+

∫ x

0

G(x, t) cos ztdt, (1.3.15)

gdje su P (x, t) i G(x, t) realne neprekidne funkcije sa istom glatko�s�cu kao i
∫ x

0
q(t)dt, i

G(x, x) = h+
1

2

∫ x

0

q(s)ds. (1.3.16)

P (x, x) =
1

2

∫ x

0

q(s)ds. (1.3.17)

Dokaz. Dokaz je sli�can dokazu Teoreme 1.3.6 ([fre1, p.23]).
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1.4 Teorema jedinstvenosti

U ovom poglavlju �cemo dokazati teoremu jedinstvenosti inverznog problema za klasi�cni

�Sturm-Liuvilov operator. Predstavi�cemo razli�cite metode kojima mo�zemo rije�sti pomenuti

problem.

Jedan od prvih rezultata u inverznoj spektralnoj teoriji je postavio Ambarcumjan [amb1]

koji je posmatrao grani�cni problem L(q(x), 0, 0) :

−y′′(x) + q(x)y(x) = λy(x), y′(0) = y′(π) = 0. (1.4.1)

Ako je q(x) = 0 s.s. na (0, π), onda sopstvene vrijednosti grani�cnog problema (1.4.1) su date

sa λn = n2, n ≥ 0. Ambarcumjan je dokazao da vrijedi i obratno.

Teorema 1.4.1. Neka su sopstvene vrijednosti grani�cnog problema (1.4.1) date sa λn = n2,

n ∈ N0, onda je q(x) = 0 s.s na (0, π).

Dokaz. Iz (1.2.15) slijedi da je ω =
∫ π

0
q(x)dx = 0. Neka je y0(x) sopstvena funkcija za

sopstvenu vrijednost λ0 = 0, tada je

y
′′

0 (x)− q(x)y0(x) = 0, y
′

0(0) = y
′

0(π) = 0. (1.4.2)

Na osnovu Teoreme 1.3.2 zaklju�cujemo da funkcija y0(x) nema nula na intervalu x ∈ [0, π].

Uzimaju�ci u obzir relaciju

y
′′
0 (x)

y0(x)
=

(
y
′
0(x)

y0(x)

)2

+

(
y
′
0(x)

y0(x)

)′
,

dobijamo

0 =

∫ π

0

q(x)dx =

∫ π

0

y
′′
0 (x)

y0(x)
dx =

∫ π

0

(
y
′
0(x)

y0(x)

)2

dx.

Odnosno, y
′
0(x) ≡ 0, tj. y0(x) ≡ c, q(x) = 0 s.s. na (0, π).

Napomena 1.4.2. Teorema 1.4.1 dokazuje uop�stenije tvrdenje koje glasi:

Ako je λ0 =
1

π

∫ π
0
q(x)dx, onda q(x) = λ0 s.s. na (0, π).

Ambarcumjanov rezultat je izuzetak jer jedan spektar nije dovoljan da se jedinstve-

no odredi potencijal. G. Borg [bor1] je predlagao sljede�cu formulaciju inverznog problema:

Konstruisati diferencijalni operator iz dva spektra sa grani�cnim uslovima sa zajedni�ckom

diferencijalnom jedna�cinom i jednim zajedni�ckim grani�cnim uslovom.

Neka su {λn}n≥0 i {µn}n≥0 sopstvene vrijednosti operatora L i L1, redom. Posmatrajmo

sljede�ci problem:
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Inverzni problem 1.4.1: Dati su spektri {λn}n≥0 i {µn}n≥0 grani�cnih problema L i L1,

konstruisati potencijal q(x) i koe�cijente h i H grani�cnih uslova.

Jedan od najva�znijih rezultata u inverznoj spektralnoj teoriji je rje�senje Inverznog problema

1.4.1. Borg je 1946. godine objavio ovaj rezultat koriste�ci ortogonalnost sopstvenih funkcija,

[bor1]. Ne�sto jednostavniji dokaz od Borgovog navodimo u sljede�coj teoremi.

Teorema 1.4.3. Ako su λn = λ̃n, µn = µ̃n, n ≥ 0, onda q(x) = q̃(x) s.s na (0, π), h = h̃ i

H = H̃.

Dokaz. Na osnovu (1.2.24) i (1.2.26) karakteristi�cne funkcije su jedinstveno odredene njenim

nulama, odnosno

∆(λ) ≡ ∆̃(λ), d(λ) ≡ d̃(λ).

�Stavi�se, vrijedi

H = H̃, ĥ+
1

2

∫ π

0

q̂(x)dx = 0, (1.4.3)

gdje su ĥ = h− h̃, q̂(x) = q(x)− q̃(x). Odavde slijedi

φ(π, λ) = φ̃(λ), φ′(π, λ) = φ̃′(π, λ). (1.4.4)

Kako je

−φ′′(x, λ) + q(x)φ(x, λ) = λφ(x, λ), −φ̃′′(x, λ) + q̃(x)φ̃(x, λ) = λφ̃(x, λ),

dobijamo ∫ π

0

q̂(x)φ(x, λ)φ̃(x, λ)dx = (φ′(x, λ)φ̃(x, λ)− φ(x, λ)φ̃′(x, λ))

∣∣∣∣π
0

.

Uzimaju�ci (1.4.3) i (1.4.4) mo�zemo izra�cunati∫ π

0

q̂(x)

(
φ(x, λ)φ̃(x, λ)− 1

2

)
= 0. (1.4.5)

Poka�zimo da iz (1.4.5) slijedi da je q̂(x) = 0, x ∈ (0, π). Koriste�ci operator transformacije

(1.3.15) funkciju φ(x, λ)φ̃(x, λ)− 1
2
mo�zemo zapisati kao

φ(x, λ)φ̃(x, λ)− 1

2
=

1

2
cos 2zx+

∫ x

0

(G(x, t) + G̃(x, t)) cos zx cos ztdt

+

∫ x

0

∫ x

0

G(x, t)G̃(x, s) cos zt cos zsdtds

=
1

2
cos zx+

1

2

∫ x

−x
(G(x, t) + G̃(x, t)) cos z(x− t)dt

+
1

4

∫ x

−x

∫ x

−x
G(x, t)G̃(x, s) cos z(t− s)dtds,
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pri �cemu vrijedi G(x,−t) = G(x, t), G̃(x,−t) = G̃(x, t). Smjenama τ = x−t
2

i τ = s−t
2

redom,

dobijamo

φ(x, λ)φ̃(x, λ)− 1

2
=

1

2

(
cos 2zx+ 2

∫ x

0

(
G(x, x− τ) + G̃(x, x− 2τ)

)
cos 2zτ dτ

)
+

∫ x

−x
G̃(x, s)

(∫ (s+x)/2

(s−x)/2

G(x, s− 2τ) cos 2zτdτ

)
ds,

odakle slijedi

φ(x, λ)φ̃(x, λ)− 1

2
=

1

2

(
cos 2zx+

∫ x

0

V (x, τ) cos 2zτdτ

)
, (1.4.6)

gdje je

V (x, τ) =2

(
G(x, x− 2τ) + G̃(x, x− 2τ)

)
+

∫ x

2τ−x
G̃(x, s)G(x, s− 2τ)ds

+

∫ x−2τ

−x
G̃(x, s)G(x, s+ 2τ)ds.

(1.4.7)

Mijenjaju�ci (1.4.6) u (1.4.5) i zamjenom redoslijeda integracije dobijamo∫ π

0

(
q̂(τ) +

∫ π

τ

V (τ, x)q̂(x)dx

)
cos 2zτ ≡ 0,

iz �cega slijedi

q̂(τ) +

∫ π

τ

V (τ, x)q̂(x)dx = 0, τ ∈ (0, π).

Ova homogena Volterova integralna jedna�cina ima jedinstveno trivijalno rje�senje, odnosno

q̂(x) = 0 s.s. na (0, π). Kona�cno iz (1.4.3) slijedi dokaz.

Do sli�cnih rezultata mo�zemo do�ci ako posmatramo klasi�cni operator sa drugim grani�cnim

uslovima, odnosno sa drugim ulaznim podacima, zato posmatramo sljede�ce inverzne proble-

me:

Inverzni problem 1.4.2: Dati su spektralni podaci {λn, αn}n≥0 grani�cnog problema L,

konstruisati potencijal q(x) i koe�cijente h i H u grani�cnim uslovima.

Inverzni problem 1.4.3: Dati su spektri {λn}n≥0 i {λ0
n}n≥0 grani�cnih problema L i L0,

konstruisati potencijal q(x) i koe�cijente h i H u grani�cnim uslovima.

Rje�senje navedenih inverznih problema �cemo dati koriste�ci Vajlovu funkciju. Zapravo, ri-

je�si�cemo inverzni problem koji sadr�zi, kao posebne slu�cajeve, prethodna dva problema.
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Vajlova funkcija. Neka je Φ(x, λ) rje�senje jedna�cine (1.2.1) pod uslovima U(Φ) = 1,

V (Φ) = 0. Vajlovu funkciju de�ni�semo kao M(λ) := Φ(0, λ), dok funkciju Φ(x, λ) nazi-

vamo Vajlovim rje�senjem za grani�cni problem L. Vajlova funkcija se prvi put spominje za

rje�savanje inverznih problema na polupravoj, [lev2]. Jasno je da vrijedi

Φ(x, λ) = −ψ(x, λ)

∆(λ)
= S(x, λ) +M(λ)φ(x, λ), (1.4.8)

M(λ) = −∆0(λ)

∆(λ)
, (1.4.9)

〈φ(s, λ),Φ(x, λ)〉W ≡ 1, (1.4.10)

gdje je ∆0(λ) de�nisana u Napomeni 1.2.10. Prema tome, Vajlova funkcija je meromorfna

sa prostim nulama u ta�ckama λ = λn, n ≥ 0.

Teorema 1.4.4. Za Vajlovu funkciju vrijedi

M(λ) =
∞∑
n=0

1

αn(λ− λn)
. (1.4.11)

Dokaz. Kako je ∆0(λ) = ψ(0, λ), slijedi da je |∆0(λ)| ≤ C exp(|τ |π). Koriste�ci (1.4.9) i

(1.2.19) za dovoljno veliko z∗ > 0,

|M(λ)| ≤ Cδ
|z|
, z ∈ Gδ, |z| ≥ z∗. (1.4.12)

Dalje, koriste�ci (1.4.9) i Lemu 1.2.3, mo�zemo izra�cunati

Resλ=λnM(λ) = −∆0(λn)
˙∆(λn)

= − βn

∆̇(λn)
=

1

αn
. (1.4.13)

Posmatrajmo konturu integrala

JN(λ) =
1

2πi

∫
ΓN

M(µ)

λ− µ
dµ, λ ∈ intΓN . (1.4.14)

Koriste�ci (1.4.12) dobijamo lim
N→∞

JN(λ) = 0. Sa druge strane teorema reziduma ([con1]) nam

daje

JN(λ) = −M(λ) +
N∑
n=0

1

αn(λ− λn)
, (1.4.15)

�cime je teorema dokazana.
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Inverzni problem 1.4.4: Data je Vajlova funkcija M(λ) grani�cnog problema L, kon-

struisati operator L(q(x), h,H).

U sljede�cem tvrdenju �cemo dokazati teoremu jedinstvenosti za Inverzni problem 1.4.4.

Teorema 1.4.5. Ako je M(λ) = M̃(λ), onda je L = L̃. Prema tome Vajlova funkcija

jedinstveno odreduje operator.

Dokaz. De�ni�simo matricu P (x, λ) = [Pjk(x, λ)]2x2 na sljede�ci na�cin

P (x, λ)

[
φ̃(x, λ) Φ̃(x, λ)

φ̃′(x, λ) Φ̃′(x, λ)

]
=

[
φ(x, λ) Φ(x, λ)

φ′(x, λ) Φ′(x, λ)

]
. (1.4.16)

Koriste�ci (1.4.10) i (1.4.16) mo�zemo izra�cunati, za j = 1, 2,

Pj1(x, λ) =φ(j−1)(x, λ)Φ̃′(x, λ)− Φ(j−1)(x, λ)φ̃′(x, λ),

Pj2(x, λ) =Φ(j−1)(x, λ)φ̃(x, λ)− φ(j−1)(x, λ)Φ̃(x, λ),
(1.4.17)

φ(x, λ) =P11(x, λ)φ̃(x, λ) + P12(x, λ)φ̃′(x, λ),

Φ(x, λ) =P11(x, λ)Φ̃(x, λ) + P12(x, λ)Φ̃′(x, λ).
(1.4.18)

Iz (1.4.17), (1.4.8) i (1.4.10) slijedi

P11(x, λ) = 1 +
1

∆(λ)

(
ψ(x, λ)(φ̃′(x, λ)− φ′(x, λ))− φ(x, λ)(ψ̃′(x, λ)− ψ′(x, λ))

)
,

P12(x, λ) =
1

∆(λ)

(
φ(x, λ)ψ̃(x, λ)− ψ(x, λ)φ̃(x, λ)

)
.

Koriste�ci (1.2.12) i (1.2.19) vrijedi

|P11(x, λ)− 1| ≤ Cδ
|z|
, |P12(x, λ)| ≤ Cδ

|z|
, |z| ≥ z∗, (1.4.19)

|P22(x, λ)− 1| ≤ Cδ
|z|
, |P21(x, λ)| ≤ Cδ

|z|
, |z| ≥ z∗, (1.4.20)

Prema (1.4.8) i (1.4.17) imamo

P11(x, λ) = φ(x, λ)S̃ ′(x, λ)− S(x, λ)φ̃′(x, λ) + (M̃(λ)−M(λ))φ(x, λ)φ̃′(x, λ)),

P12(x, λ) = S(x, λ)φ̃′(x, λ)− φ(x, λ)S̃(x, λ) + (M(λ)− M̃(λ))φ(x, λ)wφ(x, λ)).

Prema tome, ako je M(λ) ≡ M̃(λ) onda za svako �ksirano x, funkcije P11(x, λ) i P12(x, λ)

su cijele po λ. Zajedno sa (1.4.19) slijedi da je P11(x, λ) ≡ 1, P12(x, λ) ≡ 0. Koriste�ci ove

rezultate i (1.4.18) dobijamo φ(x, λ) ≡ φ̃(x, λ), Φ(x, λ) ≡ Φ̃(x, λ) za svako x i λ, odakle

slijedi da je L = L̃.



Inverzni spektralni problemi �Sturm-Liuvilovog tipa sa konstantnim ka�snjenjem 29

Na osnovu (1.4.11) podaci Vajlove funkcije M(λ) ekvivalentni su spektralnim podacima

{λn, αn}n≥0. Sa druge strane iz (1.4.9) slijedi da nule i polovi Vajlove funkcije M(λ) odgo-

varaju spektrima grani�cnih problema L i L0. Stoga, podaci Vajlove funkcije su ekvivalentni

spektrima {λn}n≥0 i {λ0
n}n≥0. Prema tome, Inverzni problem 1.4.2 i Inverzni problem 1.4.3

su poseban slu�caj za datu Vajlovu funkciju.

Poznato je da postoji vi�se razli�citih metoda za rje�savanje inverznog problema klasi�cnog

�Sturm-Liuvilovog operatora. Pored navedena dva dokaza, poznati su Geljfand-Levitanov me-

tod, metod spektralnih preslikavanja i metod standardnih modela, [fre1], [gel1], [yur1].

Neke od pomenutih metoda se koriste za rje�savanje inverznih problema �Sturm-Liuvilovog

tipa na poluosi. Najpoznatiji metod je kori�stenjem Vajlove funkcije koja se prvobitno uvela

da bi rije�sila inverzne probleme ovog tipa. Inverzni problem na poluosi se mo�ze rije�siti i me-

todom spektralnih preslikavanja koje predstavlja jedan od najva�znijih metoda u inverznoj

spektralnoj teoriji, [tik1], [fre1], [lev2].

Neke parcijalne diferencijalne jedna�cine su povezane sa �Sturm-Liuvilovim problemom na

pravoj. Jedna od njih je i jedna�cina Korteveg-de Friza na pravoj �cije se rje�senje dobija

kori�stenjem poznatih metoda �Sturm-Liuvilog operatora. Centralnu ulogu u rje�savanju ovih

problema zauzimaju linearne integralne jedna�cne Fredholmovog tipa, [fre1], [mar1], [lev1].

Pored klasi�cnih grani�cnih uslova detaljno su istra�zeni i �Sturm-Liuvilovi operatori sa spek-

tralnim parametrom u grani�cnim uslovima, [bro1], [mcc1].

U posljednjih 40 godina pojavili su se razli�citi tipovi inverznih problema �Sturm-Liuvilovog

tipa. Nave�s�cemo neke od njih:

1. Mnoge primjene su povezane sa diferencijalnom jednà�cinom oblika

−y′′(x) + q(x)y(x) = λr(x)y(x),

pri �cemu funkcija r(x) dosti�ze nule i mijenja znak, [fre2]. Na primjer, mijenjanje znaka se

povezuje s �zi�ckim pojavama u kojima nule odgovaraju granici kretanja talasne mehani�cke

�cestice povezane potencijalnim poljem. Sli�cni problemi se pojavljuju u optici i geo�zici.

2. Operator oblika

−y′′(x) + q(x)y(x) +

∫ x

0

M(x− t)y(t)dt = λy(x),
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se naziva perturbacija �Sturm-Liuvilovog operatora sa Volterovim integralnim operatorom.

U [yur2] i [but1] je dokazano da je dovoljan jedan spektar datog operatora da se konstrui�se

funkcija M(x) pri �cemu je poznat potencijal. Inverzni problem se svodi na nelinearnu inte-

gralnu jedna�cinu sa singularitetom koja ima jedinstveno rje�senje.

3. Poseban zna�caj u inverznoj spektralnoj teoriji zauzima �Sturm-Liuvilov operator sa

devijativnim argumentom oblika

−y′′(x) + q(x)y(τ(x)) = λy(x), x ∈ (0, π).

U [pik3] autori su posmatrali slu�caj homogenog argumenta τ(x) = αx, α ∈ (0, 1) sa grani�cnim

uslovima

y(0) = y(j)(π) = 0, j ∈ {0, 1}.

U istom radu su opisane spektralne osobine i dokazana je teorema jedinstvenosti konstruk-

cije potencijala iz dva spektra. U [pik2] autori posmatraju simetri�can potencijal i dokazuju

teoremu jedinstvenosti koriste�ci jedan spektar sa Dirihleovim grani�cnim uslovima.

�Sturm-Liuvilov problem sa zaledenim argumentom se dobija za τ(x) = b, odnosno posmatra

se grani�cni problem

lb : −y′′(x) + q(x)y(b) = λy(x), y(β)(0) = y(γ)(1), β, γ ∈ {0, 1}, b ∈ [0, 1].

Poznato je da jedinstvenost potencijala q(x) od jednog spektra grani�cnog problema lb za-

visi od tri parametra (β, γ, b). U [but2] su opisani svi generisani i degenerisani slu�cajevi

konstrukcije jedinstvenog potencijala za racionalne parametre b, dok za iracionalan slu�caj

uvijek vrijedi jedinstvenost, [wan2].

Posebno interesantan slu�caj je τ(x) = x − a, a ∈ (0, π). Ovaj operator se naziva �Sturm-

Liuvilov operator sa konstantnim ka�snjenjem kojim se bavimo u nastavku.
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2 �Sturm-Liuvilov operator sa konstantnim ka�snjenjem

Diferencijalne jedna�cine sa ka�snjenjem opisuju procese s naknadnim efektima. Imaju

zna�cajne primjene, posebno u teoriji automatskog upravljanja, teoriji samooscilatornih si-

stema, problemima povezanim sa sagorijevanjem u raketnim motorima kao i raznim proble-

mima u ekonomiji, bio�zici i astro�zici. Jedna�cine sa ka�snjenjem pojavljuju se svaki put kada

u nekom �zi�ckom problemu sila koja djeluje u ta�cki mase zavisi od brzine i polo�zaja ta�cke,

ne samo u datom trenutku, ve�c i u nekom datom prethodnom trenutku. Prisustvo ka�snjenja

u izu�cavanim sistemima �cesto se pokazuje kao rezultat pojave koja su�stinski uti�ce na tok

procesa. Na primjer, u sistemu automatskog upravljanja, ka�snjenje je vremenski interval koji

je sistemu potreban da bi reagovao na ulazne impulse.

Prisustvo ka�snjenja u autoregulacionim sistemima mo�ze dovesti do u�cestalih oscilacija i nesta-

bilnosti sistema. Razlog nestabilnosti sagorijevanja u raketnim motorima sa te�cnim gorivom

uzrokovana je vremenskim ka�snjenjem, vremena potrebnog za konverziju proizvoda sagori-

jevanja goriva, [nor1].

U monogra�ji [nor1] Norkin je posmatrao problem �Sturm-Liuvilovog operatora sa ka�snjenjem

−y′′(x) + q(x)y(x− τ(x)) = λy(x), x ∈ (0, π),

sa grani�cnim uslovima

y(0) sinα + y′(0) cosα = 0,

y(π) sin β + y′(π) cos β = 0,

y(x− τ(x)) ≡ y(0)ϕ(x− τ(x)), x− τ(x) < 0.

gdje su q(x) i τ(x) ≥ 0 neprekidne na [0, π], ϕ(x) neprekidna po�cetna funkcija na skupu

(−a, 0] i ϕ(0) = 1.

U istoj monogra�ji [nor1] rije�seni su direktni problemi �Sturm-Liuvilovog tipa sa ka�snjenjem

i opisane spektralne osobine, kao i asimptotska svojstva sopstvenih vrijednosti i sopstvenih

funkcija. U ovom poglavlju �cemo obraditi navedene rezultate u slu�caju konstantnog ka�snjenja

za Dirihle/Nojmanove i Robinove grani�cne uslove. Posebnu pa�znju �cemo obratiti na karakte-

risti�cnu funkciju grani�cnog spektralnog problema. Za ka�snjenje a ∈ [π/2, π), karakteristi�cna

funkcija je linearna u odnosu na funkciju potencijala, dok je u ostalim slu�cajevima neline-

arna. Kada ka�snjenje te�zi ka nuli, broj nelinearnih sabiraka raste neograni�ceno. Zbog toga

�ce nam biti va�zno asimptotsko pona�sanje karakteristi�cne funkcije. Pojavljivanje ka�snjenja je

zna�cajno promijenilo pristup u spektralnoj teoriji operatora.
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2.1 Direktni problemi

Posmatramo grani�cni problem L0,j = L0,j(q, a) sa konstantnim ka�snjenjem a ∈ (0, π) :

−y′′(x) + q(x)y(x− a) = λy(x), 0 < x < π, (2.1.1)

y(0) = y(j)(π) = 0, j ∈ {0, 1}, (2.1.2)

gdje je potencijal q(x) kompleksna funkcija iz L2(0, π) tako da q(x) = 0 s.s. na (0, a).

Grani�cne uslove (2.1.2) nazivamo Dirihle/Nojmanovi grani�cni uslovi. Pored pomenutih gra-

ni�cnih uslova, posmatra�cemo i Robin/Dirihleove grani�cne uslove

y′(0)− hy(0) = y(j)(π) = 0, j ∈ {0, 1}. (2.1.3)

Grani�cni problem (2.1.1) i (2.1.3) �cemo ozna�citi sa Mj = Mj(q, a, h). Mo�zemo posmatrati

Robinove grani�cne uslove u ta�cki π umjesto y(j)(π) u (2.1.3), odnosno

y′(π) +Hjy(π) = 0, j ∈ {0, 1}, H0, H1 ∈ C, H0 6= H1. (2.1.4)

Grani�cni problem (2.1.1) i (2.1.4) �cemo ozna�citi sa Pj = Pj(q, a, h,Hj), j = 0, 1. Napomenimo

da grani�cni problem Pj, j = 0, 1, mo�zemo svesti na grani�cni problem Mj, j = 0, 1.

U nastavku koristimo oznaku λ = z2. Kako a ∈ (0, π), postoji N ∈ N tako da aN < π ≤
a(N + 1), odnosno a ∈ [π/(N + 1), π/N).

Neka su Y (x, λ), W (x, λ) i Ψ(x, λ) rje�senja jedna�cine (2.1.1) sa grani�cnim uslovima

Y (0, λ) = 0, Y ′(0, λ) = 1,

W (0, λ) = 1, W ′(0, λ) = 0.

Ψ(0, λ) = 1, Ψ′(0, λ) = h.

Primijetimo da je Ψ(x, λ) = W (x, λ) + hY (x, λ).

Lema 2.1.1. Funkcije Y (x, λ), W (x, λ) su jedinstvena rje�senja sljede�cih integralnih jed-

na�cina

Y (x, λ) =
sin zx

z
+

1

z

x∫
0

q(t)Y (t− a) sin z(x− t)dt, (2.1.5)

W (x, λ) = cos zx+

x∫
0

q(t)W (t− a) sin z(x− t)dt. (2.1.6)

Dokaz. Dokaza�cemo prvi dio leme, dokaz drugog dijela je sli�can. Posmatrajmo pridru�zenu

homogenu jedna�cinu jedna�cine (2.1.1)
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y′′(x) + λy(x) = 0,

�cije je rje�senje y(x) = C1 sin zx + C2 cos zx. Da bismo rije�sili (2.1.1) koristi�cemo metod

varijacije konstanti.

C ′1(x) sin zx+ C ′2(x) cos zx = 0,

C ′1(x)z cos zx− C ′2(x)z sin zx = q(x)y(x− a).

Rje�senja ovog sistema su

C1(x) =
1

z

x∫
0

q(t)y(t− a) cos ztdt+ C1,

C2(x) = −1

z

x∫
0

q(t)y(t− a) sin ztdt+ C2.

Dakle, dobijamo

y(x) = sin zx

(
1

z

x∫
0

q(t)y(t− a) cos ztdt+ C1

)
+ cos zx

(
− 1

z

x∫
0

q(t)y(t− a) sin ztdt+ C2

)

ili

y(x) =
1

z

x∫
0

q(t)y(t− a) sin z(x− t)dt+ C1 sin zx+ C2 cos zx.

Stavljaju�ci Y (0, λ) = 0 i Y ′(0, λ) = 1 dobijamo da je C2 = 0 i C1 =
1

z
, iz �cega slijedi (2.1.5).

Doka�zimo suprotni smjer. Diferenciranjem po x u (2.1.5) imamo

Y ′(x, λ) = cos zx+

x∫
0

q(t)Y (t− a) cos z(x− t)dt. (2.1.7)

Jo�s jednom diferenciramo po x

Y ′′(x, λ) = −z sin zx− z
x∫

0

q(t)Y (t− a) sin z(x− t)dt+ q(x)Y (x− a). (2.1.8)

Mno�ze�ci odgovaraju�com konstantom i sabiraju�ci (2.1.5), (2.1.7), (2.1.8) dobijamo (2.1.1).

Teorema 2.1.2. Rje�senje integralne jedna�cine (2.1.5) je dato sa

Y (x, λ) = Y0(x, λ) + Y1(x, λ) + ...+ YN(x, λ), (2.1.9)
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gdje je Yk(x, λ), k = 0, 1, ..., N, dato sljede�cim formulama:

Y0(x, λ) =
sin zx

z
; Yk(x, λ) = 0, x ≤ ka;

Yk(x, λ) =

∫ x

ka

sin z(x− t)
z

q(t)Yk−1(t− a, λ)dt, x ≥ ka.
(2.1.10)

Dokaz. Koristi�cemo metod uzastopnih aproksimacija:

1. Neka x ∈ [0, a) tada vrijedi y(x−a) ≡ 0, za x ∈ [0, a) te na osnovu Leme 2.1.1 dobijamo

Y (x, λ) = Y0(x, λ) =
1

z
sin zx.

2. Ako je x ∈ [a, 2a), tada koriste�ci rezultat iz prvog koraka imamo

Y (x, λ) =
1

z
sin zx+

1

z

x∫
0

q(t)Y (t− a) sin z(x− t)dt

= Y0(x, λ) +
1

z

x∫
a

q(t)Y0(t− a) sin z(x− t)dt

=
1

z2

x∫
a

q(t) sin z(t− a) sin z(x− t)dt+
1

z
sin zx.

3. Za x ∈ [2a, 3a), koriste�ci prethodne korake dobijamo

Y (x, λ) =Y0(x, λ) + Y1(x, λ) +
1

z

x∫
0

q(t)Y1(t− a) sin z(x− t)dt

=
1

z
sin zx+

1

z2

x∫
a

q(t) sin z(t− a) sin z(x− t)dt

+
1

z3

x∫
2a

t−a∫
a

q(t)q(t1) sin z(x− t) sin z(t1 − a) sin z(t− a− t1)dt1dt.

Ponavljaju�ci ovaj postupak dobijamo da je na segmentu x ∈ [aN, π] rje�senje jedna�cine (2.1.5):

Y (x, λ) =Y0(x, λ) + Y1(x, λ) + ...+ YN(x, λ)

=
1

z
sin zx+

1

z2

x∫
a

q(t) sin z(t− a) sin z(x− t)dt

+
N∑
k=2

1

zk+1

x∫
ka

t−a∫
(k−1)a

· · ·
tk−2−a∫
a

q(t)q(t1) · · · q(tk−1) sin z(x− t) sin z(tk−1 − a)

sin z(t− a− t1) sin z(t1 − a− t2) · · · sin z(tk−2 − a− tk−1)dtk−1...dt1dt.
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Sljede�cu teoremu navodimo bez dokaza, jer je dokaz sli�can dokazu Teoreme 2.1.2.

Teorema 2.1.3. Rje�senje integralne jedna�cine (2.1.6) je dato sa

W (x, λ) = W0(x, λ) +W1(x, λ) + ...+WN(x, λ), (2.1.11)

pri �cemu je (za k = 1, 2, ...N)

W0(x, λ) = cos zx; Wk(x, λ) = 0, x ≤ ka;

Wk(x, λ) =

∫ x

ka

sin z(x− t)
z

q(t)Wk−1(t− a, λ)dt, x ≥ ka.
(2.1.12)

Primijetimo da je

Y
′

k (x, λ) =

∫ x

ka

cos z(x− t)q(t)Yk−1(t− a, λ)dt, x ≥ ka. (2.1.13)

W
′

k(x, λ) =

∫ x

ka

cos z(x− t)q(t)Wk−1(t− a, λ)dt, x ≥ ka. (2.1.14)

Takode, vrijedi

Y1(x, λ) =
1

z2

∫ x

a

q(t) sin z(x− t) sin z(t− a)dt,

Y
′

1 (x, λ) =
1

z

∫ x

a

q(t) cos z(x− t) sin z(t− a)dt,

(2.1.15)

W1(x, λ) =
1

z

∫ x

a

q(t) sin z(x− t) cos z(t− a)dt,

W
′

1(x, λ) =

∫ x

a

q(t) cos z(x− t) cos z(t− a)dt.

(2.1.16)

Funkcije Y (j)(x, λ), W (j)(x, λ), Ψ(j)(x, λ), j = 0, 1, su cijele sa redom 1/2. Poka�zimo asimp-

totska pona�sanja ovih funkcija.

Teorema 2.1.4. Neka je γ = Im(z). Za funkcije Y (j)(x, λ) i W (j)(x, λ), j = 0, 1, vrijedi

Y (x, λ) =
sin zx

z
+ Y1(x, λ) +O

(
exp(|γ|(x− 2a))

z2

)
, |z| → ∞.

Y ′(x, λ) = cos zx+ Y
′

1 (x, λ) +O

(
exp(|γ|(x− 2a))

z

)
, |z| → ∞.

W (x, λ) = cos zx+W1(x, λ) +O

(
exp(|γ|(x− 2a))

z

)
, |z| → ∞.

W ′(x, λ) = −z sin zx+W
′

1(x, λ) +O

(
exp(|γ|(x− 2a))

)
, |z| → ∞.
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Dokaz. Koriste�ci (2.1.15) i (2.1.16), matemati�ckom indukcijom se lako mo�ze pokazati da

vrijedi

Y
(j)
k (x, λ) = O(z(j−k−1) exp(|γ|(x− ka))), |z| → ∞, x ≥ ka.

na osnovu �cega slijedi dokaz. Sli�cno se pokazuje i za funkciju W (j)(x, λ), j = 0, 1, [voj2].
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2.2 Spektralne osobine

Dirihle/Nojmanov slu�caj. Funkcija Y (x, λ), j = 0, 1, predstavlja netrivijalna rje�senja

jedna�cine (2.1.1) sa po�cetnim uslovima (u lijevom kraju intervala) Y (0, λ) = 0 i Y ′(0, λ) = 1.

Kada uvrstimo po�cetne uslove u desnom kraju intervala dobijamo karakteristi�cnu jedna�cinu

grani�cnog problema L0,j(q, a), j = 0, 1, odnosno:

∆0,0(λ) := Y (π, λ) = 0,

∆0,1(λ) := Y
′
(π, λ) = 0.

(2.2.1)

Skup sopstvenih vrijednosti {λn,j}n≥0 grani�cnog problema L0,j, j = 0, 1, odgovara nulama

karakteristi�cne jedna�cine ∆0,j(λ), [nor1], [fre3]. Sopstvenoj vrijednosti λn,j grani�cnog proble-

ma L0,j odgovara sopstvena funkcija Y (x, λn,j). Za razliku od klasi�cnog �Sturm-Liuvilovog

problema nule karakteristi�cne funkcije ∆0,j(λ), j = 0, 1, nisu proste u op�stem slu�caju. Ipak,

u nastavku �cemo posmatrati slu�cajeve kada su nule karakteristi�cne funkcije proste.

Koriste�ci Teoremu 2.1.4 zaklju�cujemo da vrijede sljede�ce asimptotske formule za karak-

teristi�cne funkcije grani�cnih problema L0 i L1:

∆0,0(λ) =
sin zπ

z
+ Y1(π, λ) +O

(
exp(|γ|(π − 2a))

z2

)
, |z| → ∞,

∆0,1(λ) = cos zπ + Y
′

1 (π, λ) +O

(
exp(|γ|(π − 2a))

z

)
, |z| → ∞.

(2.2.2)

Teorema 2.2.1. Skup nula karakteristi�cne funkcije ∆0,j(λ) , j = 0, 1, je prebrojiv, pri �cemu

se u krugu Kn = {z : |z−n+ j
2
| < 1

n
}, za dovoljno veliko n ∈ N, nalazi ta�cno jedna nula ove

funkcije.

Dokaz. Teoremu �cemo dokazati za funkciju ∆0,0(λ), sli�cno se dokazuje i za ∆0,1(λ). Na osnovu

(2.2.2) vrijedi

z∆0,0(λ) = sin zπ +
1

z

π∫
a

q(t) sin z(t− a) sin z(π − t)dt+O

(
exp(γ(π − 2a))

z2

)
, |z| → ∞.

(2.2.3)

Ozna�cimo sa

f(z) = sin zπ,

g(z) =
1

z

π∫
a

q(t) sin z(t− a) sin z(π − t)dt+O

(
exp(γ(π − 2a))

z2

)
.
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Karakteristi�cna funkcija ∆0,0(z) je neparna, tako da mo�zemo posmatrati γ > 0. Jasno je

da vrijedi

lim
z→∞

f(z)

exp(γ(π − a))
=∞,

lim
z→∞

g(z)

exp(γ(π − a))
= 0,

pri �cemu je γ = Im(z). Na osnovu toga zaklju�cujemo da postoje r0, r1 ∈ R+ takvo da vrijedi

exp(|γ|(π − a)) < |f(z)|, |r0| < |z|,

|g(z)| < exp(|γ|(π − a)), |r1| < |z|.

Ako je max{r0, r1} < |z|, tada vrijedi |g(z)| < |f(z)|. Na osnovu Ru�seove teoreme [con1],

zaklju�cujemo da funkcija ∆0,0(z) = f(z) + g(z) ima jednak broj nula kao i funkcija f(z)

unutar kruga Ln = {z : |z| < n+ 1
2
} gdje je n ∈ N proizvoljno takav da max{r0, r1} < n.

Kako funkcija sin πz u razmatranom krugu ima ta�cno n + 1 korijen zaklju�cujemo da i ka-

rakteristi�cna funkcija ima n + 1 korijen, a samim tim i prebrojivo mnogo korijena u skupu

kompleksnih brojeva. Sli�cno, ako izaberemo krug Kn = {z : |z − n| < 1
n
} takav da je

max{r0, r1} + 1 < n, ponovnom primjenom Ru�seove teoreme na iste funkcije zavr�savamo

dokaz.

Teorema 2.2.2. Spektar {λn,j}n≥1 grani�cnog problema L0,j, j = 0, 1, je oblika

λn,j = z2
n,j, zn,j = n− j

2
+
I1 cos(n− j

2
)a

2πn
+
κn
n
, {κn} ∈ l2, (2.2.4)

gdje je I1 =
∫ π
a
q(t)dt, a simbol {κn} ozna�cava razli�cite nizove u l2.

Dokaz. Teoremu dokazujemo u slu�caju j = 0. Uvedimo oznaku zn = zn,0.

Na osnovu Teoreme 2.1.2 vrijedi

zn = n+ an,

gdje

|an| <
1

n
⇒ an = o(1), n→∞.

Kako je lim
n→∞

zn = +∞, te iz z2
n∆0,0(z2

n) = 0 dobijamo

lim
n→∞

(
zn sin znπ +

π∫
a

q(t) sin zn(t− a) sin zn(π − t)dt
)

= 0, (2.2.5)
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pri �cemu smo koristili

lim
n→∞

znO

(
exp(γn(π − 2a))

z2
n

)
= lim

n→∞

exp(γn(π − 2a))

zn
O(1) = 0,

jer je |γn| ≤ |an|, pa je ovaj niz ograni�cen. Uvr�stavaju�ci zn = n+ an u (2.2.5) imamo

lim
n→∞

(
(n+ an) sin(n+ an)π +

π∫
a

q(t) sin(n+ an)(t− a) sin(n+ an)(π − t)dt
)

= 0. (2.2.6)

Kako je an = o(1), n→∞, lako se poka�ze da je
π∫
a

q(t) sin((n+ an)(t− a)) sin((n+ an)(π − t))dt = O(1), n→∞.

Iz (2.2.6) imamo, za n→∞,

(n+ an) sin(n+ an)π =O(1),

(−1)n(n+ an) sin anπ =O(1),

anπ(−1)n(n+ an) sin anπ

anπ
=O(1),

anπ(−1)n(n+ an) =O(1),

nan = O(1) ⇒ an =
cn
n

+ o

(
1

n

)
.

Sada odredimo cn. Po�sto je zn = n +
cn
n

+ o

(
1

n

)
, za n → ∞, vrijede sljede�ce asimptotske

formule:

sin πzn = (−1)n
cnπ

n
+ o(

1

n
), (2.2.7)

cos(π − a)zn = (−1)n(cosna+
cn(π − a)

n
sinna) + o(

1

n
), (2.2.8)

1

zn
=

1

n
+ o(

1

n
), (2.2.9)

cos(π − 2t+ a)zn = (−1)n(cosn(2t− a) +
cn(π − 2t+ a)

n
+ o(

1

n
), (2.2.10)

sin(π − t)zn = (−1)n(− sinnt+
cn(π − t)

n
cosnt) + o(

1

n
). (2.2.11)

Koriste�ci formule transformacije proizvoda trigonometrijskih funkcija u zbir iz (2.2.3) dobi-

jamo

z2
n ∆0,0(z2

n) = zn sin πzn −
1

2
cos zn(π − a)

π∫
a

q(t)dt

+
1

2

π∫
a

q(t) cos zn(π − 2t+ a)dt+ o

(
1

zn

)
, n→∞.

(2.2.12)
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Uvr�stavaju�ci formule (2.2.7)-(2.2.11) u (2.2.12) dobijamo

lim
n→∞

[
(−1)n

cnπ

n
− (−1)n

2

( π∫
a

q(t)dt

)(
1

n
+ o

(
1

n

))(
cos an+

cn(π − a)

n
sinna+ o

(
1

n

))

+
1

2

(
1

n
+ o

(
1

n

)
(−1)n

) π∫
a

q(t)

(
cosn(2t− a) +

cn(n− 2t+ a)

n

)
dt+ o

(
1

n

)]
= 0.

Nakon sredivanja zaklju�cujemo da vrijedi

lim
n→∞

[
1

2

(
cos an

π∫
a

q(t)dt−
π∫
a

q(t) cosn(2t− a)dt

)
− cnπ

]
= 0 ⇒

1

2

(
cos an

π∫
a

q(t)dt−
π∫
a

q(t) cosn(2t− a)dt

)
− cnπ = o(1),

te kona�cno dobijamo

cn =
1

π

(
1

2
cos an

π∫
a

q(t)dt− 1

2

π∫
a

q(t) cosn(2t− a)dt

)
.

Teorema 2.2.3. Spektar {λn,j}n≥0, grani�cnog problema L0,j, j = 0, 1, jedinstveno odreduje

karakteristi�cnu funkciju i vrijedi

∆0,0(λ) = π

∞∏
n=1

λn,0 − λ
n2

, ∆0,1(λ) =
∞∏
n=1

λn,1 − λ
(n− 1/2)2

. (2.2.13)

Dokaz. Dovoljno je da doka�zemo jednakost za karakteristi�cnu funkciju ∆0,0(λ). Koriste�ci

Adamarovu faktorizaciju [con1,p.289], ∆0,0(λ) je jedinstveno odredena svojim nulama do na

multiplikativnu konstantu:

∆0,0(λ) = C

∞∏
n=1

(
1− λ

λ0,n

)
. (2.2.14)

Posmatrajmo funkciju
sin zπ

z
= π

∞∏
n=1

(
1− λ

n2

)
.

Tada vrijedi
z∆0,0(λ)

sin zπ
=
C

π

∞∏
n=1

n

λn,0

∞∏
n=1

(
1 +

λn,0 − n2

n2 − λ

)
.



Inverzni spektralni problemi �Sturm-Liuvilovog tipa sa konstantnim ka�snjenjem 41

Uzimaju�ci u obzir (2.2.2) i (2.2.4) mo�zemo izra�cunati

lim
λ→−∞

z∆0,0(λ)

sin zπ
= 1, lim

λ→−∞

∞∏
n=1

(
1 +

λn,0 − n2

n2 − λ

)
= 1,

odakle slijedi

C = π
∞∏
n=1

λn,0
n2

.

Robin/Dirihleov slu�caj. Funkcija Ψ(x, λ), j = 0, 1, predstavlja netrivijalna rje�senja

jedna�cine (2.1.1) sa po�cetnim uslovima u lijevom kraju intervala Ψ(0, λ) = 1 i Ψ′(0, λ) = h.

Kada uvrstimo po�cetne uslove u desni kraj intervala dobijamo karakteristi�cnu jedna�cinu gra-

ni�cnog problema Mj, j = 0, 1, odnosno:

Z0(λ) := Ψ(π, λ) = W (π, λ) + hY (π, λ) = 0,

Z1(λ) := Ψ′(π, λ) = W ′(π, λ) + hY ′(π, λ) = 0.
(2.2.15)

Koriste�ci Teoremu 2.1.4 mo�ze se lako pokazati da vrijede sljede�ce asimptotske formule ka-

rakteristi�cnih funkcija M1 i M2 :

Z0(λ) = cos zπ +
h sin zπ

z
+ Y1(π, λ) + hW1(π, λ) +O

(
exp(|γ|(π − 2a)

z

)
,

Z1(λ) = −z sin zπ + h cos zπ + Y
′

1 (π, λ) + hW
′

1(π, λ) +O

(
exp(|γ|(π − 2a)

)
.

(2.2.16)

Skup sopstvnih vrijedosti {µn,j}n≥1 grani�cnog problemaMj, j = 0, 1, je prebrojiv i odgovara

nulama karakteristi�cne funkcije Zj(λ). Koriste�ci (2.2.16) i metode opisane u prethodnom

slu�caju lako mo�zemo dokazati sljede�ca tvrdenja, [yur3].

Teorema 2.2.4. Spektar {µn,j}n≥1 grani�cnog problema Mj, j = 0, 1, je oblika:

√
µn,j = n− 1− j

2
+

h

nπ
+
I1 cos(n− 1−j

2
)a

2nπ
+
κn
n
, {κn} ∈ l2. (2.2.17)

Teorema 2.2.5. Spektar {µn,j}n≥1, grani�cnog problema Mj, j = 0, 1, jedinstveno odreduje

karakteristi�cnu funkciju i vrijede sljede�ce formule

Z0(λ) =
∞∏
n=1

µn,0 − λ
(n− 1/2)2

, Z1(λ) = π(µ0,1 − λ)
∞∏
n=1

µn,1 − λ
n2

. (2.2.18)
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Robinov slu�caj. Kao u prethodnom slu�caju funkcija Ψ(x, λ) predstavlja netrivijalna

rje�senja jedna�cine (2.1.1) sa po�cetnim uslovima Ψ(0, λ) = 1 i Ψ(0, λ) = h. Karakteristi�cna

funkcija grani�cnog problema Pj, j = 0, 1, je oblika

δj(λ) := Ψ′(π, λ) +HjΨ(π, λ) = Z1(λ) +HjZ0(λ). (2.2.19)

Sopstvene vrijednosti {ρn,j}n≥1 grani�cnog problema Pj, j = 0, 1, se podudaraju sa nulama

karakteristi�cne funkcije δj(λ), j = 0, 1, i oblika su ([voj1], [voj2]):

√
ρn,j = n+

h+Hj

nπ
+
I1 cosna

2nπ
+
κn
n
, {κn} ∈ l2. (2.2.20)

Takode, karakteristi�cna funkcija δj(λ), j = 0, 1, je jedinstveno odredena od sopstvenih vri-

jednosti {ρn,j}n≥0 i vrijede formule

Z0(λ) = π(ρ0,0 − λ)
∞∏
n=1

ρn,0 − λ
n2

, Z1(λ) = π(ρ0,1 − λ)
∞∏
n=1

ρn,1 − λ
n2

. (2.2.21)

Primijetimo da je, [yur3],

Z0(λ) =
δ1(λ)− δ0(λ)

H1 −H0

,

Z1(λ) =
H0δ1(λ)−H1δ0(λ)

H0 −H1

.

(2.2.22)

Prethodna jedna�cina nam govori da Robinov grani�cni problem mo�zemo svesti na Robin/Dirihleov

grani�cni problem koji je znatno jednostavniji. Ovo je od izuzetne va�znosti u inverznim pro-

blemima ovog tipa. Zbog ove osobine u nastavku �cemo posmatrati samo prva dva slu�caja.
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2.3 Operatori sa po�cetnom funkcijom

U nastavku posmatramo grani�cni problem Nj = Nj(q, a, ϕ, h), j = 0, 1,

−y′′(x) + q(x)y(x− a) = λy(x), x ∈ (0, π), (2.3.1)

sa grani�cnim uslovima

y′(0)− hy(0) = y(j)(π) = 0, (2.3.2)

y(x− a) ≡ y(0)ϕ(x), x ∈ [0, a], (2.3.3)

gdje je potencijal q(x) ∈ L2(0, π) kompleksna funkcija, a ∈ [π/3, π) je ka�snjenje i ϕ(x)

neprekidna funkcija na [0, a], tako da ϕ(a) = 1.

Funkcija ϕ(x) se naziva po�cetna funkcija i bez umanjenja op�stosti �cemo pretpostaviti da

je ϕ(x) 6= 0 skoro svuda. Ukoliko je ϕ(x) = 0 na E ⊂ [0, a] i |E| > 0, tada je potrebno

da potencijal q(x) bude poznat na skupu E, naj�ce�s�ce se uzima da je q(x) = 0. Takode,

pretpostavi�cemo da je y(0) 6= 0, u suprotnom problem se svodi na grani�cni problem Mj,

j = 0, 1, odnosno (2.1.1) i (2.1.3).

Koristi�cemo iste metode da rije�simo direktni problem kao u prethodnim slu�cajevima, zato

sljede�ca tvrdenja navodimo bez dokaza.

Lema 2.3.1. Neka je N(x, λ) rje�senje grani�cnog problema Nj, j = 0, 1, sa po�cetnim uslovima

N ′(0, λ) = h, N(0, λ) = 1. Tada jå funkcija N(x, λ) jedinstveno rje�senje Volterove integralne

jedna�cine

N(x, λ) = cos zx+ h
sin zx

z
+

∫ x

0

q(t)N(t, λ)
sin z(x− t)

z
dt. (2.3.4)

Teorema 2.3.2. Rje�senje integralne jedna�cine (2.3.4) je dato sa

N(x, λ) = N0(x, λ) +N1(x, λ), a ∈
[π

2
, π
)
, (2.3.5)

gdje je

N0(x, λ) = cos zx+
h sin zx

z
+Q(x);

N1(x, λ) =

∫ x

a

sin z(x− t)
z

q(t)N0(t− a, λ)dt, x ≥ a,

Q(x) =


1

z

∫ x
0
ϕ(t)q(t) sin z(x− t)dt, x ∈ (0, a),

1

z

∫ a
0
ϕ(t)q(t) sin z(x− t)dt, x ∈ (a, π),

(2.3.6)
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Karakteristi�cna funkcija grani�cnog problema Nj, j = 0, 1, je oblika

dj(λ) := N (j)(π, λ).

Neka je a ∈ [π/2, π), koriste�ci (2.3.6) dobijamo da je

d0(λ) = cos zπ +
h sin zπ

z
+

1

z

∫ a

0

ϕ(t)q(t) sin z(π − t)dt

+
1

z

∫ π

a

q(t) sin z(π − t) cos z(t− a)dt+
h

z2

∫ π

a

q(t) sin z(t− a) sin z(π − t)dt

+
1

z2

∫ π

a

q(t) sin z(π − t)
∫ t−a

0

ϕ(s)q(s) sin z(t− a− s)dsdt,

(2.3.7)

d1(λ) =− z sin zπ + h cos zπ +

∫ a

0

ϕ(t)q(t) cos z(π − t)dt

+
1

z

∫ π

a

q(t) cos z(π − t) cos z(t− a)dt+
h

z

∫ π

a

q(t) sin z(t− a) cos z(π − t)dt

+
1

z

∫ π

a

q(t) cos z(π − t)
∫ t−a

0

ϕ(s)q(s) sin z(t− a− s)dsdt.

(2.3.8)

Sopstvene vrijednosti grani�cnog problema se podudaraju sa nulama karakteristi�cne funkcije.

Sli�cno kao u prethodnim slu�cajevima vrijede sljede�ce teoreme

Teorema 2.3.3. Spektar {νn,j}n≥1 grani�cnog problema Nj, j = 0, 1, je oblika:

√
νn,j = n− 1− j

2
+

h

nπ
+
I1 cos(n− 1−j

2
)a

2nπ
+
κn
n
, {κn} ∈ l2, (2.3.9)

Teorema 2.3.4. Spektar {νn,j}n≥0, grani�cnog problema Nj, j = 0, 1, jedinstveno odreduje

karakteristi�cnu funkciju i vrijede sljede�ce formule

d0(λ) =
∞∏
n=1

νn,0 − λ
(n− 1/2)2

, d1(λ) = π(ν0,1 − λ)
∞∏
n=1

νn,1 − λ
n2

. (2.3.10)

Umjesto grani�cnih uslova (2.3.2) mo�zemo posmatrati Robinove grani�cne uslove

y′(π) +Hjy(π) = 0, j = 0, 1, H0, H1 ∈ C, H0 6= H1

Ovaj problem sa dva ka�snjenja je obraden u [voj2].
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3 Inverzni problemi operatora sa ka�snjenjem

U prethodnom poglavlju smo posmatrali direktne probleme operatora �Sturm-Liuvilovog

tipa sa konstantnim ka�snjenjem. Dobijeni rezultati su od izuzetne va�znosti za dalja istra�zivanja.

U ovom poglavlju posmatramo inverzne probleme pomenutih operatora na osnovu dva spek-

tra. Operatori sa ka�snjenjem su uveli potpuno novi pristup u inverznoj spektralnoj teoriji.

Nijedan od poznatih metoda za klasi�cne �Sturm-Liuvilove operatore se ne mo�ze primijeniti

za operatore sa ka�snjenjem. U jednom od prvih rezultata inverzne teorije za operatore sa

ka�snjenjem je dokazano da su dva spektra dovoljna da se jedinstveno odredi potencijal iz

prostora analiti�ckih funkcija, [pik1]. Za potencijale iz prostora kvadratno integrabilnih funk-

cija, ovaj problem je predstavljao izazov du�zi niz godina. U [fre3] autori su uspjeli da uop�ste

Ambarcumjanov rezultat za klasi�cne operatore, odnosno dokazali su kada su sopstvne vri-

jednosti dva spektra iste kao kod nula potencijala, tada potencijal mora biti nula za svako

ka�snjenje. Ova teorema je nazvana teorema jedinstvenosti �sto �ce se kasnije ispostaviti kao

neopravdan naziv.

Kineski matemati�car C.F. Yang je u [yan1] rije�sio inverzne nodalne probleme za �Sturm-

Liuvilove operatore sa konstantnim ka�snjenjem. U ovim problemima umjesto sopstvenih

vrijednosti poznate su nule sopstvenih funkcija, koje se jo�s nazivaju nodalne ta�cke, [wan1].

Ipak, za poznate spektre inverzni problem se ispostavio izrazito zahtjevan. Ranije smo naveli

da je karakteristi�cna funkcija grani�cnog spektralnog problema linearna u odnosu na funkci-

ju potencijala kada ka�snjenje nije manje od polovine intervala. Zahvaljuju�ci tome inverzni

problemi su rije�seni u ovim slu�cajevima, [vla1], [yur4], [ign1]. Ispostavi�ce se da i u nelinear-

nom slu�caju, odnosno kada je ka�snjenje ve�ce od dvije petine intervala, a manje od polovine

intervala vrijedi teorema jedinstvenosti, [bon1], [voj1], [pik4]. Ove rezultate �cemo dokazati u

ovom poglavlju za Dirihle/Nojmanove i Robin/Dirihleove po�cetne uslove. �Stavi�se, dokazano

je da su dijelovi dva spektra dovoljni da se jedinstveno konstrui�se operator ukoliko ka�snjenje

nije manje od dvije petine intervala, [but3], [but4].

Pored klasi�cnih inverznih problema posmatraju se i nekompletni inverzni problemi. Oni

su korisni iz razloga �sto su nam, pored spektralnih informacija, ponekad poznate neke osobine

potencijala. Nekompletni inverzni problemi se naj�ce�s�ce posmatraju kada ne vrijedi teorema

jedinstvenosti. U tom slu�caju je potrebno da posjedujemo dodatne informacije koje bi ga-

rantovale teoremu jedinstvenosti. Konkretno, posmatra�cemo ka�snjenje manje od dvije petine

intervala pri �cemu �ce potencijal biti poznat na dijelu intervala. Takode, u istom slu�caju ka-

da su poznata dva spektra, dovoljno je da je potencijal simetri�can na podintervalu kako bi

dokazali teoremu jedinstvenosti. Sli�cni problemi su posmatrani u [bon2], [dju2], [dju3].
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3.1 Ka�snjenje iz intervala [π/2, π)

Posmatramo grani�cni problem L0,j = L0,j(q) sa konstantnim ka�snjenjem a ∈ [π/2, π)

−y′′(x) + q(x)y(x− a) = λy(x), 0 < x < π, (3.1.1)

y(0) = y(j)(π) = 0, j = 0, 1, (3.1.2)

gdje je potencijal q(x) kompleksna funkcija iz L2(0, π) tako da q(x) ≡ 0 na (0, a).

Neka je Y (x, λ) rje�senje jedna�cine (3.1.1) tako da zadovoljava po�cetne uslove Y (0, λ) = 0,

Y ′(0, λ) = 1. Sopstvene vrijednosti od L0,j, j = 0, 1, se podudaraju sa nulama karakteristi�cne

funkcije (2.2.1)

∆0,j(λ) = Y (j)(π, λ) (3.1.3)

Na osnovu Teoreme 2.1.2 vrijedi

Y (x, λ) =
sin zx

z
+

1

z2

∫ x

a

q(t) sin z(t− a) sin z(x− t)dt, (3.1.4)

Y ′(x, λ) = cos zx+
1

z

∫ x

a

q(t) sin z(t− a) cos z(x− t)dt, (3.1.5)

gdje je z = λ2. Mijenjaju�ci (3.1.4), (3.1.5) u (3.1.3) dobijamo

∆0,0(λ) =
sin zπ

z
− cos z(π − a)

2z2

∫ π

a

q(t)dt

+
1

2z2

∫ π

a

q(t) cos z(π − 2t+ a)dt,

(3.1.6)

∆0,1(λ) = cos zπ +
sin z(π − a)

2z

∫ π

a

q(t)dt

− 1

2z

∫ π

a

q(t) sin z(π − 2t+ a)dt,

(3.1.7)

pri �cemu smo koristili trigonometrijsku transformaciju, [vla1].

Na osnovu Teoreme 2.2.2 spektar {λn,j}n≥1 grani�cnog problema L0,j, j = 0, 1, je oblika

λn,j = z2
n,j, zn,j = n− j

2
+
I1 cos(n− j

2
)a

2πn
+
κn
n
, {κn} ∈ l2, (3.1.8)

Inverzni problem 3.1.1: Neka je a ∈ [π/2, π). Dati su spektri {λn,j}n≥1 grani�cnog

problema L0,j, j = 0, 1, odrediti potencijal q(x).
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Na osnovu Teoreme 2.2.3 spektar {λn,j}n≥1 grani�cnog problema L0,j, j = 0, 1, jedinstveno

odreduje karakteristi�cnu funkciju ∆0,j(λ), pa je lijeva strana u jedna�cinama (3.1.6) i (3.1.7)

poznata.

Teorema 3.1.1. Vrijednost I1 =
∫ π
a
q(t)dt je jedinstveno odredena spektrom {λn,0}n≥1.

Dokaz. Koriste�ci (3.1.6) za | cosnka| > δ > 0 dobijamo da je

I1 = lim
nk→∞

2n2
k(−1)nk+1(cosnka)−1∆0,0(n2

k).

�Stavi�se, podspektar {λnk,0}k≥1 je dovoljan da odredi vrijednost I1 pod uslovom

limk→∞ cos(nka) 6= 0. Ipak, ukoliko vrijedi da cos(nka) → 0, tada podspektar {λnk,1}k≥1

jedinstveno odreduje vrijednost integrala I1.

Ukoliko je I1 6= 0, tada su nam podaci spektra {λn,0}n≥1 dovoljni da odredimo ka�snjenje

sljede�com formulom (sin(na) 6= 0)

a = arccos

(
1

2
lim
n→∞

λn−2,0 − (n− 2)2 − λn+2,0 + (n+ 2)2

λn−1,0 − (n− 1)2 − λn+1,0 + (n+ 1)2

)
.

Medutim, ukoliko je I1 = 0 tada ka�snjenje nije jedinstveno odredeno. U tu svrhu navodimo

sljede�ci kontraprimjer.

Primjer 3.1.2. Neka je a0 ∈ (π/2, π) i funkcija h(x) ∈ L2(a0, π) proizvoljna funkcija tako

da vrijedi
∫ π
a0
h(x)dx = 0. Za ka�snjenje a1 < a0 izaberimo funkciju

h1(x) =

{
0, x ∈ (a1, a0),

h(x), x ∈ (a0, π).

Potencijali h(x) i h1(x) imaju iste karakteristi�cne funkcije za razli�cita ka�snjenja.

Prema tome ka�snjenje nije jedinstveno odredeno u op�stem slu�caju. U nastavku se pod-

razumijeva da je ka�snjenje unaprijed zadano.

U sljede�cem tvrdenju �cemo dati rje�senje inverznog problema za �Sturm-Liuvilov operator uz

Dirihle/Nojmanove grani�cne uslove za ka�snjenje a ∈ [π/2, π).

Teorema 3.1.3. Spektri {λn,0}n≥1 i {λn,1}n≥1 grani�cnih problema L0(q) i L1(q) jedinstveno

odreduju potencijal q(x).

Dokaz. Ve�c smo dokazali da dva spektra jedinstveno odreduju ∆0,0(λ), ∆0,1(λ) i I1. Na

osnovu (3.1.6) i (3.1.7) dobijamo

2z2∆0,0(λ)− 2z sin zπ + cos z(π − a)I1 =

∫ π

a

q(t) cos z(π − 2t+ a)dt, (3.1.9)
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2z∆0,1(λ)− 2z cos zπ − sin z(π − a)I1 =

∫ π

a

q(t) sin z(π − 2t+ a)dt, (3.1.10)

pri �cemu je lijeva strana u prethodne dvije jedna�cine poznata.

Uvodenjem smjene π−2t+a = 2s u integralima na desnoj strani jedna�cina (3.1.9) i (3.1.10)

dobijamo:

F0(z) =

π−a
2∫

−π+a
2

q

(
π − 2s+ a

2

)
cos(2zs)ds, (3.1.11)

F1(z) =

π−a
2∫

−π+a
2

q

(
π − 2s+ a

2

)
sin(2zs)ds, (3.1.12)

pri �cemu je

F0(z) = 2z2∆0,0(λ)− 2z sin zπ + cos z(π − a)I1,

F1(z) = −2z∆0,1(λ) + 2z cos zπ + sin z(π − a)I1.

Kako q

(
π − 2x+ a

2

)
∈ L2

(
−π + a

2
,
π − a

2

)
, iskoristi�cemo bazu ovog prostora:

{
exp

(
2πimx

π − a

)}
m∈Z

.

Uvr�stavanjem z =
mπ

π − a
, m ∈ Z zatim mno�zenjem (3.1.11) sa

1

π − a
exp

(
2miπx

π − a

)
i

(3.1.12) sa
−i
π − a

exp

(
2miπx

π − a

)
, te sumiranjem dobijamo

f(x) = q

(
π − 2x+ a

2

)
, x ∈ (a, π), (3.1.13)

gdje je

f(x) =
1

π − a
∑
m∈Z

(
F0

(
mπ

π − a

)
− iF1

(
mπ

π − a

))
exp

(
2miπx

π − a

)
.

Kako je funkcija f(x) poznata iz (3.1.13) mo�zemo izra�cunati q((π − 2x+ a)/2).

Sli�cna ideja ovog rezultata je obradena u radu [vla1]. Ispostavilo se da su dva spektra

vi�se nego dovoljna da se odredi potencijal. U radu [but4] je dokazano pod kojim uslovima

dva podspektra {λnk,0}k≥1 i {λnk,1}k≥1 odreduju jedinstveni potencijal. Preciznije, potreban

i dovoljan uslov da dva podspektra {λnk,0}k≥1 i {λnk,1}k≥1 odreduju jedinstveni potencijal je

da sistemi {cos(nkx)}n≥1 i {sin(nkx)}k≥1 budu kompletni u L2(0, π−a). U dokazu se umjesto
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Furijeove baze koristi Risova baza. Velika prednost ovog metoda je �sto ne trebamo koristi-

ti spektre da konstrui�semo karakteristi�cne funkcije, ve�c koristimo informacije da sopstvene

vrijednosti anuliraju karakteristi�cnu funkciju.

U nastavku rje�savamo inverzni problem �Sturm-Liuvilovog operatora sa konstantnim ka-

�snjenjem uz Robin/Dirihleove grani�cne uslove. Posmatramo grani�cni problemMj = Mj(q, h),

j = 0, 1, sa konstantnim ka�snjenjem a ∈ [π/2, π) :

−y′′(x) + q(x)y(x− a) = λy(x), 0 < x < π,

y′(0)− hy(0) = y(j)(π) = 0, j = 0, 1, (3.1.14)

gdje je potencijal q(x) kompleksna funkcija iz L2(a, π) tako da q(x) ≡ 0 na (0, a).

Neka je Ψ(x, λ) rje�senje jedna�cine (3.1.1) tako da zadovoljava po�cetne uslove Ψ(0, λ) = 1,

Ψ′(0, λ) = h. Sopstvene vrijednosti odMj, j = 0, 1, se podudaraju sa nulama karakteristi�cne

funkcije (2.2.14)

Zj(λ) = Ψ(j)(π, λ) (3.1.15)

Na osnovu Teoreme 2.1.2, Teoreme 2.1.3 i �cinjenice Ψ(x, λ) = W (x, λ) + hY (x, λ) vrijedi

Ψ(x, λ) = cos zx+
h sin zx

z
+

1

z

∫ x

a

q(t) cos z(t− a) sin z(x− t)dt

+
h

z2

∫ x

a

q(t) sin z(t− a) sin z(x− t)dt
(3.1.16)

Ψ′(x, λ) =− z sin zx+ h cos zx+

∫ x

a

q(t) cos z(t− a) cos z(x− t)dt

+
h

z

∫ x

a

q(t) sin z(t− a) cos z(x− t)dt
(3.1.17)

Na osnovu (3.1.15),(3.1.16) i (3.1.17) vrijedi

Z0(λ) = cos zπ +
h sin zπ

z
+

1

2z
sin z(π − a)I1 +

1

2z

∫ π

a

q(t) sin z(π − 2t+ a)dt

− h

2z2
cos z(π − a)I1 +

h

2z2

∫ π

a

q(t) cos z(π − 2t+ a)dt,

(3.1.18)

Z1(λ) =− z sin zπ + h cos zπ +
1

2
cos z(π − a)I1 +

1

2

∫ π

a

q(t) cos z(π − 2t+ a)dt

+
h

2z
sin z(π − a)I1 −

h

2z

∫ π

a

q(t) sin z(π − 2t+ a)dt.

(3.1.19)
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Na osnovu Teoreme 2.2.4 zaklu�cujemo da je spektar {µn,j}n≥1 grani�cnog problemaMj(q, h, a),

j = 0, 1, oblika:

√
µn,j = n− 1− j

2
+

h

nπ
+
I1 cos(n− 1−j

2
)a

2nπ
+
κn
n
, {κn} ∈ l2. (3.1.20)

Inverzni problem 3.1.2: Dati su spektri {µn,j}n≥1 grani�cnog problema Mj, j = 0, 1,

odrediti potencijal q(x) i grani�cni parametar h.

Koriste�ci Teoremu 2.2.5 pomo�cu spektra {µn,j}n≥1 grani�cnog problema Mj, j = 0, 1, kon-

strui�semo karakteristi�cne funkcije Zj(λ).

Teorema 3.1.4. Spektar {µn,0}n≥1 grani�cnog problema M0 jedinstveno odreduje vrijednost

integrala I1 i parametra h.

Dokaz. Koriste�ci spektar {µn,0}n≥1 mo�zemo konstruisati Z0(λ), odnosno lijeva strana u

(3.1.18) je poznata. Za | sinnka| > δ > 0 vrijedi, [yur4],

I1 = 2

(
lim
nk→∞

(−1)nk+1(sinnka)−1(Z0(n2
k)− (−1)nk)nk

)
.

Sli�cno, iz (3.1.18) dobijamo

h = lim
n→∞

[(
2n+ 1

2

)
Z0

((
2n+ 1

2

)2)
− I1 sin

((
2n+ 1

2

)
(π − a)

)]
.

Dalje, primijetimo da vrijedi:

1

z

∫ π

a

q(t)

(
− cos z(π − a) + cos z(π − 2t+ a)

)
dt =

∫ π

a

q(t)

∫ 2t−a

a

sin z(π − s)dsdt

=

∫ 2π−a

a

sin z(π − t)
∫ π

t+a
2

q(s1)ds1dt,

(3.1.21)

1

z

∫ π

a

q(t)

(
sin z(π − a)− sin z(π − 2t+ a)

)
dt =

∫ π

a

q(t)

∫ 2t−a

a

cos z(π − s)dsdt

=

∫ 2π−a

a

cos z(π − t)
∫ π

t+a
2

q(s1)ds1dt.

(3.1.22)

Do prethodne transformacije se mo�ze do�ci i parcijalnom integracijom. �Stavi�se, u radovima

[dju2], [pik4], [vla1], [voj1], [voj2], [yur3], [yur4] se koristi metod parcijalne integracije za
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transformaciju sli�cnih integrala. Ipak, ispostavilo se da je prethodna transformacija mnogo

jednostavnija, jer se samo koristi zamjena redoslijeda integracije.

U sljede�cem stavu �cemo dati rje�senje inverznog problema �Sturm-Liuvilovog tipa uz Ro-

bin/Dirihleove grani�cne uslove za ka�snjenje a ∈ [π/2, π).

Teorema 3.1.5. Spektri {µn,0}n≥1 i {µn,1}n≥1 grani�cnih problema M0(q, h) i M1(q, h) jedin-

stveno odreduju potencijal q(x).

Dokaz. Ve�c smo dokazali da dva spektra jedinstveno odreduju Z0(λ), Z1(λ), I1 i h. Koriste�ci

(3.1.18),(3.1.19),(3.1.21) i (3.1.22) dobijamo

G0(z) =

∫ π

a

q(t) sin z(π − 2t+ a)dt+ h

∫ 2π−a

a

sin z(π − t)
∫ π

t+a
2

q(s1)ds1dt, (3.1.23)

G1(z) =

∫ π

a

q(t) cos z(π − 2t+ a)dt+ h

∫ 2π−a

a

cos z(π − t)
∫ π

t+a
2

q(s1)ds1dt, (3.1.24)

gdje je

G0(z) = 2zZ0(λ)− 2z cos zπ − 2h sin zπ − sin z(π − a)I1,

G1(z) = 2Z1(λ) + 2z sin zπ − 2h cos zπ − cos z(π − a)I1.

Uvodenjem smjene π − 2t+ a = 2s, odnosno π − t = 2s u (3.1.23) i (3.1.24) dobijamo

G0(z) =

π−a
2∫

−π+a
2

q

(
π − 2s+ a

2

)
sin(2zs)ds+ 2h

π−a
2∫

−π+a
2

sin(2zs)

π∫
π−2s+a

2

q(s1)ds1ds, (3.1.25)

G1(z) =

π−a
2∫

−π+a
2

q

(
π − 2s+ a

2

)
cos(2zs)ds+ 2h

π−a
2∫

−π+a
2

cos(2zs)

π∫
π−2s+a

2

q(s1)ds1ds. (3.1.26)

Uvr�stavanjem z =
mπ

π − a
, m ∈ Z, zatim mno�zenjem (3.1.25) sa

1

π − a
exp

(
2miπx

π − a

)
i

(3.1.26) sa
−i
π − a

exp

(
2miπx

π − a

)
, te sumiranjem dobijamo

f2(x) = q

(
π − 2x+ a

2

)
+ 2h

π∫
π−2x+a

2

q(t)dt, x ∈
(
−π + a

2
,
π − a

2

)
,

odnosno

f2

(
π − 2x+ a

2

)
= q(x) + 2h

π∫
x

q(t)dt, x ∈ (a, π), (3.1.27)
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gdje je

f2(x) =
1

π − a
∑
m∈Z

(
G0

(
mπ

π − a

)
− iG1

(
mπ

π − a

))
exp

(
2miπx

π − a

)
.

Jedna�cina (3.1.27) predstavlja Volterovu integralnu jedna�cinu drugog reda. Jedinstveno rje�senje

ove integralne jedna�cine postoji i ono je oblika

q(x) = f2

(
π − 2x+ a

2

)
− 2h

∫ π

x

f2

(
π − 2t+ a

2

)
exp(2h(x− t))dt.

Napomena 3.1.6. Sli�cne rezultate mo�zemo dobiti za grani�cne probleme Pj, j = 0, 1, gene-

risane jedna�cinom (3.1.1) i Robinovim grani�cnim uslovima

y′(0)− hy(0) = 0, y′(π) +Hjy(π) = 0,

gdje su Hj kompleksni brojevi i H1 6= H2. Sopstvene vrijednosti {ρn,j}n≥0 se podudaraju sa

nulama karakteristi�cne funkcije δj(λ) = Ψ′(π, λ) +HjΨ(π, λ).

Inverzni problem je formulisan na sljede�ci na�cin: Dati su spektri {ρn,j}n≥1, konstruisati po-

tencijal q(x) i koe�cijente H1, H2 i h.

Koriste�ci (2.2.22) problem se svodi na problem sa Robin/Dirihleovim grani�cnim uslovima.

Koe�cijente H1 i H2 mo�zemo odrediti na sli�can na�cin kao �sto smo odredili h.
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3.2 Ka�snjenje iz intervala [2π/5, π/2)

Posmatramo grani�cni problem L0,j = L0,j(q) sa konstantnim ka�snjenjem a ∈ [2π/5, π/2)

−y′′(x) + q(x)y(x− a) = λy(x), 0 < x < π, (3.2.1)

y(0) = y(j)(π) = 0, j = 0, 1, (3.2.2)

gdje je potencijal q(x) kompleksna funkcija iz L2(0, π) tako da q(x) ≡ 0 na (0, a).

Neka je Y (x, λ) rje�senje jedna�cine (3.2.1) tako da zadovoljava po�cetne uslove Y (0, λ) = 0,

Y ′(0, λ) = 1. Sopstvene vrijednosti od L0,j se podudaraju sa nulama karakteristi�cne funkcije

(2.2.1), odnosno

∆0,j(λ) = Y (j)(π, λ). (3.2.3)

Na osnovu Teoreme 2.1.2 vrijedi

Y (x, λ) =
sin zx

z
+

1

z2

x∫
a

q(t) sin z(t− a) sin z(x− t)dt

+
1

z3

x∫
2a

t−a∫
a

q(t)q(t1) sin z(x− t) sin z(t1 − a) sin z(t− a− t1)dt1dt,

(3.2.4)

Y ′(x, λ) = cos zx+
1

z

x∫
a

q(t) sin z(t− a) cos z(x− t)dt

+
1

z2

x∫
2a

t−a∫
a

q(t)q(t1) cos z(x− t) sin z(t1 − a) sin z(t− a− t1)dt1dt.

(3.2.5)

Koriste�ci (3.2.3),(3.2.4) i (3.2.5) dobijamo karakteristi�cne funkcije:

∆0,0(λ) =
sin zπ

z
+

1

z2

π∫
a

q(t) sin z(t− a) sin z(π − t)dt

+
1

z3

π∫
2a

t−a∫
a

q(t)q(t1) sin z(π − t) sin z(t1 − a) sin z(t− a− t1)dt1dt,

(3.2.6)

∆0,1(λ) = cos zπ +
1

z

π∫
a

q(t) sin z(t− a) cos z(π − t)dt

+
1

z2

π∫
2a

t−a∫
a

q(t)q(t1) cos z(π − t) sin z(t1 − a) sin z(t− a− t1)dt1dt.

(3.2.7)
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Spektralne osobine grani�cnog problema L0,j(q), j = 0, 1, su opisane u Teoremi 2.2.2 odnosno

sa (3.1.8).

Inverzni Problem 3.2.1: Neka je a ∈ [2π/5, π/2). Dati su spektri {λn,j}n≥1 grani�cnog

problema L0,j, za j = 0, 1, odrediti potencijal q(x).

Iz Teoreme 2.2.3 nam je poznato da je karakteristi�cna funkcija ∆0,j(λ), j = 0, 1, jedin-

stveno odredena spektrom {λn,j}n≥1. Takode, na osnovu Teoreme 3.1.1 mo�zemo izra�cunati

I1 na osnovu spektralnih vrijednosti, pa je neophodno da transformi�semo karakteristi�cne

jedna�cine (3.2.6) i (3.2.7). Za razliku od Inverznog problema 3.1.2 gdje smo koristili samo

zamjenu redoslijeda integracije, ovdje �cemo ipak iskoristiti metod parcijalne integracije koji

je prvobitno opisan radovima [bon1] i [pik4]. Uvodimo notaciju

I2 =

π∫
2a

q(t)

t−a∫
a

q(s)dsdt.

Prvo transformi�semo proizvod trigonometrijskih funkcija u zbir:

z2∆0,0(z) = z sin zπ − cos z(π − a)

2
I1 +

1

2

π∫
a

q(t) cos z(π + a− 2t)dt− sin z(π − 2a)

4z
I2

+
1

4z

π∫
2a

t−a∫
a

q(t)q(t1) sin z(π − 2t1)dt1dt−
1

4z

π∫
2a

t−a∫
a

q(t)q(t1) sin z(π − 2t+ 2a)dt1dt

+
1

4z

π∫
2a

t−a∫
a

q(t)q(t1) sin z(π − 2t+ 2t1)dt1dt.

(3.2.8)

z∆0,1(z) = z cos zπ +
sin z(π − a)

2
I1 −

1

2

π∫
a

q(t) sin z(π − 2t+ a)dt− cos z(π − 2a)

4z
I2

+
1

4z

π∫
2a

t−a∫
a

q(t)q(t1) cos z(π − 2t1)dt1dt−
1

4z

π∫
2a

t−a∫
a

q(t)q(t1) cos z(π − 2t+ 2a)dt1dt

+
1

4z

π∫
2a

t−a∫
a

q(t)q(t1) cos z(π − 2t+ 2t1)dt1dt.

(3.2.9)
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Mijenjaju�ci redoslijed integracije dobijamo:

π∫
2a

t−a∫
a

q(t)q(t1) sin z(π − 2t1)dt1dt =

π−a∫
a

q(t1) sin z(π − 2t1)

π∫
t1+a

q(t)dtdt1,

−
π∫

2a

t−a∫
a

q(t)q(t1) sin z(π − 2t+ 2a)dt1dt = −
π−a∫
a

q(t+ a) sin z(π − 2t)

t∫
a

q(t1)dt1dt,

π∫
2a

t−a∫
a

q(t)q(t1) sin z(π − 2t+ 2t1)dt1dt =

π−a∫
a

sin z(π − 2t1)

π∫
t1+a

q(t)q(t− t1)dtdt1.

Uvodimo notaciju

K0(t) =


q(t+ a)

t∫
a

q(s)ds− q(t)
π∫

t+a

q(s)ds−
π∫

t+a

q(s− t)q(s)ds, t ∈ [a, π − a],

0, t ∈ [0, a) ∪ (π − a, π].

q̃(t) =


q(t+

a

2
), t ∈ [

a

2
, π − a

2
],

0, t ∈ (0,
a

2
) ∪ (π − a

2
, π).

ãc(z) =

π−a
2∫

a
2

q̃(t) cos z(π − 2t)dt, ãs(z) =

π−a
2∫

a
2

q̃(t) sin z(π − 2t)dt,

kc,0(z) =

π−a∫
a

K0(t) cos z(π − 2t)dt, ks,0(z) =

π−a∫
a

K0(t) sin z(π − 2t)dt.

Jasno je da funkcija K0(t) ∈ L2[0, π]. Iz (3.2.8) imamo

z2∆0,0(λ) = sin zπ +
1

2
(ãc(z)− cos z(π − a)I1)− 1

4z
(ks,0(z) + I2 sin z(π − 2a)) , (3.2.10)

dok iz (3.2.9) dobijamo

z∆0,1(λ) = z cos zπ+
1

2
(−ãs(z) + sin z(π − a)I1)− 1

4z
(kc,0(z) + I2 cos z(π − 2a)) . (3.2.11)

Koriste�ci parcijalnu integraciju u (3.2.10) i (3.2.11) imamo

z2∆0,0(λ) = sin zπ +
1

2

(
ãc(z)− cos z(π − a)I1

)
+

1

2
K∗c,0(z), (3.2.12)

z∆0,1(λ) = z cos zπ +
1

2

(
− ãs(z) + sin z(π − a)I1

)
− 1

2
K∗s,0(z), (3.2.13)



Inverzni spektralni problemi �Sturm-Liuvilovog tipa sa konstantnim ka�snjenjem 56

gdje je

K∗c,0(z) =

π−a∫
a

cos z(π − 2t)

π−a∫
t

K0(s)dsdt, K∗s,0(z) =

π−a∫
a

sin z(π − 2t)

π−a∫
t

K0(s)dsdt.

Radi lak�seg ra�cunanja uvodimo notaciju

A0(z) = 2z2∆0,0(z)− 2z sin zπ + cos z(π − a)I1,

A1(z) = −2z∆0,1(z) + 2z cos zπ + sin z(π − a)I1.
(3.2.14)

Funkcije A0(z) i A1(z) su jedinstveno odredene spektrima {λn,0}n≥1 i {λn,1}n≥1.

Iz (3.2.12) i (3.2.13) imamo:

A0(z) = ãc(z) +K∗c,0(z), A1(z) = ãs(z) +K∗s,0(z).

Uvr�stavaju�ci z = m, m ∈ Z, u (3.2.14) dobijamo:

(−1)mA0(m) =

π−a
2∫

a
2

q̃(t) cos 2mtdt+

π−a∫
a

cos 2mt

π−a∫
t

K0(s)dsdt, (3.2.15)

(−1)m+1A1(m) =

π−a
2∫

a
2

q̃(t) sin 2mtdt+

π−a∫
a

sin 2mt

π−a∫
t

K0(s)dsdt. (3.2.16)

Mno�ze�ci (3.2.15) sa
1

π
exp 2imt i (3.2.16) sa

−i
π

exp(2imt) zam ∈ Z, te sumiranjem dobijamo

integralnu jedna�cinu

q̃(t) +

π−a∫
t

K0(s)ds 1(a,π−a)(t) = f(t), t ∈ (
a

2
, π − a

2
). (3.2.17)

gdje je

f(t) =
A0(0)

π
+

1

π

∑
m∈Z\{0}

(−1)m
(
A0(m) + iA1(m)

)
exp(2imt).

Prethodni postupak je detaljno opisan u radovima [dju2] i [dju3]. Za razliku od Furijeo-

ve baze {exp(2miπx
π−a )}m∈Z koju smo koristili u slu�caju a ∈ [π/2, π), ovdje koristimo bazu

{exp(2mix)}m∈Z na intervalu [0, π]. Isti postupak mo�zemo primijeniti i za bazu {exp(2miπx
π−a )}m∈Z

samo je potrebna mala modi�kacija ra�cuna. Vi�se o Furijeovim bazama nalazi se u [zyg1].

U sljede�coj teoremi �cemo dati rje�senje Inverznog problema 3.2.1:

Teorema 3.2.1. Neka je a ∈ [2π/5, π/2). Spektri {λn,j}n≥1 grani�cnih problema L0,j, j = 0, 1,

jedinstveno odreduju potencijal q(x).
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Dokaz. Potencijal q(x) zadovoljava integralnu jedna�cinu (3.2.17), pa uvode�ci smjenu t =

x− a/2 dobijamo

q(x) +

π−a∫
x−a

2

K0(s)ds 1(3a/2,π−a/2)(x) = f
(
x− a

2

)
, x ∈ (a, π). (3.2.18)

Posmatramo sljede�ce slu�cajeve:

1. Za x ∈ [a, 3a/2] ∪ [π − a/2, π], integralna jedna�cina (3.2.18) se svodi na

q(x) = f
(
x− a

2

)
.

Prema tome, potencijal je jedinstveno odreden na intervalu [a, 3a/2]∪ [π−a/2, π] skoro

svuda.

2. Za x ∈ (3a/2, π−a/2) potencijal q(x) zadovoljava integralnu jedna�cinu (3.2.18). Uo�cimo

da vrijedi

π−a∫
x−a

2

K0(t)dt =

∫ x−a
2

a

q(t)dt

∫ π

x+a
2

q(s) ds−
∫ π−x+a

2

a

q(t) dt

∫ π

x+t−a
2

q(s) ds. (3.2.19)

Prema tome integralnu jedna�cinu mo�zemo zapisati u obliku

q(x) +

∫ x−a
2

a

q(t)dt

∫ π

x+a
2

q(s) ds−
∫ π−x+a

2

a

q(t) dt

∫ π

x+t−a
2

q(s) ds = f(x− a

2
). (3.2.20)

Kako je potencijal q(x) poznat s.s. na intervalu [a, 3a/2] ∪ [π − a/2, π], lako se mo�ze

dokazati da je izraz∫ x−a
2

a

q(t)dt

∫ π

x+a
2

q(s) ds−
∫ π−x+a

2

a

q(t) dt

∫ π

x+t−a
2

q(s) ds

takode poznat. Prema tome iz (3.2.20) mo�zemo odrediti potencijal q(x) s.s. na intervalu

(3a/2, π − a/2).

.

Pored Furijeove baze, mo�zemo koristiti i Risovu bazu da konstrui�semo integralnu jed-

na�cinu (3.2.17). Odnosno, da bismo odredili potencijal q(x) dovoljni su nam podspektri,

[but4]. Ovaj metod je mnogo e�kasniji za odredivanja potencijala. Va�zna prednost je u tome

da ne trebamo konstruisati karakteristi�cne funkcije, ve�c uvr�stavamo njene nule u jedna�cinama
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(3.2.12) i (3.2.13).

Robin/Dirihleovi grani�cni uslovi. Umjesto Dirihle/Nojmanovih grani�cnih uslova isti pro-

blem mo�zemo posmatrati sa Robin/Dirihleovim grani�cnim uslovima. Odnosno, posmatramo

grani�cni problem Mj = Mj(q, h) sa konstantnim ka�snjenjem a ∈ [π/2, π)

−y′′(x) + q(x)y(x− a) = λy(x), 0 < x < π,

y′(0)− hy(0) = y(j)(π) = 0, j ∈ {0, 1} (3.2.21)

gdje je potencijal q(x) kompleksna funkcija iz L2(a, π) tako da q(x) ≡ 0 na (0, a).

Inverzni problem 3.2.2: Neka je a ∈ [2π/5, π/2). Dati su spektri {µn,j}n≥1, grani�cnog

problema Mj(q, h), j = 0, 1, odrediti potencijal q(x) i grani�cni parametar h.

Na osnovu Teoreme 3.1.3 mo�zemo odrediti vrijednost integrala I1 i parametra h. Koriste�ci

spektre {µn,j}n≥1, j = 0, 1, na osnovu Teoreme 2.2.3 mo�zemo konstruisati karakteristi�cne

funkcije Z0(λ) i Z1(λ). Iz (2.2.14) dobijamo, [pik4],

Z0(λ) = cos zπ +
h sin zπ

z
+

1

2z
sin z(π − a)I1 +

1

2z

∫ π

a

q(t) sin z(π − 2t+ a)dt

− h

2z2
cos z(π − a)I1 +

h

2z2

∫ π

a

q(t) cos z(π − 2t+ a)dt

− 1

4z2

(
I2 cos z(π − 2a)− kc,0(z)

)
− h

4z3

(
I2 sin z(π − 2a) + k1

s(z)

)
,

(3.2.22)

Z1(λ) =− z sin zπ + h cos zπ +
1

2
cos z(π − a)I1 +

1

2

∫ π

a

q(t) cos z(π − 2t+ a)dt

+
h

2z
sin z(π − a)I1 −

h

2z

∫ π

a

q(t) sin z(π − 2t+ a)dt

− 1

4z

(
I2 sin z(π − 2a)− ks,0(z)

)
− h

4z2

(
I2 cos z(π − 2a) + k1

c (z)

)
,

(3.2.23)

gdje su, za j = 0, 1,

ks,j(z) =

∫ π−a

a

Kj(t) sin z(π − 2t)dt,

kc,j(z) =

∫ π−a

a

Kj(t) cos z(π − 2t)dt,

Kj(t) =



0, t ∈ [0, a),

q(t+ a)

t∫
a

q(s)ds− q(t)
π∫

t+a

q(s)ds− (−1)j
π∫

t+a

q(s− t)q(s)ds, t ∈ [a, π − a],

0, t ∈ (π − a, π].

(3.2.24)
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Primijetimo da vrijedi

1

4z2

(
I2 sin z(π − 2a) + k1

s(z)

)
=

∫ π−a

a

sin z(π − 2t)

∫ π−a

t

∫ π−a

s

K1(τ)dτdsdt, (3.2.25)

1

4z2

(
I2 cos z(π − 2a) + k1

c (z)

)
=

∫ π−a

a

cos z(π − 2t)

∫ π−a

t

∫ π−a

s

K1(τ)dτdsdt, (3.2.26)

pri �cemu smo koristili da je ∫ π−a

a

(s− a)K1(s)ds = 0.

Koriste�ci (3.2.22), (3.2.23), (3.2.25), (3.2.26) dobijamo

G0(z) =

∫ π−a
2

a
2

q
(
t+

a

2

)
sin z(π − 2t)dt− h

∫ π−a
2

a
2

sin z(π − 2t)

∫ π

t+a
2

q(s1)ds1dt

+

∫ π−a

a

sin z(π − 2t)

∫ π−a

t

K0(s)dsdt+ 2h

∫ π−a

a

sin z(π − 2t)

∫ π−a

t

∫ π−a

s

K1(τ)dτdsdt

(3.2.27)

G1(z) =

∫ π−a
2

a
2

q
(
t+

a

2

)
cos z(π − 2t)dt+ 2h

∫ π−a
2

a
2

cos z(π − 2t)

∫ π

t+a
2

q(s1)ds1dt

+

∫ π−a

a

cos z(π − 2t)

∫ π−a

t

K0(s)dsdt− h
∫ π−a

a

cos z(π − 2t)

∫ π−a

t

∫ π−a

s

K1(τ)dτdsdt

(3.2.28)

gdje je

G0(z) = 2zZ0(λ)− 2z cos zπ − 2h sin zπ − sin z(π − a)I1,

G1(z) = 2Z1(λ) + 2z sin zπ − 2h cos zπ − cos z(π − a)I1.

Koriste�ci metode Furijeove analize detaljno opisane za konstrukciju integralne jedna�cine

(3.2.17) dobijamo integralnu jedna�cinu, za t ∈ (a/2, π − a/2),

q(t+
a

2
) + 2h

∫ π

t+a
2

q(s)ds+

(∫ π−a

t

K0(s)ds

)
1(a,π−a)(t)

+

(
2h

∫ π−a

t

∫ π−a

s

K1(τ)dτds

)
1(a,π−a)(t) = f(t)

odnosno, za x ∈ (a, π),

q(x) + 2h

∫ π

x

q(s)ds1(a,π)(x) +

(∫ π−a

x−a
2

K0(s)ds

)
1(3a/2,π−a/2)(x)

+

(
2h

∫ π−a

x−a
2

∫ π−a

s

K1(τ)dτds

)
1(3a/2,π−a/2)(x) = f(x− a

2
).

(3.2.29)
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Teorema 3.2.2. Neka je ka�snjenje a ∈ [2π/5, π/2). Spektri {µn,0}n≥1 i {µn,1}n≥1 grani�cnog

problema Mj(q, h), j = 0, 1, jedinstveno odreduju potencijal q(x) i parametar h.

Dokaz. Na osnovu Teoreme 3.1.4 parametar h i vrijednost I1 su jedinstveno odredeni spek-

trom {µn,0}n≥1. Dalje, posmatramo sljede�ce slu�cajeve:

1. Za x ∈ [π − a/2, π], integralna jedna�cina (3.2.29) se svodi na Volterovu integralnu

jedna�cinu

q(x) + 2h

∫ π

x

q(s)ds = f

(
x− a

2

)
,

koja ima jedinstveno rje�senje.

2. Za x ∈ [a, 3a/2], iz (3.2.29) dobijamo Volterovu integralnu jedna�cinu

q(x)− 2h

∫ x

a

q(s)ds = f

(
x− a

2

)
− 2hI1,

odakle mo�zemo izra�cunati q(x).

3. Za x ∈ [3a/2, π − a/2] integralna jedna�cina (3.2.29) se svodi na

q(x) + 2h

∫ π

x

q(s)ds+

∫ π−a

x−a
2

K0(s)ds+ 2h

∫ π−a

x−a
2

∫ π−a

s

K1(τ)dτds = f

(
x− a

2

)
,

pri �cemu su integrali
π−a∫
x−a

2

K0(s)ds,
π−a∫
x−a

2

π−a∫
s

K1(τ)dτds poznati, jer je potencijal q(x) po-

znat na intervalu [a, 3a/2]∪ [π−a/2, π]. Prema tome posljednja integralna jedna�cina je

Volterova integralna jedna�cina, odakle mo�zemo izra�cunati potencijal q(x) na intervalu

[3a/2, π − a/2].

Prethodna teorema je dokazana u radu [pik4] uz pretpostavku da je poznata vrijednost

integrala I2 =
∫ π−a
a

q(t)
∫ π
t+a

q(s)dsdt. Ipak, zahvaljuju�ci (3.2.25) i (3.2.26) dobili smo jed-

nostavniji oblik integralne jedna�cine, koja je u na�sem slu�caju zapisana sa (3.2.29). Prema

tome, pomenuta pretpostavka je suvi�sna.
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3.3 Inverzni problem sa po�cetnom funkcijom

Posmatramo grani�cni problem Nj = Nj(q, a), j = 0, 1,

−y′′(x) + q(x)y(x− a) = λy(x), x ∈ (0, π). (3.3.1)

sa grani�cnim uslovima

y′(0)− hy(0) = y(j)(π) = 0, (3.3.2)

y(x− a) ≡ y(0)ϕ(x), x ∈ [0, a], (3.3.3)

gdje je potencijal q(x) ∈ L2(0, π) kompleksna funkcija, ϕ(x) ∈ C[0, a] i ka�snjenje a ∈ [π/2, π).

Spektralne osobine ovog problema smo posmatrali u poglavlju 2.3. U nastavku posmatramo

inverzni problem koji je forumilsan na sljede�ci na�cin

Inverzni problem 3.3.1 Neka je a ∈ [π/2, π) i neka je ϕ(x) poznata funkcija na intervalu

[0, a]. Dati su spektri {νn,j}n≥1 grani�cnog problema Nj(q), j = 0, 1, odrediti q(x).

Ve�c smo ranije dokazali da su karakteristi�cne funkcije d0(λ) i d1(λ) jedinstveno odredene

iz datih spektara. Iz jedna�cina (2.3.7) i (2.3.8) dobijamo

d0(λ) = cos zπ +
h sin zπ

z
+

1

z

∫ a
2

0

ϕ(2t)q(2t) sin z(π − 2t)dt+
1

2z
I1 sin z(π − a)

+
1

2z

∫ π

a

q(t) sin z(π − 2t+ a)dt− h

2z2
cos z(π − a)I1 +

h

2z2

∫ π

a

q(t) cos z(π − 2t+ a)dt

+
1

2z2

∫ π

a

q(t)

∫ t−a

0

ϕ(s)q(s)

(
cos z(π − 2t+ a+ s)− cos z(π − a− s)

)
dsdt,

(3.3.4)

d1(λ) =− z sin zπ + h cos zπ +

∫ a
2

0

ϕ(2t)q(2t) cos z(π − 2t)dt+
1

2
I1 cos z(π − a)

+
1

2

∫ π

a

q(t) cos z(π − 2t+ a)dt+
h

2z
sin z(π − a)I1 −

h

2z

∫ π

a

q(t) sin z(π − 2t+ a)dt

+
1

2z

∫ π

a

q(t)

∫ t−a

0

ϕ(s)q(s)

(
− sin z(π − 2t+ a+ s) + sin z(π − a− s)

)
dsdt.

(3.3.5)
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Primijetimo da vrijedi

1

2z

∫ π

a

q(t)

∫ t−a

0

ϕ(s)q(s)

(
cos z(π − 2t+ a+ s)− cos z(π − a− s)

)
dsdt

=

∫ π

a

q(t)

∫ t−a

0

ϕ(s)q(s)

∫ t−a
2
− s

2

a+s
2

sin z(π − 2x)dxdsdt

=

∫ π
2

a
2

sin z(π − 2x)R0(x)dx+

∫ π−a
2

π
2

sin z(π − 2x)R1(x)dx,

(3.3.6)

1

2z

∫ π

a

q(t)

∫ t−a

0

ϕ(s)q(s)

(
− sin z(π − 2t+ a+ s) + sin z(π − a− s)

)
dsdt

=

∫ π

a

q(t)

∫ t−a

0

ϕ(s)q(s)

∫ t−a
2
− s

2

a+s
2

sin z(π − 2x)dxdsdt

=

∫ π
2

a
2

cos z(π − 2x)R0(x)dx+

∫ π−a
2

π
2

cos z(π − 2x)R1(x)dx,

(3.3.7)

gdje su

R0(x) =

∫ π

2x

q(t)

∫ 2x−a

0

q(s)ϕ(s)dsdt+

∫ 2x

x+a
2

q(t)

∫ 2t−2x−a

0

q(s)ϕ(s)dsdt,

R1(x) =

∫ π

x+a
2

q(t)

∫ 2t−2x−a

0

ϕ(s)q(s)dsdt.

Prema tome, koriste�ci (3.3.6),(3.3.7), (3.1.21) i (3.1.22) karakteristi�cne funkcije mo�zemo za-

pisati

H0(z) =

∫ a
2

0

ϕ(2t)q(2t) sin z(π − 2t)dt+

∫ π−a
2

a
2

q(t) sin z(π − 2t)dt

+h

∫ π−a
2

a
2

sin z(π − 2t)

∫ π

t+a
2

q(s1)ds1dt

+

∫ π
2

a
2

sin z(π − 2x)R0(x)dx+

∫ π−a
2

π
2

sin z(π − 2x)R1(x)dx,

(3.3.8)

H1(z) =

∫ a
2

0

ϕ(2t)q(2t) cos z(π − 2t)dt+

∫ π−a
2

a
2

q(t+
a

2
) cos z(π − 2t)dt

+h

∫ π−a
2

a
2

cos z(π − 2t)

∫ π

t+a
2

q(s1)ds1dt

+

∫ π
2

a
2

cos z(π − 2x)R0(x)dx+

∫ π−a
2

π
2

cos z(π − 2x)R1(x)dx,

(3.3.9)

gdje su

H0(z) = 2zd0(λ)− 2z cos zπ − 2h sin zπ − I1 sin z(π − a),
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H1(z) = 2d1(λ) + 2z sin zπ − 2h cos zπ − I1 cos z(π − a).

Uvr�stavaju�ci z = m, m ∈ Z, zatim mno�ze�ci (3.3.8) sa
−i
π

exp(2imt) i (3.3.9) sa
i

π
exp(2imt),

te sumiraju�ci dobijamo, za x ∈ [0, π − a/2],

f(x) =q(2x)ϕ(2x)1[0,a/2)(x) + q(x+
a

2
)1[a/2,π−a/2)(x) + 2h

∫ π

x+a
2

q(t)dt1[a/2,π−a/2](x)

+R0(x)1[a/2,π/2](x) +R1(x)1[π/2,π−a/2)(x),

(3.3.10)

gdje je

f(x) =
∑
m∈Z

(−1)m

π

(
iH0(m) +H1(m)

)
exp(2imx).

Teorema 3.3.1. Potencijal q(x) je jedinstveno odreden spektrima {νn,j}n≥1 grani�cnih pro-

blema Nj, j = 0, 1.

Dokaz. Prethodnim postupkom mo�zemo konstruisati integralnu jedna�cinu (3.3.10) koju po-

tencijal q(x) mora da zadovolji.

1. Za x ∈ [0, a/2) integralna jedna�cina se svodi na

f(x) = q(2x)ϕ(2x), (3.3.11)

odakle mo�zemo odrediti q(x), x ∈ [0, a).

2. Za x ∈ [π/2, π − a/2] integralna jedna�cina se svodi na Volterovu integralnu jedna�cinu

f(x) = q
(
x+

a

2

)
+ 2h

∫ π

x+a
2

q(t)dt+

∫ π

x+a
2

q(t)

∫ 2t−2x−a

0

ϕ(s)q(s)dsdt, (3.3.12)

gdje je 2h +
∫ 2t−2x−a

0
ϕ(s)q(s)ds poznato i predstavlja jezgro Volterovog integralnog

operatora. Iz (3.3.12) odredujemo potencijal q(x), x ∈ [π/2 + a/2, π).

3. Za x ∈ [a/2, π/2) integralna jedna�cina se svodi na Volterovu integralnu jedna�cinu

f(x)−
∫ π

π
2

+a
2

q(t)R2(x, t)dt = q
(
x+

a

2

)
+

∫ π
2

+a
2

x+a
2

q(t)R2(x, t)dt, (3.3.13)

gdje je

R2(x, t) = 2h+

∫ 2x−a

0

ϕ(s)q(s)ds1[2x,π)(t) +

∫ 2t−2x−a

0

ϕ(s)q(s)ds1[x+a/2,2x](t),

pri �cemu je lijeva strana u (3.3.13) poznata. Integralna jedna�cina (3.3.13) ima jedin-

stveno rje�senje, prema tome mo�zemo izra�cunati potencijal q(x), x ∈ (a, π/2 + a/2).
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3.4 Nekompletni inverzni problemi

Posmatramo grani�cni problem Lν,j = Lν,j(q) sa konstantnim ka�snjenjem a ∈ [π/3, 2π/5)

ly := −y′′(x) + q(x)y(x− a) = λy(x), 0 < x < π, (3.4.1)

y(ν)(0) = y(j)(π) = 0, j = 0, 1, ν = 0, 1, (3.4.2)

gdje je potencijal q(x) kompleksna funkcija iz L2(0, π) tako da q(x) ≡ 0 na (0, a).

Za ν = 0 dobijamo Dirihle/Nojmanove grani�cne uslove odnosno grani�cni problem L0,j(q),

ovaj slu�caj �cemo jo�s nazivati Slu�caj 1. Za ν = 1 dobijamo Robin/Dirihleove grani�cne uslove

pri �cemu je parametar h = 0, odnosno L1,j(q) := Mj(q, 0), ovaj slu�caj �cemo jo�s nazivati

Slu�caj 2. Zbog prakti�cnih razloga �cemo koristiti sljede�ce oznake za karakteristi�cne funkcije

grani�cnog problema L1,j, j = 0, 1,

∆1,j(λ) := Zj(λ).

Neka su Y (x, λ), W (x, λ) rje�senja od (3.4.1) sa grani�cnim uslovoma

Y (0, λ) = 0, Y ′(0, λ) = 1,

W (0, λ) = 1, W ′(0, λ) = 0.

Koriste�ci Teoremu 2.1.2 i Teoremu 2.1.3 dobijamo

Y (x, λ) =
sin zx

z
+

1

z2

x∫
a

q(t) sin z(t− a) sin z(x− t)dt

+
1

z3

x∫
2a

t−a∫
a

q(t)q(t1) sin z(x− t) sin z(t1 − a) sin z(t− a− t1)dt1dt,

(3.4.3)

odnosno

W (x, λ) = cos zx+
1

z

x∫
a

q(t) sin z(t− a) cos z(x− t)dt

+
1

z2

x∫
2a

t−a∫
a

q(t)q(t1) cos z(x− t) sin z(t1 − a) sin z(t− a− t1)dt1dt,

(3.4.4)

Na osnovu (2.2.1) i (2.2.14) dobijamo karakteristi�cne funkcije grani�cnog problema L0,j(q),

j = 0, 1,

∆0,j(λ) = Y (j)(π, λ), (3.4.5)
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odnosno grani�cnog problema L1,j(q), j = 0, 1,

∆1,j(λ) = W (j)(π, λ). (3.4.6)

Na osnovu (3.2.12) i (3.2.13), karakteristi�cne funkcije grani�cnog problema L0,j date sa (3.4.5)

mo�zemo zapisati u obliku

∆0,0(λ) =
1

z
sin zπ +

1

2z
(ãc(z)− cos z(π − a)I1) +

1

2z
K∗c,0(z), (3.4.7)

∆1,0(λ) = cos zπ +
1

2
(−ãs(z) + sin z(π − a)I1)− 1

2
K∗s,0(z), (3.4.8)

gdje je, za ν = 0, 1,

ãc(z) =

π−a
2∫

a
2

q̃(t) cos z(π − 2t)dt, ãs(z) =

π−a
2∫

a
2

q̃(t) sin z(π − 2t)dt,

K∗c,ν(z) =

π−a∫
a

cos z(π − 2t)

π−a∫
t

Kν(s)dsdt, K∗s,ν(z) =

π−a∫
a

sin z(π − 2t)

π−a∫
t

Kν(s)dsdt,

pri �cemu je Kν(t) dato sa (3.2.24).

Koriste�ci metode Furijeove analize iz (3.4.7) i (3.4.8) mo�zemo konstruisati integralnu jed-

na�cinu

q(x) +

( π−a∫
x−a

2

K0(s)ds

)
1(3a/2,π−a/2)(x) = f0(x− a

2
), x ∈ (a, π). (3.4.9)

gdje je

f0(t) =
A0(0)

π
+

1

π

∑
m∈Z\{0}

(−1)m
(
A0(m) + iA1(m)

)
exp(2imt),

A0(z) = 2z2∆0,0(z)− 2z sin zπ + cos z(π − a)I1,

A1(z) = −2z∆0,1(z) + 2z cos zπ + sin z(π − a)I1.

(3.4.10)

Sli�cno, na osnovu (3.2.26),(3.2.27), karakteristi�cne funkcije grani�cnog problema L1,j date sa

(3.4.6) mo�zemo zapisati u obliku

∆0,1(λ) = cos zπ +
1

2z
(ãs(z)− sin z(π − a)I1) +

1

2z
K∗s,1(z), (3.4.11)

∆1,1(λ) = −z sin zπ +
1

2
(ãc(z) + cos z(π − a)I1) +

1

2
K∗c,1(z). (3.4.12)
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Koriste�ci Furijeove koe�cijente iz (3.4.11) i (3.4.12) mo�zemo konstruisati integralnu jedna�cinu

q(x) +

π−a∫
x−a

2

K1(s)ds 1(3a/2,π−a/2)(x) = f1(x− a

2
), x ∈ (a, π). (3.4.13)

gdje su

f1(t) =
B0(0)

π
+

1

π

∑
m∈Z\{0}

(−1)m
(
iB0(m) +B1(m)

)
exp(2imt),

B0(z) = 2z∆0,1(λ)− 2z cos zπ − sin z(π − a)I1,

B1(z) = 2∆1,1(λ) + 2z sin zπ − cos z(π − a)I1.

(3.4.14)

Uvodimo notaciju

q1(x) = q(x), x ∈ (a, π − a), q2(x) = q(x), x ∈ (2a, π),

I2 =

π∫
2a

q(t)

t−a∫
a

q(s)dsdt.

Primijetimo da je

∫ x−a
2

a

K0(s)ds =

π−a∫
x−a

2

q2 (t+ a)

t−a∫
a

q1(s)dsdt

−

x−a
2∫

a

q1 (t)

π∫
t+a

q2(s)dsdt−

x−a
2∫

a

π∫
t+a

q1 (s− t) q2(s)dsdt.

Zamjenom redoslijeda integracije dobijamo

x−a
2∫

a

q2 (t+ a)

t∫
a

q1(s)dsdt =

x−a
2∫

a

q1 (s)

x−a
2∫

s

q2(t+ a)dtds

−

x−a
2∫

a

π∫
t+a

q1 (s− t) q2(s)dsdt =−

π−x+a
2∫

a

q1(s)

x−a
2∫

a

q2(s+ t)dtds

−
π−a∫

π−x+a
2

q1(s)

π−s∫
a

q2(s+ t)dtds.
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Koriste�ci prethodne rezultate i uvode�ci smjenu dobijamo

x−a
2∫

a

K0 (s) ds =

x−a
2∫

a

q1 (s)

x−a
2∫

s

q2(t+ a)dtds−

x−a
2∫

a

q1 (s)

π∫
s+a

q2(t)dtds

−

π−x+a
2∫

a

q1(s)

x−a
2∫

a

q2(s+ t)dtds−
π−a∫

π−x+a
2

q1(s)

π−s∫
a

q2(s+ t)dtds

=−

x−a
2∫

a

q1 (s)

π∫
x+a

2

q2(t)dtds− I2 +

π−x+a
2∫

a

q1 (s)

π∫
s+x−a

2

q2(t)dtds.

Kona�cno, dolazimo do zaklju�cka da je za ν = 0, 1,

Qν(x) :=

π−a∫
x−a

2

Kν (s) ds =

x−a
2∫

a

q1 (s)

π∫
x+a

2

q2(t)dtds− (−1)ν

π−x+a
2∫

a

q1 (s)

π∫
s+x−a

2

q2(t)dtds,

(3.4.15)

pri �cemu smo koristili ∫ π−a

a

Kν(s)ds = −(−1)νI2.

U nastavku za �ksirano ν ∈ {0, 1}, posmatramo sljede�ci inverzni problem:

Inverzni problem 3.4.1 Neka je a ∈ [π/3, 2π/5). Dati su spektri {λνn,j}n≥1 grani�cnih

problema Lν,j(q), j = 0, 1. Odrediti potencijal q(x) ako je funkcija q(x) poznata na

intervalu (π/2 + a/4, π − a), kao i integral
π−a∫

π/2+a/4

q(t)dt.

Ve�c smo ranije dokazali da iz spektara {λνn,j}n≥1 mo�zemo odrediti karakteristi�cne funkci-

je ∆ν,j(λ), j = 0, 1. Takode, na osnovu Teoreme 3.1.1 ili Teoreme 3.1.3 mo�zemo odrediti

vrijednost integrala I1. Koriste�ci karakteristi�cne funkcije ∆ν,j(λ) grani�cnih problema Lν,j(q)
na osnovu (3.4.9),(3.4.13) i (3.4.15) mo�zemo konstruisati integralnu jedna�cinu

q(x) +Qν(x) 1(3a/2,π−a/2)(x) = fν(x−
a

2
), x ∈ (a, π). (3.4.16)

Ozna�cimo sa {λνn,j}n≥1 sopstvene vrijednosti grani�cnih problema Lν,j(q), j = 0, 1, ν = 0, 1.

Teorema 3.4.1. Neka je ka�snjenje a ∈ [π/3, 2π/5) i neka je ν ∈ {0, 1} �ksirano. Spektri

{λνn,j}n≥1 grani�cnih problema Lν,j(q), j = 0, 1, jedinstveno odreduju potencijal q(x) na skupu

[a, 3a/2] ∪ [π − a, 2a] ∪ [π − a/2, π].
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Dokaz. Fiksirajmo ν ∈ {0, 1}. Potencijal q(x) zadovoljava integralnu jedna�cinu (3.4.16), pa

posmatramo sljede�ce slu�cajeve:

1. Za x ∈ [a, 3a/2] ∪ [π − a/2, π], integralna jedna�cina (3.4.16) ima oblik:

q(x) = fν

(
x− a

2

)
.

Kako je funkcija f(x) jedinstveno odredena spektrima {λn,j}n≥1, j = 0, 1, zaklju�cujemo

da je potencijal q(x) jedinstveno odreden na skupu [a, 3a/2] ∪ [π − a/2, π].

2. Za x ∈ [π − a, 2a] integralna jedna�cina (3.4.16) ima oblik

q(x) +

x−a
2∫

a

q1 (s)

π∫
x+a

2

q2(t)dtds− (−1)ν

π−x+a
2∫

a

q1 (s)

π∫
s+x−a

2

q2(t)dtds = fν(x−
a

2
)

Kako je potencijal q2(t) poznat za t ∈ [π − a/2, π], integrali
π∫

x+a
2

q2(t)dt i
π∫

s+x−a
2

q2(t)dt

su poznati za x ∈ [π − a, 2a]. Takode, kada x ∈ [π − a, 2a], funkcija q1(s) je poznata

za s ∈ [3a/2, π − x + a/2) kao i funkcija q1(s) za s ∈ [3a/2, x− a/2). Prema tome, za

x ∈ [π−a, 2a], integrali
π−x+a

2∫
a

q1 (s)
π∫

s+x−a
q2(t)dtds i

x−a
2∫

a

q1 (s)
π∫

x+a
2

q2(t)dtds su poznati.

Kona�cno, potencijal q(x) je jedinstveno odreden s.s. na skupu [π − a, 2a] spektrima

{λνn,j}n≥1, j = 0, 1.

Dokazali smo da dva spektra jedinstveno odreduju potencijal s.s. na intervalu [a, 3a/2]∪
[π − a, 2a] ∪ [π − a/2, π]. Sa ciljem da rije�simo Inverzni problem 3.4.1, izvr�si�cemo sredivanje

integralne jedna�cine (3.4.16) na intervalu (3a/2, π − a) ∪ (2a, π − a/2). Neka je ν ∈ {0, 1},
�ksirano. Iskoristi�cemo prethodni slu�caj i sve �sto je poznato prebaciti na desnu stranu jed-

na�cine (3.4.16). Za x ∈ (3a/2, π − a), integralnu jedna�cinu (3.4.16) transformi�semo u sljede�cu

jedna�cinu

q1(x) +

π−a
2∫

x+a
2

q2 (s)H1(s, x)ds− (−1)ν

π−x+a
2∫

3a
2

q1 (s)H2(s+ x− a

2
)ds = F0,ν(x) (3.4.17)
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gdje su sljede�ce funkcije poznate

F0,ν(x) = f(x− a

2
) +

∫ π

x+a

q2(t)

∫ 3a
2

x−a
2

q1(s)dsdt+ (−1)ν
∫ x+a

π−a
2

q2(t)

∫ t−x+a
2

x−a
2

q1(s)dsdt,

H1(s, x) =

x−a
2∫

a

q1(t)dt− (−1)ν

s−x+a
2∫

a

q1(t)dt, H2(s+ x− a

2
) =

π∫
s+x−a

2

q2(t)dt.

Za x ∈ (2a, π − a
2
), iz (3.4.16) dobijamo

q2(x) +H2(x+
a

2
)

x−a
2∫

3a
2

q1 (s) ds = F1,ν(x), (3.4.18)

gdje su H2(x+ a
2
) =

π∫
x+a

2

q2(t)dt i F1,ν(x) poznati, pri �cemu je

F1,ν(x) = f
(
x− a

2

)
+ (−1)ν

π−x+a
2∫

a

q1 (s)

π∫
s+x−a

2

q2(t)dtds−

3a
2∫

a

q1 (s)

π∫
x+a

2

q2(t)dtds.

Ve�c smo dokazali da su I1 =
∫ π
a
q(s)ds i q(x) za x ∈ [0, 3a/2)∪(π−a, 2a)∪(π−a/2, π) poznati,

iz �cega slijedi da je izraz
∫ π−a

3a/2
q(s)ds+

∫ π−a/2
2a

q(s)ds poznata funkcija . Pretpostavimo da je

vrijednost integrala
∫ π−a

3a/2
q(s)ds poznata, tada iz (3.4.17) dobijamo

q2(x)−H2(x+
a

2
)

π−a∫
x−a

2

q1 (s) ds = F2,ν(x), (3.4.19)

gdje je F2,ν(x) = F1,ν(x)−H2(x+ a
2
)
π−a∫
3a
2

q1 (s) ds.

Teorema 3.4.2. Pretpostavimo da je potencijal q(x) poznat na skupu (3a/2, π/2+a/4), kao

i vrijednost integrala
π−a∫

π/2+a/4

q(s)ds, tada spektri {λνn,j}n≥1 grani�cnih spektralnih problema

Lν,j(q, a), j = 0, 1, jedinstveno odråduju potencijal q(x) na skupu [a, π].

Dokaz. Na osnovu Teoreme 3.4.1 potencijal q(x) je jedinstveno odreden [0, 3a/2]∪[π−a, 2a]∪
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[π − a/2, π]. Iz (3.4.18) i (3.4.19) dobijamo integralnu jedna�cinu, za x ∈ (3a/2, π − a),

q1(x) +

π−a
2∫

x+a
2

H2(s+
a

2
)

π−a∫
s−a

2

q1 (t) dtH1(s, x)ds+

π−a
2∫

x+a
2

F2,ν(s)H1(s, x)ds

−(−1)ν

π−x+a
2∫

3a
2

q1 (s)H2(s+ x− a

2
)ds = F0,ν(x)

(3.4.20)

Kako je q(x) poznata funkcija na intervalu x ∈ (3a/2, π/2 + a/4), iz (3.4.20) dobijamo

Volterovu integralnu jedna�cinu za x ∈ (π/2 + a/4, π − a)

q1(x) +

π−a∫
x

q1 (t)H3(t, x)dt = F3,ν(x), (3.4.21)

pri �cemu su sljede�ce funkcije poznate

F3,ν(x) = F0,ν(x) + (−1)ν

π−x+a
2∫

3a
2

q1 (s)H2(s+ x− a

2
)ds,

H3(t, x) =

t+a
2∫

x+a
2

H2(s+
a

2
)H1(s, x)ds.

Volterova integralna jedna�cina (3.4.21) ima jedinstveno rje�senje, prema tome mo�zemo iz-

ra�cunati q1(x) za x ∈ (π/2 + a/4, π − a). Zatim iz (3.4.19) izra�cunamo q2(x) za x ∈
(2a, π − a/2).

Pored nekompletnih inverznih problema u kojima je potencijal poznat na dijelu intervala,

mo�zemo posmatrati inverzne probleme sa uslovom da je potencijal simetri�can na podinter-

valu. Koriste�ci metode opisane u Teoremi 3.4.2 mo�zemo dokazati sljede�cu teoremu, [dju2].

Teorema 3.4.3. Neka je q(x) = −q(π − x + a/2) za x ∈ (3a/2, π − a), onda je potencijal

q(x) jedinstveno odreden spektrima {λνn,j}n≥1 grani�cnih spektralnih problema Lν,j(q), j = 0, 1

za �ksirano ν ∈ {0, 1}.

Napomena 3.4.4. Neka je q(x) = q(π − x + a/2), za x ∈ (3a/2, π − a) i vrijednost inte-

grala
∫ π−a

3a/2
q1(x)dx poznata, tada je potencijal q(x) jedinstveno odreden spektrima {λνn,j}n≥1

grani�cnih spektralnih problema Lν,j(q), j = 0, 1 za �ksirano ν ∈ {0, 1}.
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4 Izo-bispektralni potencijali za operatore sa ka�snjenjem

�Svedski matemati�car G. Borg je prvi predlo�zio pristup da se iz dva spektra grani�cnih

problema, generisanih diferencijalnom jedna�cinom i jednim zajedni�ckim grani�cnim uslovom,

poku�sa konstruisati diferencijalni operator. Zahvaljuju�ci njemu, ovaj na�cin posmatranja in-

verznih problema za diferencijalne operatore je nazvan Borgov pristup. U prvom poglavlju

smo dokazali da dva spektra jedinstveno odreduju �Sturm-Liuvilov operator bez ka�snjenja.

Borgov pristup smo koristili i za �Sturm-Liuvilov operator sa konstantnim ka�snjenjem.

U prethodnom poglavlju smo dokazali da dva spektra grani�cnih problema generisanih

diferencijalnom jedna�cinom i Dirihle/Nojmanovim (Robin/Dirihleovim) grani�cnim uslovima

jedinstveno odreduju potencijal u slu�caju kada je ka�snjenje ve�ce od dvije petine intervala.

Inverzni problem za ka�snjenja manja od dvije petine intervala je bio du�zi niz godina otvoren.

S obzirom da vrijedi teorema jedinstvenosti u slu�caju bez ka�snjenja, kao i kada je ka�snjenje

ve�ce od dvije petine intervala, jednim dijelom je bilo o�cekivano da teorema jedinstvenosti

vrijedi i za svako ka�snjenje.

Medutim, u ovom poglavlju �cemo, za svako ka�snjenje manje od dvije petine intervala,

konstruisati beskona�cnu familiju potencijala koji imaju iste spektre. Nazivamo ih jo�s izo-

bispektralnim potencijalima. Time �cemo dati odgovor na vi�sedecenijsko pitanje koje se odnosi

na problem jedinstvenosti rje�senja inverznog problema, [dju4] i [dju5]. Dva razli�cita tipa

grani�cnih problema koje posmatramo se odnose na Dirihle/Nojmanove grani�cne uslove i

Robin/Dirihleove grani�cne uslove.

Za konstrukciju izo-bispektralnih potencijala posmatra�cemo samoadjugovani partikular-

ni operator. U slu�caju Dirihle/Nojmanovih grani�cnih uslova, ispostavi�ce se da je problem

lak�si u odnosu na Robin/Dirihleove grani�cne uslove. U drugom slu�caju je potrebno prona�ci

partikularni operator koji ima sopstvenu funkciju �cija je srednja vrijednost nula. Koristi�cemo

numeri�cke metode, kao i metode linearnih diferencijalnih operatora da odredimo sopstvene

funkcije pomenutog operatora. Klju�cna istra�zivanja �ce biti bazirana za ka�snjenja ve�ca od

tre�cine intervala, dok �cemo za ka�snjenja manja od tre�cine intervala koristiti sli�cne ideje koje

mo�zemo realizovati anuliranjem potencijala na podintervalima, [dju6].

Pored pomenutih rezultata u ovom poglavlju �cemo se osvrnuti na slu�caj kada su po-

tencijali iz prostora apsolutno neprekidnih funkcija. Za Dirihile/Nojmanove grani�cne uslove

�cemo konstruisati izo-bispektralne potencijale kada je ka�snjenje van kriti�cnih ta�caka. Slu�caj

sa Robinovim grani�cnim uslovima �ce se ispostaviti znatno te�zi. Na kraju poglavlja �cemo na-

vesti i neka nova otvorena pitanja vezana za inverzne probleme �Sturm-Liuvilovih operatora

sa ka�snjenjem.
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4.1 Partikularni samoadjugovani operator

Za rje�senje inverznog problema za �Sturm-Liuvilove operatore sa ka�snjenjem manjim od

dvije petine intervala, klju�cnu ulogu predstavljaju integralne jedna�cine (3.4.17) i (3.4.18).

Naime u njima se javlja integralni operator koji posmatramo u ovom poglavlju.

Za �ksirano a ∈ [π/3, 2π/5), posmatrajmo linearan operator Mh, koji djeluje na prostoru

L2[3a/2, π − a], zadan sa

Mhf(x) =

∫ π−x+a
2

3a
2

f(t)Kh(x+ t− a

2
)dt,

3a

2
≤ x ≤ π − a, (4.1.1)

gdje je

Kh(x) =

∫ π

x

h(s)ds, za nenula h(x) ∈ L2[5a/2, π].

Lema 4.1.1. Operator Mh zadan sa (4.1.1) je samoadjugovan i kompaktan operator.

Dokaz. Zamjenom redoslijeda integracije dobijamo∫ π−a

3a
2

Mhf(x)g(x)dx =

∫ π−a

3a
2

g(x)

∫ π−x+a
2

3a
2

f(t)Kh(x+ t− a

2
)dtdx

=

∫ π−a

3a
2

f(t)

∫ π−t+a
2

3a
2

g(x)Kh(x+ t− a

2
)dxdt =

∫ π−a

3a
2

f(t)Mh(g)(t)dt

odakle zaklju�cujemo da je

Mh = M∗
h .

Dalje, o�cigledno je da vrijedi∫ π−a

3a
2

∫ π−a

3a
2

|Kh(x+ t− a

2
)|2dtdx <∞,

te na osnovu Teoreme 1.1.11 operator Mh zadan sa (4.1.1) je Hilbert-�Smitov operator, od-

nosno kompaktan operator.

Lema 4.1.2. Sopstvene vrijednosti operatora Mh zadanog sa (4.1.1) su realne. Operator

ima prebrojivo beskona�cno sopstvenih vrijednosti, te odgovaraju�ce sopstvene funkcije �cine

ortogonalnu bazu prostora L2[3a/2, π − a].

Dokaz. Na osnovu Leme 4.1.1 i Teoreme 1.1.8 sopstvene vrijednosti operatora Mh su realne,

te odgovaraju�ce sopstvene funkcije ortogonalne.
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Dokazali smo da sopstvene funkcije samoadjugovanog partikularnog operatora �cine orto-

gonalnu bazu. Pored primjene u inverznim spektralnim problemima, pomenuti operator je

od velike va�znosti i za teoriju specijalnih funkcija. Takode, primjena je povezana i sa pro-

blemom savijanja grede sa slobodnim vibracijama. Jedan od klju�cnih problema u inverznoj

spektralnoj teoriji za operatore sa ka�snjenjm je da za pomenuti operator pronademo funkciju

h(x) tako da operator sadr�zi sopstvenu funkciju �cija je srednja vrijednost nula.

U cilju pronala�zenja takvog operatora, posmatramo slu�caj kada je a = π/3 i hb(x) =

cos(b(π − x)), odnosno posmatramo operator

Mbf(x) =

∫ 7π
6
−x

π
2

f(t)

(
− 1

b
sin(b(−7π

6
+ t+ x))

)
dt. (4.1.2)

Neka je µ sopstvena vrijednost operatora Mb i fb(x) odgovaraju�ca sopstvena funkcija, pri

�cemu je ‖fb(x)‖2
L = 1 i fb(π/2) < 0. Prema tome vrijedi

Mbfb(x) = µfb(x). (4.1.3)

Koriste�ci translaciju u (4.1.3) dobijamo∫ π
6
−x

0

eb(t)

(
− 1

b
sin(b(−π

6
+ t+ x))

)
dt = µeb(x), 0 ≤ x ≤ π

6
, (4.1.4)

gdje je eb(x) = fb(x+ π/2), x ∈ (0, π/6). U narednim koracima �cemo objasniti na�cin na koji

dolazimo do analiti�ckog oblika srednje vrijednosti sopstvene funkcije eb(x) koja zadovoljava

jedna�cinu (4.1.4) tako da je |1/µ| < b2.

Prvi korak: Svodimo problem (4.1.4) na linearnu diferencijalnu jedna�cinu. Diferenciranjem

jedna�cine (4.1.4) dobijamo∫ π
6
−x

0

eb(t)

(
− cos

(
b(−π

6
+ t+ x)

))
dt = µe

′

b(x). (4.1.5)

Ponovnim diferenciranjem jedna�cine (4.1.5) imamo∫ π
6
−x

0

eb(t)

(
sin

(
b(−π

6
+ t+ x)

))
dt+ eb(

π

6
− x) = µe

′′

b (x). (4.1.6)

Iz (4.1.4) i (4.1.6) dobijamo

µe
′′

b (x) + b2µeb(x) = eb(
π

6
− x) =

1

µ

∫ x

0

eb(t)

(
− 1

b
sin

(
b(t− x)

)
dt

)
. (4.1.7)
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Kada dva puta diferenciramo jedna�cinu (4.1.7) imamo

e
(4)
b (x) + 2b2eb

′′(x) + (b4 − 1

µ2
)eb(x) = 0. (4.1.8)

Primijetimo da ako eb(x) zadovoljava (4.1.4) onda mora zadovoljiti jedna�cinu (4.1.8) i gra-

ni�cne uslove

eb(
π

6
) = 0, e

′

b(
π

6
) = 0,

eb(0) =
1

µ

∫ π
6

0

eb(t)

(
− 1

b
sin

(
b(
−π
6

+ t)

))
dt,

e
′

b(0) =
1

µ

∫ π
6

0

eb(t)

(
− cos

(
b(
−π
6

+ t)

))
dt.

(4.1.9)

Vrijedi i obratno, ako eb(x) zadovoljava (4.1.8) i (4.1.9) tada eb(x) zadovoljava jedna�cinu

(4.1.4). Da bismo pojednostavili ra�cun umjesto grani�cnih uslova (4.1.9) posmatra�cemo slje-

de�ce grani�cne uslove

eb(
π

6
) = 0, e

′

b(
π

6
) = 0,

e
′′

b (0)+b2eb(0) = 0,

e
′′′

b (0)+b2e
′

b(0) = 0.

(4.1.10)

Napomenimo da ukoliko funkcija eb(x) zadovoljava (4.1.8) i (4.1.10) da ne mora da zadovolji

integralnu jedna�cinu (4.1.4). Ipak uvr�stavanjem u integralnu jedna�cinu (4.1.4) lako mo�zemo

odabrati podskup rje�senja diferencijalne jedna�cine (4.1.8) sa grani�cnim uslovima (4.1.10).

Ovaj problem se mo�ze jednostavno rije�siti i sa dodavanjem jo�s jednog grani�cnog uslova.

Prema tome posmatramo diferencijalnu jedna�cinu (4.1.8) sa grani�cim uslovima (4.1.10) i

|1/µ| < b2.

Drugi korak: Odredujemo karakteristi�cnu funkciju spektralnog problema (4.1.4), pri �cemu

je |1/µ| < b2. Neka je m = 1/µ. Op�ste rje�senje diferencijalne jedna�cine (4.1.8) je dato sa

eb(x) = C1 cos(x
√
b2 +m) + C2 sin(x

√
b2 +m) + C3 cos(x

√
b2 −m) + C4 sin(x

√
b2 −m)

(4.1.11)

Uvr�stavanjem (4.1.11) u (4.1.10) dobijamo sistem

Ab(m) · ~C = ~0, (4.1.12)
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gdje je ~C = [C1, C2, C3, C4]T i

Ab(m) =


cos(π

√
b2+m
6

) sin(π
√
b2+m

6
) cos(π

√
b2−m
6

) sin(π
√
b2−m
6

)

−β0 sin(π
√
b2+m
6

) β0 cos(π
√
b2+m
6

) −β1 sin(π
√
b2−m
6

) β1 cos(π
√
b2−m
6

)

−m 0 m 0

0 b2β0 − β3
0 0 b2β1 − β3

1

 (4.1.13)

pri �cemu je βj =
√
b2 + (−1)jm.

De�ni�semo funkciju Gb(m) = det(Ab(m)), na skupu {µ ∈ R : |1/µ| < b2}. Dobijamo

Gb(m) = 2m2

(
β0β1 + β0β1 cos(

πβ0

6
) cos(

πβ1

6
) + b2 sin(

πβ0

6
) sin(

πβ1

6
)

)
.

Funkcija Gb(m) je realna i analiti�cka funkcija, te odredivanjem njenih nula mo�zemo odrediti

najmanju i najve�cu sopstvenu vrijednost integralnog operatora Mb.

Dolazimo do jedna�cine

Gb(m) = 0. (4.1.14)

Primijetimo da parametar m zavisi od parametra b. Za �ksirano b mo�zemo odrediti interval

[αb, βb] tako da m ∈ [αa, βa].

Tre�ci korak: Odredujemo analiti�cki oblik srednje vrijednosti sopstvene funkcije. Koriste�ci

Gausov metod, mo�zemo izra�cunati analiti�cki oblik sopstvene funkcije eb(x), odnosno

eb(x) =
1

η

[(
− cos(

π

6
β0) cot(

π

12
β1)−

β1 sin(π
6
β1)

β0

)
cos(β0x)

+

(
β1 cos(π

6
β0)

β0

− cot

(
π

12
β1

)
sin

(
π

6
β0

))
sin(β0x)

+ cot

(
π

12
β1

)
cos(β1x) + sin(β1x)

] (4.1.15)

gdje je η dobijeno koriste�ci L2 normalizaciju, vode�ci ra�cuna da je ea(0) < 0.

Dalje, iz (4.1.15) mo�zemo izra�cunati

h(b,m) =

∫ π
6

0

eb(t)dt, (4.1.16)

�Stavi�se,

h(b,m) =
c(m)

η

(√
b2 −m+

√
b2 −m cos

(
π
√
b2 +m

6

)
−
√
b2 +m cot

(
π
√
b2 −m
12

)
sin

(
π

6

√
b2 +m

))
,

(4.1.17)
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gdje je c(m)
γ
6= 0. Time smo do�sli do analiti�ckog oblika srednje vrijednosti sopstvene funkcije

eb(x) koja zadovoljava (4.1.4), pri �cemu je |1/µ| < b2.

Koriste�ci numeri�cke metode mo�zemo odrediti da za b = 9.48, m ∈ (−54.004,−54.002),

te mo�ze se pokazati da je

h(9.48,m) > 0, m ∈ (−54.004,−54.002).

Sa druge strane, za b = 9.50, m ∈ (−54.003,−54.001) dobijamo da je

h(9.50,m) < 0 m ∈ (−54.003,−54.001).

Koriste�ci prethodna razmatranja mo�zemo da naslutimo oblik sopstvene funkcije, kao i sop-

stvenu vrijednost. Dolazimo do zaklju�cka da je b =
√

90, te odgovaraju�ca sopstvena vrijednost

je m = −54.

Lema 4.1.3. Neka je h(x) = cos(
√

90(π − x)), operator

Mf(x) =

∫ 7π
6
−x

π
2

f(t)

∫ π

x+t−π
6

h(s)dsdt (4.1.18)

ima sopstvene vrijednosti µ1 = −54 i µ2 = 54 i odgovaraju�ce sopstvene funkcije

f1(x) = − cos(6x) + cos(12x),

f2(x) = −2 sin(6x) + sin(12x).
(4.1.19)

Primijetimo da vrijedi ∫ 2π
3

π
2

f1(x)dx = 0, f2(
π

2
) = 0.

Direktinim uvr�stavanjem se lako doka�ze prethodna lema. Primijetimo da smo prethodna

razmatranja vr�sili u slu�caju kada je ka�snjenje a = π/3. Zahvaljuju�ci prethodnoj lemi, lako

mo�zemo pro�siriti rezultat za svako ka�snjenje iz intervala [π/3, 2π/5).

Teorema 4.1.4. Neka je ka�snjenje a ∈ [π/3, 2π/5) i funkcija

h1(x) :=
6π2

(2π − 5a)2
cos

(
π
√

10(π − x)

2π − 5a

)
.

Za operator Mh1f(x) de�nisan sa (4.1.1) vrijedi

Mh1eν(x) = (−1)νeν(x), ν ∈ {0, 1}, (4.1.20)
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gdje je

e0(x) = sin
2π(2x− 3a)

2π − 5a
+ 2 sin

π(2x− 3a)

2π − 5a
,

e1(x) = cos
2π(2x− 3a)

2π − 5a
+ cos

π(2x− 3a)

2π − 5a
.

(4.1.21)

Dokaz. Za �ksirano ν ∈ {0, 1}, relacija (4.1.20) je ekvivalentna relaciji

mχνεν(ξ) = (−1)νεν(ξ), 0 < ξ < 1, mχf(ξ) :=

∫ 1−ξ

0

f(η) dη

∫ 1

ξ+η

χ(θ) dθ, (4.1.22)

ako je

εν(ξ) = eν

(3a

2
+
(
π − 5a

2

)
ξ
)
, χν(θ) =

(
π − 5a

2

)2

hν

(5a

2
+
(
π − 5a

2

)
θ
)
. (4.1.23)

Zaista kada u (4.1.20) uvedemo smjenu varijabli ξ := (2x− 3a)/A, gdje je A = 2π − 5a,

dobijamo

Mhνeν

(3a

2
+
(
π − 5a

2

)
ξ
)

= (−1)νεν(ξ), 0 < ξ < 1.

Koriste�ci (4.1.1) i smjene η := (2t− 3a)/A i θ := (2τ − 5a)/A, dobijamo

(−1)νεν(ξ) =
(
π − 5a

2

)∫ 1−ξ

0

εν(η) dη

∫ π

5a
2

+(π− 5a
2

)(ξ+η)

hν(τ) dτ =

∫ 1−ξ

0

εν(η) dη

∫ 1

ξ+η

χν(θ) dθ,

�sto odgovara (4.1.22).

Ostajemo da doka�zemo da vrijedi (4.1.22) pri �cemu su

ε0(ξ) = sin πξ + 2 sin 2πξ, ε1(ξ) = cos πξ + cos 2πξ,

χ1(θ) =
3π2

2
cos

π
√

10(1− θ)
2

.

odredeni sa (4.1.21) i (4.1.23). Lako se izra�cuna

mχ1ε(ξ) =
3π

2
√

10
(A1 + A2),

Aj = 2

∫ 1−ξ

0

cos πjη · sin π
√

10(1− ξ − η)

2
dη

=
1∑

k=0

∫ 1−ξ

0

sin
(π√10(1− ξ)

2
− π

(√10

2
+ (−1)kj

)
η
)
dη

=
1

π

2
√

10

5− 2j2

(
cos πj(1− ξ)− cos

π
√

10(1− ξ)
2

)
,

za j = 1, 2, iz �cega slijedi (4.1.22) za ν = 1. Sli�cno se dokazuje i za slu�caj ν = 0.
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4.2 Ka�snjenje iz intervala [π/3, 2π/5)

Kao �sto smo ve�c naveli u ovom poglavlju �cemo dokazati da rje�senje inverznog problema

za �Sturm-Liuvilove operatore sa ka�snjenjem nije jedinstveno u op�stem slu�caju. Koristi�cemo

rezultate iz prethodnog poglavalja kako bi konstruisali izo-bispektralne potencijale. Vi�se in-

formacija o pomenutom postupku mo�zete na�ci u radovima [dju4], [dju5].

Za �ksirano ν ∈ {0, 1} posmatrajmo grani�cni problem Lν,j = Lν,j(q) sa konstantnim ka�snjenjem

a ∈ [π/3, 2π/5)

−y′′(x) + q(x)y(x− a) = λy(x), 0 < x < π, (4.2.1)

y(ν)(0) = y(j)(π) = 0, j = 0, 1, (4.2.2)

gdje je potencijal q(x) kompleksna funkcija iz L2(0, π) tako da q(x) ≡ 0 na (0, a).

Sli�cno kao u Poglavlju 3.4 slu�caj ν = 0 �cemo jo�s nazivati Slu�caj 1, dok slu�caj ν = 1 nazivamo

Slu�caj 2.

Fiksirajmo a ∈ [π/3, 2π/5). Za nenula realnu funkciju h(x) ∈ L2(5a/2, π), posmatramo

integralni operator

Mhf(x) =

∫ π−x+a
2

3a
2

Kh

(
x+ t− a

2

)
f(t) dt,

3a

2
< x < π − a, where Kh(x) =

∫ π

x

h(τ) dτ.

(4.2.3)

Na osnovu Leme 4.1.1, operator Mh je kompaktan samoadjugovan operator koji djeluje na

prostor L2(3a/2, π−a). Dalje, na osnovu Leme 4.1.2 operator ima najmanje jednu sopstvenu

vrijednost η. Mo�ze se pretpostaviti da je sopstvena vrijednost η = 1, �sto se uvijek mo�ze

posti�ci uvr�stavanjem h(x)/η umjesto h(x). Ipak, iz prakti�cnih razloga za �ksirano ν ∈ {0, 1}
posmatramo hν(x) := (−1)νh(x)/η. Tada je (−1)ν je sopstvena vrijednost operatora Mhν .

Neka je eν(x) odgovaraju�ca sopstvena funkcija, odnosno

Mhνeν(x) = (−1)νeν(x),
3a

2
< x < π − a. (4.2.4)

Slu�caj 1.

Neka je Y (x, λ) rje�senje jedna�cine (4.2.1) sa po�cetnim uslovima Y (0, λ) = 0 i Y ′(0, λ) = 1.

Za j = 0, 1, sopstvene vrijednosti L0,j(q, a) se podudaraju sa nulama karakteristi�cne funkcije

∆0,j(λ) = Y (j)(π, λ). Napomenimo da je

ω :=

∫ π

a

q(x) dx. (4.2.5)
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Inverzni problem 4.2.1 Neka je a ∈ [π/3, 2π/5). Dati su spektri {λn,j}n≥1 grani�cnog

problema L0,j(q, a), j = 0, 1, odrediti potencijal q(x).

Na osnovu (3.4.13) i (3.4.15) vrijede sljede�ce jedna�cine:

∆0,0(λ) =
sin zπ

z
− ω cos z(π − a)

2z2
+

1

2z2

∫ π

a

w0(x) cos z(π − 2x+ a) dx, (4.2.6)

∆1,0(λ) = cos zπ + ω
sin z(π − a)

2z
− 1

2z

∫ π

a

w0(x) sin z(π − 2x+ a) dx, (4.2.7)

gdje je funkcija w0(x) jedinstveno odredena sljede�com formulom, za k = 0 :

wk(x) =


q(x), x ∈

(
a,

3a

2

)
∪
(
π − a

2
, π
)
,

q(x) +Qk(x), x ∈
(3a

2
, π − a

2

)
,

k = 0, 1, (4.2.8)

pri �cemu je

Qk(x) =

∫ π−a

x−a
2

(
q(t+a)

∫ t

a

q(τ) dτ−q(t)
∫ π

t+a

q(τ) dτ−(−1)k
∫ π

t+a

q(τ−t)q(τ) dτ
)
dt. (4.2.9)

Posmatrajmo familiju potencijala B := {qα(x)}α∈C odredenih formulom

qα(x) =



0, x ∈
(

0,
3a

2

)
∪ (π − a, 2a) ∪

(
π − a

2
,
5a

2

)
,

αe(x), x ∈
(3a

2
, π − a

)
,

−αKh

(
x+

a

2

)∫ x−a
2

3a
2

e(t) dt, x ∈
(

2a, π − a

2

)
,

h(x), x ∈
(5a

2
, π
)
.

(4.2.10)

Teorema 4.2.1. Za j = 0, 1, spektar {λn,j}n≥1 grani�cnog problema L0,j(qα, a) ne zavisi od

α.

Teorema 4.2.1 zna�ci da problem L0,0(qα, a) i L0,1(qα, a) ima jedan i isti par spektara

{λn,0}n1≥1 i {λn,1}n≥1 za sve vrijednosti parametra α ∈ C, tj. rje�senje Inverznog proble-

ma 4.2.1 nije jedinstveno. Dokaz je dat u nastavku.
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Dokaz. Zaklju�cujemo da spektar L0,j(q, a), ne zavisi od q(x) ∈ B za neki podskup B ⊂
L2(0, π) ako ne zavisi odgovaraju�ca sopstvena funkcija ∆0,j(λ).

Primijetimo, kako je funkcija ∆0,0(λ) cijela po λ, iz jedna�cine (4.2.7) slijedi

ω =

∫ π

a

w0(x) dx, (4.2.11)

�sto se mo�ze provjeriti direktnim ra�cunom koriste�ci (4.2.8) i (4.2.9) za k = 0. Prema tome,

spektar L0,j(q, a), j = 0, 1, je nezavisan od q(x) ∈ B ako je nezavisna funkcija w0(x).

Mijenjanjem redoslijeda integracije u (4.2.10), lako se dobije da vrijedi

Qk(x) =

∫ x−a
2

a

q(t)dt

∫ π

x+a
2

q(τ) dτ − (−1)k
∫ π−x+a

2

a

q(t) dt

∫ π

x+t−a
2

q(τ) dτ, (4.2.12)

gdje je x ∈ (3a/2, π − a/2). Neka q(x) = 0 na (a, 3a/2). Onda (4.2.8) ima oblik

Q0(x) =



−Mq2q1(x), x ∈
(3a

2
, π − a

)
,

0, x ∈ (π − a, 2a),

Kq2

(
x+

a

2

)∫ x−a
2

3a
2

q1(t) dt, x ∈
(

2a, π − a

2

)
,

(4.2.13)

gdje je

q1(x) = q(x), x ∈
(3a

2
, π − a

)
, q2(x) = q(x), x ∈

(5a

2
, π
)
,

dok Mh i Kh(x) su odredene sa (4.2.3). Prema tome formule (4.2.9) i (4.2.13) daju

w0(x) =



0, x ∈
(
a,

3a

2

)
,

q1(x)−Mq2q1(x), x ∈
(3a

2
, π − a

)
,

q(x), x ∈ (π − a, 2a),

q(x) +Kq2

(
x+

a

2

)∫ x−a
2

3a
2

q1(t) dt, x ∈
(

2a, π − a

2

)
,

q(x), x ∈
(
π − a

2
,
5a

2

)
,

q2(x), x ∈
(5a

2
, π
)
.

(4.2.14)

Mijenjaju�ci q(x) = qα(x) u (4.2.14), gdje qα(x) je odredeno sa (4.2.5), i uzimaju�ci u obzir

(4.2.4), dobijamo

w0(x) =


0, x ∈

(
a,

5a

2

)
,

h(x), x ∈
(5a

2
, π
)
.
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Iz (4.2.7), (4.2.8) i (4.2.11) zaklju�cujemo da karakteristi�cna funkcija ∆0,j(λ) grani�cnog pro-

blema L0,j(qα, a) za j = 0, 1, je nezavisno od α, �cime zavr�savamo dokaz Teoreme 4.2.1.

Konstruisali smo klasu potencijala B tako da funkcija w0(x) u jedna�cinama (4.2.7) i

(4.2.8) ne zavisi od odabira potancijala iz date klase. Primijetimo da ω takode ne zavisi od

odabira potencijala iz klase B. Ova osobina je jako va�zna s obzirom da se ω pojavljuje u

funkcijama ∆0,0(λ) i ∆1,0(λ). Ipak, ova strategija u ovoj formi ne vrijedi u Slu�caju 2. Glavni

razlog le�zi u �cinjenici da se umjesto operatora Mh posmatra operator −Mh i zbog toga ω

zavisi od α. Detaljnije se ovim problemom bavimo u nastavku.

Slu�caj 2.

Posmatramo grani�cni problem (4.2.1) sa grani�cnim uslovima (4.2.2) gdje je ν = 1. Sop-

stvene vrijednosti grani�cnog problema Lj,1(q, a) se podudaraju sa karakteristi�cnom funkci-

jom ∆1,j(λ) := W (j)(π, λ), gdje je W (x, λ) rje�senje jedna�cine (4.2.1) sa po�cetnim uslovima

W (0, λ) = 1 i W ′(0, λ) = 0.

Inverzni problem 4.2.2 Neka je a ∈ [π/3, 2π/5). Dati su spektri {µn,j}n≥1 grani�cnog

problema L1,j(q, a), j = 0, 1, odrediti potencijal q(x).

Na osnovu (3.4.11) i (3.4.12) vrijedi:

∆0,1(λ) = cos zπ + ω
sin z(π − a)

2z
+

1

2z

∫ π

a

w1(x) sin z(π − 2x+ a) dx, (4.2.15)

∆1,1(λ) = −z sin zπ +
ω

2
cos z(π − a) +

1

2

∫ π

a

w1(x) cos z(π − 2x+ a) dx, (4.2.16)

gdje je ω dato formulom (4.2.6), dok je funkcija w1(x) oblika (4.2.9) za k = 1. Sli�cno familiji

B, mo�zemo konstruisati B1 familiju potencijala pα(x) tako da funkcija w1(x) ne zavisi od

izbora potencijala iz date klase. Zaista, isti metod konstrukcije potencijala mo�zemo primi-

jeniti uklju�cuju�ci operator −Mh umjesto Mh. Medutim, glavna razlika u Slu�caju 2 je da ne

vrijedi (4.2.11). Drugim rije�cima, konstanta ω nije odredena funkcijom w1(x). Prema tome,

karakteristi�cne funkcije (4.2.15) i (4.2.16) bi zavisile od α. Iz tog razloga da konstrui�semo

operator Mh tako da bar jedna njegova sopstvena funkcija ima srednju vrijednost nula.
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Posmatramo familiju potencijala Bν := {qα,ν(x)}α∈C zadanu sa formulom

qα,ν(x) =



0, x ∈
(

0,
3a

2

)
∪ (π − a, 2a) ∪

(
π − a

2
,
5a

2

)
,

αeν(x), x ∈
(3a

2
, π − a

)
,

−αKhν

(
x+

a

2

)∫ x−a
2

3a
2

eν(t) dt, x ∈
(

2a, π − a

2

)
,

hν(x), x ∈
(5a

2
, π
)
.

(4.2.17)

Teorema 4.2.2. Za j = 0, 1, spektar grani�cnog problema L1,j(a, qα,1) je nezavisan od α ako

vrijedi ∫ π−a

3a
2

e1(x) dx = 0. (4.2.18)

Prema tome, problem konstrukcije izo-bispektralnih potencijala grani�cnih problema

L1,0(a, q) i L1,1(a, q) se svodi na problem pronalaska funkcije h(x) ∈ L2(5a/2, π) tako da

operator Mh ima najmanje jednu sopstvenu funkciju �cija je srednja vrijednost nula i kojoj

odgovara nenula sopstvena vrijednost. Odgovor na ovo pitanje je dat u sljede�cem stavu.

Lema 4.2.3. Neka je

h1(x) :=
6π2

(2π − 5a)2
cos

π
√

10(π − x)

2π − 5a
, e1(x) := cos

2π(2x− 3a)

2π − 5a
+ cos

π(2x− 3a)

2π − 5a
.

(4.2.19)

Onda su relacija (4.2.4) za ν = 1 kao i relacija (4.2.18) ispunjene.

Dokaz. Relacija (4.2.4) vrijedi na osnovu Teoreme 4.1.4, dok relaciju (4.2.18) dokazujemo u

nastavku∫ π−a

3a
2

e1(x) dx =
2π − 5a

2π

(1

2
sin

2π(2x− 3a)

2π − 5a
+ sin

π(2x− 3a)

2π − 5a

)∣∣∣π−a
x= 3a

2

= 0.

Iz Teoreme 4.2.2 i Leme 4.2.3 zaklju�cujemo da ukoliko je familija B1 konstruisana koriste�ci

funkcije h1(x) i e1(x) odredene sa (4.2.19) tada data familija predstavlja izo-bispektralne

potencijale za grani�cne probleme L1,0(a, q) i L1,1(a, q). Prema tome, Inverzni problem 4.2.2

nije jedinstveno odreden u Slu�caju 2.
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Napomena. Kao �sto smo ustanovili ranije razlika izmedu slu�cajeva ν = 0 i ν = 1 je u

sljede�cem. Kako su funkcije ∆ν,j(λ) cijele po λ, iz jedna�cine (4.2.7) za ν = 0, slijedi da je

ω =

∫ π

a

w0(x) dx, (4.2.20)

�sto se mo�ze ustanoviti i direktnim ra�cunom koriste�ci(4.2.8) i (4.2.9). Prema tome, za ν = 0,

izo-bispektralni potencijali B zahtijevaju da w0(x) ne zavisi od izbora potencijala iz klase

B. Kakogod, za ν = 1, ova relacija ne vrijedi (4.2.20). Drugim rije�cima, konstanta ω nije

jedinstveno odredena sa w1(x). Obje funkcije ∆1,0(λ) i ∆1,1(λ) mogu zavisiti od izbora po-

tencijala q(x) ∈ B, iako w1(x) ne zavisi.

Neka je q(x) = 0 na (a, 3a/2). Odavde, iz formula (4.2.8) i (4.2.9) dobijamo

wν(x) =



0, x ∈
(
a,

3a

2

)
,

q(x)− (−1)νMhq(x), x ∈
(3a

2
, π − a

)
,

q(x), x ∈ (π − a, 2a),

q(x) +Kh

(
x+

a

2

)∫ x−a
2

3a
2

q(t) dt, x ∈
(

2a, π − a

2

)
,

q(x), x ∈
(
π − a

2
,
5a

2

)
,

h(x), x ∈
(5a

2
, π
)
,

(4.2.21)

gdje je h(x) = q(x) na (5a/2, π) , te operatori Mh, Kh(x) su dati sa (4.2.3).

Dokaz Teoreme 4.2.2. Spektar grani�cnog problema L1,j(a, q) ne zavisi od izbora poten-

cijala q(x) ∈ B1 za neki podskup B1 ⊂ L2(0, π) ako ne zavise odgovaraju�ce karakteristi�cne

funkcije ∆ν,j(λ). Mijenjaju�ci q(x) = qα,1(x) u (4.2.21) za ν = 1, gdje je qα,1(x) odredeno sa

(4.2.17) za ν = 1, i uzimaju�ci (4.2.4) u obzir za ν = 1, dobijamo

w1(x) = 0, a < x <
5a

2
, w1(x) = h1(x),

5a

2
< x < π.

Prema tome, funkcija w1(x) je nezavisna od α. Ostaje da se doka�ze da to isto i za vrijednost ω

odredenu sa (4.2.5) pri �cemu je q(x) = qα,1(x). Integriraju�ci tre�ci red u (4.2.17) za ν = 1,

dobijamo

I :=

∫ π−a
2

2a

Kh1

(
x+

a

2

)
dx

∫ x−a
2

3a
2

e1(t) dt =

∫ π−a
2

2a

Kh1

(
x+

a

2

)
dx

∫ x−a
2

3a
2

e1(x+ a− t) dt.

Mijenjaju�ci redoslijed integracije, mo�zemo izra�cunati

I =

∫ π−a
2

3a
2

dx

∫ π−a
2

x+a
2

Kh1

(
t+

a

2

)
e1(t+ a− x) dt =

∫ π−a

3a
2

dx

∫ π−x+a
2

3a
2

Kh1

(
x+ t− a

2

)
e1(t) dt,
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�sto zajedno sa jedna�cinama (4.2.4) i (4.2.18) povla�ci

I =

∫ π−a

3a
2

Mh1e1(x) dx = −
∫ π−a

3a
2

e1(x) dx = 0.

Prema tome iz (4.2.17) i (4.2.18) dobijamo

ω =

∫ π

a

qα,1(x) dx =

∫ π

5a
2

h1(x) dx,

odnosno vrijednost ω ne zavisi α, �cime je zavr�sen dokaz. �

AC slu�caj

Dokazali smo da inverzni problem za operatore �Sturm-Liuvilovog tipa sa konstantnim

ka�snjenjem na intervalu [π/3, 2π/5) nema jedinstveno rje�senje kada posmatramo potencijale

iz prostora kvadratno integrabilnih funkcija. Vrlo va�zno pitanje je da li isto vrijedi i u slu�caju

kada je potencijal iz prostora apsolutno neprekidnih funkcija. U nastavku �cemo djelimi�cno

dati odgovor na ovo pitanje, ta�cnije opisa�cemo slu�caj sa Dirihle/Nojmanovim grani�cnim

uslovima. Za Robinove grani�cne uslove pomenuti problem jo�s uvijek nije rije�sen.

Prema tome, posmatramo grani�cni problem L0,j(q, a), j = 0, 1, generisan sa (4.2.1) i

(4.2.2) za ν = 0, pri �cemu potencijal q(x) ∈ AC[a, π]. Karakteristi�cne funkcije grani�cnog

problema su date sa (4.2.7) i (4.2.8). U nastavku �cemo konstruisati klasu izo-bispektralnih

potencijala iz prostora AC[a, π]. U tu svrhu posmatramo

e0(x) := sin
2π(2x− 3a)

2π − 5a
+ 2 sin

π(2x− 3a)

2π − 5a
(4.2.22)

i uvodimo familiju B̃0 := {qα(x)}α∈C odredenu formulom

qα(x) =



0, x ∈
[
0,

3a

2

)
∪ [π − a, 2a),

αe0(x), x ∈
[3a

2
, π − a

)
,

−αKh0

(
x+

a

2

)∫ x−a
2

3a
2

e0(t) dt, x ∈
[
2a, π − a

2

)
,

g(x), x ∈
[
π − a

2
,
5a

2

)
,

h0(x), x ∈
[5a

2
, π
]
,

(4.2.23)

pri �cemu je h0(x) = h1(x), gdje je h1(x) odredeni (4.2.19), dok je g(x) proizvoljna funkcija

iz prostora AC[π − a/2, 5a/2] koja ispunjava sljede�ce uslove

g
(
π − a

2

)
= 0, g

(5a

2

)
=

6π2

(2π − 5a)2
cos

π
√

10

2
. (4.2.24)
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Teorema 4.2.4. Neka je a ∈ (π/3, 2π/5) �ksirano. Za j = 0, 1, spektar grani�cnih problema

L0,j(a, qα) je nezavisan od α.

Dokaz. Koriste�ci Teoremu 4.1.4 mo�ze se dokazati da vrijedi (4.2.4) za ν = 0 pri �cemu je

h0(x) = h1(x) odredeno sa (4.2.19) i e0(x) odredeno sa (4.2.22). Dalje, mijenjaju�ci q(x) =

qα(x) u (4.2.14) za ν = 0, gdje je qα(x) odredeno sa (4.2.23), te uzimaju�ci u obzir (4.2.4) za

ν = 0, dobijamo

w0(x) = 0, a < x < π−a
2
, w0(x) = g(x), π−a

2
< x <

5a

2
, w0(x) = h0(x),

5a

2
< x < π.

Prema tome funkcija w0(x) je nezavisna od α. �Stavi�se, za j = 0, 1, karakteristi�cne funkcije

∆0,j(λ) grani�cnog problema L0,j(qα, a) su nezavisne od α.

Kona�cno, primijetimo da za α ∈ C i a ∈ (π/3, 2π/5), potencijal qα(x) ∈ AC[0, π] zahva-

ljuju�ci (4.2.24) i �cinjenici da je e0(3a/2) = e0(π − a) = Kh0(π) = 0.

U prethodnom dokazu smo koristili prednost da mo�zemo izabrati proizvoljnu funkciju na

intervalu [π − a/2, 5a/2). Medutim, ukoliko je ka�snjenje a = π/3, tada je π − a/2 = 5a/2

�sto zna�ci da moramo izabrati funkciju h(x) tako da je h(5a/2) = 0. Ovo je ote�zavaju�ca

okolnost, s obzirom da od odabira funkcije h(x) direktno zavisi sopstvena funkcija operatora

Mh. Ovaj problem jo�s uvijek nije rije�sen i predstavlja otvoreno pitanje, kao i izazov za mnoge

matemati�care.

Otvoren problem 1: Neka je a = π/3. Na�ci funkciju h(x) ∈ AC[5π/6, π] tako da ope-

rator Mh dat sa (4.1.1) ima bar jednu sopstvenu funkciju e(x) tako da je e(3a/2) = 0.

Za razliku od Slu�caja 1, mnogo ve�ci izazov predstavlja konstrukcija izo-bispektralnih po-

tencijala iz prostora apsolutnih neprekidnih funkcija za Slu�caj 2, odnosno sa Robin/Dirihleovim

grani�cnim uslovima. Ovaj problem nije rije�sen �cak i kada je ka�snjenje iz intervala (π/3, 2π/5).

Naime, da bismo rije�sili ovaj problem potrebno je da nademo funkciju h(x) tako da bar jedna

sopstvena funkcija e(x) ima srednju vrijednost nula, ali i da dosti�ze nulu u lijevom kraju in-

tervala. Za slu�caj a = π/3, pored pomenutih uslova potrebno je da funkcija h(x) zadovoljava

uslov da je h(5a/2) = 0.

Otvoren problem 2: Neka je a ∈ (π/3, 2π/5). Na�ci funkciju h(x) ∈ AC[5π/6, π] tako

da operator Mh dat sa (4.1.1) ima bar jednu sopstvenu funkciju e(x) koja ispunjava uslove

da je e(3a/2) = 0 i ∫ π−a

3a/2

e(x)dx = 0.
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4.3 Ka�snjenje iz intervala (0, π/3)

Za �ksirano ν ∈ {0, 1} posmatrajmo grani�cni problem Lν,j = Lν,j(q) sa konstantnim

ka�snjenjem a ∈ (0, π/3)

−y′′(x) + q(x)y(x− a) = λy(x), 0 < x < π, (4.3.1)

y(ν)(0) = y(j)(π) = 0, j = 0, 1, (4.3.2)

gdje je potencijal q(x) kompleksna funkcija iz L2(0, π) tako da q(x) ≡ 0 na (0, a).

Ozna�cimo sa {λνn,j}n≥1 spektar grani�cnog problema Lν,j(q, a) i posmatrajmo sljede�ci inverzni

problem

Inverzni problem 4.3.1 Neka je a ∈ (0, π/3). Dati su spektri {λνn,0}n≥1 i {λνn,1}n≥1,

grani�cnih problema Lν,0 i Lν,1 na�ci potencijal q(x).

Za razliku od dosada�snjih oznaka, u nastavku �cemo prilagoditi oznake kako bismo lak�se

mogli predstaviti formule za slu�cajeve ν = 0 i ν = 1. Za �ksirano ν = 0, 1, ozna�cimo yν(x, λ)

jedinstveno rje�senje jedna�cine (4.3.1) sa po�cetnim uslovima y
(j)
ν (0, λ) = δν,j, j = 0, 1, gdje je

δν,j Kronekerov delta simbol. Ovdje i u nastavku, sa f (j) kao i sa f ′ �cemo ozna�citi odgova-

raju�ce izvode funkcije f u odnosu na prvi argument. Ozna�cimo

ω(x) =

x∫
a

q(t) dt, ω1(x) =

x∫
2a

q(t)ω(t− a) dt, y0,0(x, λ) = cos zx, y1,0(x, λ) =
sin zx

z
.

Funkcije y0(x, λ) i y1(x, λ) nazivamo kosinusni i sinusni tip rje�senja jedna�cine (4.3.1), koje u

slu�caju da je q(x) ≡ 0, odgovaraju redom y0,0(x, λ) i y1,0(x, λ), .

Za svaki par parametara ν, j ∈ {0, 1}, sopstvene vrijednosti grani�cnog problema Lν,j(a, q)
ra�cunaju�ci njihove vi�sestrukosti se podudaraju sa nulama karakteristi�cnih funkcija ∆ν,j(λ) =

y
(j)
1−ν(π, λ), grani�cnih problema Lν,j(a, q).
Za ν = 0, 1, na osnovu Teoreme 2.1.2 i Teoreme 2.1.3 imamo da je

yν(x, λ) =
N∑
k=0

yν,k(x, λ), yν,k(x, λ) =

x∫
ka

sin z(x− t)
z

q(t)yν,k−1(t−a, λ) dt, k ≥ 1. (4.3.3)

Sljede�ca lema daje eksplicitni oblik formula yν,k(x, λ) za ν = 0, 1 i k = 1, 2.

Lema 4.3.1. Za ν = 0, 1, vrijede sljede�ce formule

yν,1(x, λ) = (−1)ν
ω(x)

2λν
y1−ν,0(x− a, λ) +

1

2λν

x∫
a

q(t)y1−ν,0(x− 2t+ a, λ) dt, a ≤ x ≤ π,

(4.3.4)
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yν,2(x, λ) =
1

2λν

x−a
2∫

3a
2

Pν(x, t)y1−ν,0(x− 2t+ a, λ) dt, 2a ≤ x ≤ π, (4.3.5)

gdje je

Pν(x, t) =

x∫
t+a

2

q(τ) dτ

t−a
2∫

a

q(ξ) dξ + (−1)ν

x−t+a
2∫

a

q(τ) dτ

x∫
t+τ−a

2

q(ξ) dξ,
3a

2
≤ t ≤ x− a

2
.

(4.3.6)

Dokaz. Neka je ν ∈ {0, 1} �ksirano. Primjenjuju�ci trigonometrijsku formulu

sin z(x− t)
z

yν,0(ξ, λ) =
1

2λν

(
(−1)νy1−ν,0(x− t+ ξ, λ) + y1−ν,0(x− t− ξ, λ)

)
, (4.3.7)

sa ξ = t− a u drugoj formuli (4.3.3) za k = 1, dolazimo do (4.3.4).

Dalje, mijenjaju�ci (4.3.4) u drugu formulu u (4.3.3) za k = 2, dobijamo

yν,2(x, λ) =
1

2λν

x∫
2a

sin z(x− t)
z

q(t)
(

(−1)νω(t− a)y1−ν,0(t− 2a, λ)

+

t−a∫
a

q(τ)y1−ν,0(t− 2τ, λ) dτ
)
dt.

Koriste�ci (4.3.7) za ξ = t− 2a i za ξ = t− 2τ, imamo

yν,2(x, λ) = −ω1(x)

4λ
yν,0(x−2a, λ)+

(−1)ν

4λ

x−a∫
a

q(t+a)yν,0(x−2t, λ) dt

t∫
a

q(τ) dτ

+
(−1)1−ν

4λ

x∫
2a

q(t) dt

t−a∫
a

q(τ)yν,0(x− 2τ, λ) dτ +
1

4λ

x∫
2a

q(t) dt

t−a∫
a

q(t− τ)yν,0(x− 2τ, λ) dτ.

Nakon smjene redoslijeda integracije u zadnja dva sabirka, dobijamo

yν,2(x, λ) = −ω1(x)

4λ
yν,0(x− 2a, λ) +

(−1)ν

4λ

x−a∫
a

Rν(x, t)yν,0(x− 2t, λ) dt, (4.3.8)

gdje je

Rν(x, t) = q(t+ a)

t∫
a

q(τ) dτ − q(t)
x∫

t+a

q(τ) dτ + (−1)ν
x∫

t+a

q(τ)q(τ − t) dτ.
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Integracijom po drugoj promjenljivoj, dobijamo

x−a∫
t

Rν(x, τ) dτ =

x∫
t+a

q(τ) dτ

τ−a∫
a

q(ξ) dξ −
x−a∫
t

q(τ) dτ

x∫
τ+a

q(ξ) dξ

+ (−1)ν
x−a∫
t

dτ

x−τ∫
a

q(ξ + τ)q(ξ) dξ.

Mijenjaju�ci redoslijed integracije u posljednja dva sabirka, dobijamo

x−a∫
t

Rν(x, τ) dτ =

x∫
t+a

q(τ) dτ

t∫
a

q(ξ) dξ + (−1)ν
x−t∫
a

q(τ) dτ

x∫
t+τ

q(ξ) dξ = Pν

(
x, t+

a

2

)
,

gdje je funkcija Pν(x, t) data sa (4.3.6). U su�stini, vrijedi

Pν

(
x,

3a

2

)
= (−1)ν

x−a∫
a

q(t) dt

x∫
a+t

q(τ) dτ = (−1)ν
x∫

2a

q(t) dt

t−a∫
a

q(τ) dτ = (−1)νω1(x).

Prema tome, koriste�ci parcijalnu integraciju u (4.3.8) zajedno sa relacijama

y′ν,0(x, λ) = (−λ)νy1−ν,0(x, λ), ν = 0, 1, (4.3.9)

dolazimo do (4.3.5).

Posljedica 4.3.2. Vrijede sljede�ce formule

y′ν,1(x, λ) =
ω(x)

2
yν,0(x− a, λ) +

(−1)ν

2

x∫
a

q(t)yν,0(x− 2t+ a, λ) dt, a ≤ x ≤ π, (4.3.10)

y′ν,2(x, λ) =
(−1)ν

2

x−a
2∫

3a
2

Pν(x, t)yν,0(x− 2t+ a, λ) dt, 2a ≤ x ≤ π. (4.3.11)

Dokaz. Zahvaljuju�ci (4.3.9) i �cinjenici w′(x) = q(x), formula (4.3.10) se lako mo�ze dobiti

diferenciraju�ci (4.3.4). Analogno, diferenciraju�ci (4.3.5), dobijamo

y′ν,2(x, λ) = Aν(x, λ) +Bν(x, λ) +
(−1)ν

2

x−a
2∫

3a
2

Pν(x, t)yν,0(x− 2t+ a, λ) dt, 2a ≤ x ≤ π,

(4.3.12)
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gdje je

Aν(x, λ) =
(−1)ν

2
Pν

(
x, x− a

2

)
yν,0(2a, λ),

Bν(x, λ) =
1

2λν

x−a
2∫

3a
2

∂

∂x
Pν(x, t)y1−ν,0(x− 2t+ a, λ) dt.

Iz (4.3.6) imamo Pν(x, x− a/2) = 0, odnosno Aν(x, λ) ≡ 0 za ν = 0, 1. Dalje, dobijamo

∂

∂x
Pν(x, t) = q(x)

 t−a
2∫

a

q(τ) dτ + (−1)ν

x−t+a
2∫

a

q(τ) dτ

 .

Uvode�ci smjenu t→ (x+ a− t)/2, dolazimo do

Bν(x, λ) =
q(x)

4λν

x−2a∫
2a−x

G(x, t, λ) dt,

G(x, t, λ) =

 t−a
2∫

a

q(τ) dτ + (−1)ν

x−t+a
2∫

a

q(τ) dτ

 y1−ν,0(t, λ).

Ostaje da primijetimo da je za svako �ksirano x ∈ (2a, π] i λ ∈ C, funkcija G(x, t, λ) neparna

u odnosu na t na intervalu (2a−x, x−2a). Prema tome Bν(x, λ) ≡ 0 za ν = 0, 1, te kona�cno

dobijamo (4.3.11).

U slu�caju koji posmatramo a ∈ (0, π/3), pored yν,1(x, λ) i yν,2(x, λ), u sumi (4.3.3),

se pojavljuju i sabirci yν,k(x, λ) za k = 3, N. Sabirci yν,k(x), k > 2 zna�cajno komplikuju

istra�zivanje, jer u karakteristi�cnoj funkciji raste broj nelinearnih integralnih sabiraka. Na�s

cilj je da anuliramo potencijal na podintervalima i da na taj na�cin dobijamo jednostavniji

oblik karakteristi�cne funkcije. Naime, za q(x) = 0 s.s. na (3a, π), funkcija data sa (4.3.3) se

mo�ze predstaviti kao

yν(x, λ) = yν,0(x, λ) + yν,1(x, λ) + yν,2(x, λ), ν = 0, 1, (4.3.13)

odakle mo�zemo dobiti mnogo jednostavnije oblike karakteristi�cnih funkcija.
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Lema 4.3.3. Neka je q(x) = 0 s.s. na (3a, π). Onda, za ν, j = 0, 1, vrijedi

∆ν,ν(λ) = (−λ)ν
(sin zπ

z
− ω cos z(π − a)

2λ
+

(−1)ν

2λ

3a∫
a

wν(x) cos z(π − 2x+ a) dx
)
,

∆ν,j(λ) = cos zπ + ω
sin z(π − a)

2z
+

(−1)j

2z

3a∫
a

wν(x) sin z(π − 2x+ a) dx, ν 6= j,


(4.3.14)

gdje je ω = ω(π) i funkcija wν(x) odredena formulom

wν(x) =


q(x), x ∈

(
a,

3a

2

)
∪
(5a

2
, 3a
)
,

q(x) +Qν(x), x ∈
(3a

2
,
5a

2

)
,

(4.3.15)

dok je

Qν(x) =

3a∫
x+a

2

q(t) dt

x−a
2∫

a

q(τ) dτ − (−1)ν

7a
2
−x∫

a

q(t) dt

3a∫
x+t−a

2

q(τ) dτ, x ∈
(3a

2
,
5a

2

)
. (4.3.16)

Dokaz. Na osnovu pretpostavke leme, formula (4.3.6) nam daje Pν(x, t) = 0 za t ≥ 5a/2 i

ν = 0, 1. Prema tome, mijenjaju�ci x = π u (4.3.13), te uzimaju�ci u obzir (4.3.4)�(4.3.6) i

(4.3.10), (4.3.11), dolazimo do formula (4.3.14) i (4.3.15) gdje je funkcija Qν(x), ν = 0, 1,

odredena formulom

Qν(x) = P1−ν(π, x) =

π∫
x+a

2

q(t) dt

x−a
2∫

a

q(t) dt− (−1)ν

π−x+a
2∫

a

q(t) dt

π∫
x+t−a

2

q(τ) dτ.

O�cigledno da gornju granicu integracije π mo�zemo zamijeniti sa 3a, te primijetimo da se

zadnji integral anulira za vrijednosti x+ t− a/2 ≥ 3a. Prema tome, gornja granica zadnjeg

integrala π − x+ a/2 se mo�ze zamijeniti sa 7a/2− x, odakle dobijamo (4.3.16).

U ovom poglavlju �cemo dokazati da rje�senje Inverznog problema 4.3.1 nije jedinstvno za

slu�cajeve ν = 0 i ν = 1 kada je ka�snjenje a ∈ (0, π/3). Konkretno, za svako ν konstruisa�cemo

beskona�cnu familiju izo-bispektralnih potencijala q(x), takvih da grani�cni problemi Lν,0(a, q)

i Lν,1(a, q) posjeduju isti par spektara. Kao �sto smo pokazali u prethodnim poglavljima,

spektar grani�cnog problema Lν,j(a, q) ne zavisi od izbora potencijala iz klase B za neki

podskup B ⊂ L2(0, π), ukoliko ne zavise karakteristi�cne funkcije ∆ν,j(λ). Dovoljno je da

posmatramo potencijal q(x), takav da je q(x) = 0 na skupu (3a, π).



Inverzni spektralni problemi �Sturm-Liuvilovog tipa sa konstantnim ka�snjenjem 91

Napomena 4.3.4. Razlika izmedu slu�cajeva ν = 0 i ν = 1 se sastoji u sljede�cem. Kako su

funkcije ∆ν,j(λ) cijele po λ, prva jedna�cina u (4.3.14) za ν = 0 povla�ci

ω =

π∫
a

w0(x) dx, (4.3.17)

�sto se mo�ze provjeriti direktnim ra�cunom koriste�ci (4.3.15) i (4.3.16) za ν = 0. Prema tome,

za ν = 0, familija B ⊂ L2(0, π) predstavlja izo-bispektralne potenicjale ukoliko je funkcija

w0(x) nezavisna od izbora potencijala q(x) ∈ B. Ipak, za slu�caj ν = 1, ne vrijedi relacija

(4.3.17). Drugim rije�cima konstanta ω nije odredena sa w1(x). Prema tome, obje funkcije

∆1,0(λ) i ∆1,1(λ) mogu zavisiti od izbora q(x) ∈ B �cak i kada funkcija w1(x) ne zavisi od

izbora potencijala.

Fiksirajmo a ∈ (0, π/3) i posmatrajmo integralni operator

Mhf(x) =

7a
2
−x∫

3a
2

Kh

(
x+ t− a

2

)
f(t) dt,

3a

2
< x < 2a, where Kh(x) =

3a∫
x

h(τ) dτ,

(4.3.18)

za realnu nenula funkciju h(x) ∈ L2(5a/2, 3a). Prema tome, Mh je kompaktan samoadjugo-

vani operator koji djeluje na L2(3a/2, 2a), i kao takav posjeduje najmanje jednu sopstvenu

vrijednost η, η 6= 0. Fiskirajmo ν ∈ {0, 1} i stavimo hν(x) := (−1)νh(x)/η. Tada je (−1)ν

sopstvena vrijednost operatoraMhν . Neka je eν(x) odgovaraju�ca sopstvena funkcija, odnosno

Mhνeν(x) = (−1)νeν(x),
3a

2
< x < 2a. (4.3.19)

Posmatrajmo familiju potencijala Bν := {qα,ν(x)}α∈C odredenu formulom

qα,ν(x) =



0, x ∈
(

0,
3a

2

)
,

αeν(x), x ∈
(3a

2
, 2a
)
,

−αKhν

(
x+

a

2

) x−a
2∫

3a
2

eν(t) dt, x ∈
(

2a,
5a

2

)
,

hν(x), x ∈
(5a

2
, 3a
)
.

(4.3.20)

Lema 4.3.5. Za �ksirano ν ∈ {0, 1}, funkcija wν(x) odredena formulama (4.3.15) i (4.3.16),

gdje je q(x) = qα,ν(x) data sa (4.3.20), je nezavisna od α.
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Dokaz. Fiksirajmo ν ∈ {0, 1} i neka je q(x) = 0 na (a, 3a/2). Onda je (4.3.16) oblika

Qν(x) =



−(−1)ν

7a
2
−x∫

3a
2

q(t) dt

3a∫
x+t−a

2

q(τ) dτ, x ∈
(3a

2
, 2a
)
,

3a∫
x+a

2

q(t) dt

x−a
2∫

3a
2

q(τ) dτ, x ∈
(

2a,
5a

2

)
,

�sto zajedno sa (4.3.15) i (4.3.18) povla�ci

wν(x) =



0, x ∈
(
a,

3a

2

)
,

q(x)− (−1)νMqq(x), x ∈
(3a

2
, 2a
)
,

q(x) +Kq

(
x+

a

2

) x−a
2∫

3a
2

q(t) dt, x ∈
(

2a,
5a

2

)
,

q(x), x ∈
(5a

2
, 3a
)
.

(4.3.21)

Mijenjaju�ci q(x) = qα,ν(x), odredenu sa (4.3.20), u (4.3.21) i uzimaju�ci (4.3.19) u obzir

dolazimo do

wν(x) =


0, x ∈

(
a,

5a

2

)
,

hν(x), x ∈
(5a

2
, π
)
,

�cime kompletiramo dokaz.

Lema 4.3.5 zajedno sa (4.3.17) nam daje sljede�cu teoremu.

Teorema 4.3.6. Za j = 0, 1, spektar grani�cnog problema L0,j(a, qα,0) je nezavisan od α.

Prema tome, B0 je skup izo-bispektralnih potencijala za slu�caj ν = 0, odnosno Inverzni

problem 4.3.1 nema jedinstveno rje�senje u op�stem slu�caju za ν = 0 i a ∈ (0, π/3). Kakogod,

na osnovu Napomene 4.3.4, skup B1, u op�stem slu�caju, ne sadr�zi izo-bispektralne potencijale

za ν = 1. Ipak, vrijedi sljede�ca teorema.

Teorema 4.3.7. Za j = 0, 1, spektar grani�cnog problema L1,j(a, qα,1) je nezavisan od α ako

vrijedi
2a∫

3a
2

e1(x) dx = 0. (4.3.22)
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Dokaz. Na osnovu Leme 4.3.5, ostaje da se doka�ze da vrijednost

ω =

π∫
a

qα,1(x) dx

je nezavisna od α kada vrijedi (4.3.22). Integriraju�ci tre�ci red (4.3.20) za ν = 1, dobijamo

I :=

∫ 5a
2

2a

Kh1

(
x+

a

2

)
dx

∫ x−a
2

3a
2

e1(t) dt =

∫ 5a
2

2a

Kh1

(
x+

a

2

)
dx

∫ x−a
2

3a
2

e1(x+ a− t) dt.

Mijenjaju�ci redoslijed integracije i nakon integracije po unutra�snjoj promjenljivoj, dobijamo

I =

∫ 2a

3a
2

dx

∫ 5a
2

x+a
2

Kh1

(
t+

a

2

)
e1(t+ a− x) dt =

∫ 2a

3a
2

dx

∫ 7a
2
−x

3a
2

Kh1

(
x+ t− a

2

)
e1(t) dt,

�sto zajedno sa prvom jedna�cinom u (4.3.18) kao i (4.3.19) za ν = 1 i (4.3.22) implicira

I =

∫ 2a

3a
2

Mh1e1(x) dx = −
∫ 2a

3a
2

e1(x) dx = 0.

Prema tome, na osnovu (4.3.20) za ν = 1, pretpostavka teoreme (4.3.22) nam daje

ω =

∫ π

a

qα,1(x) dx =

∫ 3a

5a
2

h1(x) dx,

odnosno, vrijednost ω ne zavisi od α, �cime zavr�savamo dokaz .

Zadnja teorema redukuje konstrukciju izo-bispektralnih potencijala grani�cnih problema

L1,0(a, q) i L1,1(a, q) na problem pronalaska funkcije h(x) ∈ L2(5a/2, 3a) takve da operator

Mh ima najmanje jednu sopstvenu funkciju �cija je srednja vrijednost nula i kojoj odgovara

sopstvena vrijednost razli�cita od nule. Odgovor na ovo pitanje je dat u sljede�cem tvrdenju.

Teorema 4.3.8. Neka je

h1(x) :=
6π2

a2
cos π

√
10
(

3− x

a

)
, e1(x) := cos

4πx

a
− cos

2πx

a
. (4.3.23)

Tada vrijedi (4.3.19) za ν = 1 kao i uslov (4.3.22).

Dokaz. Krenimo sa (4.3.22), �sto mo�zemo provjeriti direktnim uvr�stavanjem:∫ 2a

3a
2

e1(x) dx =
a

2π

(1

2
sin

4πx

a
− sin

2πx

a

)∣∣∣2a
x= 3a

2

= 0.

Dalje, iz (4.3.18) i (4.3.23), imamo

Mh1e1(x) =
3π

a
√

10
(A1 + A2), (4.3.24)
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gdje je

Aj = 2(−1)j
∫ 7a

2
−x

3a
2

cos
2πjt

a
· sin π

√
10
(7

2
− x+ t

a

)
dt, j = 1, 2.

Za svako j ∈ {1, 2}, mo�zemo izra�cunati:

Aj = (−1)j
1∑

k=0

∫ 7a
2
−x

3a
2

sin π
(√

10
(7

2
− x

a

)
−
√

10 + 2j(−1)k

a
t
)
dt.

Dovr�savaju�ci integraciju, dolazimo do rezultata

Aj =
(−1)j

π

1∑
k=0

a√
10 + 2j(−1)k

cos π
(√

10
(7

2
− x

a

)
−
√

10 + 2j(−1)k

a
t
)∣∣∣ 7a2 −x

t= 3a
2

=
(−1)j

π

1∑
k=0

a√
10 + 2j(−1)k

(
cos 2πj

(7

2
− x

a

)
− cos π

(√
10
(

2− x

a

)
− 3j(−1)k

))
=

a
√

10

π(5− 2j2)

(
cos

2πjx

a
− cosπ

√
10
(

2− x

a

))
, j = 1, 2.

Mijenjaju�ci dobijene rezultate A1 i A2 u (4.3.24), dolazimo do (4.3.19) za ν = 1.

Teorema 4.3.7 i Teorema 4.3.8 povla�ce da familija B1 konstruisana koriste�ci funkcije

h1(x) i e1(x) odredena sa (4.3.23) predstavlja klasu izo-bispektralnih potencijala za probleme

L1,0(a, q) i L1,1(a, q). Prema tome, Inverzni problem 4.3.1 nije jedinstveno odreden za slu�caj

ν = 1 kada je ka�snjenje a ∈ (0, π/3). Postupak konstrukcije izo-bispektralnih potencijala za

ka�snjenja manja od tre�cine intervala je detaljno opisan u radu [dju6].
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Zaklju�cak

Dokazali smo da dva spektra �Sturm-Liuvilovih operatora sa ka�snjenjem generisana sa Di-

rihle/Nojmanovim (Robinovim) grani�cnim uslovima nisu dovoljna da se jedinstveno odredi

potencijal iz prostora kvadratno integrabilnih funkcija za ka�snjenja manja od dvije petine

intervala. Na ovaj na�cin smo pokazali da teorema jedinstvenosti na osnovu dva spektra ne

vrijedi za ove operatore. S obzirom da je Pikula u [pik1] dokazao da su dva spektra dovoljna

da se jedinstveno odredi �Sturm-Liuvilov operator sa ka�snjenjem kada je potencijal iz pro-

stora analiti�ckih fukcija A[a, π], interesantno bi bilo istra�ziti da li postoji prostor funkcija

G[a, π], A[a, π] ⊂ G[a, π] ⊂ L2[a, π], koji �ce imati osobinu da teorema jedinstvenosti vri-

jedi za potencijale iz ovog prostora. Prilikom odredivanja prostora G[a, π] bitno je imati u

vidu da kada je potencijal iz prostora apsolutno neprekidnih funckija AC[a, π] i ka�snjenje

a ∈ (π
3
, 2π

5
), �Sturm-Liuvilov operator generisan Dirhle/Nojmanovim grani�cnim uslovima nije

jedinstveno odreden. Ovaj rezultat se mo�ze pro�siriti za ka�snjena a ∈ (0, π/3)\{2π/n, n ≥ 7}
sa sli�cnim idejama anuliranja potencijala na podintervalima kao u radu [dju6]. Iz tog razloga

je logi�cno posmatrati klasu funkcija G[a, π] ⊂ AC[a, π], a svakako je interesantno istra�ziti

slu�caj G[a, π] = C1[a, π], odnosno G[a, π] = C∞[a, π].

Pored navedenih rezultata, u istra�zivanju smo dokazali da dva spektra operatora �Sturm-

Liuvilovog tipa sa po�cetnom funkcijom jedinstveno odreduju potencijal kada je ka�snjenje ve�ce

od polovine intervala. Inverzni problemi za operatore sa po�cetnom funkcijom su se pokazali

zna�cajno komplikovaniji u odnosu na inverzne probleme operatora bez po�cetne funkcije.

Iz toga razloga je va�zno da se rije�si inverzni problem za ove operatore kada je ka�snjenje

ve�ce od dvije petine intervala, a manje od polovine intervala. Takode, u istra�zivanju smo

rije�sili nekompletne inverzne probleme za �Sturm-Liuvilove operatore kada je ka�snjenje ve�ce

od tre�cine intervala, a manje od dvije petine intervala. U su�stini, pored dva spektra operatora

sa ka�snjenjem, pretpostavili smo da je potencijal poznat na podintervalu. S obzirom da smo

dokazali da teorema jedinstvenosti ne vrijedi na osnovu dva spektra za proizvoljno ka�snjenje,

nekompletni inverzni problemi predstavljaju va�zan segment u daljim istra�zivanjima inverznih

problema operatora sa ka�snjenjem.

Po�sto teorema jedinstvenosti inverznog problema za operatore �Sturm-Liuvilovog tipa

vrijedi za ka�snjenja a ∈ {0} ∪ [2π/5, π), odnosno ne vrijedi za a ∈ (0, 2π/5), interesantno

bi bilo detaljnije istra�ziti zbog �cega se javlja ovaj fenomen. Jedan od pristupa jeste da

se posmatraju ograni�ceni potencijali iz prostora L2[a, π], za ka�snjenja a ∈ (0, 2π/5). Naime,

mo�ze se dokazati da za svako ka�snjenje a ∈ [π/3, 2π/5) vrijedi teorema jedinstvenosti ukoliko
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se posmatraju potencijali q(x) iz skupa

M(a) =

{
q(x) ∈ L2(a, π) : |q(x)| ≤ 1

2π − 5a
, x ∈ (a, 3a/2) ∪ (π − a/2, π)

}
,

pri �cemu je jasno da vrijediM(a)→ L2(a, π) kada a→ 2π/5. Iz toga razloga je logi�cno da

poku�samo dokazati da isto vrijedi i za prostor

N (a) =

{
q(x) ∈ L2(a, π) : |q(x)| ≤ c

a
, x ∈ (a, π), c ∈ R+

}
.

Na taj na�cin bismo uspostavili jasnu vezu izmedu inverznih problema za �Sturm-Liuvilove

operatore sa ka�snjenjem sa inverznim problemom �Sturm-Liuvilovih operatora bez ka�snjenja.

Pored navedenog problema, mogu�ce je posmatrati i druge podskupove funkcija prostora

L2(a, π) sa ciljem da se uspostavi veza izmedu pomenutih operatora. Ovo pitanje je otvoreno

i predstavlja veliki izazov matemati�carima koji se bave inverznom spektralnom teorijom.

U istra�zivanju smo dali va�zne odgovore u inreznoj spektralnoj teoriji. Pored toga smo

dali kratak pregled novih otvorenih problema u ovoj oblasti. Ovi rezultati su od izuzetne

va�znosti za dalja istra�zivanja u inverznoj spektralnoj teoriji za operatore sa ka�snjenjem.
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