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1. YBOJ

C o03upoM Ha mocrtojehe HeAOCTaTKe CTaHAAapIHOI H30MapaMeTapCKOr METoJla KOHAYHHMX
eJIEMEHATa, Yy MOCJbEIBbUX METHAECT MOJUHA CE M30I€OMETPHjCKa aHaIM3a HaMeTHyJa Kao
M3Y3€THO MPUKIIAIHA 32 OMKC MOHAIama IUPOKOT CIeKTpa KOHCTpyKiuja. Kao enemenTH
CaBpPEMEHHMX HHXCHEPCKUX KOHCTPYKLMja ce cBe uyemhe KOPUCTE M MPOU3BOJBHO
3aKpUBJbEHE CTPYKType 300T CBOJUX MOTrOAHUX KOHCTPYKTHBHHMX, (QYHKIHMOHAIHUX U

CCTCTCKUX KapaKTCPpUCTHUKA.

VY  craHmapIHOM H30MapaMeTapCcKOM KOHIIENTY, KWHEMAaTH4KO TI0Jb€ W OpHUTHHATHA
reoMeTpHja Ce OMHCY]y MHTEPIIONAMOHUM IOJMHOMHUM (DYHKIMjaMa M BPHUjETHOCTHMA Y
YBOpPOBMMA KOHAUHUX eJieMeHaTa. Y OINIUTEeM Cly4ajy, MHTepHOJallMOHUM IPHUCTYIIOM je
reoMeTpHja THjesa olrcaHa apoKCUMAaTUBHO U HUje TayHa n3Mely uBopHuX Tadaka. Edekar
UHTEpIIONalldje ce yMmamyje mnporymhaBameM Mpeke KOHAauYHHMX €JEeMEeHaTa, 4HhMe ce
YCIIOBJbaBa KOHBPETEHIIMja Ka TaYHOM pjemiery. VM30reoMeTpujcKiM TMPHUCTYIIOM CE€ IMPBO
BpILIM €r3akTHO ONHMCHUBalkE€ TIEeOMETpUje HEYHU(POPMHHUM palUMOHAIHUM b-crutajHom
(HYPBC-om) xoju caapxu ©Oa3He (QyHKUIMje W KOHTponHe Tadke. CyKIeCUBHUM
MOBE3MBAKEM KOHTPOJIHMX Tadaka HAcTaje KOHTPOJHH TMOJHIOH KOjH YHWHU KOHTPOIIHY
reoMeTpujy TUjena Koja Hema (pu3nuku kapaktep. MctuMm pyHKIMjamMa KojuMa je TeoMeTpuja

JIMHKjE Ta4HO OMKCAaHa ce BPIIH U ONUCHBambe Tedopmucane reomeTpuje, [1].

[TpuMjeHOM HM30T€OMETpHjCKE aHAU3€ MPOU3BOJBHO 3aKPUBJHEHUX I'pella y paBHU C€ MOTY
NOOUTH pe3yNTaTh E€KBUBAJEHTHE TAaYHOCTU y OJHOCY Ha CTaHJAPJHU H30IapaMeTapCcKu
METOJI KOHAaYHUX €JIEeMEHAaTa, ajli MPUMJEHOM MOJIeNIa ca 3HA4ajHO Mame CTENEHU CI00o/Ie.
OBa morosHoCT mpoucTuye U3 MoryhHoctu neduHUCama MPOU3BOJBHOI KOHTHMHYHMTETa Ha
rpaHuIlaMa eJeMeHara, IITO jeé jeAHa OJ OCHOBHUX KapaKTepPUCTHKAa H30T€OMETPH]jCKe
ananuse. JlepuHucame TPOM3BOJFHOT KOHTHHYHTETa Ha TpaHUIIAMa €JeMEeHaTa, KOju je
JEIUHO YCIIOBJBEH KOHTHHYMTETOM IIOYETHE reoMmeTpuje omoryhaBa ¢opmynanujy HIMpOKe
knace bepuynu-OjnepoBux n TUMOIIEHKOBUX T'peIHHX, Kao U KupxoBibeBUX U MuUHAIUH-

PajCHepOBI/IX KOHAaYHHUX CJICMCHATA JbYCKHU U I1JI04A.

Cratmuka ¥ JAMHAMUYKa aHajdu3a I[IOHAIlakba [POU3BOJHHO 3aKpUBJBEHUX Tpeaa ce
yoOu4ajeHo CIpoOBOAM MpeMa TEXHUUKUM TeopHujaMa. Y OBOM pajlly cy pa3marpaHe bepuymnu-
OjnepoBa u TumorienkoBa Teopuja mramna. C apyre crpaHe, Kaja je pujed 0 JUHAMHYKOM

MOHAIIaky, OUTHO je pa3MOTPUTH U MoJiesl PejnujeBe rpenHe Teopuje Koja y3uma y o03up u



YTHIAj POTAIlOHE WHEpIMje Ha JMHAMHYKH OATOBOp cucrema. Mako cy rpeane teopuje
YIJIaBHOM ITPUMjEHJbUBE HA BUTKE €JIEMEHTE, 110jaM BUTKOCTH HHU]€ jeJHO3HAYHO JneuHuCcCaH
3a 3aKpHBJBCHE Tpele, Te C€ YEeCTO 3a aHaJM3y CHAXKHO 3aKPHBJHCHUX TIpela KOPHUCTE
HenpukianHe Teopuje. Hamme, 3a aHanm3y CHa)XHO 3aKPUBJbEHUX I'pela je BaXXKHO Y3€TH Y
003Up KOMIUIETHY METPUKY TpEeIHOr KOHTHHyyMa, 3a IITa je TOTPEOHO PHIrOpPO3HO
nedunucatn Bey wusMmely nedopmarnuje y EKBUAMCTAHTHO] Taykd H  pedepeHTHUX
nedopmanmja oce rpene. OBakaB MPHUCTYI TOBOIM J0 €K3aKTHHUX Be3a M3Mel)y eHepreTcku
KOIbYTOBaHUX IapoBa MPECjeYHNX Cuiia U pedepeHTHHX Aedopmaryja mrto Moxe omoryhuru

I[O6I/IjaH,e pe3yiTaTa NOBUIICHE TAYHOCTH.

TayHocT BUIIMX MOJIOBA je O/ M3Y3€THE BAKHOCTH y €KCIUIMIUTHO] TUHAMHYKO] aHAJIM3H.
Jeman o 3HauajHUX TpoOJieMa CTaHIAPIHOT METOAa KOHAYHHMX eJieMeHaTra je IiojaBa
Jerpajanyje Ta4yHOCTH OBHUX MoJ0Ba. [IpuMjeHOM H30reoMeTpHujcKe aHaim3e je Mmoryhe
no0O0JpIIATH TAYHOCT (pPEKBEHIMja KOje MPUMNAAajy ONTUYKOM CIEKTPY, a CaMHUM TUM

oMOryhuTH u npenu3Hujy IMHAMHUKY aHAINU3Y.

Teopwuja npencraBibeHa Y OBOM pajy je y MOTIYHOCTH 3aCHOBaHA Ha MOHOTpadujaMa mpod.
np I'muropa PanenxoBuha: ,,JI3oreomerpujcka teopuja Hocaua®“ u ,,KoHauHe potamuje u
nedopmalje y H30reoMeTprjCcKoOj TEOpHUjU HOocada™, Ha OCHOBY KOJUX CYy JI€TaJbHO U3BEJICHU
u3pa3u MOTPeOHH 3a aHAIN3Y CI00O0AHMX BHOpalMja paBaHCKHUX rpeja. 3a morpede aHaiuze
j€ KOpHIITEH pavyyHapCKH KOJ, KOjU je Takolje 3acHOBaH Ha Teopuju m3noxenoj y [1] u [2].
HctpaxuBame je BPIICHO W30T€OMETPHjCKUM TPUCTYIIOM, Koju je paszBujen 2005., [3] u koju
ce O] Taja KOPUCTH y TOTOBO CBUM obnactuMa Mmexanuke, [4]. Ilocnenwmux roauHa cy
ypaheHr MHOTOOpOjHU TOPUHOCH Y 00JIaCTH M30I€OMETPHjCKe aHAIN3€e 3aKPUBJbEHHUX TpeJia
U BelMkH Opoj ce omHocH Ha TumomieHkoBe rpeaHe moxene, [5]. PaBancke bepnysm-
OjnepoBe rpese cy aHanusupane y [6], raje cy oTKpuBeHE MHTEPECAHTHE KapaKTePUCTHUKE
OBAaKBMX MoOflefla W TJje je BplLIeHa M MpoljeHa peda KoHBeprenuuje. IIpouemypa
penapaMeTrpu3alrje Koja Moxe JTOBECTH 710 M0o0oJbIIamha HYMEPUUKHUX JUCKPETHUX CIIEKTapa

je ucrtpakena y [7].



2. b-CIIVIAJH

b-crimaju kpuBe cy moiuHOMHe (yHKOMje AepuHUCAHE Kao JHMHeapHa kKoMmOuHanuja N

0a3Hux GyHKIHjaA:
r(§)=ZBi,p(§) P, 1)

npu uemy Bip(¢) npenctaBibajy 06a3He GpyHKIMje cTeNeHa p, 10K ¢y Pi koHTposHe Tauke, [8].

basue ¢yHkumje crutajHa cy AeguHHCaHE YBOPHUM BEKTOPOM Kojer (opmupa Heomanajyhu

HU3 PeTHUX OpOjHUX BPUjEAHOCTH Napamerpa ¢

&Tz[é & & & §N+p+l]’ (2)

raje & mpencrasiba I-Tv uBOp, 1=1, 2, ... , N+p+1. KommoHeHTe 4BOpHOT BEKTOpa Jujelie
napaMeTapcKu MPOCTOP HAa MHTEPBAJIC U MMajy, Takole, CBOjy Mpe3eHTANU]y U Yy GU3NIKOM
npocropy, Cnuka 1. 3aBUCHO O]l TOora Ja JM Cy MHTEPBAIM Yy MapamMeTapcKoOM MpPOCTOPY
paBHOMjEpHO pacriopel)eHu Wil He, YBOPHU BEKTOp MOXKe OuTH yHH(OpMaH U HEyHH(DOpMaH,
[9]. VkonuKko ce y YBOPHOM BEKTOPY Hajla3u MOHOBJbEHA BPUjEAHOCT MmapameTpa &, pujed je o
MYATUILUIMIMPAHOM 4YBOpPY, NpU YeMy he ce MyATHIUIMIMTET 4YBOpa Y AaJbeM TEKCTY
O3HayaBaTH ca M. AKO je MyJITHIUIMIUTET MPBOTI M MOCIEIHET YBOpa y YBOPHOM BEKTOPY

p+1, oHna ce TakaB YBOPHU BEKTOP HA3MBAa OTBOPEHUM YBOPHUM BEKTOPOM.

=1
OU3UYKH ITPOCTOP s

E’;‘ i E;» Rt
y E= MNAPAMETAPCKHU NNPOCTOP

Cauka 1. ®usnyky v napaMeTapCku POCTOp JIUHH]E

bazHe pyHKIMje ce MOTY OJIpeINTH PEKYP3UBHO MTOYEBIIH ca CTENICHOM ToJimHOMa p=0:

1 égl < 5 < C.JtiJrl
0 y CynpoTHOM

B0 (£) ={ (3)



JOK cy 3a creneHe nonuHoma P=1,2,3..., nepunucane Kokc ne BopoBom pexkyp3uBHOM

dhopmyom:

B (&)= "5 B (8 2wt

a7 g (). 4
§i+p_§i §i+p+l_§i+1 o (5) ()

Jlobujame Oa3zHux ¢ynkuja npuMmjeHoM Kokc ae bopoBor anroputma je mokazaHo Kpo3
npuMjep raje cy AeQUHHCAHU CTENeH IMOJIMHOMAa P=2 ¥ OTBOPEHH YHHU(POPMHU YBOPHHU

BekTop ET=[0001233444], Cnuxa 2 - Cnuka 4.

1t ' 1 —_—

05 5 By 05 E : — Ba
1 1 2 3: 4 d ] 1 é 3. 4 ¢

05 Bs 105 — B,
1 2 3 4 ¢ 1 2 :Ia 4 5

Cauka 2. bazne ¢ynkmuje crenena p=0

Bs1 = Bs1
0.5 — B3y — Bg1
\ By 1 Bz 1
0
0 1 2 3 4 ;
Cauka 3. bazne ¢pynkimje crernena p=1
1 B2
— Bs
— By
0.5 Bs,2
Bs >
— B>
0 § = Bup

Cauka 4. bazne pyHkiyje crernena p=2

2.1. Ocobune b-cnanajna

Ha ocobune b-crumajma ytudy aupekTHO ocoOuHe oxaroBapajyhux 0asHux GQyHKIHja
nepuHUCAaHUX YBOPHUM BekTopoM. Heke on OuTHHjuX ocobuHa Oa3HMX GYHKIHja CY:
IbUXOBA HEHEraTUBHOCT HAa  YMTABOM HUHTEpBANY (1-CN+p+1, Ha HHTEpBaNy C(i-Civl j€

MakcumanHo P+l Ga3Ha ¢yHkumja paznuuuta on Hyne U Bip(£)=0 3a cBaky BpujemaHOCT
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napamerpa ¢ Koja je u3BaH uHTepBana (i-Ci+p+1. Takohe, BeomMa OUTHO CBOJCTBO Oa3HUX
dbyHKIIHMja je Ja je ’BUXOBa CyMma 3a OWJIO0 KOjy BPH]EIHOCT mapaMmerpa ¢ jeHaka jeauHHIH,
mro omoryhaBa ¥ ONKMCHBamkE KPYTHX TpaHciaidja u poraiuja, [1]. OBe ocobuHe ce mory

JIAKO YOUWTH HA MPUKa3aHUM 0a3HuM ¢yHKuujama ca Ciuke 4.

C 003upoM na cBaku O] MHTEpPBAJIA JIMHUjE MPEICTaBJba U jeJaH U30TCOMETPUjCKA KOHAYHU
€JIEMEHT, IMOCEeOHO j¢ BaKaH M KOHTUHYHUTET 0a3HUX (yHKIMja HA TpaHUIlaMa eleMeHaTa. Y

YBOPY YHjH je MYJITHIUIAIMTET M, Oa3He GpyHKIHUje 3a10BosbaBajy konturyuter CP™, [3].

Ha napennoj cnunu mpuka3ana je b-cruraju nuHuWja (TU1aBa JIMHK]A) cacTaB/beHA O]l YCTHPHU
eJleMeHTa K0joj oaroBapajy 6asHe ¢yHKIUje ca ciauke 4 u KoHTpoiHe Tauke Pi, Po, ..., P
CBakoj KOHTpPOJIHO] TauyKH je MpUApYXKeHa Mo jenHa Oa3Ha (yHKUHMja, Na je JAEjCTBO Te
KOHTPOJIHE Tadke OrpaHMYeHo Ha onpeheHn wHTEpBan ciutajua. Tako ce, moMjepameM
KOHTpoNiHe Tauke P2 y Heku HOBU monoxaj P2', kxpuBa mmjema camo Ha uHTepBaimy 0-2,
OJTHOCHO MHTEpBally y KOME je oAroBapajyha 6asHa (yHKIMja pa3auuuTa o Hyje (3eleHa

TUHUjA).

Cauka 5. b-cinaju nuHUMja cacTaBibeHa 011 YETHPH eJIeMEeHTa

KoHTHHYHTET KpHBE MOTHYE NUPEKTHO OJf KOHTHHYUTeTa 0a3HMX (DyHKIHMja U 3aBHCU O]
MYJATHILTUIMTETa YBOPOBA YBOPHOT BEKTOPA, T€ j€ Y CBAKOM YBOPY 33J]0BOJbEH KOHTUHYHTET
CP™ [9]. CykiecuBHUM ClajarbeM KOHTPOJIHHX Tadaka HacTaje KOHTPOJHH ITOJIUIOH,
npukazaH cuBoM JuHUjoM. Kako cy OasHe QyHkumje neduHucaHe OTBOPEHUM UBOPHUM
BEKTOPOM, KOHTPOJIHH MOJUTOH TaHTHpa KPUBY HA TIOYETKY U Ha Kpajy, U Y UBOPOBUMA Tje
je ocrBapen komTHHyHTeT C! (uBopoBm 2 m 3) mim kontuaymter C° (uBop 4) ruje u

KOHTpPOJIHA Tauka Ps Jie)kun Ha caMoj TeOMeTpHjH.



2.2. be3uepose kpuse

be3uepoBe kpuBe MpeAcCTaBibajy CHelMjajdaH ciry4aj b-criajHa, 0THOCHO OHE MPEACTaBIbajy
b-cnnaju nuHWjy neduHHCAHY OTBOPEHMM YBOPHMM BEKTOPOM KOjH HEMa YHYTpalllbUX

YBOpOBA U JePUHHUCAHE Cy KaO:
p+1

P(&) =ZBi,p(§)F’p ()

npu uemy Bip(¢) npeacraipajy bepHirajHoBe 6a3e creneHa p, 10k ¢y Pi KOHTpoJiHE Tadke,
[9].

JlejctBo Oaznux (ynkuuja besuepoBe kpuBe ce MPOCTHPE TyK YUTABOT MHTEpBAJA ILITO je
NMpPHUKAa3aHO Kpo3 TpuMjep KpHBE JePUHHCAHE OTBOPCHUM YBOPHMM  BEKTOPOM

ET=[00000001111111],Cnuxa 6 u Cnuka 7.

aP, AP

P, P,

Cauka 6. be3uepoBa kpuBa crernena p=6

Cauka 7. BepamrajHoBe 6a3e gedrHICaHe OTBOPEHUM YBOPHUM BEKTOPOM

E'=[00000001111111]



Caky be3uepoBy KpHBY MpPOM3BOJHHOI CTENEHA p je Moryhe mpelIcTaBUTH Kao JIMHEApHY

KOM6I/IHaHI/ij KpUBHUX HMXXET CTCIICHA, OJHOCHO.

P (&) =(1-2)R, (&) +SP,,(S), (6)
MIpHU YeMy je:
P& = Y BUOP. )

Ha Cnunu 8 je mpukaszana kyOHa be3uepoBa kpuBa Koja HacTaje Kao JWHeapHa (yHKIIHja

KBaJApaTHC KPUBC.

P, P,

Cauka 8. KyOna besuneposa kprBa kao JnHeapHa (yHKIHja KBaIpaTHE KPUBE
2.3. Hncepmosarve ueoposa

V Beh nocrojehu uBopHU BekTop & je Moryhe yBpCTUTH NpOHM3BOJbaH OPOj YBOPOBA, Al TAKO
na Heomagajyhu Hu3 OpojHMX BpUJEAHOCTH oOcTaHe odvyBaH. Ilpwinkom mnpouenype
WHCEpPTOBamka YBOPOBA HE J0JIa3M JO0 TMPOMjEeHE OpHUTMHAIHE TeoMeTpuje, Beh camo 10
noBehama Opoja KOHTPOJIHMX Tadaka U Opoja OasHux ¢yHkumja. Kako Om ce ouyBana
MOYETHa TeOMETpHja, KOOpJMHATE KOHTPOJIHUX Tayaka ce ofpelyjy JuHeapHOM
MHTepHojanujomM u3Mel)y mocrojehux, mMTo caujeau U3 yciaoBa O HEMPOMH]EHEHO] MOJapHOj

dbopmu 1 JMHEapHOT cBojcTBa b-criajHa, [1].

Hakon mTo ce y 4YBOpHH BeKkTOp & HHCEpTyje NpPOU3BOJbaH Opoj HOBUX uBOpoBa K,

HOBOHACTaJIM YBOPHU BCKTOP CC MOKC 3alIMCATHU KaO:
=1 — —_ —_
é = [61 §2 §N +k+ p+l]’ (8)

npu uemy cy 0poj 6a3Hux ¢yHKuHUja U Opoj KOHTpoTHUX Tayaka N-+Kk.



basne ¢ynknuje ce mory Hahm momohy Kokc ne bopoBor anroputma, JDOK ce€ BEKTOP

KOHTPOJIHUX Tavaka Jo0Hja Kao:
P=MP, 9)

raje je matpuna M peaa (N+k) X N u ieHU eneMeHTH Cy aTu Kao:

Mo_ 1 §j<€?i<§j+l
"o é?i<§j/\§_i>§j+1’

Mr+1_ é:i+r_§j Mr+§j+r+1_§i+r M’
i ij ij+1
§j+r _fj §j+r+1 _§j+l

(10)

(r=0,12,..., p-1).

baszne (bYHKI_II/Ije cc MOry oapeautTh Hu Hn3 YCJIOBa HerOMI/IjCI-LCHOCTI/I OpUI'MHAJIHEC

FGOMeTpI/IjC, IITO C€ BEKTOPCKU MOXKE HAIIMCATH Kao.

B'P=B'P=B'MP —» B"=B'M — B=M'B, (11)
2.4. Enesayuja b-cnnajna

C 003upoM Ha CBOjCTBO JIMHEAPHOCTH Oa3HMX (yHKIHja, HA cBakoj b-crajH KpuBOj je
Moryhie M3BpIIUTH €JIeBaIH]jy, OJHOCHO MO/N3amke CTEICHA MOJMHOMA 0e3 MPOMjeHE HheHEe

noueTHe reomerpuje, [1]. V cinyuajy besuepoBe kpuBe, 0azHe (QyHKIHje ce MOTY AOOUTH

nomohy Kokc sie Boposor anroputma, 10K ce KoHTposHe Tauke P, mo6ujajy kao:

pol"lp ([ N*2715 (i 15  n+2), (12)
n+1 n+1

npu 4yeMy je N+l cremeH o0 Kojer ce BpIIM eleBalyja, OJHOCHO N je CTeNeH NOJMHOMa

MOYCTHEC KpHUBC.

VY cayuajy npousBosbHOr b-crutajHa cremena N, aeduHuUCAHOT HEYHU(OPMHHUM OTBOPEHHUM
YBOPHUM BEKTOPOM, IpOLEeAypa eleBaluje CaApKu HEKOJIMKO Kopaka. IIpBo je morpebHO
noBehaTu MyNTUIUTMIMTET CBUX YBOPOBa 3a jelaH, Kako OuW ce J100MO YBOPHU BEKTOP
€JIEBUPAHOr CIUIajHA. 3aTUM C€ BpUIM MYITHIUIMIHMPAKmE CaMO YHYTPAIIbUX YBOPOBA
MOYETHOT YBOPHOI BEKTOpa JI0 CTEMEeHa IOJIMHOMA N, YMME C€ OpPUTHMHAIHU CIUIajH
JEKOMITIOHYje Ha besnepoBe kpuBe. Y HapeIHOM KOpPaKy BpIIM CE€ eJeBalja CBHUX
besnepoBux KpuMBUX Ha HapeJHU MOJMHOMHM cTereH N+1. 3aTUM ce BpIIM YKIamkame
CYBUIIIHUX YBOPOBA, OJTHOCHO CBOleH-¢ YBOPHOT BEKTOPA HA OOJIMK JJOOHMjEH y IPBOM KOpaKy,

TE C€ YCIOCTaBJba 3aBUCHOCT M3Mel)y KOHTPOJIHUX Tayaka eIeBUPAHOT U MMOYETHOT CIIajHa.



2.5. Tlobomuarne mpesce KOHAUHUX eJleMeHamda

[ToGospiIame Mpeke KOHAUYHHUX elieMeHara y u3oreomerpujckoj aHanmu3u (MI'A) je moryhe
u3BpIUTH Kpo3 h-, p- u k- texuuke, [4]. OBe TeXHHKE Cy 3aCHOBAHE Ha IIPETXOIHO

M3JI0KEHUM TIPOIeypaMa HHCEPTOBAka YBOPOBA U €JICBAIIH]j€ CIUIajHA.

Kpo3 h- Texnuky nmoboJblama Mpexe ce BpIiu noBehaBame Opoja KOHAYHUX €lIEMEHATa, JI0K
KOHTHHYUTET Ha TpaHHIlaMa eJIeMEHATa U CTEIeH ITOJIMHOMA OCTajy HenpoMujemenn. OHa ce
3aCHMBA Ha MPOLEIypU WHCEPTOBama YBopoBa. CBaka HOBA BpUjeJHOCT mapaMerpa ¢ Koja je

MHCEPTOBAaHA JI1jeJIH MocTojehn nHTepBas, OTHOCHO €JIEMEHT Ha JIBa Mamba.

[TobGospimame Mpexe je Moryhe BpIIMTH M KPO3 p- TEXHUKY KOja Ce 3aCHHMBA HA €IICBAIlUjU
crutaja. OHa pe3ynryje Noau3ameM CTeleHa MOJIMHOMA, TOK KOHTUHYHUTET U Opoj eneMeHaTa

0CTajy UCTH.

Y UT'A-u ce nocebHo uctuue K-mobosbmiame koje omoryhasa aeduHucame MPOU3BOJHHOT
KOHTHHYHTETa Ha rpaHuIlaMa eneMeHara. [IpeqHocTH oBe TeXHUKE Cy MpHUKa3aHe Ha CIUIH 9
Ha TMpuMjepy KyOHOr crurajHa. Hamme, eneBarja KpuBE ca IMPETXOJHO HHCEPTOBAHHM
YBOpPOBUMA KA0 PE3YINTaT Aaje nmoBehame cTerneHa NoJMHOMA U 09yBamke KOHTHHYUTETA, T1a je
y Ccllydajy OBe KpHBE CTEIeH NMOAWTHYT Ha p=4 M OCTao je 3aJ0BOJbeH KoHTHHyHTeT C2.
YKONMKO ce MpBO M3BPIIM €JeBalldja CIJIajHA, a 3aTUM HWHCEPTOBAIE YBOPOBA, J100Hja ce
KpUBa YETBPTOI CTENEHa, ca UCTUM OpojeM eJeMeHaTa Kao y MPEeTXOJHOM ciydajy, ajlu
IPOM3BOJHHO Je(DMHUCAHUM KOHTHHYHTETOM, y oBoM Tipumjepy Ct. Kao pesynrar cmameH je
Opoj 6a3HuX (QyHKIM]ja, ILITO HAPOUUTO JOJa3u 1O U3pakaja Koj Beher Opoja enemeHara u

BUIICT CTCIICHA ITOJIMHOMA.



/—\/ . ;
/ p=3,gT=[00001111]\

HHceproBarme 4BOPOBa Enesauuija
1 . 1
' K‘zg 2N E;gé
/\_/ /\'\_/
[ ]

0 £ . 0 &
1 2 ’ 0 1

0 3 3 1

p=3,E"=[00001/32/31111] p=4,E=[0000011111]
Enepauuja HHucepToBame UBOpoBa
1 1
[

0f : : 3 0 £
1 2 ’ 1 2

0 3 3 1 0 3 3 1

p=4,ET=[000001/31/32/32/311111] p=4,&"=[000001/32/311111]

Cauka 9. TIpuka3s h-, p- u k- TexHrka mo6osblIama MpeKe KOHAUHNX eJeMeHaTa
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3. HEYHU®OPMHU PAIITMOHAJIHU b- CIIVIAJH (HYPBC)

O6uyHMM b-crimajHoM ce MOKe €r3akTHO MPEACTABUTH Ma KOjH aire0apCcKu MOJTMHOM, JIOK je
y CiIy4ajy pandoHaaHuX (YyHKIMja HEOonmXxoaHo (opMynmcame ommTtdjer HeynudopmHOr
parmmonanHor b-cinajua. HYPBC kpuBa je nedunncana kao:

N

ZBi,p(g)\NiPi N
r(éf):'j{‘—:ZRiyp(éf)Pi, (13)
2B, Ow

raje je Wi TeKUHCKH (DaKTOp MPUIAPYKEH I-TOj KOHTPOJHOj TaukH, a Rip je parmoHanHa 6a3Ha

byHkIHja crenena p, [8].

HYPBC kpuBa, nepunmcana m3pasom (13) y RY mpocropy ce mobuja mpojeKTHBHOM

Rd+l

TpaHcopmarjom b-criajH  kpuBe U3 npocTopa. ['eoMeTpujcka KOHCTPYKIIH]ja

nsonuMensunanHe HYPBC kpuse je npukazana na Cruru 10.

Aw

Cauxka 10. Koncrpyucame nsoaumensuonanie HYPBC kpuse

Bekrop monoxaja mpousBospbHE Tauke b-criajHa y TpPOAMMEH3MOHAIHOM TIPOCTOPY j€

neduHKCcaH ca Tpu KoopauHaTe I''=[X,y,w], 10k je b-crutaju kpuBa neduHMUCaHA Kao:
N
r* :ZBi,p(é:)PiW’ (14)
i=1

w .
npu yeMy ¢y P," KOHTposHe Tauke y TPOAMMEH3MOHATHOM MPOCTOPY. Y Najbmoj aHanusu he

OMTH KOpHUINTEHE TEXKHHCKE KOOpAWHATE, Tla je BEKTOp IojoXxkaja oxapeheH Kao

11



r=[ wx, wy, w] u Pi"=w; Pi. HYPBC kpuBa ce mobuja mpojekiijoM Tadaka b-cruiajHa Ha
paBanH W=1, OJHOCHO CBaka Tayka KpHBE j€ TIpeCjeK JIMHHje KOja CcIaja Tadke

TPOAUMCH3NOHAIHC KPUBC U KOOPJAWHATHU ITOUCTAK!

o SBLEWP
r') < :zRi,p(é)Pi' (15)

r(f) = - N
W(f) ZBJp(é:)WI i=1

VY caydajy Kaga Cy CBH TEXMHCKH (DaKTOPH HPUAPYKEHH KOHTPOJIHUM TadyKama jeIHaKH,
paroHanHe 6a3He ¢yHKIUje mocTajy 0asHe (yHKIMje OCHOBHOT CIUIajHa, T€ CE MOXKE
3aKJbYYUTH Aa je b-craju 3anpaBo crnenujanan cinydaj HYPBC-a, [1]. Camum TM, cBe

ocobmne b-criaja kpuBe u leHuX 0a3HuxX QyHknuja Bake u 3a HYPBC u panmonanHe 6ase.

Ha mnapennoj ciuuu je npukazana kyona HYPBC kpuBa (upna nunuja) nedunucana
oTBOpeHrM HeyHH(popMHUM 4BOpHUM BekTopoM ET=[0000 12 3 33 4 4 4 4] u TeXKUHCKUM
daxropuma W'=[1 2 332 1 2 2 1]. KOHTPOJIHM MOJMIOH j€ TAHTE€HTaH HA KPUBY Ha IOYETKY
U Kpajy, Kao U y uBopy 3, rije je 3amoBosbeH konTunHyuteT CC. V upopoBuma 1 u 2 je
3a0BOBeH KOHTHHYHTeT C?, ¢ 003MpoM Ha MYITUIUIMIMTET uyBOpoBa. IloBehaBamem
TeXKHUHCKOT (akTopa Jpyre KOHTPOJIHE Tayke Ha W>=3, KpuBa ce MNpUOIMKaBa IaToj
KOHTPOJIHO]j Ta4KH ¥ MHjeHa camo Ha uaTepBaiy (0-2) raje cy oaropapajyhe 6a3ne GyHKIHje

pasnauuuTe oJ1 HyJja.

P,

P,
Cauxka 11. HYPBC kpuBa cactaBibeHa OJ] YUETHPH eJIeMEHTa

OnroBapajyhe panuoHaiHe 0a3He (QyHKIHje Cy NMpUKa3aHe Ha CiHIM 12 3a ciyda) Wo=2

(myHa nuHuja) U Wo=3 (UCTIpeKH1aHa JINHU]a).

12



0 1 2 3 4¢
Cauka 12. Panimonanne 6azHe QyHKIMje cTeneHa p=3

3.1. Enesayuja HYPBHC-a u uncepmosarse ugoposa

[MpukasaHe mpoleaype HMHCEPTOBaEka YBOPOBA M EJIEBAlMje CTEIICHA IMOJMHOMA BaXe 3a
ocHOBHU b-crutaj. YV cnydajy Heynudopmuor pammoHanHOor b-crimajHa cy HEONMXoHE
JoaaTHe TpaHcopMalmje, OAHOCHO mpeBolewme O- TUMMEH3UOHATHE pAalMOHAIHE KPUBE Y
d+1- aumensuoHanHu b-crajH. 3aTuM ce Bpiie TpakeHe MpoIeaype: HHCEPTOBAE YBOPOBA
elieBalMja CTENCHa MOJMHOMA, be3nepoBa JICKOMIIO3UIIM]jA, YKIAkakhe CYBHIIHUX YBOPOBA,

Te nmoHoBHA TpaHchopmanuja b-crajua Ha d- numensuonannu HYPBC.

13



4. T3OI'EOMETPUJCKA TEOPUJA HOCAYA

3a pa3yuKy Of KJIaCHYHOI' M30I1apaMeTapCcKor MPHUCTYIa, U30r€OMETpUja er3akTHO OIHUCYje
MOYETHY TEOMETPH]y, & 3aTHUM HMCTe T¢ (QYHKIMje KOPUCTH M 3a OMHCUBame aeGopMHUCaHE
reomerpuje, [1]. Ersakran omuc reomerpuje ce 3acHuBa Ha (pyHKIMjama b-cruiajna wiu, y
ommteM cnydajy, HYPBC-a. Ha Crnunu 13. je mpukaszaH mpumjep oce IITana er3akTHO

omnucaHe 6a3HUM CILJIajHOM:
N
r=>R(r, (16)
i=1

npu yemy R (£) npezacraBibajy paroHaiHe 06a3e cTereHa, OK jé I BEKTOp Mojioxkaja i-Te

KOHTPOJIHC TA4YKE cnnajHa. BCKTOp nono;xaja KOHTPOJIHC TA4YKE je I[e(I)I/IHI/IcaH ca:

ri = Xim im’ (17)
JIOK j€ BEKTOp I0JIOKaja IPOU3BOJbHE TAYKe OCE HITaIla JIaT Kao:
r(&)=x"(8) iy, (18)

NP 4eMy im IPENICTaBIbajy jennHndHe Oasuce JlekaproBux koopaunHara X". O63upom 1a ce y

OBOM pajly OCMAaTpajy PaBaHCKM IPEHH CHCTEMH, HMHJeKC M y3uMma BpujeaHoctd 1 u 2 (X'=

X 1 X2=Y).
oJPN-i
xX=y
P, &
) PT‘\I.
P1 '/P—-—-\ i/ e
iz | !
=i1 x=x

Canka 13. Teomerpuja oce mrana
4.1. I'eomempuja oce wmana

Pa3maTrpama rpegHor eeMeHTa Cy CpoBeeHa Y CUCTEeMY KOHBEKTUBHHMX KOOpJWHATA, IIITO

j€ 3ampaBO KOOpJWHATa KOja MMa MaTepHUjaIHM KapakTep y CBAaKOM TPEHYTKY BpEeMEHa.

14



CucreM KOHBEKTHMBHUX KOOpJAMHATA je AepUHMCAH MapaMeTpoM ¢, TNIaBHUM OcaMa MHEpIHje

MONIPEYHOT MpecjeKa # u {, Te oaroBapajyhum 6a3HuM BekTOopruMa g1, g2 1 g3.

3a cBe Ja/bl€ aHAIN3€, HEONXOJHO j€ IO3HABamE KOMIUIETHE METpPHKE TIpele, INTO
MoJIpa3yMHjeBa €r3akTHO CpauyHaBame Oa3HHX BEKTOpa M METPHUYKOI TEH30pa Y CBAaKOj
TauKd MITala W HHXOBO IPEJCTaB/balkbe MPEKO OAroBapajyhnx BelMYMHA OCe MITana.

KBagpar nudepennujanHor npupaiiraja JyqHe koopauHate oapehen je kao:

ds® = dx® +dy® = dx™dx_ . (19)
Kako je:
o dR
dx" =x7d¢&, xp =) —-=2 (5) X", (20)
i=1
u3 u3pasa (19) cnujenu na je:
dSZZ(X,T)dezzglldé:z_) dSZ\/gndg, (21)

YHUMC je I[e(bI/IHI/IcaHa BC3a I/I3Mel’_)y IpUpOAHOI 1 KOHBCKTHBHOI' KOOPJAHMHATHOI' CUCTEMA.

ba3Hu BekTOp Ooce mTana y npaBlly TaHTe€HTE je Ae(UHUCAH Kao:

m dr(&) ds
= = 1 mlt
‘ ds d¢&

(22)

MeTpruuky TEH30p KOJU YKJbyuyje KPUBOJIMHM]CKY & M IPaBOJUHUJCKY 7 KOOPAHWHATY U

HBEMY PELUIPOYaH METPUUKH TEH30P UMa]y OOJIHK:

g“: gll O _>g|J: gll 0 gllzi (23)
1o 1 0 1] O

c 003upoM na je 0a3HM BEKTOp (2 JEIMHMYHOT WHTEH3UTETa W TOKJIamma Ce€ ca BEKTOPOM
HOpMaJie N, OJIHOCHO ympaBaH je Ha 0a3HU BekTop Q1 (g2-g2=1 u ¢1-0>=0). KommnonenTa
METPUYKOT TEH30pa 11, KOja y OBOM CIy4ajy MpeAcTaB/ba M JIETEPMHUHAHTY METPHUKOT

TEH30pa, ce 100Hja Kao:

0,=0,"0,= X'Tmel, Ou = ZRi,l(g)XimZRj,l(é:)X;n = z Ri,l(f)Rj,l(g)XimX;n' (24)

i,j=1

Kopumremwem ®peneoBux oOpasana Koju 3a MPOCTOPHY KPUBY y MPHUPOTHO] KOOPAWHATH

uMajy o0JINK:

15



o X

0
n.|=|K
0

O 8N O
O o5 ~

(25)

raje cy K u ¢ Mogynu BekTopa npBe KpuBHHE ((JeKCcH]e) U Apyre KpUBHHE (TOp3Hje), MOKE

CC HaIIMCaTu I[aje:

n=g 1 dt 1 d_cfi 9, | d| g,
*"Kds Kdsdé|g K\/_ dé(Jg )
W3 uzpaza (26) cnujenu:

. mJ_Zle 0.
= (911 _g )
K9 g 29
1 _
—0, :?(gn _Filgl)' K =gK.

Kpucrodenon cumboI moBe3aHOCTH Apyre BPCTE j€ JeqHAK:

=999 d«/@h 46 _19: _my u
" ds d¢ ds 2g, ™77

[Ipomjena TanreHmujaTHoOr 6a3uca Ay KoopauHare ¢ je oapehena kao:
=TLg,+K =T
gl,l - 1lgl gZ’ gl,l - llgk'
BekTop HOpMarie, 0JHOCHO 0a3HH BEKTOP J2 CE MOXKE 3aIHCcaTH Kao:
m 3 im

O, =X, I, =Xy 1

IIpU YeMy je:

m 1 m m 1
X2 = E (X,u - Filx,l ) =Xn2 = E(Xm,ll - I‘11)(m,1)'

(26)

(27)

(28)

(29)

(30)

(31)

OBe BemMYMHE Ce MOT'Y M3Pa3UTH y CBAKOj TayKM OCe INTama U MpeKo Oa3HMX (yHKIHUja

HVYPBC-a kao:

N,N

Z .1(§)R,-‘11(§)Ximx]“

ML(€)=—% K(&)= {ZR.M@)[R,H((S) TLOR; (XX }

N z |,1(§) Rj,l(cf)ximx;“

1
2

(32)

16



HudepennupameM 0a3HOT BEKTOpa §2 0 KOOpAWHATH & ce Jo0uja:

_dn_dnds

gz’l_E_dsdfz\/E(_Kt):_Kgl’ r]él:_K’ 1—3120 (33)

4.2. Mempuxa npouseobHe mauke HONpeuHo2 npecjeka

BexTop mosnoskaja mpou3BOJbHE TayKe MOMPEYHOT Mpecjeka Ha # OJCTOjamby O]l TEXKUIITa

npecjeka oapehen je kao:
F=r(&n)=r()+n9,. (34)

HudepenuupameM o KoopauHatu ¢ ce noduja 6asuc:

0, = ?,1 =0, t1n9,,, (35)
Opnakie ce, kopuctehu penamujy (33), Moxe 100UTH:

0.=0, 7Kg, =G, 91, Go= 1-77K. (36)
4.3. Bepuynu-Ojneposa meopuja

VY oBoM naujeny pana, uznoxeHa je bepnynu-OjiepoBa Teopuja ImrTana y Kojoj, Npema
XMIIOTE3H O PaBHUM IIpecjelluMa, paBaH INPecjeK KOju je yInpaBaH Ha HeaepopMHCaHy OCy
mrTana v mociavje Aegopmalije ocraje paBaH, HEIPOMHjEHEHOr OOJMKa M yIpaBaH Ha
nepopmucany ocy mrana. [lonpeuyHu mpecjek Jiexu y HOpMajaHO] paBHU AepopMHUCaHE Oce
niramna, ma je, cxoJHo Tome, Moryhe gopmynucame enemenara 6e3 yBohema poTaiuje Kao

TreHEpaJInCaHC KOOPAUHATC.

Bekrop momnokaja mpou3BoJpHE Tadke oce ImTama y aehopMucaHo] KOH(UTypauuju je

onpeheH kao:

(&) =r(&)+u(é), (37)

raje je u(¢) BekTop momjeparma M3pakeH y OJHOCY Ha JlekapToB KOOPJMHATHH CHCTEM, YHja
je mpoMjeHa yHyTap eJeMEeHTa OIMcaHa UCTHUM Oa3HuUM (yHKIHjaMa Kao M reoMeTpuja oce

[ITamna, OJHOCHO:

WE) =Y RO, u=u"i, ~u,i", u=g,g" (39)

17



YBpmraBaweM y uzpas (37) cnujenu:
r(©)=YREE 1) =Y RO, 39)

oJakie ce qudepeHIpameM 1o KOOpAUHATH ¢ 100uja:

*m

gl* =0, +U, = (XT +U,T) Iy = Xy i X" =x"+u", g:l = X" X (40)

m!?

ba3nu BekTOp (2 je jeAMHUYHOT MHTEH3UTETa U Y AedopMucaHo] KoHpUrypamuju u oapehex

je Kao:
gz* =0, tU,, (41)
raje je:

1
u,= —(9 2‘u,1)gl = _g_ (9 2'u,1)91
1 11 1 (42)
— U, =——Xx5X,u,, =—Bru B! =—xx

m*~n,21? m ,2'm1*
gll gll

[IpoMjeHa TaHreHuujanHor Oa3uca MO KOOpPAMHATH ¢ W MOJYJN BEKTOpa KpPUBUHE CY

nepuHucaHu cienehum uspasuma:

%] %

0, =Tn0 +K'g;, K" =g;,-0;. (43)

BekTop momnoskaja Tauke Ha # OJICTOjamby OJ1 OCe ITana y neGopMucaHOM IOJI0XkKajy je JaT

Kao.
F=rE&n=r&+ng9,. (44)

[Ipema beprynu-OjnepoBoj Teopuju moctoju aedopmaiija y TaHTSHIIM]aTHOM TPaBIly Koja
j€ y ocH ITana jeHaka Moaypa3iuil KOMIIOHEHAaTa METPUYKOT TeH30pa y AeOpMUCAHO] U

MOYETHO] KOH(DUTYpaIUju:
1, . m 1 .
&y = > (9 —9u)r &4 =X{Up, + Eu,l Un s (45)

OJTHOCHO 32 CJIy4aj IMHeapHe aHaJIn3e:

&1 = X,Tum,l' (46)
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Jlebopmarinja caBrjama je 1ata Kao pas3iuka KpuBUHA AehOPMHUCAHOT U TTOYETHOT IMOJI0XKaja:

k=K' -K=g;,-0,-0,,0,, (47)
OJHOCHO:
K= (91,1 +U111) : (gz +u,2)_gl,1 ‘0,=0;,°U,+Uy, -0, = (1_%1 g, + |Zgz)'u,z +0,-Uy, (48)

IIpU YeMy Cy 3aHEMapeHU KBaJIpaTu rpaaujeHara nomjepama. C 0063upom na je aedopmariija

y mpaBity Hopmaie npema beprynu-OjnepoBoj Teopuju gz-U2=0, ciujenu:
kK=Uy; -0, +T7, u,-g,. (49)
W3 yciioBa o yrpaBHOCTH IMONIPEYHOT Tpecjeka CIIHjeIn Ja je:
Y2 =U,-0;+U,;-9,=0= U,-0, =-Uu,-0,, (50)
OJIHOCHO Aedopmalirja caBujama MocTaje:
K= (U,n _Filu,l) 9, = (um,ll _rhum,l)x,r;- (51)
Amnainorso u3pasy (36), TaHreHTHU 0a3HU BEKTOP MPOU3BOJFHE TAUKE MOMPEYHOT TpecjeKa y
nedhopmucaHoj KOHGUTYpaIrju je:
g =A-7K)g —> G =9;9;, g;=1-7K". (52)
V3umajyhu za je npomjena kpusune y=K"-K, Mosxke ce HamucaTu:
9% =1-n7(K+x)=9g, -1 1. (53)
BekTop nomMjepama eKBUIUCTAHTHE TaYKe MOMPEYHOT Mpecjeka je neduHucad Kao:
U=u+7(9xg,) ¢=9g, (54)
r7je je ¢ BeKTop HHGUHUTE3UMATHUX POTalHja, 10K je:

1
¢ =——0,
Ou

L (55)

IIPU YeMY j€ KOBapHjaHTHU U3BOJI KOMIIOHEHTE MoMjepama U, 10 KOOPIUHATH &

lj2 = lj2,1 - Fglak' (56)
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VY3umajyhu y 063up uspa3s (38), komrnoHeHnra U, ce MOXKe U3pa3uTH Kao:
d,=u-g,. (57)

Ha ocHoBy npeTxoaHoT U3pasa u uspasa (33), cnujenu:

. - -
u2|1 =(u-g,), —Tt =u;-9,+u-g,, —T,)0, =

(58)
=u,-0, +u'r12191_r§1u'91 =u;-0,.

Kopucrehun mnperxoqHo wu3BeneHe peJamnMje, BEKTOp IIOMjepama IPOM3BOJBHE Tauke

IoIpeYHOr npecjeKa CC€ MOXKC HaIIMCATH Kao:

u=u +77(§Dgs xgz) =u —nq)igl =u _Ui(gz 'u,l)Lgl =u _Ui(gz 'u,l)gl- (59)
\é Ou \/ Ou \/ O

11

KoMIioHeHTa METPUIKOT TCH30pa Y CKBUIUCTAHTHO] TAYKH TOMPEYHOT TIpecjeka y MOYeTHO]

u aeopmucanoj KOHGUTYpalLUjH je JaTa Kao:
0,=0,"0, = (1_77K)291 9, = 902911’ g:l = (1_77K*)291* ‘9, = ggzgfy (60)

na je nedopmalija mporu3BOJbHE TAUKE MOMPEYHOT MpecjeKa:

_ 1. _ 1, ., «
en(n)=&,= 5 (9. -0u)= 5 (95" — 90" Or)- (61)

VBpuTaBameM penanyje (53) y IpeTxoaHu u3pas Clujeau:

- 1 . 1 . .
&n = E ((go - 77}()2 O, — gozgn) - E(gozgll - 2g077 A9~ gozgll) -

(62)
1, . \ \
= E 9o (gll - gu) N 299 =Y (gogll ) Zgn)’
IpH YeMy Cy 3aHeMapeHH KBaIpaTH MPOMjeHE KPHBHHE.
[Ipomjena kpuBuHe ce, y3umajyhu y o03up penanujy (45), Moxke 3anucatu Kao:
k=K —K=g;K" -g,K=(g,, +26,)(K+2)-09,K =2&,K+9,,x (63)

— Oy x =k —2¢&,K,

y3 3aHeMapeme KBajpara 1epopMaIlijCKUX BeTHIUHA.
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VepuraBameM u3pasa (63) u (45) y uspas (62) moske ce 100MTH:

&1 =0, [go e, —nx(9y +2‘911)] = go(go 511_77)(911) =
=0, [go & _U(K_2511K)] =0y [(1_77K)811 _77(’(_2‘911K)] = (64)
=0, (811 —-nKey _77K+277K811) =0 [(1+77K)811 —771(‘],

y3 3aHeMapeme KBajpata aedopmanuja.

PaBHOTE)Xa TUHU]CKOT efeMeHTa je 00e30ujel)eHa HyITOM BpHUjeTHOCTH YKYITHOT BUPTYaJTHOT

pajia, mTo je y cllydajy aHajiu3e cl1000JHUX BHOpanuja 1aTo Kao:
OR=06R, +6R, =0, (65)

npu yemy ce JOR, Ry u JRin ogHOCE Ha yKymaH BUPTYyajdHH paj, T€ HETOB YHYTpalllbU U

I/IHepI_II/Ij aJIHU 4JIaH, PCCIICKTUBHO.

C o03mpoM 1@ je eJeMEeHT KOju Cce IocMarpa JIMHEapHO eIACTHYHOT KapakTepa
KOHTpaBapvjaHTe KOMIIOHEHTE HamoHa je Moryhe u3pa3utu Kao (QYyHKIH]y KOBAapHjaHTHUX

KOMIIOHEHTH AedopMaliyja, IITO CIMjeId U3 FeHepalucaHor XyKoBOr 3akoHa, [1]:
o' =2u(g%g"s, +va'sy). (66)
3a cirydaj mocMaTpaHor eJIeMeHTa CIMjed KOMIIOHEHTa:
' =E(@")’ &, (67)

Ia C€ YHYTpallkhbu BUPTYyaJIHH paJd MOXKE 3allMCATU KaO:

SR, = [5"68,dV = [E(G") 5,05,V (68)
\% \%
onakie, npatehu penanyje:
— — _ 1
dV = Jgdednds, 7 =000, "= 70" (69)
0

CIIMje1 U3pa3 3a aKCHjaJIHy CUITY:

Ry = [ 9,°64dnd¢ = 9, E(G") 7,dnd¢. (70)
A A
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Kopucrehu no3nare penanuje (64) u (69), mpeTxoIHA U3pa3 CE MOXKE HAIMIMCATH Kao:

1
Ry =] 90°E 7 (0%) 9o [ W+ 7K) 5, —picfdnd =
A

~E(g")] gi[(lmK)en—nx]dnd: - @
= E(9") (4, ~ T %),

T/je Cy TEOMETPH]jCKE KapaKTepUCTHKE MpecjeKa JaTe Kao:

1+n7K =
4= g’7 dnd¢, 1:jgidnd§. (72)
A 90

A 0

W3 HaBeneHOT ce MOXKE YOUHTH JIa Cy KOJ KPUBOJIMHHU)CKUX HOCAua aKCHjaTHO HAIpe3ame U

CaBMjambe CIIPETHYTH.

N3 rimasHOT BCKTOpa MOMCHATa 3a cnytlaj [mocMaTpaHor CJICMCHTa CJ'H/Ije,I[I/I KOMIIOHCHTA.
R __L 2—lld d __L 2E =11 2—d d _
Vi 11_[77900' ndg = 11_[7790 (@) &,dndd =
o\fg A »\fg A

1 1
:_—xigl = ngozEF(g“)zgo[(lmK)en—771<]d77d4 =
A 0

(73)
N ngiot(1+nK)en—m<]dnd¢=
=-E(g")**(l &, - 1x),
rije cy:
r:£’7(1*g'—o’7K)d;7dg, | =_[g—:dndcj. (74)

OBako neduHuCaHE TpecjeyHe Cuile Cy TEH30pCKOI KapakTepa, Ia ce mpuMa oarosapajyhe

¢busnuke no0ujajy Ha cienehu HauuH:

R =
N = g_i = E(gll)(Algll —1 k),

. (75)
M=— =E(g")(~1 g, + k).
11
\9
VYBohemweM BeKkTOpa reHepalicaHuX Cujia U BeKTopa J1eopMaliijcKUX BeIHMYrHa!
R'=[N,M] " =[&,,«], (76)
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MPETXOIHU U3pa3u Ce MOT'Y 3allUCaTH U Y MATPUIHO] (POPMHU:
R =Dgs, (77)

IpU YeMy je KOHCTUTYTHBHa MaTpuna D:

D:[ E(g™A —E(g“)lz}_ 78)
~E(@™)I  E(gM)!

KoHcTuTyTHBHA MaTpulla HHje CHMETPHYHA INTO je MOCJbEHIIA TOra IITO HAaBEICHE
mpecjeyHe cuie He Bpmie paa Ha jaedopmamnmjama oce mrama Beh BHUXOBH onarorapajyhu

JINjEJI0BU KOjU CY €HEpreTCKU KOBbYTOBaHHU ca IaTuM Aedopmaliijama.

4.3.1. Mampuya  kpymocmu  bBepuyau-Ojneposoe  epeonoe

enemernma
Martpuiia KpyToCTH U3BOIM IPUM]jSHOM TPUHITUTIA BUPTYAITHOT paja, (68), 0MHOCHO:
OoR, = I (679, 1+ nK)de, — 5 g,nox)dV =
\Y

= [ [ (5", (L+ 1K) 5, — 5 9y13K)g, [0, dEdmd g = (79)
EA

= [ (N&e,, - Mox)\[g,,d¢,
5

MIPU Y€MY Cy CHJIE EHEPIeTCKU KOBbYTOBaHe ca oJropapajyhum aedopmairjama:

N = [5"g,"@+7K)drde,
A

_ (80)
M =—[&"g,"ndnds,
JlaseuMm cpehuBameM PEeTXOHOT U3pasa ce 1oouja:
_ 1 _
N = I E _4(911)2 Y [(1+ nK) ey _77K] go°(1+nK)dndgs =E(g™)*(Asy, — Tk),
A gO
~ 1 ~ (81)
M= _I E?(gn)z Y [(1+77K)511 _77K] 9o 7dndg = E(g")* (T &, + %),
A 0
raje je:
2 2
A:dendg, rzjwdndg, I :jn—dndg. (82)
A 0 A gO A gO
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VYBohemeM BEKTOpa €HEPreTCKU KOWYroBaHUX cuila, penaiujy (81) je moryhe uspasutu u 'y

MaTpu4HOj GopMH Kao:

N|_| BE(@)°A -E@")T {e} o R-Be (83)
M _E(gll)ZI_ E(gll)ZI K !

OJIaKJIe CE MOKE YOUUTH J1a je JOOMjeHa KOHCTUTYTUBHA MaTPULIa CHMETPUYHA.

Ha ocnoBy u3pasza (46) u (51) ce Mmoxe ycnoctaBuTh 3aBUCHOCT m3mel)y nedopmanmja oce

HiTana v rpajnjeHaTa noMjepama:
g=L,u7, (84)

IIpH YeMy je:

X 0 u
L= il m m | u’y :{ e } (85)
_rnx,z X,2 ' um,ll

Ykoauko ce YBEIEC BCKTOP I'CHCPAIMCAHUX KOOpJAHHATA ( Yy KOME Cy CaJp>KaHU KOHTPOJHH
CTCIICHHU CJ'IO60,Z[C KOHAa4YHOI' €JICMCHTA4, OAHOCHO KOMIIOHCHTAJIHa HOMjepaI-La KOHTPOJHUX

Tayaka, Cnuka 14.:
q =[og; q; ..qi-ax] o =[uu], (86)
MOXE C€ YCIIOCTaBUTH 3aBUCHOCT u3Mel)y rpajivjeHara noMjepama u CTENneHu ciao00/e:
u, =Bq, (87)

IIpH Yemy je:

(88)

B.:[Bil_ B?{Ri’l O} B?:[O R"l}.
I Biz_ I Ri,11 0 I 0 Ri,ll

V3umajyhu y 003up npeTxoaHe u3pase Ciuje/Iu:
¢=Lu,=LBq=Bgq, L=[L, L,], B =LB. (89)
VYHyTpalimba KOMIOHEHTa BUPTYaIHOT paJia ce Taja MOXe U3pa3uTH Kao:

OR, = [Roe\Jg,d¢ = [¢'Doefy,dé =q [B, DB, |J,,d5q=q'Ksq,  (90)
¢ ¢ 4
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raje je K mmHeapHa Matpuiia KpyTocTH IMOCMaTpaHor eJIeMeHTa.
4.3.2. Mampuya maca bepuynu-Ojneposoe epednoe enremenma

Wuepuujanuu 4aaH BUPTYaTHOT paja ce MOXKe U3Pa3UTH Kao:

SR, = j ploudV. (91)
\%
r7je je p TYCTHHA, a yOp3ame MPOU3BOJbHE TaUKE IMOMPEYHOT IPECjeKa je:

. 1
U=U+77(¢593><92)=U—77¢\/—91—U n— (92 U,)g,,

g 11
1 . (92)
l.jm = l.jm _nBr?]Un,l’ am =" —UnguT’ Er:n = _X,rgxn,Z'
‘ 11
Wueprujainy 1wiaH BUPTYaJIHOT pajia ce OHJa MOKE HAIKMCATH Kao:
SR, = [ p(" - 7B )5(u, —7B;u,,)dV. (93)
\%
VYBohemweM BekTopa yOp3ama 1 oMjepama:
uT:[ul u, -- Uy |» ;rz[u ha Uy Uy, |
T o . - (94)
u :[Ul u, -- Uy | i _[u U, U U2,1]-
MHEPLMjaJTHU 10 BUPTYAJIHOT paja je Moryhe 3anucatu u 'y MaTpu4yHoj popmu:
SR = j u'D"su,/g,,d&, (95)
¢
Oggje je marpuna DM jennaxa:
A, C AV -BM ™
DM = T ! Am :p 'S 2 2 !
CT A, -BT™  [(B)*+(B))* 1M
- - (96)
c 0 —BA M
~P _gim (BB +B3B; |I" |
JIOK Cy TEOMETPHjCKE KapaKTEPUCTHKE ITOTPEYHOT TpecjeKa aTe Kao:
=g, dnd¢ = [dnds, T = [g,ndnd =—K [n*dnd,
A A A A (97)

" = [g,7°dnd¢ = [n*dndg.
A A
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VYBohewem matpuiue Tpancpopmamuje Lm, Moryhe je ycmocrtaBUTH 3aBHUCHOCT u3Mely
roMjepama U yop3ama U KOHTPOJIHUX CTENeHU ciao0oae (moMjepama U yop3ama KOHTPOJIHUX

Tayaka):
u =Lya, U =Lyd,

R R, 0 0 (98)
Ly :|:LM1 Ly, - Lw LMN] L-II—VIi:|:0 01 R Ri,l:|.

KonauHo, MHEpIMjaTHH WIaH BUPTYAIHOT paja C€ MOXKE U3PA3UTH Kao:

R, =4 [L},D" Ly o, d£5q =G"Msq, (99)
¢

rJije je KOH3UCTeHTHA MaTpHIla Maca:

M= [L},D"Ly g, dé. (100)
4
xX’=y "
)
L 4
u;
./\\/\.
(]
i:‘
o
iy ]
i X=x

Cauka 14. KoHTpOJTHY CTeneHH c1000/1e
4.4, Tumowenkosa meopuja

[Ipema TumorieHKOBO] TEOPHjH IITaIa, TMOMPEYHHU MpecjeK je Takohe HeaedopmaduIaH, amu
HaKoH Jedopmalje He ocTaje ympaBaH Ha ocy mTarna. C o03upoM Ha TO, HUje Moryhe
OJIPEJIUTH TOJI0KA] TONPEYHOT Mpecjeka HaKoH aedopMaliije 13 KHHEMaTHKe Oce IITarna, Te
j€ HEOINXOJHO YBECTH pOTAIMjy TOMNPEYHOr Tpecjeka Kao JO0JIaTHY TeHepaucaHy

KOOD/IMHATY.

Bekrtop poTaiuje monpeyHor npecjexa aaT je Kao:

@ =@’i; =iy, @ =p’°g; =g, (101)
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Penanuja (25) ce, y oAHOCY Ha KOHBEKTUBHE KOOPAUHATE, MOXKE 3allUCaTH Kao:

0 |_déf g, 1 (g,
K| 9|28 8 | -2 [ 9 | (102)
[9(0] ds (g(i) l V9u [ga) ],1

npu 4emy () MpectaBjba MOAyNl oarosapajyher 6a3Hor BeKTOpa. AHAJIOIHO MPETXOAHOM

M3pasy, BEKTOp KPUBUHE OCE mITana y AeopMucaHOM TOJI0Kajy je JaT ca:

S 9|_dE[ 9 1 [
x| 90| g8 00 Ay (103)
{g(i)] ds {g(i) ],1 \/a(gm j,l

npu 4emy cy ¢, 0OasHM BEKTOPH Yy OCH INTana HAKOH H3BpIIEHE POTAIMje MONPEYHOT

npecjeka, Ciuka 15.

Cauxka 15. Kunemarrka 6a3HuX BEKTOpa

TpancdopmarijoMm HpeTXOAHOr H3pas3a, Kako je mar0 y [2], KoBapujaHTHY KOMIIOHEHTY
KpUBHHE JedopmMucaHe oce mrana taja je Mmoryhe Hahu kao:

1

K; = K3 =
29y,

(9*1,1 ’ g*i - g;,l ) g;) =K". (104)

HudepenunpameM 6a3HUX BEKTOpa y Ae(HOpPMUCAHOM TOJI0XKA]Y:

g*I,l = (gl +(p><gl)'1 =8 tP Xg +PXg, =gt P Z; X +PG3 XG4,
g%l =(0, t0xg,) 1 =8y, +0 X8, +OXg,,,

(105)

MOTY CC ,Z[C(I)I/IHI/ICB.TI/I HOTpC6HI/I CKaJlapHU IIPOU3BOJIH .
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g}; 'g; = [rilgl +K 0, +4 91919, +9g; % (Filgl +K 9,)]- (9, +oxg,)=

— 1 — 1
=(I'yg, +K g, +4919.9; ‘Hpril\lgn 2 _T(P Kg,)(9,-———¢0)=
' g V9

11

=K+ 9.9, +@ Fil\f 91, _Fil \/gifo = K0y, + 4919, (106)
9*7,1 'g; = (92,1 +¢,0;%0, +@ 0, ng,l) (g, +oxg)=

1
=[-K g, _F(D,lgl +9 g;x (=K g,)]- (9, +¢\/gng2) =
1

=-Kgy; —\9u ;-
VBpIITaBameM MPETXOAHO no0ujeHnx wu3paza y (104), ciamjenn na je duekcuja y

nedpopMUCaHOM TOJIOKA]Y:

29,,K™ =2Kg,, +2 01,9,

107
—)K*=K+L(p’1. (107)

Jou

KoMmmonenra wmeTrpuykor TeHzopa mociuje aedopmaiyje ce goduja Ha cienehu HayuH:

Orp =0; 05 = (0, +U,)- (9 +99:x0,) = (9 +U,)- (0, +94/0,105) = X[ %, + X{Uy,,  (108)

BekTop monoxaja Tauke Ha pacTojamy # OJ oce mTana je nehuHucan cieaehom penanujom:
r=r(&n=r(+n9s;. (109)

Kako momnpeunu mpecjek HMje yrnpaBaH Ha jAepopMmHcaHy OCy IITama, jaBjba ce U cMuuyha

KOMIIOHEHTa TeH30pa Aedopmaruje. CMuLame je AepUHUCaHO Kao:

* % 1
712=0,°05 = (9, +u,1)'(gz +¢9,x9,) = (9, +u,1)'(gz - Jg—¢gl) =
1
(110)

1
=—@—/—0,,tU,;-g,=U,-9, —9,,0.
N9

HudepenurpameM BeKTOpa MoJIoKaja Tauke Koju je aat uspazom (109) mo koopaunatu & ce
700Mja BpHjeIHOCT TaHTCHLIMjATHOT 0a3HOI BEKTOpa Ha MPOU3BOJEHOM OJICTOjamy OJl OCe

mIrara.
0, =9; +793, =9; —nK’03, (111)
1a je KOMIIOHEHTa METPUYKOT TeH30pa!
0, = (07 —7K'97)(9; —7K'97) = g7, — 27K g7 +17°K™gy,. (112)
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Jlebopmariija mporu3BOJbHE TAYKE TMOTPEYHOT MpeCjeKa je aTa Kao:
— 1 —x — 1 * * * 21 *2 2
en(m)=¢,= E(gn —0n) = E[gn -2nK 9,; tm K™ g, -1-7K)"g,,]=
1 * P 21/ %2 21/ 2
= E(gu —-2nK"g;; +17°K™0,, - 9, + 27K g, —n°K*g,,) = (113)
* * 1 *

=&, -n(K'9;;-K 0,,) +E772(K *-K%g,,

Hedopmarmja caBujama ce MOKe AePUHUCATH KAO:

k=K' —-K=K"g> —Kg,,. (114)

11

VYkonuko ce penanuje (107) u (108) yBpere y uzpa3 (114), nobuja ce na je:

1 " .
= (K+ F 40,1)(911 X3 um,l) —Kg,, = 0o, + K XiUpq (115)
gll
VY3umajyhu y 063up na je:
kK =K'g; —Kgy, = (K+x)(9y, +&,) —Kgy, = 19, +&,K (116)
— x9,; =k—¢&,K,
CIHjeu:
=t _UK+%772(ZZ +2K+K*=K*)g,, = &, —nx +n°K(x —,K) = (117)

=075 + 9, (L+7K)e, = g, [(1"' nK) ey _77K]-
4.4.1. Mampuya kpymocmu Tumouienko8oe epeonoe elemenma

KoHnTpaBapujaHTHe KOMIIOHEHTE HamoHa ce Jao0ujajy W3 u3paza (66), ma 3a ciyuaj

ImocMaTpaHor €JICMCHTA CJ-H/Ije)Ie KOMIIOHCHTE:

—11 ~11\2 = —12 ~11—

6 =E(@") &y, o =2uF"&,, (118)
npu 4eMy je Jlameos mapamerap u neUHUCAH Kao:

E

ﬂ=m,

(119)

raje je v [ToaconoB kKoeduIujeHT.
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Martpuiia KpyTOCTH €€ U3BOJU MPUMjEHOM MPHUHIIUIIA BUPTYAJHOT pajia, OJHOCHO y3uMajyhu

y 003up penanuje (68) u (110):
SR, = I[&llgo L+7K) e, —5'gndK + &Sy, JdV =
\%
= _[_[[5'1190 (L+7K)oe, _0_-1190775’("' 5125712]goxf g,dédndg = (120)
EA

:I(Né 11—M§K+'F57/12)«/911d§,
:

TJje Cy CUJIe CHePTeTCKH KO YTOBaHe ca oAroBapajyhum nedopMaiyjcKkuM BeTUIMHAMA .
N = j&“goz 1+7K)dnde,
A
M = —J. oy, ndndg, (121)
A

T =[&"g,dnds,
A
YBpmraBameM penaryje (118) y mperxomnu uzpas ce mobuja:

_ 1 _
N = I E_4(gll)2 9 [(1+77K)311 _77K] go° (L+7K)dndg =E(g™)*(Agy, — I &),
A

0

_ 1 _
M = __[ E?(gn)z 9o [(1+ nK) ey _77K] gozﬂdﬂdg = E(gll)z(_l &, +1x), (122)
A

0

_ 1 _
T=]2u o7 & 1u8udnds = ug" Ay,
A

0
IIPU YEMY CY:

2 2
A:J‘(1+77K) dndc, r:I(1+;7K)77 dndg, | :Iz_dﬂdg’ '&:kjidﬂdg, (123)
A A Yo

gO A 0 A J0
raje je kK dakrop xopeknuje cmunama. Penanujy (122) je Mmoryhe Hamucatd ¥ y MaTpUYHO]

¢dbopmu kao:

E(g")?’A 0 —E(@")’I |[&y
0 19" A 0 7, | © R=Ds (124)
—E(g"™)?1 0 E(g™)’Il || x

i [
Il
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3aBucHocT u3Mmehy nedopmanmja oce ImTana M rpaadjeHaTa TOMjepama, pOoTalHje |

rpaavjeHTa potamuje aara udpazuma (46), (110) u (115) ce Mmoke 3anmucaTv MaTpUIHO Kao:

¢=Lu,, (125)
[IpU YeMy je:
X, X 0 O ta
u
L= X,lz X,22 -9 O |, u,= ;l . (126)
Kx; Kxi 0 o,

2!

YBolemeM BeKkTopa reHepalcaHiuX KOOpAUHATa ( Y KOME Cy CaapKaHW KOHTPOIHH CTEIICHU
c11000/1€ TOCMATPAHOT €IEMEHTAC:

T T T T T T 1 2

q =[a q; .9 ..0y], d; :[ui U @ ]1 (127)
MOJKE CE€ YCIOCTaBUTH 3aBUCHOCT u3Mely rpajaujeHara momjepama, poTaiuje, rpajujeHTa
poTalije u CTEeNeHu cioboe:

u, =Bq, (128)
IpU YeMmy je:
. 0 0 O
B:[Bl B, B, BN], B/={0 R, 0 O (129)
0 0 R Ry,
VYKOJIMKO ce MpeTX0aHu u3pasu yBpcre y (125) cnujenu na je:
e=LBq=B,q, B, =LB, (130)
a ce HyTpallkha KOMIOHEHTA BUPTYAIHOT Paga MOXE U3Pa3UTH Kao:
OR, = [Roe\Jg,d& = [¢'Doe 9, d¢ =q [B, DB, /g, d55q =q'Kdq,  (131)
4 4 ¢

raje je K nuneapna marpuia KpyrocTd TUMOIIEHKOBOT IPeIHOT €J1€MEHTA.
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4.4.2. Mampuya maca Tumowienkogoz epeonoe enemenma

Wuepryjainu 110 BUPTYAIHOT pajia ce MOXKEe 3alMcaTH U 'y MaTPUYHOM OOJIMKY Ha cienehu

HA4YUH:
SR, = [UTD¥su g, d¢, (132)
:
IPU YEMY CY BEKTOPH:
ut=fuy up u e uy ] =[] (133)
Marpuia DM je jenmaxa:
A" 0 0
D= 0 A" 0 |, (134)
o o I

IIPH YeMy Cy T€OMETPHjCKe KapaKTePUCTUKE MOMPEYHOT MpecjeKa:

A" =[godnd¢ =[dnds, 1M =[g,n*dnd¢ = [r°dnds . (135)
A A A A

3aBucHOCT u3Mel)y BekTopa gatux penanujoM (136) m BekTopa Koju y ceOHM caapxku

KOHTPOJIHE CTENeHe c1000/1e je YCIOCTaBheHa Ha cieehu HauuH:

R0 O
U =Lya, G =LyG, L= 0 R 0] Ly Z[Lm Ly, - L - LMN:|' (136)
0 0 R

I/IHepHI/IjaJIHI/I YWIaH BUPTYAJIIHOT paJa CC Tada MOXKEC 3allCaTu Kao:

SR, =" [LY,D"Lyy 9, dESa=GMoq, (137)
s

npu ‘{CMYjC KOH3UCTCHTHA MAaTpHlla Maca:

M= [L},D"Ly g, dé&. (138)
¢
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4.5. Jeonauuna cnoboonux subpayuja

Ha OCHOBY IHIPETXOJHO HM3BCACHOI, OAHOCHO Ca II03HAaTUM KOMIIOHCHTaMa YKYIIHOI'

BHPTYAJIHOT pajia, U3 u3pasa (65) ciaujenu:
Mg(t) + Kq(t) =0. (139)
VY3 MpeTnocTaBKy CUXPOHOT U XapPMOHHU]CKOT KPeTama, OJJHOCHO:
q=ge'”, (140)
po0JIeM ce CBOJIM Ha CTaHIapIHU TPOOJIEM CBOJCTBEHUX BPHjCIHOCTH:

(K-aM)g=0, (141)

4Hja cy pjemema ypel)eHn mapoBu CBOjCTBEHHX (DPpeKBEHIMja @ W oAroBapajyhu cBOjCTBEHH

BCKTOPHU (; -
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5. PEHAPAMETPU3AIINJA KPUBE

[TapameTtpu3amyja je BeoOMa BaKHa TeMa Y H30TCOMETPH]CKOj aHAJIM3H Y pPa3HUM
UHKEHhEepCKUM  obsactuma. JIok O0OJHMK KpUBE, KPHUBHHE U CIHYHE TICOMETPHjCKE
KapaKTEepUCTHKE HE 3aBHCE O] MapameTrpu3aiyje, JakoOujan win T3B. mapaMeTapcka Op3uHa
jé y TOTIYHOCTH TIOBe3aH ca mapamerpu3anujoM. [lapamerpusanuja Takohe yruue Ha
JMCKPETU3AIM]y KPUBE M MOXKE JIOBECTH 10 HEyjeJHAaYeHe MPEKE KOHAYHUX eleMeHaTta. Y
Clly4ajy U3pa3uTo HEJIMHEeapHE MmapaMeTpu3aiije Moxe qohu 10 Jjiomie GOpMUPAHUX MATPULA
Maca ¥ KPYTOCTH, INTO 3HAYajHO yTHUYE HA pe3yiTare M30reOMETpHjCKe aHanu3e. Tama ce

npeyIaxe pernapaMeTpusalija KpuBe, Py K0joj reoOMeTpHrja KpUBE OcTaje er3akTHa, [7].

Y oBoM pamy obpahen je ,,Pseudo Arc-Length* meron pemapamerpusaiimje, KOjuUM ce
Moau(duKyje eBeHTyallHO HeoAroBapajyha mouyeTHa mMmapameTpu3alnuja IMOCMaTpaHe
reomeTpuje. Meroa je 6azupan Ha TpaHCHOPMANHjH MTOYSTHOT TapaMeTapCcKoOr MPocTopa y
HOBH, pernapaMeTpu3oBaHH, y3 TIoMoh mapamerapcke TpaHchepHe Qynkmuje PTF
(Parametric Transfer Function). Anamusa pahiena y [7] je mokasama na je oBaj METO
MPUKIIAJaH 32 U30I€OMETPHjCKY aHanu3y, y3 onapelheHa modoJbliama y 0OJHOCY Ha KIACUYHU

M30T€OMETPU]CKHU MPUCTYII.

,, Arc-Length * mapameTrpu3aiuja noapasymujeBa aa ce mapamerap ¢ kpehe ox 0 1o 1 ucrom

op3unoM kojom ce (&) kpehe ox r(0) mo r(1). Jakobujau je nedunucan kao:

) %2 ﬂz
) (déj +[d§]' (142)

VYkonuko JakoOMjaH ocTaje KOHCTaHTaH 3a CBe BPUjeJHOCTH Mapamerpa &, Moxe ce pehu na

dr
d¢

je KpuBa mapaMeTpHu30BaHa 0 AYKUHU JTyka. MehyTuMm, jeAMHO paBHA JHHH]a U KPYKHUIA
MMajy €T3aKTHY ,, Arc-Length “ mapameTpu3annjy, 10K c€ 3a MPOU3BOJHHO 3aKPUBIHEHY KPUBY

npemtaxe ,,Pseudo Arc-Length “ mapamerpu3aruja, Ciuka 16.
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IMoyeTnn mapamerapcku npoctop (&)

@u3uykn npoctop (X, y)

O—00

"Pseudo Arc-Length" napamerapckn npoctop (%)

Cumka 16. ,,Pseudo Arc-Length ““ mapamerpu3aiiija 3aKpUBJ/bEHE KPUBE

Penapamerpusanuja moapasymujeBa ycrnocraBibame Be3e usmelhy napamerpa ¢ u napamerpa

¥ npeko ¢pyukuuje PTF-a &=f (), onHocHo:
r(&) =r(f(¥) =[x(f (). y(f(¥)I. (143)

®dyuknuja PTF-a ce Hanasu tako ga dr/d¥ Gyne npuOIMKHO KOHCTaHTA 38 CBE BPHjEIHOCTH
napamerpa ¥. Ilapamerpuma & ce mpuapyxyjy oaroapajyhu mapamerpu %k, kKoju ce
Ha3WBajy HOpMaln30BaHH ,,Arc-Length” mapamerpu, npu yemy je k=1,2,..., h+1 u & €[0,1].

ITapamerpu ¥k ce nodujajy Kao:

Y, =

& Sk 2 2

o G-

g =2 ; = (144)
1

Jas &) o[ Y] e

0 o \\d¢& dg

Tpancdepna pyHkIHja je 3anpaBo jeTHOAMMEH3UOHATHU b-CIutajH U pencTaBiba TUHEAPHY

KoMOMHanujy m+1 6a3nux ¢pyHkuuja oapeheHnx uBopHuM BektropoM PTF-a:

m+1

§=f(\P)=ZNLp(\P)Qj, (0<w<1), (145)

raje cy Njp(¥) 6a3ue pynkimje PTF-a, a Q; KOHTpoOIIHE Tauke.

3a creneH TpancepHe pyHIIMjEe ce 0OMYHO y3uMa cTerneH (QyHKIH]e TTOYeTHE TEOMETpH]e.
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Usopuu Bektop PTF-a je oTBOpeHM 4YBOpPHM BEKTOpP KOJ KOTa C€ YHYTpallkhH YBOPOBU

no0ujajy Kao:

l?pﬂ' =1-a)¥ +a¥;, j=12,.., m-p,
h+1 (146)

o= jd-—i, i =int(jd), d=—7—.
m-p+1

Ha oBaj HaunH ce o06e30jehyje na cBaku enemMeHT caapku O0apem jenan mapamerap P, MTO je
outHo 300r noOMjama TpaHchepHe (QyHKIHMje KOja je YBHjeK Heomanajyha U MO3UTHBHA.
OcHoBHa H7eja TEXHUKA MHTEPIIONAIM]e BAXXU M y OBOj HPOLEAYPH, C TUM Jla C€ YBOPHU
BEKTOp 700Mja Ha MPETXOAHO NMPUKa3aH HAuYMH KaKo OM ce MCITYHHO HaBeJeHU YcloB. Tako

cy kKoHTposHe Tauke PTF-a no6ujene nurepmnoiammjoM Kpo3 ceT Tauyaka:

m+1

& ZZNj,p(\Pk)Qj' (147)
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6. EKCOHEPUMEHTAJIHA MOJAJIHA AHAJIU3A

MopanHa aHanmu3a HpejacTaBiba Ipolec oxpehuBama CBOjCTBEHMX KApPAKTEPUCTHKA HEKOT
MEXaHHYKOT' CHCTEMa - COIICTBEHUX (PpeKBEeHIIMja, Koe(HUIMjeHaTa PUTYIIeHha U MOJATHUX
o0JMKa, KOojuMa Ce€ OMKCYje HEroBO TUHAMUYKO TOHamame. OBE KapaKTEpPHCTHUKE Ce
Ha3MBajy MOJAIHM MapamMeTpd M momohy mux je moryhe dopmynucame MareMaTHYKOT
MoIeNa KOjH ce Ha3MBa MOJAITHH Mojieln cuctema, [10]. AHanusa peaHuX CTPYKTYpa, Koje cy
y OMNIITEM CIy4ajy KOHTHHYaIHU CHCTEMH ca OECKOHAYHO MHOTO CTETIeHH CII0007e, 3aCHUBA
ce Ha JNMCKPETU3ALHUjU CHCTEMa, YHje Ce IMOHAIIAamke ONKCYje KOHAYHHM OpOjeM CTeleHU
cimobonme, NOBOJBHMM Ja ce€ 00e30Mjequ TayHOCT Mofenia. YKYyNaH OJ3UB JIMHEApHOT,
BPEMEHCKM HE3aBHCHOT CHUCTEMa je Moryhe NpeicTaBUTH Kao JIMHEapHy KOMOHMHAIH]Y

MIPOCTUX XapPMOHHjCKUX O3MBA, KOjU C€ HA3MBAa]y COINICTBEHU MOJIOBU BUOpaIyja.

ComcTBeHHM MOJOBH BHOpanuja NpPEACTaBIbajy HHXEPEHTHE OCOOMHE CTPYKType, U Yy
MOTIYHOCTH CY OfApeheHH MaTepujalHUM KapaKTepucTHKama (MacoM, NpPUTYIICHEM U

KPYTOCTH CHCTEMa), Ka0 ¥ TPaHMYHKUM YCIIOBUMa CTPYyKType, [11].
6.1. Mooanno mecmuparve

MoJaliHO TeCTUPAE j& TEXHUKA KOJOM C€ €KCIIEPUMEHTATHUM MyTeM JI0J1a3u JI0 MOJATHUX
napamerapa MCIMTHBAHOT CHCTEMa Ha OCHOBY KOJHX C€ M3BOJM MOJAIHH MOJeN. MoIaiHo
TECTUpamkEe Ce 3aCHMBA Ha YCIOCTaBJbalky Be3e HM3Mely o/3MBa CTPYKType U MoOye,

uckazase y pyHkuuju ¢ppexsenuyje, Cnuka 17.

F(w) —— H(w) ——— X(o)

!

MOJAJIHU ITAPAMETPU

Cauka 17. biiok nujarpam FRF- dynkmje

Wnentudukanyja MoJalHUX Napamerapa ce BpIIM Ha OCHOBY YCIIOCTaBJbeHE Be3e u3Mmely
M3MjEepPEeHUX OJ3uBa U molyne, neduHucaHe npeko (QpyHKIHUja (GPEeKBEHIIN]CKOT O3UBA WU

kpahe FRF- ¢pyukumja (Frequency Response Functions).
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3a cucTeMm ca BuIlle cTeneHu ciaoboae GhyHKIHja GPEeKBEHIIN]CKOT OJ31Ba 3a oApeheHn Mo je

nedUHUCaHa Kao:

hij (w) = ;(i. ((Z)) ' (148)

[pY Y€MY MHJICKC | 03HaYaBa CTENEH CI000/1e y KOjeM Ce MjepH OJ3UB CTPYKTYpE, a HHICKC j
CTemeH cioboze y KojeM ce wmjepu mnoOyna. [edunucamem Marpuie ¢GyHKIHja

(pEeKBEHIIN]jCKOT OA3UBa JIe(PUHNCAH je U MOJICIT OJI3H1BA.
6.1.1. Ocnosru mjepru nanay

VY OKBHpY OCHOBHOI MjEPHOT JaHIIa MOJAJTHOT TECTHpama Ce Haja3e: MEeXaHu3aM HoOyje,

MCXaHHM3aM OJ3HMBa U MCXaHHU3aM aKBI/ISI/IHI/Ije n 06paz[e rmoaarTraxa.

Viora Mexanu3ma no0yne je modyhusame CIUTHBAHE CTPYKType myTem modyaue cuie f(t)
npuMHjekeHe Ha oxapeheHom cremeHy cnobone. I[loOyhuBame crpykType je wmoryhe
M3BpIIATH TTOOyhHBaueM ca reHeprucaHiM CUTHAIOM MO0y 1€ MJIM UMITYJICHUM YeKuheM, KOju
ce jom Ha3zuBa W MomanHu 4dekuh. [ToOyhuBaum koa KOjuxX je MOOYIHU CUTHAJ T€HEpPHCaH
noMohy reHepaTopa curHajga cy Hajuemihe eJeKTpOMarHeTHH MM eNEeKTPOXUIpPAyIHUKU
BuOparop. EnexkrpomarHetHu mnoOyhuBad mma MoryhHocT Bpluema MoOyAe y HIMPOKOM
(pPEeKBEHIIMjJCKOM W JWHAMHYKOM OICEry aMIUINTyJa, JOK je eJIeKTPOXUAPAYINIKU
noOyhuBay moroJHMju 3a HUCKE (PpeKBEHIMje U Benuke amIuintye. [lpeqHoct oBor HaunHa
noOyhuBama je MoryhHOCT KOHCTponucama (PpeKBeHIMja M aMIUIMTyJa YHeceHe MoOyae,
TO Jaje A00py TadyHOCT, ald TOBE3MBame MoOyhuBada ca HMCIUTUBAHOM CTPYKTYpOM
J0BO/IM 0 omnTepehema mocMarpaHe CTPYKTYpe JOJAaTHOM MAacoM, IITO YECTO JIOBOIH JI0
yMameha TauyHOCTH. MmmyncHu uekuh, y uMjy riaBy je MHTETPUCAH CEH30p CHUJIE, 3ajaje
UMIYJICHY MOOyNy yAapleM y CTPYKTYpY M y OBOM CIllyuajy UCHHTHBaHA CTPYKTypa HUje
onrtepehena gogatHom mMacoM. Ha ¢pekBeHIMjcku omcer kKoju je Moryhe moOyauTH yTuuy,
mopen KapaKTepUCTHKa KOHCTPYKIIMje, W Maca W TBpjAoha TIJ1aBe MOJATHOT YeKuha.

AmiunTyzaa nodyaHe cuie je oapeheHa BenuunHoM yeknha u Op3uHOM yaapua.

MexaHU3MOM OJI3MBa C€ TCHEpHIIEe OJ3UB CTPYKType MOMOhy ceH3opa oj3uBa (3a MOMAK,
Op3uHy i yop3ame). Hajuenrhe kopuIlITeHH CEH30pH OJ[3UBa Cy MHE30€TIEKTPUYHHU J1aBaul
3a Mjepeme yop3ama 0/13MBa KOjU ce Ha3uBajy akienepoMerpu. CHTrHaI KOJjU je TeHEpHUCaH
CEH30POM j€ 4YecTo cad, ma je HEONMXOAHO KOPHINTEHE Mojadaia. ¥ HEKUM CaBPEMEHU]UM

CeH30pHMa Cy T0jadyajia MHTETpUCaHa U MPeICTaBIbajy CACTABHH IO CEH30pA.
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MexaHu3MOM aKBHU3UIMje W O0paje Tojaraka Ce Mjepd CUTHAI y MeXaHu3My mnolyne u
0JI31Ba W MOTOM BpIIU 00paja U3MjepeHuX IMojaTaka. 3a OBO C€ KOPHCTE T3B. TWHAMHYKHU
aHAJIM3aTOPH CUTHAJIA KOjU MOpajy OUTH BUIICKAHAIHU, OJJHOCHO HajMamke JIBOKaHATHH, 300T
MOTYhHOCTH MCTOBpPEMEHOT Mjepema CurHaia nodyne u onasupa. HajjemnocraBamju je FFT
aHAJIM3aTOp WJIM CIIEKTPAJHW aHAIHM3aTOp 3a Mjepeme (PyHKIHMja (PEKBEHIINjCKOT OA3WBa
Koju je Oasmpan Ha Op30j PypujeoBoj Tpanchopmanmju (Fast Fourier Transformation).
OBUM aHAIM3aTOPOM CE€ BPIIU KOHBEPTOBAKE AHAJIOTHOT BPEMEHCKOT CUTHAJIa TEHEPUCAHOT

CCH30pOM Y JIMTUTAIIHH CUTHAJ (ppeKBeHIUjcKor qoMeHa, [10].
6.1.2. Ocnosre npemnocmaske MOOAIHOE MECMUPAFLA

[locToje YeTupu OCHOBHE IIPETIIOCTAaBKE KOje C€ OJHOCE Ha HWCHUTHUBAHY CTPYKTYPY

MMPUIIMKOM MOJAJIHOT TECTUPAA, a TO CYy:

— JIuHeapHOCT UCIIUTHBAHE CTPYKTYpE, IITO 3HAYU J1a C€ OA3HMB CTPYKTYpE H3JIOKEHE
CUMYJITAaHOM JIejCTBY OWJIO KOje KOMOWHAIMje CHIa MOXKE JOOWTH CyMHPAmhEM
MOjeIMHAYHUX OJ[3MBAa TE€ CTPYKType H3JIOKEHE JEjCTBY CBaKe OJ THUX CHJA
nojeaquHayHo. OBa MpeTIocTaBka je y 100poj MjepH 3370BOJbEHA 3a MIMPOK CIIEKTap

TUIIOBA KOHCTPYKLIH]a;

— CrpykTypa je BpeMeHCKa WHBapujaHTa, OJJHOCHO MapaMeTpH KOoju ce ozpelyjy Hucy
MPOMjEHJBMBA TOKOM BpEeMEHa. YOIIITEHO, CHCTEMH 3a KOje HE BaXH OBa
MPETIOCTaBKa CaJp’ke KOMIIOHEHTE YHja Maca, KPyTOCT W TPUTYIICHE 3aBUCE O
¢dakTopa KOju ce HE MOTy M3MJEPUTH M KOJU HUCY YKJbYUEHHU y MOJEN. YKOJIHMKO
CTPYKTypa KOja ce UCIHTYyje HHje BpeMEHCKa MHBapHjaHTa, Mjepera M3BpIICHA Ha
MOYETKY W OHA M3BPIICHA Ha KPajy Mepro/Ia HCIIUTHBAaka he TaTH pa3TudnuTe CEeTOBE

MOJIAJTHUX MapaMeTapa;

— Crpykrypa nomjexxe MakcBeIOBOM 3aKOHY PEIMIIPOLUTETa, MITO 3HAYM Jia CHUjia
NPUMHjCH-EeHA Ha MO3UIUjH | Y3POKYje OJI3MB Ha MO3MIUjH | KOJU je UCTH Kao OJ3UB
Ha TO3UIUjH | yCIbe T TOOYAHE CHITe IPUMUjCIeHE Ha MO3UIHjH |. YBakaBajyhu oBo,
cijenu na je u ¢GyHknuja (QpPeKBEHIM]CKOT O13uBa jaeduHHCaHa MOOYIOM y | |
OJI3UBOM Y | UCTa Kao (pyHKIHUja (HPEKBEHIIM]CKOT OA3KBa Ae(hUHICAHA IOOYIOM Y | U

013uBOM Y i, ogHOCHO hij=h;;

— CrpykTypa je cariieauBa, OJHOCHO Mjepema Oa3uBa W TMoOyae caapike JOBOJHHO

nHboOpManMja 3a TCHEPHCAamkEe aJeKBATHOI MoOJeNia IOHAmama CTpyKType. Heke
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CTPYKTYpE UMajy CTEIEeHE CI000/1e KOje HUje MoTryhe U3MjepUTH, T€ CE 3a HHX KaxKe
Ja HHCY TIONTYHO carieauBe. Takole, y HEKUM ciydajeBuMa u3abpaHa ¢opma
JUHAMHYKOT MOJIEIa HHje OAroBapajyha, ma ce carjenBOCT CTPYKTYpE MOXKE

00e30ujeuTH MPOMjeHOM Mojiena, [12].
6.1.3. Mjeperwe (pynxyuja gppexeenyujcroe oozusa

Hakon u3BpIiieHe IUCKpeTH3aldje peaaHe CTPYKType, YKyIlaH Opoj cTemeHu ciio0oae YuHU
Opoj MjepHHX Tavyaka MOMHOXEH ca OpojeM IpaBalia y KojuMa ce BpIu Mjepeme. Komone
Matpule (pyHKIHja (pEeKBEHIM]CKOT OJ[3MBa OJroBapajy CTeneHuma cioboae y Kojuma je

BpIIIeHAa 1T00Y/1a, a peOBH OHUM CTEIIEHUMa 10001 Y KOjJIMa je MjepeH OJI3UB CTPYKTYpE.

Oynkiyja (HpEeKBEHIM]CKOT OJ3WBa MOXKEe OWTH JeuHHCAaHA TPEKO IOMaka, Op3uHe U
yOp3ama, 1Ma ce Tako PasjiMKyjy U pas3inuuTH oOauim oBux (yHkuuja: Receptance, Mobility
u Accelerance. ®ynkiuje GpeKBEHIM]CKOT O3UBA UMAjy U Pa3InYUTe OOJHMKE 3aBHCHO O]

Ta4yKe ¥ MpaBlia y KOME Ce BPIIU Mjeperbe, a ¢e TaKO PasiIuKyjy:

— L Jupextna FRF y Tauku*: mjepeme moOyne M o/3MBa ce BPIIM y HCTOj Ta4Kd U
JETHaKUM TIpaBIIMa;

— ,,YHakpcHa FRF y tauku‘: Mjepewe noOy/e u oA31Ba ce BpILIU y UCTOj TAaUKH, JOK Cy
MPaBIIU Y KOjUMa C€ BPIIH MjEPEHE Pa3InIUTH;

— JupextHa nmpeHocHa FRF“: mjepeme moOyne M oJ3MBa ce BPLIM y Pa3IMYUTUM
TayKama ¥ UCTOM IPAaBILY;

— ,,YHakpcHa npeHocHa FRF*: Mjepeme moOyne u on3uBa ce BpUIM y DPA3TUIUTHM

Taykama M pa3inyuTHUM npasunmma, [10].

[TpunrkoM MOJATHOT TECTHpama HEONXOAHO j€ M3MjepUTH HajMame jellaH pel WU jeTHY
konony FRF marpune. ConcrBeHa gppekBeHIMja U MPUTYLIeHE Cy INI00aNHe KapaKTepUCTUKE
CTPYKType U Mory ce ouutatu Beh u3 jeqHe mzMjepeHe QpyHkuuje GppeKkBeHIH]CKOT OJI3MBa.
[Tpurymeme ce oxmpehyje U3 mmpuHe pe3oHAHTHOT Bpxa Ha 3 OB Hmke o1 camor Bpxa.
Mopanau obmumu ce a00ujajy cHajameM BpXoBa HMarvHapHor aujena (yHKuja
(peKBEHIIMjCKOT O/3MBa Ha CBAaKOj O/ pe3oHaHTHUX ¢pekBeHnuja (Cnuka 18), Te je 3a
BUXOBO JeprHNCAmkE TOBOJFHO M3MJEpUTH jefaH pel Wiu jeaHy KojoHy matpuie FRF, c

003UpOM J1a BpHUjeIU 3aKOH PEIUTIPOIIUTETA.
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Cauxka 18. Mjepema yHKIHja PPEKBEHIIN]CKOT OJI3HBa

3aBUCHO OJ1 Opoja Tayaka y KOJUM c€ BpIIK MoOyda, TECTHPAkE Ce MOXKE MOJUJeTUTH Ha
TECTHpame y jelHO] TauKM U TECTHUpPAmkE y BHIIE Tayaka MCTOBEMEHO. Y OBOM paiy je
oOpaleHO TecTupame y jeHOj TAaukKH, KOje Ce OJJHOCH Ha Mjepeme molyne U of3uBa y IO

JEIHO] TauKu Ha CTPYKTYpPH, IIpU yeMy je Moryhe noMmjepame nozunuje noldyie win 0A31Ba.

[IpunukoM TecTUpama MOJATHUM 4YeKuheMm, MOTy ce jJaBUTH JBa MpoOiieMa Be3aHa 3a
IpoIeCHpame CUTHAJA - IIYM U T3B. Llypeme. YKOIMKO je Tpajarke BPEMEHCKOT 3amuca ayro,
IIyM Ce€ MOXKE€ JaBUTH U y CUTHaJIy noOyJe U y curHainy oa3usa. Llypeme ce jaBjba y cUrHaimy
0J/I3UBa aKO j€ BPEMEHCKO Tpajame 3arrca MCYBHIIE KpaTKo. 3a 00a mpobiemMa ce KOpHCTe
T3B. ()yHKIIMj€ MPO30pa: TPaH3M]jEeHTHA U BPEMEHCKa, OJHOCHO €KCIIOHEHIUjalHa (PyHKIH]a.
[IpuMjeHOM TpaH3MjEeHTHOT MPO30pa Ce BPIIM OJCTpambUBamkbe HEMOTPEOHOT aHjesia CUTHaIA,
JIOK C€ eKCTIIOHEHIIMjaJHU MPO30p KOPUCTH y CIyyajeBUMa KaJa CTPYKTypa Koja ce HCIUTYje
MMa Majl0 TIPUTYIICHE, Ia CHTHal oOJ3uBa Hehe eKCIIOHEHIMjalHO OmacTH YHyTap
BpeMEHCKoT 3amuca curaana. Kako je ¢hpekBeHIumjcka pe3onynnja aepuHrcaHa Kao MHBEp3Ha
BPHjEHOCT Iy)XHHE BpeMEHCKOor 3ammca, ogHocHO Af=1/T, 3a meHo moOosbmiame je
notpeOHO moBehaTu BpHjeMe Tpajama 3amuca, HITO 3a MOCJbEIUIy UMa CMambeme Tpellke

ypema.

36or MoryhHOCTH TOCTOjama IymMa y pe3ylTaTuMa Mjepema, NePuHUCAHU Cy Pa3TUIUTH

ectumatopu 3a oxapehuBame Hajraunmje FRF. 3a oTkimamame ciydajHOr IIymMa TOKOM
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mpoleca OCpekhaBaba YHAKPCHOT CIIEKTpa KOPUCTH ce ectumarop Hi xoju je nedunucan

Ka0 KOJIMYHUK YHAKPCHOT CIEKTpa 1Moodyze U 0/131Ba U ayTOCHEKTpa nody/e:

H, () = zFX—EZK (149)

Kaxko ce ¢pynknuja ppekBEeHIIN]CKOT 0A31UBa MOXe Ae(UHUCATH U KA0 KOJUYHUK ayTOCIIEKTPa

0JI3WBa M YHAKPCHOT CIIEKTpa moly/e u oa3uBa, moryhe je nedunucatu u ectumatop Hz kao:

H,(w) = zxx—gg (150)

VYKOIMKO Cy 3aJ0BOJbEHE CBE MPETIOCTaBKE MOJATHOI TECTHPama, OBa J[BA €CTUMATopa
Tpebajy OuTh jenHaka TadHOj QYHKIUjU (pekBeHIUjckor oa3uBa. OmHOC OBa JBa

ecTumaropa aepuHuie GyHKIM]y KOXEpPEeHIIHje Koja je 1aTa Kao:

|SFX (m)|2

Ser (@) Sy (@) (15D

7|§x (w) =

U KOja IPE/CTaBJba Mjepy JIMHEapHEe 3aBHCHOCTH M3Mel)y CuTHalla W3j1a3a M CUTHaja yiasa.
®dyHKIMja KOXepeHurje y3uma Bpujeanoctu o 0 1o 1 u uMa jeIHW4YHy BpUjeAHOCT Kaja je

OBaj OIHOC y TIOTITYHOCTH JinHeapaH, [10].
6.2. Mooanno mecmuparve uenuune epede

ExcnepumenTaniHo ucnutuBame (PU3NUKOT MOjeNia 3aKpuBJbeHE rpene je paheno y3 momoh
copTBepa 3a EKCIEpUMEHTAIHY MojaanHy aHanmu3dy Me’'Scope Ves. WcnutuBana je
yKJBEIITeHA Tpela 4Yvja je TeoOMeTpHja OCe OIKCaHa paluoHAIHOM be3nepoBoM KpHUBOM
neror creneHa. OOMWMK Tpeae ca KOOpAMHATaMa KOHTPOJIHUX Tadaka U TEKUHCKUM

¢dakropuma je npukazad Ha Crmrm 19.
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P,=(-13.75,65.65)
W4=2

P=(25,38.75)

W6:1
P:=(10.6,25)
W5=2
Py=(-23.1,12.5) P,=(6.85,15.35)
W3:3 W2:2

Cauka 19. T'eometpuja rpene, [13]

Ou3nyku Mojen je 100ujeH cjeuermeM yenuyHor auma aebssune 18 mm na CNC mamuzu
KOja paau Ha 0a3u BojeHOI Mulaza. M3BpIIEHO je JeTabHO Mjepeme TUMEH3Hja MOIpPEeYHOT
npecjexa U Kao MpocCjedyHe BPHjeTHOCTH Cy YCBOjeHe mmpHuHa ox 18 mm u Bucuna ox 9.75
mm. 3a moTpebe TmpopadyHa YCBOJeHE Cy YyOOM4YajeHe BPHjCIHOCTH MAaTEpUjaTHUX
KapaKTepUCTHKA 3a YeNHK. 32 MOJYJ €JaCTUYHOCTH YeJIMKa je YCBOjeHa BpHujeqHocT o 205

GPa, 3a ryctuny 7.86 t/m®, a 3a IToaconos koedurmjent 0.3.

Ha yxibemTeHOM Kpajy Tpeie y IPOAYKETKY je OCTaBJbeH Aprkad 3a oMoryhaBame JIakier
OCTBapWBama 3aJaTol TPAHUYHOT yciIoBa. JIpkad je 3aBapeH 3a YeJMYHY IUI0Yy IMMEH3Hja
550x350x30 mm, koja je Be3aHa 3a MacUBHU OETOHCKH 3uj ca dyeThpu Bujka M20. [TocraBka

eKCIIepUMEHTa ca 03HAUE€HUM MjEpHUM Mo3ULMjama je npuka3ana Ha Crurm 20.

Cummka 20. ITocraBka excriepumenTa, [13]
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[Hmp MomamHor TecTHpama je Ouio oapehuBame MPBUX S5 CONCTBEHUX (pPEKBEHIMja H
nopeheme pesynrata ca oHuM n00MjeHUM HyMepuuku. Kao meTon tectupama ogabpaHo je
TECTUpakE y jeJHO] TAauyKH, IMPHU 4YeMy je moOyaa BpIlIeHa MOAaTHUM uyekuheM. MogaiHo
TECTUPAE j€ BPIICHO YyIOoTpeOOM 4eTBOPOKAHAIHOT akBU3HUIMjcKor cuctema Portable Pulse
3560 C wu jeanoakcujamHor akmenaepomerpa tuma 4507 koje mpoumsBoau Bruel&Kjaer.
[Tobyna nHa neduHucano] Gu3nukoj Jokanuju y oapeheHoM mpaBiy je BpiieHa momohy

mojaiHor yekunha tuna 2302-10, Endevco, ca mnactuyaum Bpxom, Cruka 21.

Cauka 21. Mjepna onpema

Tecr je m3BpmieH mocraBibambeM (pekBeHIjckor orcera FFT anamuzatopa 0-800 Hz ca
dbpexBenmjckom pezonyiujom oa 0.25 Hz u ca 3 nuHeapHa ocpenmbaBama. 3a MOHIEPHUCAHE
CUTHAJIa yJa3a M u3Jla3a Cy KOpUIlITeHe (PYyHKIIH]€ Mpo30pa: MPUMjEHa TPAH3UjETHOT MPo30pa
3a curHajl moOyzne M TpuMjeHa eKCIHOHEHIMjaJHOI Tpo30opa 3a CHUTHAll O/3MBA.
Ax1enepoMeTap je MocTaBjbaH Ha CBAaKy OJ] Ha3HAYEHMX MjepHHUX IO3MIHMja, JIOK je rmodyna
3a/laBaHa y TpeocTtaje JBuje. Mjepema Cy W3BpIIECHA BUIIE IMyTa 3a CBaKy KOMOWHAIIW]Y
MjepHuX Tadaka U 'y Tabemu 1 u Tabenu 2 cy mare ympocjeueHe BpUjeTHOCTH (PPEKBEHIIH]a
JNOOMjeHNX eKCHepUMEHTOM TMopeheHe ca HyMepUUYKUM pe3yiaTatumMa JOOHjeHUM
M30T€OMETPU]CKOM aHAJIM30M MPUMjEHOM JIBUje TpenHe Teopuje. Hajseha penatuBHa rperka
Ce jaBujia y 4YETBPTOM MOy, U y ciiy4ajy npuMjere beprynu-OjnepoBor rpegHor ereMeHTa

n3HocHu 2.38%, ok je y cimydajy TumomenkoBor enementa 2.01%.

Tao6ena 1. [Topeheme concrBenux dpeksenunja, bepaynu-Ojneposa rpegHa Teopuja

Excnepument [Hz] | 22.00 48.75 2155 4115 568.2
UTA [Hz] 21.89 49.335 215.21 421.35 580.02
Pe. rpemka [%)] 0.50 1.19 0.14 2.38 2.08
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Tabesa 2. [lopeheme conctBennx ppekBeniuja, TuMoIeHKOBa rpeHa TEOpHja

Excnepumenr [Hz] 22.00 48.75 215.5 4115 568.2
HT'A [Hz] 21.88 49.3 214.89 419.8 576.05
Peu. rpemka [%0] 0.52 1.13 0.28 2.01 1.38

JInHeapHOCT CTPYKType je MCIHMTaHa IyTeM MaKCBeIOBOI 3aKOHA PEHUIPOLUTETa KOjU je
TECTUpaH 3a JBUje KomOuHanmje MjepHux yokamuja (1-2 u 1-3), Ciuke 22 u 23. YV oba

cllydaja, MOKe ce IPUMHUJETHTH A0OpO Mpekiianame QyHKIHja (PEKBEHIIN]CKOT O/131BA.

100 —
= - hl?.
4
= 10
B
I 1
24
[
0.1
0.01
0 100 200 300 400 500
®pexeenunja [Hz|
Cauka 22. Ilopeheme pyHKIMja PpeKBEHIIN]CKOT OA3MBA Y MjepHUM Taukama 1 u 2
100 — Iy
E 10 — hy3
@
E 1
=
E 0l
0.01
0 100 200 300 400 500

®pexpenunja [Hz|
Cauxka 23. [Topeheme pyHkinja GpekBEHIIN]CKOT 013KMBa Y MjepHUM Taukama 1 u 3

Ha Hapegnoj ciumm ce Moke NMPUMHJETUTH Ja Cy (GYHKIHUje (PPEKBEHIINjCKOT OJ3HMBa
U3MjEepeHe Yy JIBa Mjeperma ca OA3MBOM MjepeHHM Ha MO3ULMjHu 1, y3 3a/1aBame HMITYJICHE
noOy/Je Ha MO3MIMjU 3 TOTOBO MACHTHYHE. Mjepeme je M3BPLICHO ca IUJbeM YTBphHBama
MTOHOBJFMBOCTH Mj€pera, OJHOCHO JMa OW ce YCTaHOBWIO Ja Cy AMHAMHYKO ITOHAIIAme

CTPYKTYype U IOCTaBKa MjepHOT CUCTeMa BpeMEHCKa MHBapHjaHTa.
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Cauka 24. IIposjepa NOHOBJBUBOCTH TECTa

VHTepecanTHO je HAllOMEHYTU Ja Cy IpBa Mjepema BpIleHa OCTBAPUBABEM YKIbEIITEHA
nomohy crere, nmpuuBpmhuBamem 3a pagau cro, Ciuka 25. OQ3uB KOHCTPYKIHjE Y OBOM
Clly4ajy HHje N1aBao pe3yirare KOju ce MoKjamajy ca HymepwukuMm. JloOujeHe cy HIDKe
¢dpekBeHLyje, JOK Cy LIMpUHE PE30HAHTHMX BPXOBa YKazuBaje Ha Behe BpHUjeAHOCTH
npurymema. DyHkiuje (QpPeKBEHIUJCKOr Of3UBa ,,eJaCTUYHO YKJbEIITEHOr (PU3HMUKOT
Mojena cy ynopeheHe ca OHUM JOOWjEHUM IOCTH3ameM CTBapHOT YKJbelTema, Ciuka 26.
buTHO je HarjmacuTH &a Mjepema 3a OBa JBa MOJENa HUCY BpIICHA y MCTUM Tadkama. Y
CIIy4ajy ,,eJaCTHYHOT YKJbEIITCHhA , Mjepehe je BPIICHO Y YBOPHO] Tauku Tpeher Moja, mTo

ce MOKe MPUMHJETUTH U U3 o0nMKa (yHKIM]je, ¢ 003MpOM Ja HEMa PE30HAHTHOT BpXa KOju

oarosapa Tpehoj ppexBeHIHjH.

Cauka 25. [IpBoOUTHA MMOCTaBKA EKCIIEPUMEHTA
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—VKibelTeme

100 —EnactuuHo ykmeumTewe

10

FRF [(m/s?)/N]

0.1

0.01
0 100 200 300 400 500

®pexpeHumja [Hz|
Cauxa 26. [Topeheme hyHKIM]ja PPEKBEHIIN]CKOT 0JI3UBa 33 PA3IMYUTE TPAHUYHE YCIOBE
Ha mapenHoj cnunm cy mpHKa3aHU OOJIMIIM OCIMJIOBaEa MOCMATpaHe Ipele 3a MPBUX IET

MOJIOBA.

1. Moz 2. Mon 3. MOI

/ 4. mon / 5. Mo

Cauxka 27. O0aunm ocUIOBamka rpeie
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/. HYMEPUYKU ITPUMJEPHU

VY oBOoM mwmjeny paja, U3BpIIEHA je AeTajbHA aHaIM3a CIO0OJHMX BHOpaIyja MPOU3BOJHHO
3aKpUBJbEHHUX Tpefa y paBHU. Kpo3 omgaOpaHe Hymepwuke NMpUMjepe, UCIUTAH j€ YTHIA]
TEXHHMKa MOOOJbIIakha MpPEXKE KOHAYHMX elieMEHaTa Ha CBOjCTBAa KOHBepreHmwuje. Takobe,
aHaJlM3a je BPIICHA 33 Pa3IMYUTe BPHUJEIHOCTH Mjepe 3aKpUBJHCHOCTH Tpela, IPH YeMy je
Kao Mjepa 3aKpHUBJbEHOCTH YCBOjEH j€ IMPOU3BOJ MAaKCHMAaJIHE BpPUjEAHOCTH KPHBHUHE W
BucuHe momnpeyHor mpecjeka Kmaxh. Tlpuawikom paudyHama MOTpeOHMX — MaTpHIIa
M30T€OMETPUJCKOT KOHAYHOT €JIeMEHTa, MHTepraluja jeé BpIICHAa HyMEPUYKH, IMPUMjEHOM
laycoBux kBaapaTypHux (opmyrna, mpu demMy cy 3a Opoj 'aycoBux Tadaka ycBOjeHE
BpujenHoctd P+1. HMcerpaxuBama y Be3M ca ONTUMAJIHUM HAYMHOM HHTETpalMje Y
H30TC€OMETPHjCKO] aHau3u cy nata y [14], raje cy npukasana ompeljeHa mobOosbliama Koja

nMajy 3Ha4ajHUju epekar Kaja je y NuTamy HelnHeapHa aHaIu3a.

KonBeprenuuja pesynrara je ucnuraHa 3a ciydajeBe h-, p- m k- moOoseiiama mpexe
KOHAUHHX elieMeHaTa. TecTupaH je W pel] KOHBEpPreHIuje, 3a KOjH je Kao ONTHMAJaH Jara

Bpujeanoct 2(p-1), [15]. 3a Mmpexy ca OpojeM enemeHata Nel, pel KOHBEPreHIHjE je

Iogm ‘ / log,,| 1| (152)
el_l ‘ -

opu 4eMy je o pedepeHTHa BpHUjETHOCT, a ! BPUJEIHOCT AOOMjeHAa ca MPEKOM Ox M

neUHUCAH Kao:

enemenata. Kao pedepeHTHE BpHJETHOCTH Cy y3€Ta pjeliema J00ujeHa ca TYCTOM MPEXOM

KOHA4YHMX eyleMeHaTa, BehuM Opojem enemMeHara U BULIUM CTEIIEHOM CIUIajHa.

VY mpumjepruMa cy aHaTU3UpaHU U HOPMAIU30BAHU HYMEPUYKU TUCKPETHH CIIEKTPHU, KaKo Ou
ce JleTaJbHUje UCIUTANIa TAYHOCT BHILIUX MOJIOBA Y 3aBUCHOCTH 0] Opoja cTteneHu cinobomae. Y
pesyiTaTuMa aHaju3e Cy J00ujeHe BpHjeIHOCTH (ppekBeHIrja ca MoaenoM ca N akTUBHHMX
CTereHu ci100oje «, HOpMaau30BaHe ca pe)epeHTHOM BpPHUjEAHOCTH w,. Kao pedepeHTHE

BPHUJEAHOCTH CY y3€TH pe3yJaTaTH MOJela ca 3HauajHo BehuM OpojeM CTerneHu ciobo/ie.
IIpumjep 1:

Y mnpBoMm mpuMmjepy pa3martpaHa je Tschirnhausen-oBa kyOHa KpuBa IpaBOYraoHOT
MONPEYHOT TPECjeKa Yrja je MouYeTHa TeoMeTpHja €r3akTHO omucaHa besnepoBom KpuBOM

Tpeher crenena, Cnuka 28.
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Pi=(6,243)

P,=(9,43)

P,=(0,0)
’ P=(9,0)

Cauka 28. Tschirnhausen-osa xky6Ha kpuBa, [6]

Hctu npumjep je ananusupad y [5] npumjenoM THUMOIIICHKOBE TPpeHE TEOPHUje 3a Pa3IHIUTE
HUBOE 3aKPUBJHEHOCTH M Pa3IMUMTE TPAHUYHE YCIIOBE. BUTHO je HAaOMEeHyTH J1a y TOM pamy
MOYeTHA FeOMEeTpHja HUje OMUcaHa er3akTHO, HEro je JA0OHjeHa MHTEPIIONAlnjoM KpO3 CeT

Tadaka.

Pe3ynratu 10o0KMjeHN M30r€OMETPHCKOM aHAIM30M Cy rnopelyeru ca onum natum y [5], kao u
ca pesynratuma jgoodujenum y Abaqus-y, ananusupamwem 1D u usorpomuor 2D momena. Y
ciydajy 1D Mozena cy KopHITeHE T'ycTe, UCKOHBeprupane mpexe B23 u B21 enemenara,
Koju oxaroBapajy bepnynu-OjnepoBoM Mojeny 0e3 yTullaja pOTallMOHE WHEpLUje U
TUMOIIIEHKOBOM MOJIENy, PECIEKTUBHO. BpujeqHoctn (pekBeHIMja Cy HOPMAIU30BaHE U

JaTe cy Kao:
& =ol1(rJEp), (153)

raje Cy i COomncTBeHa (pekBeHIHWja i-TOr Moja, p TycTuHa, E Momyn emactuynocTtH, r
nonynpeyHuk uHepuuje u | pacmon rpeme. Y mopehemy ca 2D momenom, pesyaraTtu
noOUjeHN W30T€OMETPHJCKOM aHain3oM TmpuMjeHoM bepuynu-OjnepoBe rpenHe Tteopuje
MOKa3yjy 1o0po MOKJIaname 3a HUBO 3aKpHBJbEHOCTH Kmaxn~0.1. MakcumanHe penaTuBHE
TpeliKe Koje ce jaBibajy cy 2.9% y 1mecToM MOy 3a Tpeay clio00IHO OCIIOmkeHY Ha 00a Kpaja
u 2.5% 3a Tpeny c1000IHO OCIOHKEHY Ha MOYETKY U YKJBEIITEHY Ha Kpajy, Takole y ImecTom
MOJy. 3a HUBO 3aKpUBJBEHOCTH Kmaxh=0.2, MakcumanHa penaTMBHA TpelIiKa Ce jaBWiIa y
YETBPTOM MOJAY Tpeie cloOOTHO OCIIOmeHEe Ha 00a Kpaja W u3Hocu 5.4%. Y ciyyajy
TumorieHKoBe rpegHe Teopuje, 100ujeHe pelaTUBHE rpeuike ce 100po MoKianajy, HapouuTo
y BHUIIMM TOHOBHMA, Ijje cy ce mnpumjeHoM bepnymu-OjnepoBe Teopuje jaBibana Beha
onacrynama. Hajseha oxcrymama 3a HUBO 3akpuBibeHOCTH Kmaxh=0.1 ce, Takole, jaBibajy y
IIECTOM MOJY 3a Tpeny clI000THO OCIOIEHY Ha 00a Kpaja U rpeay clI000THO OCIOWmEHY Ha

MOYETKY M YKJbEUITEHY Ha Kpajy, Tje peratuBHe rpemrke uznoce 2.1% u 3.6%, pecreKTUBHO.
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MakcumaiHa peaTHBHA Tpelika 3a HUBO 3aKpuB/beHOCTH Kmaxh=0.2 je y ueTBpTOM MOIY
rpene cia000/IHO OCIOlkeHEe Ha 00a Kpaja u u3Hocu 4.6%. Y BehuHH mpeocTanux cliyyajeBa,

penaTuBHE Tpelke cy Mame o1 1%.

Pesynratu nobujern y [5] 3a HuBo 3akpuBibeHOCTH Kmaxh=0.2 cy ymopehenu ca oHum
noOujeHMM KopulnTemeM eneMeHTa B2l m mokasaHo je nma ce rpemke moBehaBajy Kako ce
noBehaBa Opoj mona. Hajsehe oncrymame je y 6. MOay O0OOCTpaHO YKJBCIITEHE I'pejie ca
penatuBHOM Tpemikom o 1.6%. Y nopehemy ca pesynratuma nodujenum y [5], 3a ciyuaj
Bbepnynu-OjnepoBor 30reoMeTprjCcKOT eIeMeHTa, HajBeha rperika ce jaBmia y 6. MOy 3a
000CTpaHO YKJbEHITEHY rpeny W u3Hocu 6.1%. Pesynratu noOujeHH HM30T€OMETPHjCKOM
aHanmm3oM THUMOIIIEHKOBE Trpejie MOoKasdyjy no0pa MOKJamnama, IpU 4eMy Cy OJCTyNama Y
CBUM citydajeBuma Mama o1 0.3%. Paznmumm y pe3yiaTatuma cBakako TOTPHHOCH M Pa3IMdnTa

MOYeTHA TTapaMeTpu3aIija KpuBe.

VY nopehemy ca pesynratuma J00MjeHUM KOpHUIUTEHEM erneMmeHTa B23, Haj0ospa noknanama
umajy mojnenu bepnynu-OjnepoBe rpeae 0e3 yrumaja portaunoHe uHepuuje. Hajseha
peraTHBHA TpeliKa je y IPBOM MOAY I'pele CI000THO OCIOImEHE HAa MOYETKY M YKJbEIITEHE
Ha Kpajy u usHocu 0.28% 3a HMBO 3akpuBbeHOCTH Kmaxh=0.1l. Y3umajyhu y o03up yruiaj
poTtanmoHe uHepIyje, rpemike ce kpehy 0.9-0.95% 3a cBe rpaHuuHe yclIoBe, JOK Cy 3a CIy4aj
TumolieHKOBe TrpegHe TeopHje 3HauajHUje, HApOUYMTO y IIeCTOM Moy 3a Behum HHUBO
3akpuBJbeHOCTH. HajBeha penatuBHa rpemika ce jaBuiia 3a 000CTpaHO YKJBEIITEHY Ipery U
nu3zHocu 6.4%.

Tabeaa 3. Iopeheme concrennx (pexBernuja Tschirnhausen-ose kpuse, c1000HO OCIOMBEHE HA
o0a kpaja

Ab 2D
aqus Abaqus 1D monen N3oreomeTpujcka aHanmsa [5]
MOJIeT
W3oTponan . beprysi-
. TumomenkoBa  bepuynu- OjnepoBatpena bepuynu-
MaTepHjai . . . TumornieHkoBa
Kmaxh  Mon rpena OjnepoBaTpena ca yTHIjeM Ojneposa
CPS3 rpena
B21 enement B23 enement poTanuoHe rpena
CJIEMEHT ;
HHEPIIHje
1 21.15 21.11 21.12 21.14 21.14 21.11
2 54.17 54.07 54.22 54.22 54.25 54.06
3J/3/50 3 104.8 104.6 105.1 105.0 105.1 104.49
4 168.0 167.8 169.0 168.8 169.1 167.5
5 247.8 247.3 250.2 249.7 250.3 246.96
6 296.7 304.7 305.4 305.3 305.4 304.53
1 21.02 20.99 21.07 21.11 21.12 20.99 20.96
3J3/25 2 53.37 53.31 53.87 53.87 53.97 53.26 53.14
3 102.5 102.4 104.3 104.1 104.5 102.1 101.9
4 1411 147.8 148.9 148.7 149.0 147.53 147.4
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5 169.8 172.0 175.8 175.1 176.1 171.12 171.0
6 238.8 239.5 249.2 247.5 249.8 237.4 236.8

Tabesa 4. Iopeheme concrBenux (pekBeHnuja Tschirnhausen-ose kpuse, c1000JHO OCIOHBECHE HA
MOYETKY ¥ YKJBEIITEHE Ha KPajy

Abaqus 2D Abaqus 1D mopen W3oreomerpujcka aHammsa [5]
MoJIeI
W3orponan . bepiyi-
. Tumomenkosa  beprynu- OjnepoBarpena bepHymnu-
MaTepHjai . . . TumornieHkoBa
Kmah  Mon rpena OjnepoBarpena ca yTULajeM OjnepoBa
CPS3 rpena
B21 enement B23 enement poTanuoHe rpena
€JIeMEHT )
uHepuyje
1 26.98 26.94 26.93 27.00 27.01 26.92
2 61.91 61.82 62.05 62.06 62.09 61.75
\/_/ 3 116.2 116.0 116.8 116.7 116.8 115.79 i
N30 4 1503 180.1 181.8 181.6 181.9 179.67
5 260.6 261.0 264.0 263.5 264.1 260.12
6 299.4 305.9 307.0 306.8 307.1 305.58
1 26.55 26.54 26.77 26.78 26.80 26.47 26.45
2 59.87 59.91 60.83 60.78 60.89 59.67 59.60
\/_ 3 110.4 110.7 113.2 112.9 113.3 109.98 109.9
N3/ 4 142.6 148.0 149.4 149.2 149.5 147.69 147.6
5 185.2 187.5 193.2 192.2 193.3 185.98 185.9
6 252.8 253.5 265.4 263.3 265.7 250.40 250.1

Ta6ena 5. ITopeheme concrBennx (pexsennuja Tschirnhausen-ose kpuBe, c1000IHO OCIOBEHE Ha
Kpajy ¥ YKJbEIITEHE Ha TIOYETKY

Abaqus 2D Abaqus 1D mozen N3oreomerpujcka aHanmusa [5]
MOJEN
B -
N3orponan . CPHYIH
. TumomenkoBa  bepnynu-  OjnepoBarpena bepnynu-
Marepujai . . . Tumoienkosa
Kmaxh Mon rpena OjnepoBarpena ca yTHLAjeM OjnepoBa
CPS3 rpeaa
B21 emement B23 emement poTaIoHe rpena
€JIeMEeHT ]
nHepuuje
1 28.57 28.52 28.53 28.58 28.58 28.51
2 64.59 64.47 64.68 64.71 64.74 64.43
3%/50 3 119.6 119.4 120.1 120.1 120.2 119.22
4 185.5 185.2 186.8 186.6 186.9 184.77
5 269.7 269.3 272.6 272.2 272.8 268.48
6 306.3 306.6 307.1 306.9 307.1 306.34
1 28.35 28.30 28.50 28.54 28.55 28.28 28.23
2 63.29 63.20 64.11 64.11 64.23 63.04 62.91
3%/ 25 3 116.6 116.5 119.2 119.0 119.5 115.91 115.6
4 149.6 150.2 151.0 150.7 150.9 149.92 150.0
5 187.0 186.8 192.7 191.8 193.0 185.38 185.1
6 257.7 258.3 270.6 268.8 271.3 255.40 254.8
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Ta6ena 6. [Topeheme concrBenux dpexBenuuja Tschirnhausen-ose kpuBe, ykipemreHe Ha 00a Kpaja

Abaqus 2D Abaqus 1D monen N3oreomerpujcka aHanuza [5]
MOJEeT
B -
W3otponan . cPHYIH
. Tumomenkosa  bepHynu- OjnepoBarpena bepHymnu-
MaTepHjai . . . TumornieHkoBa
Kmah  Mon rpena OjnepoBarpena ca yTULajeM OjnepoBa
CPS3 rpena
B21 enement B23 enement poTanuoHe rpena
€JIEMEHT .
uHepuyje
1 35.57 35.51 35.58 35.62 35.63 35.48
2 72.70 72.57 72.93 72.93 72.97 72.46
\/_ 3 131.9 131.7 132.7 132.65 132.8 131.39 i
W3IS0 4 1977 197.3 199.5 199.2 199.5 196.72
5 281.8 281.4 284.6 284.2 284.7 280.46
6 311.5 311.3 313.1 312.7 313.1 310.8
1 34.94 34.91 35.32 35.34 35.36 34.79 34.75
2 69.75 69.68 71.04 70.95 71.09 69.29 69.21
\/_ 3 124.6 124.5 127.7 127.4 127.8 123.59 123.5
3v3/25 4 152.3 152.2 153.9 153.7 154.0 151.83 151.7
5 202.9 202.7 210.5 209.4 210.7 200.56 200.4
6 271.7 271.5 285.8 283.6 286.1 267.47 267.2

UcnutuBamem 2D wm3orpomHor monena, npuMujeheHa je KOHIIGHTpallMja HaloOHA Koja ce
JaBWJIa TIPWJIMKOM MOJEJIOBalka 3TJII00HO OCJIOHEHE Tpefie, IITO je JOBENO 0 3HaudajHH]e
pasnuke y pesyararuma y nopehemy ca 1D monenom. OBe paznuke cy Mame HarjalieHe Ko
cllyyajeBa Kaja je 3rJI00HO ocliamame ca JIECHE CTpaHe Tpejie, TJije je TaHTeHTa Ha oCy Ipejie
BepTukaiHa. OOIUIM OCITUIIOBamka Tpejie CII000IHO OCIOkEeHE Ha 00a Kpaja cy mpuKa3aHe Ha
Coum 29. opakiie ce MOXe YOUUTH A00pO MOKJIaName ca 00NUIUMa 100Mj€HUM IPUMJEHOM

I/ISOFGOMeTpI/IjCKe aHaJIn3ec.
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Cimnka 29. O6auIHM OCHUIOBaka rpefie CII000IHO OCIomeHe Ha 00a Kpaja, Kmah~0.2, [6]

KonBepreniyja je ucrnuTaHa 3a Ciiydaj Tpeae CI000THO OCIOmEeHe Ha 00a Kpaja, HUBOA
3akpuB/beHOCTH Kmaxh~0.1. Ha Hapemnum ciukama (Cauka 30.- Ciuka 39.) cy mpukaszaHe
penaTUBHE IpEIKe ca PeloM KOHBEpPreHIHje, MpU YeMy je BpiieHo h- moboJsbliame Mpexe
KOHAYHMX eyeMeHaTa. PedepeHTHo pjemieme je 1o0ujeHo M3 HyMepHukor mojena ca 120
elleMeHaTa uYeTBPTOr cTereHa M KoHTMHyHTeTa C° 3a ciyuaj Beprymu-Ojmepose u C! 3a

cirydaj TuMoIIIeHKOBe TpeHE TeopHje.

Kopumrewem bepnynu-OjnepoBor rpegHor enemMeHTa, joOujeHa je 1o0pa KOHBEpreHIHja
pesynrara. 3a Ky6HM nomuHoM M C! KOHTMHYMTET, pe/l KOHBEpPreHIHje TeKH ONTUMAIHOM,
JOK Yy chydajy konTuHyuTera C? Texu Hemrto Behoj BpujenHoctn. MakcumyMm pena
KOHBEPIeHIIMje je YyOoUeH 3a 00a KOHTHHYHTETa, C TUM Ja y CIyd4ajy BHIIET KOHTHHYHTETa
nMa Behe BpujeqHOCTH. 3a cTeneH moyimHOMa P=4 ce, Takohe, MOXKe yOUUTH J00pa TauHOCT.
[TocmaTpajyhu pen KOHBepreHiuje, MoXe Cc€ MPUMUJETUTH U OCLUJIOBaKkE pena
KOHBEpreHlyje y ciay4yajeBuMa rymhux mpexka, ca BehuM OpojeM einemeHara, IITO MOXeE
OWTH pe3yJsTaT oneparrja ca BeoMa MaJliM OpojeBMMa MPUITUKOM aHalnu3e. Y CiIy4ajy BUIIET
KOHTHHYHTETA, e/l KOHBEPTeHIIH]j€ j€ OTIeT HEIITO BUIIN O/ TEOPETCKE BPUJEAHOCTH H MOXKE
ce youuTH YHU(GOPMHO MOHAIIAlkE CBHX MOJOBa Koju cy aHanmusupanu. C o0G3upom Ha
CIIMYHOCT JI00MjEHUX pe3yiTara 3a pa3jinuuTe KOHTHHYHTETe, UMajyhu y BUy Aa noBehame
KOHTHHYUTETa CMamyje Opoj KOHTPOJHUX Tayaka, a caMUM TUM M Opoj cTeneHu cioboje,
MOXKE€ C€ 3aK/byuuTH Ja ce T1noBehameM KOHTHHyWTeTa J00Hujajy Oosba CBOjCTBa

KOHBepreHIiyje u moBehana TagHOCT ¢ 003upoM Ha Opoj cTeneHu croboe.
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VY cnyuajy TumollieHKOBE TpeiHe TeopHje, pell KOHBEPreHIMje Yy CBUM Cily4yajeBUMa TEXKU
BpujeaHoctuMa Behum o ontumanue. 3a kKyouu b-crinaju ce, moBehameM KOHTUHYHUTETa Ha
rpaHuIiaMa eneMeHara, nosehaBa M BPUjEAHOCT KOjOj pell KOHBEPTEHIMje TEXH, Kao U Y
ciyuajy Beprymu-Ojnepose Teopuje. 3a cTeneH nomuHoma p=4, y ciydajy kontuayurera Cl
u C?, pesl KOHBepreHnuje Texu oapeleHoj BpujeqHOCTH ca [Ha, IPH YeMy je BPHjeJHOCT 3a
BUIIM KOHTHHYHTET y OBOM CIydajy cMameHa. 3a KonTuHyuTeT C° ce MOe MpUMHjeTUTH
YHU(POPMHO TOHAIIAKE 32 CBE MOJOBE KOjU ca Bpxa Texe HemTo Behoj BpujeqHOCTH Y

OOHOCY Ha MatbC¢ KOHTUHYUTCTC.

a) -0.5 b) 5.2
5
B 4.8
_ = AT
;’ §46 W
= = o—=h
bB § 44 O—L.\
= =
—-n=2 & 42
——n= +n=4
-5.5 n=5 —n=6 4
—~—n=7 ——n=§
55 [on=d o1l 38
1 1.1 12 13 14 15 16 1.7 18 1 1.1 12 13 14 15 16 1.7 1.8
log,y(ng) log,¢(n)

Canka 30. CojcTa KonBeprenuuje 3a npsux 10 concreennx dpexsenuuja, p=3 u C! koutunyurer,
bepuynu-OjiepoBa rpeiHa TeopHja: a) penaTuBHa rpeuika, 0) pe KoHBepreuije, [6]

a) b) 8
-1
2 7
2
= =
'T='3 E 6
3 =
<-4 3
S E
—-n=3 —en=4 4
-6 n=53 n=
——n=7 —=—n=8
7 ——n=9 ——n=10 3
I 1.1 1.2 1.3 14 15 16 1.7 1.8 I 1.1 12 13 14 15 16 1.7 18
log,(n,) log,(n,)

Camuka 31. CojcTsa KoHBeprenuuje 3a npsux 10 concreennx dpexsennuja, p=3 u C! konTuHyHTET,
TumoIeHKOBa TpelHa TEOpHja: a) pelaTUBHA TPeka, 0) pel KOHBEpreHII]je
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Cauka 32. CojcTBa KOHBepreHuuje 3a npsux 10 corncreennx gppeksennuja, P=3 u C? KOHTUHYyHUTET,
bepuynu-OjiepoBa rpeiHa Teopuja: a) penaTuBHa rpeiika, 0) pex KoHBepreuiywje, [6]

b) 8

Pen konBeprenunje
W

4
-6 n=5 3
——n=7 ——n=§
7 ——n=9 ——n=10 )
1 1.1 1.2 13 14 15 16 1.7 1.8 1 1.1 12 13 14 15 16 1.7 1.8
log,o(ng) log,o(ng)

Cauka 33. CpojcTBa KoHBepreHuuje 3a npsux 10 corncreenux gpeksennuja, P=3 u C2 KOHTUHYHUTET,
TumoleHKOBa Tpe/lHa TEOpHja: a) PelaTUBHA IPelka, 0) pell KOHBEpreHIHje
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Cauka 34. CojcTBa KOHBepreHuuje 3a npeux 10 corncreennx gppeksennyja, p=4 u C' koHTuHyHTET,
Bepuynu-OjnepoBa rpeiHa TeopHja: a) pelaTUBHA Ipelika, 0) pea Kouseprenimje, [6]

a) -2 b) 10
-3
-4 9
2
=" :
g -
27 2
2 -8
——n=] ——n=2 5
9 =3 - A
——n=3 ——n=4 6
n—5 ——n=6
10 | o p=7 —n=8
11 ——n=9 ——n=10 5 /
| 1.1 12 13 14 15 16 1.7 1 1.1 12 13 14 15 16 1.7
log,o(ng) log,(n,)

Cauka 35. CojcTBa KOoHBepreHuuje 3a npsux 10 corncreennx gppeksenuuja, p=4 u C! konTuHyHTET,
TuMoIIIeHKOBA TpellHa TeOpHja: a) pelaTUBHA Tpellika, 0) pe]l KOHBEpIreHIInje
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log,|eh/w, 1]

1 .1 1.2 13 14 15 16 1.7 | .1t 12 13 14 15 16 1.7
log,4(ng) log,o(n,)

Cauka 36. CojcTBa KoHBepreHuuje 3a npsux 10 corncreennx gppeksennuja, P=4 u C2 KOHTUHYyHUTET,
Bepnynu-Ojnepoa rpesHa Teopuja: a) pelnaTUBHA IPELIKa, 0) pel] KOHBEpIreHIHje

——n=3
n=5 —-n=6

-8 ——n=7 ——n=8

9 ——n=9 ——n=10

1 1.1 12 13 14 15 16 1.7 1 1.1 1.2 13 14 15 16 1.7
log,y(n) log,o(n)
Cauka 37. CojcTBa KOHBepreHuuje 3a npeux 10 corncreennx gppeksennyja, P=4 u C? KOHTUHYyHUTET,
TuMoIIIeHKOBA TpellHa TeOpHja: a) pelaTUBHA Tpellika, 0) pe]l KOHBEpIreHIInje
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Cuauka 38. CojcTBa KOHBeprenuuje 3a npeux 10 corncreennx gppeksennyja, p=4 u C3 kontunyurer,
Bepuynu-OjnepoBa rpeiHa TeopHja: a) pelaTUBHA Ipelika, 0) pea KouBeprenimje, [6]

a) 0 b) 10

Pen konBeprenumje

1 1.1 1.2 13 14 15 16 1.7 1.8 1 1.1 12 13 14 15 16 1.7 1.8
log,o(n,) logw(ne,)

Cauka 39. CojcTBa KOHBepreHuuje 3a npeux 10 corncreennx gppeksenuuja, p=4 u C* kontunyurer,
TuMoIIIeHKOBA TpellHa TeOpHja: a) pelaTUBHA TPpellka, 0) pe]l KOHBEpreHIInje
Hanmame cy ananmsupana k- u p- moOosblllarba Mpeke KOHAYHUX ejieMeHara. Y Ciiydajy
bepuynu-OjnepoBe Teopuje, MOXKE cC€ NPUMHUJETHTH Ja c€ ToBehameM KOHTHHYHTETa
noBehaBa U TAa4HOCT y OAHOCY Ha Opoj cteneHu ciodone, Cnuka 4006. ¥V ciydajy nmoausama
CTETeHa MOJIMHOMA C€ MOTY YOUHTH JIOKATHH MUHHUMYMHU, KOjU CY HAPOUYHUTO HATJAIICHO KO
HkuX wMojoBa, Cnuka 40a. Hcrta guckperwszanuja je KOPUINTEHA H 33 aHAIU3Y
TumomenkoBe rpenue teopuje, Cnuka 41. u Cnuka 42. [loehamem cTeneHa MoJIMHOMA CE
youaBa CJIMYHO MOHAIlIAke, C TUM Ja CY 3a IPBY CONCTBEHY (GPEKBEHIIN]Y YOUSHU MUHUMYMH

Ha Behem cremeny. OBHM JIOKaIHM MUHUMYMH yKa3yjy Ha TO Ja ce 3a AepHUHUCAHY
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JTUCKPETU3aIfjy, OJHOCHO (UKCHUpaH KOHTHUHYUTET M Opoj elleMeHara, MOXKe H3a0paru
ONTHMAaJIaH CTEINEeH IMOJIMHOMA 3a Jobujame oapehene comcrBeHe ¢pexBennuje. [loauzame
KOHTHHYHUTETa y OBOM CJIy4ajy HHUje Jajio MoOOoJbIIaHy TAYHOCT C 003UpOM Ha Opoj cTeneHu
ciobozie 3a cBe MOJIOBE, OJHOCHO HM3y3€TaK YMHE BHIIM MOJOBH Ca KOHTUHYUTETOM Ha
rpaHnnama enemenara C°. Anamusa je ypaljeHa u 3a Mpexy ca noBehaHHM GpojeM KOHAYHHUX
eJIeMeHara, ITO je Ao JApyrauvje pesyarare. 3a ciiydaj p- moOoJsblllamka MpeXe KOHAYHHX
eJIeMeHaTa ce OIeT yO4aBajy JIOKAIHU MUHUMYMHU. Tako ce, Ha IpuMjep, 3a APYTy CONCTBEHY
(peKkBeHIINjy MOXKE YOUHTH J1a je IIECTH CTeneH (yHKIHje ONTHUMaJaH, 0K je 3a Behu Opoj
npeoctanux ¢pekBeHiyja To crenen p=7, Cnuka 44a. Takohe, Moke ce IPUMUJETUTH J1a je
pelaTHBHA Ipellka TOTOBO KOHCTaHTa npu noBehawy cremena ox p=8, nma HaBwuiie, Ciauka
43a. Ca Cinuke 430 ce MOXE yOUMTH Ja pellaTUBHA Tpelika pacte nopehamem creneHa
KOHTHHYUTETA. YKOJHUKO CE Ta IPelIKa MoAnjeu ca OpojeM cTereHu ciiodoe, Moxe ce qohu
10 JIpYyror 3akibydka. Takohe, © y OBOM Cllydajy c€ MOXE YOUHMTH JIOKQJIHA MHHUMYM 32
JieBeTy comcTBeny (pekseHnujy u kontunyurer C3. 3a ciydaj k- moGosbimama Mpese, ca
noajeniom ox 20 enemenara, 3a crenede GpyHknuje p=5 u p=7 ce nmobujajy CIMIHE 0COOMHE

KOHBEPIeHIIMje Kao U Yy CIIy4ajy IIeCTOr CTeNeHa ca ucTuM Opojem enemenata, Ciuka 45.
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CTeHEH MMOJTHHOM A KOHTHHyHTET

Cuauka 40. ViciutuBame KOHBEpPreHIMje y 3aBUCHOCTH 0] Opoja crerenu cioboxe, bepuymnm-
OjnepoBa rpeHa TeopHja: a) p- noboJbIIamke Mpexke ca 4 eaeMeHnTa U KontuHyuterom C, 6) k-
moboJbiame Mpeske ca 20 enemenara, p=6, [6]

59



=
~
=3
~—

/

C
n

4
\&&&

log,|h/o,-1|
&

2 -12
8 o — —= 1 —n=2 —n=3
= .16 —n=4 n=3 n=6
-10 —n=7 —n=8 —n=9
12 220 —n=10
3 4 3 6 7 8 9 10 | 2 3 4 5
Crenen nommuoma KonTnnyurer

Cauka 41. VcnintuBame KOHBepreHiuje, TUMOILIEHKOBA IPeIHA TeopHja: a) P- MOOOIbLIAE MPEXKE
ca 4 enementa u kontunyureroMm Cl, 6) k- mo6ossiame Mpexe ca 20 enemenara, p=6
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Cauka 42. VicnutuBame KOHBEPIeHIMje Y 3aBUCHOCTH 0[] Opoja cTeneHu cinodoxe, TumorieHkosa
rpeaHa Teopuja: a) pP- mobosbIIame Mpexke ca 4 enemenTa u KontunyutetoM Cl, 6) k- moGosbinarme
Mpexe ca 20 enemenara, P=6

a) -1 b) Rl e p—)
—n=3 —n=4
n=>5 n=6
—n=7 —n=8
—Nn=

logo|lob/m, -1
USRI
log,o|of/m,-1]|
=P

-12

-15 -14
4 5 6 7 8 9 0 | 2 3 4 5
Crenen nommuoma KonTnnyurer

(%]
[

Cunka 43. VicnutiBame KOHBEpreHiyje, TUMOIIIEHKOBa rpejiHa Teopuja: @) P- MoO0sbIIake MPEXe
ca 20 enemenTa n konTHHYUTETOM Cl, 6) K- moGossmame Mpexke ca 40 enemenara, p=6
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Cauxka 44. VcniutuBame KOHBEPTEHIINje Y 3aBUCHOCTH 0J1 Opoja cTernenu ciioboxae, Tumorienkosa
rpeHa Teopuja: a) p- nobosbiname Mpexke ca 20 enementa u koutuayuretoM C, 6) k- moGosbiame
mpexe ca 40 enemenara, p=6
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Cauka 45. McnutuBame KOHBEPTeHIIUje Y 3aBUCHOCTH 0] Opoja cTenenu ciiodoe, TuMolieHkoBa
rpenHa Teopuja: a) k- nodosbiame Mpexe ca 20 enementa, p=5, 6) k- moboJspiame Mpexe ca 20
ejlemMeHarta, p=7

PedepenTHO pjemieme 3a aHATM3Y HOPMAIM30BaHOT HYMEPUYKOT JTUCKPETHOT CIIEKTpa je 3a
cnydaj bepuynu-OjnepoBe rpemnHe nobujeno ca oxo 1000 kBapTHUX eJeMeHara ca
xontunyuteToM C°. Amanmusupana je Tschirnhausen-osa rpesa koja je clo60IHO OCIOHEHA
Ha 00a kpaja. AHanmza je pahena ca 500 u 1000 cremenu ciobome 3a godujame N=500 n
N=1000 concTBeHNX (PpeKBEeHIIH]a TPeIa PA3TUIATHX 3aKpUBIbeHOCTH. Ca HapeaHe CITUKe ce
MOXKE€ YOUUTH Ja Opoj cTemeHu ciio0oje 3HATHO yTHYE Ha CIEKTap, IITO HHMje OYEKHMBaH
pesynarar. Takohe, TauHOCT omnaja 3a nmosehame 3aKpPUBIHEHOCTH, Kao U 3a Behu Opoj crenenu

cio0oe.
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Cuamka 46. Tschirnhausen-osa kprBa, HOpMaJIM30BaHH AUCKPETHH criekTap 3a bepuysu-OjaepoBy
rpeany reopujy, [6]
VY cayuajy TumolieHkoBe rpeHe TeopHje, peepeHTHO pjeliewme je aodujeHo ca oko 670
KBapTHHX eleMeHaTa ca kontuayureroM C3, omHocHo oko 2000 crenenu cno6oze. Ca Ciuke
47 ce Moke yOounuTH Jja Opoj cTeneHu ciio0o/ie y OBOM CIlIydajy HE yTHUE y 3HATHOj MjepH Ha
cnekrap. [loBehame HUBOA 3aKPUBJLEHOCTH y OBOM CIy4yajy Takole HUje UMalo yTUIaja Ha

OOJIMK CIIEKTpa.
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Cuamka 47. Tschirnhausen-osa kprBa, HOpMaJIM30BaHH TUCKPETHU CIIEKTap 32 THMOILIEHKOBY I'peTHY
TEOPHjy

W3BpiieHa je u penapameTpusaliija KpUBe M Ha HAPEAHO] CIMLHU CE MOXKE YOUWUTH YTHUIA]

noBehama Opoja KoHTponHuUX Tadaka PTF-a wa JakoOwjan, koju je Beh y cmydajy 7

KOHTPOJIHUX Ta4aKa rOTOBO KOHCTAHTA.
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Cuinka 48. Tschirnhausen-osa kpusa, JakoOoujan
Ilpumjep 2:

VY npyrom nmpumjepy je UCIHMTaHa YETBPTHUHA KPY)KHHULE NTPABOYTaOHOT MONPEYHOI IpecjeKa
KOja je yKJpelllTeHa Ha JujeBoM Kpajy, Cinuka 49. Ha npumjepy je neTasbHO MCNUTaHa U

MIPUMjEHIJBUBOCT M30T€OMETPH]CKE aHAIN3E 3a Tpesie Behnx HUBOa 3aKpUBIJHEHOCTH.

N

Cimnka 49. Kpyxuu nyk, [6]

Pesynratu cy nopelenu ca onumM godujerum y Abaqus-y ananusupamem 2D u 1D monena.
Hanpasseen je u 2D mozen ca opTOTpOITHUM MaTepHjaIHUM KapaKTepUCTHKaMa, Kako Ou ce
netajbHO  u3BpmmiIo mnopeheme ca bepuynu-OjnepoBum rpenama Behwx  HHBOa
3aKPUBJHEHOCTH. MOMya €JacTHYHOCTH y TpPaBIy 7 KOOPAMHATE W MOAYJI CMHIAma Cy

3HaTHO yBehaHu, kako Ou ce cumynupaine npernoctaBke bepuynu-OjnepoBe rpenane Teopuje.
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Hakon nerasbHe aHamuse, 3a (pakTop MYJITHIUIMKAIMjE MOJYJIA j€ YCBOjeHa €MHpPHjCKa
BpujeqHoct 100Kh. butHo je HamoMmMeHyTH Ja je y OBOM IpPUMjEpy BPHjEIHOCT KPHBHHE
JeIVMHUYHA, TIa YTUIAj TOT AMjena Ha (GakTop MYyJITHIUIMKanuje Huje yrBphen. Pesynratu cy
nopehern u ca ersakTHUM pjemickuMa aatuMm y [16]. V Hapennum tabeqama cy nmpuKazaHe

BPUjEIHOCTH COINCTBEHMX (PpEKBEHIMja 3a MPBUX JIECET MOJIOBA 3a pa3lIMUMTE HHUBOE
sakpusibenoctn: Kh=0.2, Kh=0.5 u Kh=1 koje cy HopmammsoBaue ca rEl/p, raje je p

ryctuHa, E Momyn enmacTUYHOCTH, a I' MONyNpeYHUK MHepiyje. Pesyntatu n3oreomerpujcke
aHaIu3e Cy 100MjeHH ca MpeKoM o 32 KBapTHa elleMeHTa ca KoHTuHyuTeToM C2, mro je 72
crereHa ciobone y caydajy bepuynu-OjnepoBe u 108 cremenu cnobope 3a ciydaj
TumomenkoBe rpeane Teopuje. Y cinydajy 2D moxena, pesynraru cy nobujenu ca oko 160
000 crenenu cnobone. UcnutuBame 1D monena je paheno ca ryctum mpexxkama B21 u B23
enemMeHara, Koju oarosapajy TumomenkoBoM mozeny u beprynu-OjnepoBoM mozeny 6e3

YTI/IHaja poTaloOHE I/IHCpI_II/Ije, PECIICKTUBHO.

VY cnyuajy bepuymu-OjnepoBe Teopuje 0e3 yTHIaja pOTalMOHE WHEPIHMjEe CY TMOKIaNama
pesyarara gooujenux y Abaqus-y ca rycrom mMpesxom B23 enemenara u pjenicmhuMa 1aTUM Y
[16] Beoma moOpa. M3y3erak je mpBU MOJ T[je pelaTHBHE rpellke u3Hoce mpeko 1.6 % 3a
HuBo 3akpuBibeHocTH Kh=0.5 u 1.1% 3a Kh=1. V mnopehewy ca usoreomerpujckom
anamu3oMm, 3a Kh=0.2 cy rpemke mame om 1%, mok 3a Behe BpHjeHOCTH HHUBOA

3aKpUBJLEHOCTH Bapupajy U Hajeha je y Tpehem Moy 3a Kh=1 u usnocu 16%.

VY3umajyhu y o03up M yTHIa] pPOTAllMOHE HHEpIHje, JOOUjeHU pe3yiTaTh Cy CIUYHU.
MakcuMalniHa peiaTiBHA rpeiika y nopehemy ca [16] ce jaBuna y Apyrom Mopy rpejie HUBoa
3akpuBsbeHOCTH Kh=0.2 y u3nocy 1.1%, mok 3a Kh=1 uznocu 11%. OBe pa3iuke mpouCcTHYY
13 TEOMETPHJCKU E€r3aKTHOT MPHUCTYMNa AePUHHUCAHY NPUMH]EHEHE TeopHje, 300r KOjuX je

OHa IOT0JIHA U 3a aHAJIN3Yy I'pClla BEJIIMKUX HUBOA 3aKPHUBJbCHOCTHU.

Anamu3zom TumolieHKOBe Tpene, npu nopehewy pesyarara ca pjeiemuma gatuM y [16],
MOJKE Ce IPUMHUJETHTH Ja Cy peiaTuBHe rpemke Mame o1 0.8% y cBuM momoBuma 3a Kh=0.2,
[ToBehameM HUBOA 3aKpUBJHEHOCTH ce MoBehaBajy W Trpelike, MPU YeMy C€ MaKCHMAaJTHE

jaBJbajy y npyrom mMoay u usHoce 3.6% 3a Kh=0.5 u 10.7% 3a Kh=1.

Ananmuza bepuynu-OjiaepoBUM TpeIHUM €JIEMEHTOM II0Ka3zyje OJUIMYHA IOKJIamama ca
OPTOTPOITHUM MOJIEJIOM, YaK U 3a Behe HUBoe 3akpuBJbeHOCTH. HajBehe rperike ce jaBibajy y

neBetoM mMoay H 3a 3akpuibeHocTd Kh=0.2 u Kh=1 usnoce 1.3% u 2.84%, pecnieKTUBHO.
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Haj6ospa moxiamnama ce jaBibajy 3a Kh=0.5, raje je nHajseha rpemka 0.7% wu jaBuia ce y

YETBPTOM MOJY.

VY nopehewy ca pezynraruma nodujeHuM yrnorpedom B21 enemenrta ce mory yountu nodpa
MOKJIamama ca u3oTpomHuM 2D mojenom, kKao U Ja ce pelaTHBHE rpelike moBehaBajy ca
nopacToM Opoja MoJa ¥ HMBOA 3aKpUBJEEHOCTHU rpene. Y mnopehemy ca bepunynmu-OjnepoBum
MoJienMa ca U 0e3 yTHIaja poTalMoHe HHEpLHje ce, Takole, MOXKe YOUNTH Ja ce OACTyIama
noBehaBajy y BumuM moaoBuMa U Behum Bpujennoctuma Kh. Mehytum, y HekuM BUIIAM
MOJIOBHMA C€, Takole, MOTY YOUUTH J00pa MOKJanama, Ka0 U OJCTyNama y HIKUM, HIIP. Y
APYroM H 1etoM My 3a 3akpuBjbeHocT Kh=0.5. AHanu3om pesynrara y OBUM MOJOBHMA IO
bepuynu-OjnepoBoj Teopuju U MOJeIUMa ca yTUIajeM pOTallMOHE HHEepLje U OHUM Oe3, ce
MOJKE 3aKJbYYHTH JIa je Y IPYroM MOAY JOMHHAHTHO CMHIIamke, OK y METOM IPEBIIagaBa
YTULAj pOTAliOHEe WHepuuje. Y mopehemy ca M30reOMEeTpHjCKUM MOJAEIOM THMOIICHKOBE
rpene, Mojaenu ca ryctoM Mpexom B2l enemenara mokasyjy noOpo moknamame. 3a
BpujenHoctd  Kh=0.2, Hajseha penatuBHa rperika je y npBoMm moay u usHocu 0.64%. 3a
HUBO 3akpuBJbeHOCTH Kh=0.5 MakcuMmaiHa rpeiika ce jaBjba y IpyromMm Moay u u3HocH 3.2%,

1ok je 3a Kh=1, Bpujennoct Hajsehe penatushe rperike 10.7%, Takohe y [pyrom Mozy.

Tabesa 7. ITopeheme concrBennx GpekBeHIrja KpyxHor jtyka ca Abaqus-om, Kh=0.2

Abaqus 2D mogen Abaqus 1D momen H3oreomerpujcka aHamM3a
bepnynu-
H3orponan .
. Oprotponan TumomenkoBa  beprynu- OjnepoBarpena bepnymnu-
MaTepHjai . . . . TumonIeHKOBa
Mox MaTepHjan rpena OjnepoBaTpena  ca yTHIajeM OjnepoBa
CPS3 rpena
CPS3 erement B21 enement B23 ememenrt poTanuoHe rpena
€JIEMEHT .
HHEPIIHje

1 1.481 1.495 1.482 1.504 1.494 1.502 1.486
2 6.683 7.037 6.627 7.053 7.046 7.110 6.669
3 18.08 19.21 18.10 19.80 19.26 19.82 18.111
4 24.81 25.78 24.73 26.31 25.82 26.47 24.804
5 37.93 43.63 37.80 47.20 43.93 47.49 37.876
6 53.43 54.01 53.55 54.86 54.03 54.77 53.543
7 57.89 69.67 57.99 79.11 70.38 79.75 57.913
8 78.38 87.26 77.92 88.68 87.29 88.37 78.070
9 87.13 99.08 88.21 118.4 100.3 119.4 87.744
10 100.3 121.2 99.97 123.4 121.2 123.0 100.027
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Ta6esa 8. [Topeheme concrBennx hpekBeHnuja KpyxHor jiyka ca [16], Kh=0.2

Bepuynu- OjnepoBa rpena ca
YTHUIIajeM pOTallMoOHe HHEpLHje

Beprynu- Ojnepoa rpena

TumomieHkoBa rpeaa

Pen. Pen. Pen.
Mon UrA [16] rpemika WA [16] rpemika UrA [16] rpemika
[%] [%] [%]
1 1.494 1.492 1.092 1.502 1.498 0.784 1.486 1.482 0.731
2 7.046 6.970 0.097 7.110 7.055 0.072 6.669 6.620 0.205
3 19.26 19.278 0.688 19.82 19.800 0.590 18.111 18.074 0.343
4 25.82 25.647 0.733 26.47 26.314 0.617 24.804 24.720 0.468
5 43.93 43.612 0.596 47.49 47.198 0.167 37.876 37.700 0.061
6 54.03 54.354 0.836 54.77 54.861 0.800 53.543 53.510 0.135
7 70.38 69.795 0.776 79.75 79.115 0.344 57.913 57.835 0.591
8 87.29 87.969 0.826 88.37 88.680 0.833 78.070 77.611 0.511
9 100.3 99.528 0.812 119.4 118.410 0.308 87.744 88.194 0.506
10 121.2 122.213 1.092 123.0 123.360 0.784 100.027  99.523 0.731
Tabesa 9. [Topeheme concrBennx hpekBeHIrja KpyxHOT jTyKa ca Abaqus-om, Kh=0.5
Abaqus 2D monen Abaqus 1D monen W3oreomerpujcka anammsa
M3otponan . bepryi-
. Optorponan TumomenkoBa  bepnynu- OjnepoBarpena bepnynu-
Mon Matepujan MaTepHjai rpena OjnepoBaTpena  ca yTHIAjeM OjnepoBa Tmomettona
CPS3 rpeaa
CITOMOHT CPS3 enement B21 enement B23 enmemeHT pOTaI_[I/IO'He rpena
uHepuyje
1 1.400 1.470 1.407 1.519 1.471 1.521 1.429
2 5.038 6.041 4.808 5.924 6.065 6.141 4.963
3 8.819 9.319 9.069 10.35 9.331 10.39 9.000
4 14.68 19.59 14.12 20.34 19.73 20.79 14.501
5 20.00 20.61 20.98 25.03 20.62 25.32 20.669
6 23.06 32.95 22.84 35.46 33.12 35.03 23.004
7 30.83 34.24 30.50 44.62 34.38 47.19 30.969
8 32.53 46.41 34.39 52.54 46.66 50.74 33.977
9 35.01 48.85 35.38 61.96 49.07 62.43 34.989
10 38.87 60.28 40.25 73.63 60.69 75.79 40.883

Ta6ena 10. ITopeheme concrBennx GppekBeHIMja KpyxHor nyka ca [16], Kh=0.5

Bepnynu- Ojneposa rpesa ca
YTHIajeM pOTallMoOHe HHEpLHje

Bbepuynu- Ojneposa rpeaa

TumomieHkoBa rpeaa

Pen. Pen. Pen.
Moz HUTA [16] rpeika UT A [16] rperka UTrA [16] rperka
[%] [%] [%]
1 1.471 1.463 0.528 1.521 1.494 1.769 1.429 1.406 1.641
2 6.065 5.759 5.311 6.141 5.924 3.665 4,963 4,793 3.545
3 9.331 9.466 1.427 10.39 10.347 0.378 9.000 9.062 0.691
4 19.73 18.521 6.519 20.79 20.344 2.170 14.501 14.062 3.124
5 20.62 21.734 5.132 25.32 25.025 1.181 20.669 20.930 1.246
6 33.12 32.204 2.851 35.03 35.455 1.187 23.004 22.762 1.063
7 34.38 35.247 2.467 47.19 44,619 5.751 30.969 30.311 2.169
8 46.66 46.879 0.461 50.74 52.544 3.426 33.977 34.135 0.462
9 49.07 48.978 0.181 62.43 61.964 0.751 34.989 35.357 1.042
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10 60.69 61.821 1.832 75.79 73.634 2.922 40.883 39.979 2.261

Tab6ena 11. [Topeheme concTBeHUX PppeKBeHIMja KpYKHOT Jyka ca Abaqus-om, Kh=1

Abaqus 2D monen Abaqus 1D monen W3oreomerpujcka anammsa
H3orponan . beprya-
. Optotponan TumorieHkoBa  BepHyu- OjnepoBa rpena  bepHymu-
MaTepHjai . . . . TumonieHKoBa
Mon Marepujai rpena OjnepoBarpena  ca yTUlajeM OjnepoBa
CPS3 rpena
CPS3 enement B21 enement B23 enemeHt poTaruoHe rpeaa
SIIEMEeHT .
uHepuyje
1 1.198 1.391 1.219 1.498 1.393 1.593 1.290
2 3.245 3.750 2.868 3.584 3.755 3.759 3.162
3 4.476 6.545 4.774 7.905 6.58 9.179 4.673
4 8.140 9.750 8.080 11.54 9.78 10.77 8.866
5 8.616 13.28 9.780 16.85 13.33 17.43 9.778
6 9.925 17.85 10.83 22.43 18.03 24.01 10.494
7 10.59 19.20 13.73 27.36 19.36 26.81 14.914
8 11.46 24.15 14.54 30.45 24.39 31.19 15.820
9 12.68 28.04 17.53 37.66 28.84 38.11 16.025
10 13.57 29.53 18.97 44 .41 30.01 45.02 20.210

Tabesa 12. ITopeleme concTBeHux GpekBeHIMja KpyRHOT JyKa ca [16], Kh=1

Bepuymu- OjnepoBa rpemna ca

JTHIIA]eM pOTALIHOHE HHEpIIHje Bepuynu- Ojneposa rpena TumomieHkoBa rpeaa
Pen. Pen. Pen.
Mon HUrA [16] rpeiika HUTr'A [16] rperka UrA [16] rperka
[%] [%] [%]
1 1.393 1.370 1.689 1.593 1.481 7.539 1.290 1.216 6.091
2 3.755 3.562 5.393 3.759 3.584 4.884 3.162 2.857 10.692
3 6.58 5.928 11.037 9.179 7.902 16.168 4,673 4.764 1.914
4 9.78 10.624 7.916 10.77 11.535 6.620 8.866 8.036 10.335
5 13.33 12.886 3.417 17.43 16.847 3.463 9.778 9.708 0.723
6 18.03 17.482 3.134 24.01 22.428 7.056 10.494 10.821 3.028
7 19.36 20.301 4.658 26.81 27.355 1.978 14,914 13.641 9.339
8 24.39 24.377 0.050 31.19 30.448 2421 15.820 14.451 9.478
9 28.84 27.828 3.629 38.11 37.663 1.176 16.025 17.529 8.579
10 30.01 31.281 4.081 45.02 44411 1.376 20.210 18.837 7.291
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OO0nuuM ocuuioBama JOO0MjEHH W30r€OMETpHUjcKoM aHanu3oMm bepnynu-Ojnepose rpene cy
yrnopeheHn ca OHMM J0OMjEHHM aHaJIM30M OPTOTpomHOr Mojena y Abaqus-y, mro je
NpUKa3aHO Ha HapeIHUM ciiMkama 3a HuBoe 3akpuBibeHocTd Kh=0.2 u Kh=1, npu yemy ce
MOXKE€ YOUUTH A00po mokianame. Takohe, MOTy ce YOUWTH LEHTPU poTaluje, OJHOCHO
MjecTa ca HaJHI)KOM aMIUIUTYJIOM MoMjepama (maBa 60ja). HapouuTo cy m3pakeHH Kof
MOJIOBa Y KOjUMa je JIOMHHAHTHO CaBHjame, Kao HOp. ceaMu u aesetu mon (Crimka 50.) u

tpehu mox (Cnuka 51.).

N
\
R
\

Cauka 50. TTopeheme 001Ka ociimioBama 3a nMpBux aecet mogosa, Kh=0.2, [6]
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Abaqus

Sy Sy

Cauka 51. TTopeheme 001MKa OCIMIOBama 3a MPBHUX jaeceT Mozosa, Kh=1, [6]

KongsepreHiyja je ucnurana 3a HuBo 3akpuBibeHoctd Kh=0.2, y3 nmosehame Opoja KOHAUHUX
eneMeHara 3a creneHe gyHkuuje p=2, p=3 u p=4 u konturyHTeTe 0 C! MO CPL. Pesynratn
cy nopeheHu ca OHUM 100UjeHHM MpexkoM ca 120 KBapTHHX eneMeHaTta KoHTHHyHTeTa C3 3a
Bepnynu-OjnepoBy Teopujy u 111 kBapTHUX eneMenata kontunyutera C! 3a TuMoIIEHKOBY
TEOPHjy W TPHKa3aHW Cy Ha HapemHuM cimkama (Crmuka 52. — Cnuka 63.). 3a KBajgpaTHU
crener HYPBC-a, ce y cnydajy o0e TpemaHe TeopHje MOTY YOUHMTH J0Opa CBOjCTBA
kouBeprenuuje. Kon bepuynu-OjnepoBe rpeaHe Teopuje, pel KOHBEPreHIMjEe TEXHU
aHAJIMTUYKO] BPUJEHOCTH M HajOOJba TAYHOCT je OCTBapeHa 3a MPBH, ILIECTH, OCMU U JIECETH
MOJI, IOK PE3yJTaTH 3a TETH, CEeJAMH H JEBETH MOJ TOKa3yjy Mamy Ta4yHOCT. Moxke ce
NPUMHUJETHTH J1a y CIy4ajy MOJOBa ca HI)KOM TadHOCTH, pel KOHBEPTEHIMje TEeXKHU
TEOPETCKOj BPHjETHOCTH Ca JHA, JOK 32 MOJIOBE KOjU Cy IOKa3aJly BUIIY TauHOCT TEXHU ca
Bpxa. ¥ cny4ajy TumolieHKkoBe TpesiHe TeopHje, pell KOHBEPreHIMje TeXH rOTOBO JIBa ITyTa
Behoj BpujemHocTM M Beha TAa4HOCT je OCTBapeHa KOJA HIDKMX TOHOBAa. Y mopehemy ca

KBaJpaTHUM €JIEMEHTHMa, KyOHHW, TeHepaiHo, Aajy Oosby TayHOCT. boska TadHOCT je
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HApOYUTO HM3PaXKEHA Yy TPBOM MOJY M C OO3MpOM Ha TO, MOXKE CE€ YOUUTH Maa y pemy
KOHBEpreHIyje 3a oBaj MoJ 3a ciy4aj bepaynu-Ojnepose rpene, kao u 3a Behu 6poj MooBa
Koju Op30 KOHBeprupajy y ciydajy TumomienkoBe rpeane teopuje. Y beprymu-Ojneposoj
rpefy je MPUMHjeTHO U OCIUMJIATOPHO NOHAIIAHe MPBOT MOJAA KOJ I'yCTHX Mpexka 3a C!
KOHTHUHYHUTET KOje je pe3yaTar Beh nmoMeHnyTe KoHBepreHiyje penarusHe rpemke. C 003upom
Ja jeé yO4YeHO CJIMYHO TIOHAIIalkheé W 3a BHUIIM KOHTUHYHTET KOJUM C€ cMamyje Opoj
KOHTPOJIHHX Tayaka, 10Jla3u Cce JI0 3aKJbydKa Jia ce mopehameM KOHTHHYHTETa MOXKe A0hH 710
00Jb€ TAUHOCTH Ca Mame CTENEHH clio0o/e. 3a 00a KOHTUHYUTETA, PeJl KOHBEPIeHIIN]je TEXU
TEOPETCKOj BPHjETHOCTH, JIOK Cy Y Ciiydajy THMOIICHKOBE TPEIHE TEOpHje TE BPUjEAHOCTH
Behe. Kon TumomenkoBe teopuje ce, Takohe, MOXKe MPUMHUJETUTH J1a pPel KOHBEPreHIUje
MOJIOBa KOjH TMOKa3yjy 00Jby Ta4HOCT TeXH 0jpel)eHOj BpUjEaHOCTH U 3aTHM OIaja, JAO0K 3a
MOJIOBE HIDKE TayHOCTH pacte. CIMYHa 3amakama Cy W KOJ KBapTHHUX eJieMeHaTa, TIje y
BEJIMKOM OpOjy cily4ajeBa pe3yJaTaTd KOHBEPrUpajy BEITUKOM OpP3WHOM, YaK M 33 Mambe I'yCcTe
MpeXe KOHauHUX eyeMeHara. Kao pesynrar Ttora, pen KoHBepreHuuje y Behem Opojy
cllydajeBa TEXH HEIITO BHIIMNM BPHjEIHOCTUMA y OJHOCY Ha TEOpeTcKy 3a bepuymm-

OjnepoBy rpexny, 1ok koJ TuMoIeHKOBe Tpeie onaja.
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Camka 52. CBojcTBa KoHBeprennuje 3a npsux 10 concreennx ¢ppexsennuja, Kh=0.2, p=2 u C!
KOHTHHYHUTET, bepHynu-OjiaepoBa rpeHa TeopHja: a) pellaTuBHA Tpelka, 0) pea KoHBepreHuuje, [6]
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Cuauka 53. CojcTBa KoHBepreHimje 3a npeux 10 concreennx ¢pexsenmuja, Kh=0.2, p=2 u C*
KOHTHHYHTET, TUMOIIICHKOBA IPeIHA TEOpHja: a) peaTHBHA Ipelka, 0) peJ] KOHBEPreHIHje
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Cuauka 54. CojctBa KoHBepreHimje 3a npsux 10 concreennx ¢pexsenmuja, Kh=0.2, p=3 u C*
KOHTHHYHUTET, bepuynu-OjnepoBa rpeiHa TeopHja: a) pejaTuBHA Ipelka, 6) pex Kouseprenuuje, [6]

71



a) -2 b) 8
3 7.5
-4 e 7
s
= = 6.5
|== a
2 6 s 6
== =
El 55
5 :
-8 ——n=1 -9
—-n=3 —=n=4 4.5
n=5 -*-n=6
-9 ——n=7 —+n=§ 4
_jg ==n=9 —=n=10 3.5
08 09 1 1.1 1.2 13 14 15 16 1.7 08 09 1 1.1 1.2 1.3 1.4 1.5 1.6 1.7
log,y(n) log,y(n,)

Camka 55. CBojcTBa KonBeprennuje 3a npsux 10 concreennx ¢ppexsennuja, Kh=0.2, p=3 u C!
KOHTHHYUTET, THMOIIEHKOBA I'peAHa TEOpHja: a) peJaTuBHA Ipelka, 0) pel KOHBEPreHIje
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Cuauka 56. CojcTBa KoHBepreHimje 3a npsux 10 concreennx ¢pexsenmuja, Kh=0.2, p=3 u C?
KOHTHHYHUTET, bepuynu-OjnepoBa rpejiHa TeopHja: a) pejaTHBHA Ipelka, 6) pex KoHBepreuuuje, [6]
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Cuauka 57. CojctBa KoHBepreHimje 3a npeux 10 concreennx ¢pexsenmuja, Kh=0.2, p=3 u C?
KOHTHHYUTET, THMOIIEHKOBA I'peAHa TEOpHja: a) peJaTuBHA I'pelka, 0) pel KOHBEPreHIje

a) -2.5 e S b) 6.2
15 —n=3 —n=4
-J. n=5 -—n=6
—.—n= ——n=8 2 6.1 \
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= -0. z
g 5 7 ]
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-85
-9.5 5.7
08 09 1 11 12 13 14 15 08 09 1 11 12 13 14 1.5
log,y(ngy) log,y(n,)

Camka 58. CBojcTBa kKoHBeprennuje 3a npsux 10 concreennx ¢ppexsennuja, Kh=0.2, p=4 u C!
KOHTHHYHTET, bepHynu-OjnepoBa rpeiHa Teopuja: a) penaTuBHa rpeiika, 0) pe1 KoHBeprexuyuje, [6]
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Camka 59. CBojctsa konBeprennuje 3a npsux 10 concreennx ¢ppexsennuja, Kh=0.2, p=4 u C!
KOHTHHYHTET, TUMOIIICHKOBA IPeIHA TEOpHja: a) peaTHBHA Ipelka, 0) peJ] KOHBEPreHIHje

a) -2.5 iy b 6
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log,y(n,) log,,(n,)

Cuauka 60. CBojcTBa KoHBepreHuuje 3a npsux 10 concreenux ¢pexsennuja, Kh=0.2, p=4 u C2
KOHTUHYHUTET, bepHynu-OjnepoBa rpeaHa Teopuja: a) peJaTuBHA Ipelika, 0) pell KOHBEpreHIuje
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Cuauka 61. CojcTBa KoHBeprenuuje 3a npeux 10 concreenux ¢pexsennuja, Kh=0.2, p=4 u C2
KOHTHHYUTET, THMOIIEHKOBA I'peAHa TEOpHja: a) peJaTuBHA Ipelka, 0) pel KOHBEPreHIje

by 9
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Cuauka 62. CojcTBa KoHBepreHiuje 3a npeux 10 concreennx ¢pexsennuja, Kh=0.2, p=4 u C3
KOHTHHYHUTET, bepuynu-OjnepoBa rpeiHa TeopHja: a) pejaTuBHaA Ipelka, 6) pex KoHBeprenuuje, [6]
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Cuauka 63. CojcTBa KoHBepreHimje 3a npeux 10 concreennx ¢pexsenmuja, Kh=0.2, p=4 u C3
KOHTHHYHTET, TUMOIIICHKOBA IPe/IHA TEOpHja: a) peaTHBHA Ipelka, 0) peJ] KOHBEPreHIHje

VYpaljeHa je v aHaaM3a KOHBEPIEHIMje CHA)XKHO 3aKpUBJbEHE rpeae ca Bpujemnoctu Kh=1,
Cruxa 64. u Ciuka 65. 3a aHanmu3y cy ojabpaHd KBApTHH €JIeMEHTH ca KoHTuHyHTeToM C2,

I'enepanno, 3a o0e rpene ce MOry YOUYMTH CJIM4YHA I[IOHallaka M Jo0pa CBOjCcTBa

KOHBEpIeH1yje.
a) -1 ——n=1 ——n=2 b) 8.3
8
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g z 7
=
& /
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Camnka 64. CojcTa KonBeprenuuje 3a npsux 10 concreennx dppexsenuuja, Kh=1, p=4 u C*
KOHTHHYHUTET, bepuynu-OjnepoBa rpeiHa TeopHja: a) pejaTHBHA Ipelka, 6) pex KoHBepreuuuje, [6]
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Camnka 65. CojcTBa KoHBeprenuuje 3a npsux 10 concreennx ¢ppeksennuja, Kh=1, p=4 u C*
KOHTHHYHUTET, THMOIIEHKOBA I'PeIHA TeOpHja: a) pelaTuBHA Ipelika, 0) pell KOHBEPTeHIIrje

HW3BpiieHa je aHanu3a u K- 1 p- mo0oJpliama Mpeke KOHAaYHUX eJIEMEHATa, IITO je MPUKa3aHo
Ha HapeIHUM ciukama. Y ciydajy beprymu-OjnepoBe Teopuje ce MOTY YOUYUTH J00pa
CBOjCTBA KOHBEPI'eHIIM]E MPUIMKOM MoBehama cternena nonuHoma, Cinuka 66a u Cnuka 661.
Takobhe, 3a ¢pukcupan 6poj eneMeHaTa U KOHTUHYUTET C€ MOTY YOUUTH ONTHUMAIIHU CTETIEHU
MOJIMHOMA 32 ofipeheHe MOoJ0Be, Y OBOM ciydYajy 3a IpBa TPH MOJa j€ ONTHMAalaH CTeNeH
p=3, a y cinyudajy uerBpror p=4. [loBehameM KOHTMHYUTETa Ha IpaHHLIaMa eJieMeHaTa Ce
noBehaBa penaruBHa rpemika, Cimka 660, MelyTuM, YKOJIMKO ce Ipellika Moiujesu ca Opojem
CTereHu cino0ojie, MOXKE C€ YOUUTH MOOOJbIIaHA TAYHOCT ¢ 003MpOM Ha Opoj CTemneHu
ciobone 3a Bulle KoHTHHyHTeTe, Cimka 6671. 3a ciayda] TumomieHKoBe TpelHE TeopHje,
mo0oJbIlIakha MPEXKE Cy UCMUTAHA 3a JIBHj€ JUCKPETU3AIM]e MOJIeNa U 3a MPEXY ca MambUM
OpojeM eneMeHaTa Cy yodyeHa CJIMYHA IMOHalama KoJ moBehama crenena ¢ynkiuje, Cnuka
69a. JlokamHM MUHHMYM j€ M3paXkeH KOJ JAPYror MOJa U Kao ONTHMAJIaH ce MOKa3yje CTereH
¢ynkuuje p=6. Y cnyuajy mpexe ca Behum Opojem enemeHaTa je H3paxeHO MoBehame
TpelIKe 3a BHIIE CTENEeHe, ITO je HApOYUTO HArJalleHo 3a CTeleHe NmojanHoMma P=7 u p=8,
Cmuka 70a. 3a mpexy ca 20 ememeHaTa ce€ BHJIM MOOOJbIIAKE TAYHOCTH pe3yJiTaTa
nosehambeM KOHTHHyHUTETa ¢ 003upoM Ha Opoj cremenu ciobone (Crnuka 700), 1ok ce 3a

MpEXY ca Mame eJIeMeHaTa jaBJba OJICTYName Ko BUIINX MozoBa (Ciuka 690).
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Cauka 66. UcnutuBame koueprenije, Kn=0.2, bepuynu-Ojneposa rpenna teopuja: a), 6) p-
noGoJsbIuame Mpeke ca 4 enementa u kontuHyutetoM Cl, 1), 1) k- no6ossmame mpexe ca 12
eneMenara, p=6, [6]

a) b) ] P g
4 |—n=3 —n=4
— =
g g
= E
g g

2 3 4 5 6 7 8
Crenen noJIHHOMA KonTunyurer

Cimka 67. cnutuBame kouBeprenimje, Kh=0.2, TumorieHkoBa rpeiHa Teopuja: a) p- mo0oJsbIname
Mpeke ca 4 enemenTa u kKontunyutetoM Cl, 6) k- moGosbimarme Mpesxke ca 12 enemenara, p=6
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Cunka 68. VcniutuBame kouBeprenimje, Kh=0.2, TumorieHkoBa rpeiHa Teopuja: a) P- moGosbIname
mpexke ca 10 enemenTa u kontunyuteroMm Cl, 6) k- no6ospmame mpexe ca 20 enemenara, p=6

a)  0.01 b) -0.03
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Cauka 69. VcnintuBame KOHBEPreHIyje y 3aBUCHOCTH 011 Opoja enemenara, Kh=0.2, TumomienkoBa
rpeaHa Teopuja: a) pP- mobosbIIame Mpexke ca 4 enemenTa u KontunyutetoM Cl, 6) k- moGosbinarme
Mpexe ca 12 enemenara, p=6

a) -0.01 b) -0.02
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Cimka 70. McnutiBame KOHBEpIreHIMje Y 3aBUCHOCTH 011 Opoja enemenara, Kh=0.2, TumomenkoBa
rpeHa Teopuja; a) p- nobosbiname mMpexke ca 10 exementa u kontuayuretoM C, 6) k- moGosbmiame
Mpexe ca 20 enemenara, P=6

PedepentHr mMozen 3a HOpMaIM30BaHH TUCKPETHU CIIEKTap je, 3a ciy4aj beprynu-Ojiaepose
rpesie, no6ujeH ca oko 1000 KBapTHUX ejleMeHaTa ca KontuHyureroM C3, mTo maje oko 2000

CTeNeHu ciaobojie. Y HACTaBKy Cy NMpHUKa3aHU CIIEKTPU 3a KBapTHE €JIeMEHTE KOHTHHYUTETa
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Clu C® ca N=250, N=500 u N=1000 crenenu cioboxe, Ciuxa 71a. Moxe ce 3aKJbYYUTH 1A
je yTHIla] KOHTUHYHMTETa Ha pe3yJTaTe BEJIMKH, T€ je MOTBpeHa CYNEepUOPHOCT BUIIHUX
KOHTHHYUTETa y 3aBUCHOCTH 0] Opoja cremenm cinobome. Takohe, mMoxke ce yountu na
CIIEKTpHU He 3aBHCE 0] TIOCMAaTpaHor Opoja cTeneHu cnobone. Mogen ca KontuHyuteroM C3
naje Beoma a00pe pesynrare 3a ogaoc N/N<0.6, kao u moBossHO Taune 3a N/Ne[0.6,0.95]. 3a
n/N>0.95, pe3ynTati ce Hario noropmanajy. Kox Monena ca kontunyuterom Cl, pesynratu
cy roroBo er3akTHu 3a omHoc N/N<0.3 u Mory ce cmarpatd JOBOJHHO TayHHM 3a
n/Ne[0.3,0.65]. Ucnutanu cy ¥ pasjivuuTH CTCNEHH (YHKIHja ¥ HUXOBH MAaKCHMAaJIHH U
MUHUMaTHU KOHTHHYUTETH 32 Mozaen ca N=1000 ctenenu cnobone, Ciuka 716. Moaenu ca
BUIIIUM CTEIICHOM (YHKIIMj€ J1ajy TauHUje pe3y/ITare 3a HUKe BpHujeaHoctH ogHoca N/N, mok
ce 3a Behe BpHjeTHOCTH OJIHOCA TpellKa moBehaBa y 0THOCY Ha MOJIEJIe Ca HIKUM CTETIEHOM
¢bynkyuje. Ananusupan je u crnektap ca N=1000 crenmenu crnoboae 3a pazauuuTe HHUBOE
3aKpUBJHEHOCTH Ipene, Cauka 72. Moxe ce yOUuTH Ja 3a Kpelle ca HUBOOM 3aKPHUBJHEHOCTH
Behum o 0.5 3HauajHo TyOe Ha TayHocTH. ['eHepanHo ce, moBehaBamem BpujemHoctu Kh
ryOM Ha Ta4yHOCTH, INTO je HAPOYMUTO H3PAKEHO KOJ BHIIUX MOJIOBAa. Y CIydajy
TumomenkoBe rpeane Tteopuje, pedepeHTHH Mmozen je pahen ca oko 2000 kBapTHUX
enemenara, koutunyutera C3, mto naje oko 3000 cremenu cioboze. V criydajy nosehama
HUBOA 3aKPUBJHCHOCTH C€ YTHUIIA] BUAM TeK Ko oxHoca N/N>0.9, raje ce 3a Behe BpujeqHocTn
Kh youaBa cmameme TauHocTH pesynarara, Cinuka 73a. Kon wucnuTuBama HajHIKET U
HajBUIIIET KOHTUHYHWTETAa KBApTHUX eleMeHaTra ce, Takohe, MOXKe YOUHTH CYNEPUOPHOCT
BUIITUX KOHTUHYHUTETA, IIPU YEMY BapUpaHU Opoj CTENeHH clobojie HHje 3HATHO YTUIIA0 Ha

pesyJrare.
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Cauxa 71. Kpyxuu ayk, Kh=0.2, Hopmanu3oBanu quckpeTHH criektap 3a bepuyan-OjinepoBy rpeny,
a) 3a CTEIeH NoJMHOMa P=4, 0) pa3IMYUTH CTEIICHH ¥ KOHTHHYUTETH, [6]
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Cauxa 72. Kpyxuu ayk, Kh=0.2, HopmanuzoBanu quckpeTHr criektap 3a bepuyan-OjnepoBy rpeny,

[6]

1.3 l.
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Cauka 73. Kpyxuu nyk, Kh=0.2, HopMani30BaHu JUCKPETHHU CIIEKTap 3a THMOIICHKOBY TPEay, a)
Pa3IMYUTH HUBOM 3aKPHUBJHEHOCTH, 0) CTETIeH OJINHOMA P=4
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llpumjep 3:

VY mocnenmeM MpuMjepy j€ aHaIM3MpaHa MPOM3BOJHHO 3aKPUBJBEHA Tpella MPaBOyTraoOHOT
MOMPEYHOr MpecjeKa, 4Yhja je IMoueTHa reoMeTpHja OmHucaHa pauuoHalIHOM besuepoBom

KpuBOM 1eror creneHa, Ciuka 74. [lapamerapcke jeAHaYMHE OCe Tpelie Cy JaTe Kao:

655 + 27284 — 3556 +155¢7 —11¢ ~706¢° +1500&* —900&° + 200&° —125¢

X = = ’
(©) 20&° —50&* +40&° —108 -2 ) 100&° — 250&* + 200£° —50& —10
P,=(-1.1,5.25)
wy=2
P=(2,3.1)
— el
Ps=(0.85,2)
ws=2
P3=(*1.85,1) P2=(0.55,1.25)

“’,3: 3 1,1,'2 :2

P=(0.,0)
w=l TSRS

Cauka 74. Ksunrtna rpeaa, [6]

VY nHapenmHuMm Tabenama cy JaTe HOPMAaJM30BaHE BPHjEAHOCTH MPBHX JIECET COTCTBEHUX
(dbpekBeHIMja 32 TPU HUBOA 3aKPHUBJbEHOCTH. Pesynratu cy goOujeHu ca Mpexxom ona 32
elleMeHTa MeTOor cTeneHa ca KontuHyuteToM C4. V3 no6ujenux pesyarara ce youasa 100po
MOKJIamame pe3yaTara JoOUjeHUX U30reoMeTprjckoM aHanu3oM beprymu-OjnepoBe rpeae u
OHUX no0OujeHMx aHamuzoMm 2D mogena y Abaqus-y 3a rpeay 3akpuBibeHOCTH Kmaxh=0.1.
MakcumanHa pelaThuBHA Tpelika ce jaBjba y AeceToM Moay W m3Hocu 0.93%. 3a cHaxHO
3aKpHBJbEHE I'PE/ie PeaTUBHA Ipelnka pacte u a0 6.1% 3a Bpujennoct Kmaxh=0.4. V ciyuajy
HIKUX MOJIOBa, CONICTBEHE (pekBeHIMje ce mo0po moknamnajy. Y cinydajy TumolieHKoBe
TpellHe TEOpHje, Y CBUM CIIy4dajeBUMa Cy Tpenike Mame of 2%, Hajeha rpemka je y ocMoOM
MOy Y ciy4ajy HajBeher mocmaTpaHoOTr HUBOA 3aKpUBJHEeHOCTH B M3HOCH 1.74%. Tlopehemem
pesynrata bepHynu-OjnepoBux Mojena AOOHjeHHM HM30T€OMETPHjCKOM aHAIM30M U
ananusoM 1D Monena ce youaBajy He3HAaTHA OJICTyMarma, HAPOUYUTO KO MAmHUX BPHjETHOCTH
Kmaxh, 1ok ce moBehameM HHBOA 3aKpHBJHEeHOCTH MOBehaBajy u penaruBHe rperike. Hajseha
penatuBHa Tpemika ce jaBiba y mectoM moay 3a Kmaxh=0.4 wu wmsnocu 1.3%. Edextn

pOTaIiOHe WHEpIje Cy HarJIalleHWju KOJ| BHIIMX MojoBa. Y mopehemy ca mopenom
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aHaJM3UpaHuM ryctoM mpexom B2l enemenarta, TumonienkoBa rpeaa mokasyje omJIMyHa
MOKJanama, HApOUYUTO 3a Ipelie Mame 3aKpuBJbeHOCTH. Hu y jemHoM ciywajy, penaTHBHA

rpemika He npenasu 1%. Hajpeha rperika ce jaBiba 3a Kmaxn=0.4 y usnocy ox 0.94%.

Tabena 13. [Topeheme concTBenux ¢pekpenimja kBuHTHE rpeje, Kmaxh=0.1
Abaqus 1D

Abaqus 1D monen W3oreomerpujcka aHamm3a
MOJIEI
B -
H3orponan . cPHyIH
. TumomenkoBa  bepHymnu- OjnepoBa rpena .
Marepujai . . bepnynu- OjnepoBa  TumomeHkoBa
Mon rpeaa OjnepoBarpena  ca yTUIajeM
CPS3 rpena rpena
B21 enement B23 enement poTanuoHe
€JIIEMEHT .
UHepLHje

1 2.380 2.379 2.378 2.379 2.379 2.379
2 5.363 5.358 5.360 5.362 5.362 5.36
3 23.40 23.38 23.40 23.40 23.41 23.38
4 45.78 45.73 45.83 45.83 45.85 45.725
5 63.01 62.93 63.18 63.18 63.22 62.909
6 102.4 102.2 102.7 102.7 102.7 102.169
7 157.1 156.8 157.8 157.8 157.9 156.762
8 220.3 220.0 221.8 221.6 222.0 219.802
9 292.7 292.3 295.3 294.9 295.6 291.878
10 373.7 373.2 378.0 377.2 378.4 372.494

Tabena 14. ITopeleme concTBenux Gpekpenimja kBuHTHE rpeje, Kmah=0.2

Ab 1D
aqus Abaqus 1D monen Uzoreomerpujcka aHammsa
MoJIeN
H3orponan . beprystit-
. TumomenkoBa  bepnynu- OjnepoBa rpeaa .
Marepujai . . bepuynu- OjnepoBa  TumolieHKOBa
Mon rpena OjnepoBarpena  ca yTunajem
CPS3 rpeaa rpeaa
B21 eement B23 emement poTaluoHe
EJIEMEHT ;
HHepuuje
1 2.381 2.378 2.379 2.379 2.380 2.379
2 5.367 5.351 5.359 5.366 5.367 5.357
3 23.39 23.26 23.36 23.37 23.40 23.284
4 45,52 45.35 45.74 45.73 45.81 45.314
5 61.95 61.66 62.59 62.61 62.74 61.564
6 100.5 99.81 101.5 101.63 101.9 99.733
7 153.6 152.6 156.3 156.0 156.8 152.369
8 214.1 212.8 219.3 218.5 220.0 212.073
9 282.4 280.8 291.7 289.8 292.5 279.326
10 357.1 355.2 371.6 368.3 372.6 352.747

Ta6ena 15. TTopeheme concrBennx ¢GpekBenimja KBuHTHE rpeae, Knah=0.4
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Abaqus 1D

Abaqus 1D mopen W3oreomerpujcka aHammsa
MOJen
H3orponan . bepryui-
. TumomienkoBa  bepuynu- OjnepoBa rpena )
MaTepHjai . . bepuynu- OjnepoBa  TumoreHkoBa
Mon rpeaa OjnepoBarpena  ca yTUIajeM
CPS3 rpena rpena
B21 enement B23 enement poTanuoHe
EIIEMEHT .
HHEPITH]je

1 2.373 2.375 2.384 2.380 2.383 2.385
2 5.337 5.324 5.357 5.382 5.387 5.348
3 22.95 22.83 23.19 23.23 23.35 2291
4 43.97 43.84 45.36 45.30 45.60 43.688
5 57.53 57.14 60.24 60.30 60.78 56.911
6 92.95 91.78 97.03 97.42 98.26 91.685
7 140.4 138.8 149.3 148.6 151.0 138.138
8 190.3 188.6 204.5 201.9 206.0 186.937
9 2314 232.1 239.6 236.4 239.2 230.054
10 246.6 245.6 264.5 259.4 265.1 243.247




AHanu3a KOHBEPreHIIMje 3a NPBUX JECeT CONCTBEHHX (pPEKBEHIMja je BpIIeHA 32 HHBO
3akpuBbeHOCTH Kmaxh=0.1, 10K cy pedepenTHe BpHjeaHOCTH A00MjeHe ca Mpexkom o 120
eneMeHaTa, crermeHa P=6 u konTunyurera C° (Cmuka 75.- Cimka 82.). V ciyuajy
xonTuHynTera Cl, 32 06e rpeHe Teopuje ce youana CIMYHO TOHANIAMKE. | eHepaTHo, pejoBH
KOHBEPreHIlMja TE)Xe TOTOBO KMCTHM BpPHjEJHOCTHMMA M 32 HEKE MOJOBE OMAyIapajy Of
TEOpeTCKe, MPH YeMy Cy 3a THMOIIEHKOBY Ipely T€ BPUjE€AHOCTH HEIITO BHIIE y OAHOCY Ha
bepnynmu-OjnepoB momen. Kon bepuynu-OjnepoBe Tpeae je HApOYUTO HArJIANICHO
OCITHJIATOPHO TIOHAIIAbE Pella KOHBEPIEHIIM]E, MITO j€ MOCJbEANIIa KOMILICKCHE TeOMETPH]jE U

Beh IIOMCHYTC aHaJIn3€ Ca B€EOMa MaJluM BpI/IjeI[HOCTI/IMa KO I'yCTUX MpPECiKa.

Amnanu3a KOHBepreHije y3 kK- u p- modosbliame MpeKe KOHAYHHUX eJeMeHaTa je MpuKa3aHa
Ha ciukama Crmka 83.-Cruka 85. TloHamame je cIMYHO Kao Uy MPETXOAHUM IpUMjepuma.
WuTepecanTHO je mpumujeTuTH aa je 3a bepHynu-OjinepoBy rpeay, ONTHMaiaH CTEICH
¢dbyHKIMje 3a mpBa JBa Moja P=9, ok je 3a Buiue MoaoBe To P=10. OnTumanaH cTemneH 3a
tpehu Mox m o0e rpemHe Teopuje je P=6, MOK cy 3a rymhy MpeXy KOHAYHUX eJIeMEeHATa
ontumanHu cteneHu P=5 u pP=10, Cnuka 85a. Y cnydajy moBehamwa KOHTHHYHUTETa, Y3
¢ukcupaH creneH cinodoae u Opoj eremMeHara, moOoJbIIaBa ce pjemene ¢ 003upoM Ha Opoj

CTEIIEHH CI000/IE.
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Camka 75. CBojcTBa KoHBeprennuje 3a npsux 10 concreennx ¢ppexsennuja, Kmaxh=0.1, p=5 u C*
KOHTHHYHUTET, bepHynu-OjiaepoBa rpeiHa TeopHja: a) pellaTuBHA Tpelka, 0) pea KoHBepreHuuje, [6]
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Camka 76. CojcTBa KoHBeprennuje 3a npsux 10 concreennx ppexsennuja, Knaxh=0.1, p=5 u C*
KOHTHHYUTET, THMOIIEHKOBA I'peAHAa TEOpHja: a) peJaTuBHA I'pelka, 0) pel KOHBEPreHIje
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Cuauka 77. CBojcTBa KoHBepreHuuje 3a npsux 10 concreennx dpeksenimja, Knaxh=0.1, p=5 n C?
KOHTUHYHUTET, bepHynu-OjnepoBa rpeaHa Teopuja: a) peJaTuBHA Ipelika, 0) pell KOHBEpreHIuje
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Cuauka 78. CBojcTBa KoHBepreHuuje 3a npeux 10 concreenux ¢pexsennuja, Kh=0.1, p=5 u C2
KOHTHHYHUTET, THMOIIICHKOBA I'PEiHA TEOpHja: a) peaTiBHA Ipelika, 0) pel KOHBEpPTreHIHje
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Cuauka 79. CBojcTBa KoHBepreHuuje 3a npsux 10 concreenux dpeksenimja, Kmaxh=0.1, p=5 u C*
KOHTUHYHUTET, bepHynu-OjnepoBa rpeaHa Teopuja: a) peJaTuBHA Ipelika, 0) pell KOHBEpreHiuje
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Cuauka 80. CojcTBa KoHBepreHimje 3a npsux 10 concreenux ¢pexsenimja, Knaxh=0.1, p=5u C*
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Cuauka 81. CojcTBa KoHBepreHuuje 3a npsux 10 concreennx ¢peksenimja, Knaxh=0.1, p=5 n C*
KOHTHHYHUTET, bepuynu-OjnepoBa rpeiHa TeopHja: a) pejaTHBHA Ipelka, 6) pex Kouseprenuuje, [6]
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Cuauka 82. CojcTBa KoHBepreHumje 3a npsux 10 concreennx dpeksenimja, Knaxh=0.1, p=5 n C*
KOHTHHYHTET, TUMOIIICHKOBA TPe/IHA TeOpHja: a) peaTHBHA Ipelka, 0) peJ; KOHBEpPreHIIn]je
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Cauka 83. VcninTuBame KOHBEPreHIMje y 3aBUCHOCTH 011 Opoja enemenara, Knaxh=0.1, Bepryiu-
Ojneposa rpeaHa TeopHja: a) p- modosblname Mpexe ca 4 enementa u kontunyurerom Cl, 6) k-
noboJsbiname Mpexe ca 16 enemenara, p=8, [6]
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Cauka 84. VcriuTuBamke KOHBEPTEHIMj€ y 3aBUCHOCTH 0] Opoja enemenara, Kmnaxh=0.1,
TumonIeHKOBa rpeiHa Teopuja: a) P- moboJblIake Mpeke ca 4 enemMenta u kontunyuretrom C, 6) k-
noboJblIamke Mpeke ca 16 enemenara, p=8
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Canka 85. VicniutiBame KOHBEPTEHIIMjE Y 3aBUCHOCTH 011 Opoja enemenara, Kmaxh=0.1,
TumomnienkoBa rpeana Teopuja: a) pP- modosbiiarme Mpeke ca 10 enementa u kKontunyureTom Cl, 6) k-
nobospIIame Mpexe ca 20 enemenara, P=8

Ha mapenanm cimukama Ccy MpUKa3aHW HOPMAaJIM30BaHH JUCKPETHH CIICKTPH 32 JIBH]E TpEIHE
Teopuje, pu YeMy je BaphpaH HUBO 3aKpUBIbEHOCTU. PedepentHo pjemniewe je 3a bepuynu-
OjnepoB moaen nodujeHo ca Mpexkom oj 1000 KBUHTHUX elleMeHaTa, KOHTUHYHTEeTa C*, mTo
je oko 2000 crerenu ciaoboje, A0K je 32 TUMOIIEHKOB MOJIS)I KOPUIIITEHA MPEka ca OKO 665
KBUHTHHX eJleMeHaTa, ca KoHTuHyuteromM C* Ha rpammIiama, ImTo Jaje TOTOBO MCTH OpOj
ctenenu ciaobone. Y cnyuajy bepuynu-OjnaepoBe rpeze, pe3yaTaTi ce MOTy cMaTpaTu Beoma
tauuM ox oxHoca N/N<0.1 3a Knaxh=0.4, n/N<0.2 3a Kmnaxh=0.2 u n/N<0.4 3a Kmaxh=0.1. ¥V
ciny4ajy TUMOIIIEHKOBE TpellHe TeOopHje, Pe3yliTaTtu Najy 00Jby TAa4HOCT Yy 3aBUCHOCTH O]I

Opoja crenenu cnoboe, Mpy YeMY €€ CIIEKTPH TOTOBO IMOKJIAIajy 3a CBa TPU UCIIUTaHA HUBOA

1.26
2.8 124
26 | 122
24 || 12
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Cauxa 86. KBunTHa rpeia, HOpManu30BaHU AUCKPETHH criekTap 3a bepaynu-OjnepoBy rpeny u
pasnYuTe HUBOE 3aKPHBIHEHOCTH, [6]
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Cauxa 87. KBuHTHa rpeia, HOpMaIU30BaHU JUCKPETHU CHEKTap 3a TUMOIIEHKOBY Irpely U
pa3IHYNTe HUBOE 3aKPHBIHEHOCTH

V nopehemy ca Tschirnhausen-osom rpeaom, JakoOujaH KBUHTHE KpUBE MMa M3pakeHO Behe
BpPHUjEAHOCTH Ha MOYETKY M Kpajy, Y OJHOCY Ha ocTaTtak (pyHKIHM]je, TOK KOJ KyOHe rpere,
JakoOwujaH omaja u yodaBajy ce BEIMKE pasiIMKe MoYeTKa U Kpaja. Pemapamerpu3zamuja kpuse

je TprKa3aHa Ha HApeIHO] CIHIIM, ca KOje ce MOXKe YOUMTH Jia moBehame Opoja KOHTPOITHHUX

tayaka PTF-a noBoau 1o nmoctu3ama roToBO KOHCTaHTHOT JakoOujaHa.

— J=ds/d¢é  --- m+1=15
—_—m+1=7 m+1=20

1

20

ds/dys

J:

0 Y

Cauxa 88. KBuntHa kpuBa, JakoOujaH
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8. 3AKJbYYAK

H3oreoMeTprjcKOM aHaIM30M je OMOTyheHO er3akTHO MpeACTaBbamkhe IMOYETHE TeOMETPH]E,
onucuBatbeM nomohy HVYPBC-a, kao HajommTtujer ciydaja. Y paay je H3BpIIcHa
M30T€OMETPUjCKA aHaIM3a CIO00OJHMX BHOpaIja MPOU3BOJHHO 3aKPHBJHEHUX PABAHCKUX
rpena mpema bepuynu-OjiaepoBoj u THUMOIIEHKOBO] TpEAHO] TEOpUjU, TpPU UYEMYy je
pasMarpaH W YTHII] pOTAIlMOHE WHEPIMje Ha OATOBOp CUCTEMa. AHAJIM3a je CIPOBEICHA Y
CHCTEMY KOHBEKTHBHUX KOOpIWHATAa M T€OMETPHUjCKU je er3akTHa. C 003MpOM Ha OCHOBHE
npernoctaBke bepaynu-OjiiepoBe Teopuje, 3a cTerneHe ciiodoe je OMIo TOBOJFHO YCBOJUTH
KOMIIOHEHTAJIHA TOMjepamba KOHTPOJIHHUX Tadaka, 0K je y ciydajy TuMOIIeHKOBe TeopHje

ouio HCOIIXOAHO U JOAaBaAKC pOTaqua Kao I'rCHepaJIMCaHuX KOOpAUHAaTa.

Bepudukanmja ycnoctaB/beHOI HYMEPHUYKOT MOJIENIa je H3BPIICHA CEKCIEPUMEHTAIHOM
MOJIAJIHOM aHAJIHM30M MIPOU3BOJHHO 3aKPUBJBEHE YSIIMYHE Ipefie. AHAIN3A je TMoKasaia 100po
MOKJIAMake pe3yiiTara ca OHMM JOO0WjeHMM HyMepudku. [IpmimkoM ImocTaBke Tecra 3a
CKCIICPUMCHTAIIHY MOJAJHY aHajiu3y, IMOoceOHa TaXma Je YCMjepeHa OCTBapHBaBbYy
ne(UHUCAHOT TPAHUYHOT YCJIOBa Kako OM ¢Gu3nuku Mojaen OMO TOorogaH 3a MpPOBjepy

HUCIIPAaBHOCTH HYMCPUUKOI MOJICJIA.

JlerasbHa aHanu3a oJa0paHMX HYMEpPUUKUX IpUMjepa je yKa3ajga Ha IOTOJAHOCT
M30T€OMETPUjCKE aHaAIN3e, T€ Ja je OBAaKO JAe(UHUCAH MPUCTYN BAIKWJAH U 3a aHAJU3Y rpena
BehMX HUBOA 3aKpUBJHEHOCTH. I'eHepanHo, aHaIM30M KOHBEpreHLMje je yTBpheHo n1a ce 3a
Behe KOHTHMHYUTETEe A00Mjajy pe3yiratu nopehaHe TauHOCTH YKOJIHMKO C€ IocMarpa u 0poj
CTeneHu coboe, ¢ 003UPOM Ha YMEHCHUILY Jla c€ ToBehameM KOHTHHYHUTETa CMamyje Opoj
KOHTPOJHHX Tauaka, a CaMUM TUM M Opoj CTemeHH ciaoboje. 3akibydak je moTBpheH u kpo3
aHaIM3y HOPMAIIM30BAaHUX HYMEPUYKHX IHMCKPETHHX crekrapa. llpunukom aHammze K-
moOoJbIlIatkba MpeKe KOHAYHUX eJieMeHaTa 3a ciiyda] TumoleHKoBe rpene je, 3a oapehene
JTUCKpeTHU3allije M YCBOJEHO pPEePEepeHTHO pjeliemhe, UIaK JOLIUI0 [0 IOCTH3ama O0oJbe
TQYHOCTU Ca HIWKMM KOHTHHYHUTETMMa C 003upoM Ha Opoj cremeHu cinoboxae. Takobe,
JIeTaJbHO CYy aHaJM3UpaHe KOHBEPreHIIMja peNlaTUBHE TpellKe U pel KOHBEPIeHIHje IpH
noBehawy Opoja enemeHaTa, Te je NMpuUMHjeheHO Na ce OBUM MPUCTYNIOM MOCTUXKY 100pa
cBojctBa. Y ciuydajy bepuymu-OjnepoBe Teopuje, pel KOHBEPIEHIIM]jE YIIaBHOM TEXHU
BpujeaHocTH 2(p-1), nok cy 3a ciydaj TuMolieHKOBe TpeHE TEOpHje T€ BpUjeAHOCTH Behe.
Takole, youeHo je ¥ OCIMIATOPHO MOHAIAkEe pe/la KOHBEPTEHIH]je, IITO je BUIIE HarJlaleHo

KOJI Tpelia KoMIUIeKcHe reomeTpuje. [loBehame cTenena mojnHOMa j€ TOBEJO J0 IMOCTH3amba
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00Jbe TAYHOCTH C MamHM OpojeM CTEHeHH Ccio00Ae caMO Yy HEKHMM OJ IOCMAaTpPaHuX
ciydajeBa. AHann3a HOPMajJM30BaHUX HYMEPHYKHX CIIEKTapa rpeaa ca KOMIUICKCHHjOM
reOMETPHjOM j€ yKa3ala Ha 3HauyajHHUjy Jerpajalujy TauyHOCTH KOJ BHIIUX MOJAOBa. Y
ciny4dajy TumolieHkoBe rpeiHe Teopuje, 3a o1abpaHy IUCKpETH3aLHjy, HUBO 3aKPUBJHEHOCTH
HHj€ 3HaTHO yTHIIA0 Ha CIIEKTap, 10K ce Koj bepuynu-OjiepoBe TeopHje MOIIIO NPUMU)jETUTH
na 3a Behe HUBOE 3aKpUBJBEHOCTH J0NIa3M W a0 mnoBehama OICTymamwa O] YCBOjeHE

pedepeHTHEe BPHjeTHOCTH.
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u3MjeHn ofIyke 6poj 14/3.649 /19 ox 21.5.2019. xojoM je HMeHOBaHA Komuchja 3a mperien u
orjedy 3aBpuIHOr paja apyror mukiyca ctyauja CII I'paheBHHapCTBO, KaHIMIaTa Cmexane
MmiioBadHosuh, o1 Ha3UBOM

H3oreomMeTpHjcka anaan3a c1060AHMX BHOpaNMja rPeJHHX CHCTEMA Yy PABHH

HasezneHoM ojutykoM, mMeHoBaHa je Komucuja y cibenchem cacraBy

1. mpo. ap Mato Yibapesuh, npeicjeqHUK, APXHTEKTOHCKO-TpajeBUHCKO-Te0JECTCKH daxynrer
Vuusepsurera y bamoj Jlyuu,

2. npod. ap Anexcannap Bopxosuh, MEHTOp ¥ 4iaH, APXHTEKTOHCKO-TPal)eBUHCKO-TEOACTCKH
¢axynrer Yuupepsurera y bainoj JIymnu,

3. mpod. ap Banentuna [omyGosuh-Byrapcku, KOMEHTOp M uiaH, MammHCKE (akyireT
VYuuepsurera y bamoj Jlynu.

KomucHja je merajbHO Tperjiiefana ¥ aHaIW3Mpala JOCTaB/bEHM 3aBpIIHH paj| Te
ycTaHoBMIA fa je Kanaupar Cwexana Munosadosuh, 6poj unmexca 02MI'P/2017, ucnynuna
cBe (JOpMaIHE YCIIOBE M Mpeaa TEKCT 3aBPIIHOT Pajia 3a APYTH LMKIYC CTyHja y MPOMHCaHO]
¢opmu, Te Hayuno-HacTaBHOM BHjehy MOAHOCH cibellehr H3BjEINTa).

U3BJEHITAJ O ITPEIVIEAY 1 OIIJEHU 3ABPIIHOTI" PAJTA

I BUOT'PAOCKU TIOJAII O KAHIAUJATY

e Hme, ume oya u npeaume. Cmexana (3apasko) Munopanosuh

o Jlamym pohera: 01.03.1993.

*  Mjecmo poherva: TlpwaBop, Penybmuka Cprcka, buX

» [looayu o obpaszosarsy:
- Ocnorra mkona ,,Asay Nopan Kosauuh®, bawa Jlyka (2000, —2004.)
- OcHoBHa mxoia ,,Jonan Lpujuh®, Bama Jlyka (2004. — 2008.)

- Cpenmwa rpaheBuncka mkona, bama Jlyka (2008. —2012.), cmjep: rpaheBunCKH
TEXHUYAp



- YuusepsuteT y bamoj JIynu, ApXxuTeKTOHCKO-TPal)eBHHCKO-I€ONETCKM (dakynret
(ak. 2012/2013), cryauje | uukiyca, cryaujcxu nporpam I'pahepuHapeTBO,
ycMjeperbe: KOHCTPYKTHBHO

- YuuepsuteT y Bamoj JIymu, ApXHTEKTOHCKO-Tpa)eBHHCKO-T€ONETCKA ¢axynTer
(ax. 2017/ 2018), cryauje II nukiryca, CTy IUjCKH IPOrpaM I'paljeBHHAPCTBO,
ycMjeperbe: KOHCTPYKTUBHO

o Ilodayu o 3anocnery: Yuusepsutet y bamoj Jlynu, ApXHTEKTOHCKO-Tpal)eéBUHCKO-

reogercku ¢axynter (o1 oxTobpa 2018.)

II IOJALIM O 3ABPIIIHOM PATY

KanauaaT ce ONpejellio 3a HCTPAKHBAUKH paj y 061acTH MexaHuKe fepopMabHIHIX
THjeNa Koju NpuIaja yxoj HayuHoj obnactu MexaHuka Teopuja KOHCTpykuHuja. KoHKpeTHO,
aHATM3HPAHE Cy JUHAMUYKE KapaKTEPUCTHKE IIPOM3BOJbHO 3aKPHBIEEHUX PABAHCKUX JTAHAjCKUX
cucreMa. 3aBpIIHM pai je ypaeH Ioj HaciloBoM HM3o2eomempujcka aHanusd C10600HUX
eubpayuja zpeonux cucmema y pasnu u obyxpara 92 crpauuue, 88 cimka u 15 rTabena. C
o63upoM na hie 3aBpmuu Tipesiom GuTH ypalleH HakoH oBor Mspjemaja, moryhe je Mmame
OJICTyIIaE:€ O/l YKYIHOT 6poja CTpaHHMIIA.

IIpenMeTHA MacTep Te3a je CTPYKTyHpaHa y TpH OCHOBHE IjelIAHE: TEOPUjCKe MOCTaBKe,
eKCIIepHMEHTATHA aHATH3a i HyMEPHYKa aHalln3a, IpeMa cibeaehem campxajy:

1. YBog
2. b-cnnaju
2.1. Ocobune b-cinajua
2.2. besuepoBe KpuBe
2.3. MuceproBame YBOPOBa
2.4. EneBanuja b-crurajaa
2.5. [ToGospImame Mpexe KOHaYHUX eJleMeHaTa
3. Heynuhopmuu parponanau b-conaju (HYPBC)
3.1. Enepanuja HYPBC-a u nHCEepTOBame YBOpOBa
4. VI3oreoMeTpHjCcKa TEOpHja HOocCaya
4.1. 'eomeTpyja oce mrana
4.2. MeTpuka npoU3BOJbHE TauKe MOIPEYHOT IIpecjeKa
4.3. beprynu-Ojneposa Teopuja
4.3.1. Matpuna kpyroctd bepuynu-OjnepoBor rpeIHOT ejieMeHTa
4.3.2. Marpuua maca beprynu-OjinepoBor rpeaHor eleMeHTa
4.4. TumoiIeHKOBA TEOPH]a
4.3.1. Matpuna KpyTocTd THMOIIEHKOBOT I'PEJHOT EIIEMEHTA
4.3.2. Marpuna Maca THMOIIEHKOBOT I'PEIHOT €IeMeHTa
4.5. JenHauuna coboaHMX BUOpanyja
5. PenapameTtpu3anuja KpuBe



6. ExciepyuMeHTaIHa MOJJaIHA aHAJIH3a
6.1. MopmajiHO TECTHpamke
6.1.1. OCHOBHH MjepHH JIaHAaI]
6.1.2. OcHOBHE MPETNOCTAaBKE MOJATHOT TECTUPAHA
6.1.3. Mjepeme hyHKIHja GPEeKBEHIN]CKOT OJI3UBA
6.2. MojanHo TecTHpambe YeIMYHe rpeie
7. HyMepuuky npumjepH
8. 3akipyyak
Jluteparypa

I11 TIPUKA3 1 AHAJIU3A 3ABPIIHOI PAJIA

3amaTak KaHauJaTa je OMO Ja W3y4d M NMPHUMHJEHH CaBpEMEHE IIOCTYNKe 3a IpopavdyH
IMHAMHYKHMX KapaKTepHMCTHKA 3aKpUBJHEHHX Ipefa urja oca JeXH y jenHoj pasru. Lluib je 6uo
dopMupaTn MexaHWuKH ¥ QUIAYKH MOAEN IPEAMETHHX KOHCTDYKIH]a, T€ HCIUTATH EHHXOB
OJTHOC W IIPUMjEHIBUBOCT.

YV paiy je maT mperien moctojehux mocTyliaka 3a IpopadyH crnobomuux BuGpaumja
IIPOM3BOJHHO 3aKPUBJBEHMX Tpefia y paBHH. Metpuka bepnynu-Ojnepose u TumomeHkoBe rpeie
je meTajbHO M3BeAeHa ysuMajyhu ersaktHo y o63Mp yTHIj 3aKpHBJBEHOCTH oce. IIpocTopHa
JUCKPETH3alMja je M3BpINEHa MPUMjEHOM M30TCOMETPHjCKOT IOCTYNKA KOjU NOCjelyje MHOTe
IPEHOCTH Y OJHOCY Ha CTAHJapAHH M30MapamMeTapcky npucTyn. Kanaunar je moxkasao ia Biaja
TPaKEHOM METOIOJIOIH)jOM Ca H3y3eTHO BUCOKHUM CTEIICHOM Pa3yMH]jeBakba.

Ha OCHOBY IIOCTaB/BEHOI IIPOpadyHCKOr Mojela, ¢opMupan je onroapajyhu
pauyHapcku Koi. OCHOBHH JIONPUHOC paja je CaipXaH y AeTabHO] HyMEpHYKO] aHAIH3M M
JIMCKYyCHMjU IOOMjeHHX pesyirara. M3BpuieHa Cy HeTajbHa MCIHTHBAKba yTUIaja nobosellama
Mpeke KOHAUHHMX elleMeHara ca IOCeOHMM aKIIEHTOM Ha YTHIa] KOHTHHYyHTETa Ha IpaHHIlaMa
eneMeHata. IlokasaHe Cy NpPeAHOCTH M MaHE pa3MaTpaHUX IIOCTYHaKa Te je yKa3aHO Ha
MOryhHOCT NpHMjeHe perlapaMeTpu3aliije KpuBe Y HH/by J00Hjamba KBAINTETHHJUX TUCKPETHUX
HYMEpPUYKHX ClieKTapa IpeIMEeTHHX KOCHTPYKIIHja.

Kanaupgar je ycnjemHo MH3BpUIHO K €KCUCPHMEHTAIHY MOMAAIHY aHAIM3y jeIHOT
GU3MYKOr MoJiena 3aKpuBJbeHe udenuuHe rpene. IlopehemeM ca HyMepUUKHM pe3yNTaTUMa,
noTBpheHa je BAIUAHOCT OCTABJLEHHX MOIENA.

IIpoBjepoM OpHTHHAHOCTH ypaljeHor 3aBpIIHOT pajia, YCTAHOBJBEHO je [ia He MOCTOjH
HEJJ03BOJbEHA Oy AAPHOCT ca NocTojehinM myGuKanyjama.

IV 3AKJbYUYHO MHUIIIJBEBE

Kanmupar Cmexana MunoeanoBuh je ycIjemHo OOroBOpHia Ha IOCTABJ/GEHH 3a[aTaK
Kpo3 u3pany 3aBpuiHor pajaa. Crora, KoMucHja KOHCTaTyje 1a KaHIUIAT UCITYHaBa CBE YCIIOBE



npenpubene 3akoHoMm 0 BECOKOM o6pasopamy PC u CraTyra YHHBEp3HTETa Y Bamoj JIynu ma
MoJe IPHCTYIIMTH OJ6PaHH 3aBPIIHOT paja 3a Apyry mukiy ctyauja CII I'pahesuHapcTBO.

Ha ocHoBy HaBsemedor, Kowmucnja mpemnaxe HacraBHO-HAy4HOM Bujehy
ApXHTEKTOHCKO-TpaljeBHHCKO-T€OJETCKOr  (paKyiTera YHHBEP3UTETA Yy bamoj Jlynu pa
xauaugaty Cmexanun MunosarnoBuh on06pu jaBHy 0a0pany paja moj Ha3HBOM

H3oreoMerpHjcka aHanu3a ¢1060JHHX BHOp2uMja rPeTHHX CHCTEMA y PABHH

Bama Jlyka, janyap 2020.

TMotnuc unanosa Komucuje:
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npod. ap Mato Yspaperuh
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mpod. 1[1; Anexcanmap bBopkosuh
MEHTOP U 4JIaH

j'4 I ,rl“f—ﬁr,-. i
: Nfby¢ 2V P éinm

npod. ap Banentuna I'omy6oBuh-byrapcku
KOMEHTOD ¥ WIaH



Ipuaor 2.

YHUBEP3UTETY Y BAIHOJ JIYIIA
MMOAAIIA O AYTOPY OABPAILEHOI' MACTEP/MATUCTAPCKOI' PAJTA

Hme u npe3nMe ayTopa MacTep/MarucTapckor paja:
Creeorcana Munosanosuh
Jatym, MjecTo u ap:kaBa pohema ayropa:
01.03.1993. IIprwasop, buX (PC)
Hazus 3aBpmeHor gakyiarera/AkaaeMuje ayTopa H roARHA JHILIOMUpamba:
Apxumexmoncxo-epahesuncro-zeodemcku gaxynmem, 2017.
JMaTym og0Opane 3aBpIIHOI/IUNJIOMCKOT paja ayTopa:
20.01.2017.
HacJ/ioB THIIOMCKOT/3aBPUIHOT paga ayTopa:
Hzoz2eomempujcxa ananuza epeOnux cucmemay paguu
AKaJeMCKO 3Baib€ Koje je ayTop cTexkao o40paHoOM 3aBpLIHOI/IMILIOMCKOI paja:
Junnomupanu unsicervep epahesunapcmeaq
AKaeMCKoO 3Bal-€ Koje je ayTop cTekao oA0paHoM MacTep/MarucTapckor paja:
Macmep unoicervep epahesunapcmea
Hasus ¢akyiarera/AxkaeMuje Ha KOMe je MacTep/MarucTapcKu paj oaGpameH:
Apxumexmoncko-zpaheguncko-zeo0emeky gaxynmem
HacJj10B MacTep/MarucTapckor paaa u JaTym oadpaHe:
H3zo2eomempujcka ananuza croboonux eubpayuja epednux cucmema y paguu, 14.02.2020.
Hayuna o6sact macrep/marucrapekor paga npema CERIF mudpapanky:
1220
HmeHa MEeHTOpA W YIAHOBA KOMHCH]j€ 32 040paHy MacTep/MarucTapckor paja:

1. op Anexcanoap bopxosuh, eanpeonu npogpecop, Apxumexmoncko-epalhesuncko-
2eo0emcxu gpaxynmem, Ynugepzumem y barvoj Jlyyu, menmop

2. 0p Banenmuna I'onybosuh-bByeapcku, eanpeonu npogpecop, Mawuncku gaxynmem,
Yuusepzumem y bawoj Jlyyu, komenmop

3. Op Mamo Ymwapesuh, sanpeonu npogecop, Apxumexmoncko-epahesuncro-2e00emcKy
paxyrmem, Ynueepsumem y baroj JIyyu, npeocjeonux

V Bamoj Jyw, nana _17- 02. 2020.




H3jasa 1

Hacnios paga UAOrEOHETPUICKA AHAAURA CAOROA HINX Bui PALLIA rPé;4HMx

IIpnaor 3

HU3JABA O AYTOPCTBY

H3jaBmyjem aa je MacTep/MarucTapcku pajg

CUCTEMA 4 PABHY

Hac1oB pazia Ha €HIJIECKOM je3nKy
[506EOHETRIC FREE VIBRATION ANALY SIS OF RANE BEAMS

Pl
X

pEIYNTAT COMCTBEHOT UCTPAXUBAYKOT paia,

Jla MacTep/MarucTapcku paf, y IjeJIMHy WK y AWjeoBHMa, HHje OHO TpeaoxKeH 3a
nobujame OHIO Koje [OUIUIOME TMpeMa CTYOMjCKMM [porpaMuMa  IOpyrux

BHCOKOIIIKOJICKHX YCTAHOBA,

ha Cy pe3ylNTaTh KOPECKTHO HaBCICHHU U

Ja HUCaM KpILIHMO/JIa ayTOpcKa IIpaBa W KOPUCTHO WHTEJIEKTYaJHY CBOjHHY APYTHX

JIMna.

Tlorouc xawoupaTa

V Bamwoj JIymu __17-02.. 2020. &ﬁ@l—#a}fﬁl J%Jo@aﬂogut




Hzjasa 2

Hzjasa kojom ce opaamhyje APXUTEKTOHCkn - I'F'A:EE BUHCKO - [EOAETCKY
dakyarer/AxageMuja yMjeTHocTH YHHBep3uTeTa y bamoj Jlynn ga

MacTep/MarucTapckM pajl y4HHH jaBHO JOCTYITHHM

APXxUTEKTOHCKO ~ MPATSE BUKHCKD -
Ornamhyjem TEOAE TCKN dakynrer/AkageMujy yMjeTHOCTH

VuusepsuteTa y bamoj JIyuu ga Moj MacTep/MarucTapcku paj , oj HacJ0BOM

CEO Uualy OA HU X u i nNx

CUCTEHA Y FARHU
KOjH je MOje ayTOpCKO [IjeJio, YIMHU jaBHO JOCTYIIHUM.

MacTep/MarucTapeki paji ca CBUM NPHIO3MMa Hpenao/fia caM y eJIeKTpOHCKOM (opmary,

TIOTOZIHOM 32 TPajHO apXUBUPABE.

Moj MacTep/MarucTapck paj, MOXpameH y AWUTUTATHU PENO3UTOPHjyM YHMBEp3WTETa Y
Bamoj Jlyuu, MOr'y 1a KOPHCTE CBHM KOjHU MOIUTY]y OJpeAde caapkaHe y oJabpaHOM THILY

mnerne KpeatusHe 3ajenuute (Creative Commons), 3a KOjy caMm OuTy4Ho/na.

1. Ayrtopctso
2. AyTOpCTBO - HEKOMEPIIHjAITHO
@ AYTOPCTBO - HEKOMEpLUjaTHO — 6€3 pepane
4. AyTOpCTBO - HEKOMEPIIMjAITHO - JUjEIUTH 10/ UCTHM YCJIOBHMA
5. AyropcTBo — 6e3 npepaae

6. AYTOPCTBO - TUjEJIUTH MO HCTUM yCIOBHMAa

(MonnuMo ia 3a0Kpy)KUTe camo jeJiHy oJ MecT NOHYEeHHX NMLEHLM, KpaTaK OMKC JHULEHIIMU

JaT je Ha MoJIehUHM NHCTa).

TToTnuc kangupaTa

V Bamoj JIyuu {2.02. 2020. C‘(:P}H axd ./%JJO{?&HO‘&L-&'\




H3sjaBa 3

H3jaBa 0 HIEHTHYHOCTH MITAMIAHE H €JIEKTPOHCKE Bep3Hje

mMacTep/MarucTapckor pajga

Hme u npesnme aytopa _ CHHEHAHA MUAORAHOBUR

Hacnop paga _UB0(EOMETPUICKA  AHAMBA  (NOEOAHUKX BUBPALUIA FPEAHMK

Mentop necd. Ap  ANEKCAHAAP  BOPKORUR CUCTEMA ¥ faBHY

KoteErTop: NPob. AP BANEHTUHA T[OAYBOBUTR - BYIARCK

H3jaBpyjeM npa je mrammaHa Bep3dja MOI MacTep/MAarucTapcKor paja HAECHTHYHA
€NIEKTPOHCKO] BEP3HMjH KOjy caM TIpeAao/nia 3a AUTHUTATHU PEHO3UTOPHjyM YHHUBEP3UTETA Y

bamoj Jlyiu.

Totmic xkaHOUOaTa

V Bamoj Jiymn 7. 02. 2020, (ierana fﬁuo@a}m{?)uﬁ
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